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PREFAŢÃ 
 
 Soluţia unei probleme trebuie privitã ca o sursã de metode şi idei care se 
vor dovedi utile şi în alte împrejurãri.Dintr-o problemã elevul trebuie sã obţinã şi 
sã reţinã cât mai multe informaţii . 
 Pornind de la aceste motive, cartea de faţã se adreseazã elevilor care se 
pregãtesc pentru concursurile de matematicã.Problemele selectate sunt 
problemele originale ale autorului - în marea lor majoritate publicate – în cãrţi şi 
reviste de specialitate ca: „Matematicã de vacanţã’’, ’’Gazeta matematicã’’, 
’’Revista matematicã din Timişoara’’, ’’Revista de informare matematicã din 
Braşov’’, ’’Sã înţelegem matematica’’ (Bacãu), ’’Recreaţii matematice” (Iaşi) etc. 

Soluţiile problemelor sunt clare, concise, imediat dupã enunţ.Aceasta 
reprezintã de fapt nota de originalitate şi factorul de utilitate al cãrţii.Mai spun cã 
lucrarea este utilã şi prin faptul cã are un caracter complet, unitar, conţinând 
probleme din clasele V – XII. 

 
 
 
 
Berca, 2009                                                                                   Autorul 
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I. 
 
 Motto:“Aritmetica şi Geometria dispun de resurse bogate de dezvoltare a capacităţii 
copilului de a se mira, de a se întreba, de a imagina răspunsuri, de a tatona diferite căi 
de rezolvare, de a stabili punţi de legătură cu înţelegerea naturii, a limbajului, a istoriei 
şi geografiei.Dar totul trebuie să se bazeze pe dezvoltarea propriei sale curiozităţi, în 
aşa fel încât el să accepte ca unică răsplată bucuria, plăcerea de a înţelege, prin paşi 
mărunţi, câte ceva din lumea care îl înconjoară şi de a se înţelege pe sine.La întrebarea 
pe care o auzim mereu, din partea unor elevi, dar şi din partea unor părinţi sau 
educatori:De ce matematică pentru copii care nu-şi propun să devină matematicieni? le 
răspundem: Pentru că matematica este un mod de gândire cu valoare universală şi 
pentru că ea prilejuieşte bucurii spirituale la care orice fiinţă umană ar trebui să aibă 
acces.În măsura în care adolescenţii vor învăţa să se, bucure de frumuseţile 
matematicii, ale ştiinţei, ale artei şi literaturii şi vor simţi nevoia de a le frecventa, ei nu 
vor mai suferi de plictiseală iar tentaţia unor activităţi derizorii, uneori antisociale, va 
scădea” 
 
Savantul Academician, Solomon Marcus 
 
 
Problemă pentru ciclul primar 
 
La o oră de sport participă elevi din clasa a III-a şi elevi din clasa a IV-a, în total 46. 
Profesorul aşează elevii pe un rând astfel încât între doi elevi de clasa a IV-a să se afle 
doi elevi de clasa a III-a.Să se afle câţi elevi sunt în clasa a III-a şi câţi elevi sunt în 
clasa a IV-a.  
                                                                                             
Soluţie.Dacă notăm cu a  numărul elevilor din clasa a IV-a şi cu b numărul elevilor din 
clasa a III-a din enunţ  rezultă relaţiile: 

46=+ ba  şi )1(2 −= ab .Se obţine 16=a şi 30=b . 
 
Problemă pentru ciclul primar, 
 
Găsiţi numărul abcd :2 ştiind că cifrele sale verifică relaţiile: 

22)4(,7)3(,7)2(,11)1( −==+=++=+++ addcdcbdcba . 
 
Soluţie.Dacă scădem relaţiile (1) şi (2) obţinem 4=a , apoi scădem relaţiile (2) şi (3) şi 
rezultă 0=b .Din (4) avem 6=d , iar din (2) 1=c .De aici obţinem 4016=abcd . 
Numărul căutat este 2008. 
 
Problemă pentru ciclul primar, 
 
Într-o şcoală, în luna mai 2008, raportul fete:băieţi era de 2:3.În prezent, raportul este 
1:2, numărul băieţilor a rămas neschimbat, iar numărul fetelor este cu 10 mai mic.Să se 
afle câte fete şi câţi băieţi erau în şcoală în luna mai 2008. 

Dată la Concursul Sclipirea Minţii - 2008 
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Soluţie.Notăm cu f  numărul fetelor şi cu b  numărul băieţilor.Deoarece în luna mai 
2008 raportul fete-băieţi era 2:3 ,rezultă kf 2=  şi kb 3= .Din datele prezente avem 

kk 3)102(2 =− , de unde 20=k . 
Deci 60,40 == bf . 

Dată la Concursul “Sclipirea Minţii” 2008 
 

{ } { }),...,2,1,,...,2,1,,,,( areductibil este

...
...

 Fractia 

:reGeneraliza

a.reductibil este fractia si
2cu  divide se fractiei numitorul si lnumaratoru ca rezulta aici De

pare. numeresunt  )( forma de Numerele

:Solutie
                                                                  

.rezultatul zatia.Generalireductibil este ),,,( ,

: fractia ca Aratati

a,-V a clasapentru  Problema
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Problema pentru clasa a V-a 
 
Arãtaţi cã fracţia 

par.numar un -printr

 simplificã senu  ),,,(,
)(

2753 NdcNba
baab

dcba

∈∈
+

+++ ∗

 

Publicată în RIM – nr.XIV -2007 (10109) 
 

Soluţie: 

par.numar un -printr
 simplificã senu  datã fractia decipar;numãr un  )(iar 

 , sa) a cifrã ultima calculeaza (se
imparnumar un  este 2d753 causor  zãdemonstrea Se

baab

cba

+

+++
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Problema pentru clasa a V-a 
 
Arãtaţi cã fracţia 

par.numar un -printr

 simplifica senu  ),(,
)(

120072005 ∗∈
+

++ Nba
baab

ba

 

Publicată în RIM – nr.XIII -2007 (9945) 
 

Soluţie: 

par.numar un -printr 
simplifica senu  data fractia decipar;numar un  )(iar 

 sa), a cifra ultima calculeaza (se
impar numar un  este 120072005 causor  zademonstrea Se

baab

ba

+

++

 

 
Problema pentru clasa a V-a 

par.numar un -printr simplifica senu  fractia ca rezulta aici De
par.numar un 

 numitoruliar impar numar un  este lnumaratoru ca faptul obtinem
,7 ,6 ,)( ,)( 

:cacont  Tinand.
6)(
7)(

:scrie se data Fractia
:

                                                                      ).;,,,,(

par numar un -printr simplifica senu  ,
6
7

 fractia ca Arãtati

22

22

imparparpardccdparbaab
dccd
baab

Solutie

NmNndcba
cddc
abba
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m

n

m

n

===+=+

++
++

∈∀∈∀
++
++

∗

 
 
 
 
Problema pentru clasa a V-a 
 
Arãtaţi cã fracţia 

par.numar un -printr simplifica senu  ),(,
)(
175 ∗∈

+
++ Nba
baab

ba

 

Publicată în RIM – nr.XIII -2007 (9945); Publicată în RIM – nr.XV -2008 (10295) 
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Soluţie: 

par.numar un -printr 
simplifica senu  data fractia decipar;numar un  )(iar 

 sa), a cifra ultima calculeaza (se
impar numar un  este 175 causor  zademonstrea Se

baab

ba

+

++

 

 
 
Problema pentru clasa a V-a 
 
Sã se afle x şi y numere naturale astfel încât  

{ }.)3,4(),5,2(),( Deci
3.y si 412-y si 31.2

;5 si 232 si 111.
:tiposibilita eurmatoarel Avem

.3)2)(1( daca aechiunitar este data fractia
:Solutie

a.echiunitar fie sa 
)2)(1(

3 

∈
==⇔==−
==⇔=−=−

=−−

−−

yx
xx

yxyx

yx

yx
fractia

 
 
 
Problema pentru clasa a V-a 
 
Sã se afle x şi y numere naturale astfel încât 

.subunitara fie sa 
3

2-2- yxxyfractia +

 
Soluţie: 

. 
2y
0

2. ; 
1

1.

:solutiile obtinem calculele Efectuand
2. si 0,1sunt  )1)(2( produsului ale posibile Valorile
).1)(2()1(2)1(22 Avem

⎩
⎨
⎧

=
=

⎩
⎨
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∈
=
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−+=−+−=−+−

x
Nx

y
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Problema pentru clasa a V-a 
Arãtaţi cã fracţia  

.simplifica poate se N),(n 64
2 ∈
+
+

nn
n

 
 
Soluţie: 

2.cu  simplifica poate se Fractia
2.cu  divizibil este deci ),32(2 scrie se lNumaratoru

par. este econsecutiv
 naturale numere doua a Produsul).1( scrie se Numitorul

+

+

n

nn
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Problema pentru clasa a V-a 
Arãtaţi cã fracţia 

.simplifica poate se )(,
110

6 ∗∈
−

Nnn  
 
Soluţie: 

3.cu  simplifica se 
; oricepentru  3cu  

divide se numitorul deci,9...9910...10110 ca Observam

fractia
Nn

n

∗∈

=−=−

 

Problema pentru clasa a V-a 
 
Arãtaţi cã fracţia 

par.numar un -printr  simplificã senu 

 ),,,(,
)(

2200720052003 NdcNba
baab

dcba

∈∈
+

+++ ∗

 

Publicată în RIM – nr.XIV -2007 (10109) 
 

Soluţie: 

par.numar un -printr
 simplificã senu  datã fractia decipar;numãr un  )(iar 

 , sa) a cifrã ultima calculeaza (se
imparnumar un  este 

2d200720052003 causor  zãdemonstrea Se

baab

cba

+

+++

 

 
 
 
Problemã pentru clasa a V-a 
 

.2 si 1cu    forma denumerelor  suma afle se Sa N
a

bN
b

aab ∈
+

∈
+

 
Publicată în RMT – nr. 3 / 2006 (VI.204.); G.M. – nr. 9 / 2006 (E: 13267)& Crux 
M391 – aprilie 2009 
Soluţie: 
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{ } 141. este ceruta suma si 34,12,11,53,31 Asadar,
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Problemǎ pentru clasa a V-a, 
 
Fie 2008...321 ⋅⋅⋅⋅=A .Aflaţi cel mai mare număr natural n  cu proprietatea că n3  
divide A . 
Publicată în G.M. –nr. 5 / 2007 (E: 13439) 
Soluţie. Numărul A  conţine 2008 factori.Notăm cu [ ]a  partea întreagă a numărului a. 

Din cei 2008 factori 669
3

2008
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡  sunt divizibili cu 3; 223

9
2008

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡  sunt divizibili cu 

23 ; 74
27

2008
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡  sunt divizibili cu 33 ; 24

81
2008

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ sunt divizibili cu 43 ; 8

243
2008

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡  

sunt divizibili cu 53  şi 2
729
2008

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡  sunt divizibili cu 63 .Nu avem nici un factor 

divizibil cu 218737 = .Avem în total 669+223+74+24+8+2=1000 factori de 
3 1000=⇒ n . 
 
Problemǎ pentru clasa a V-a, 
 
În câte zerouri  se termină numărul 2007...321 ⋅⋅⋅⋅=A ?. 
 
Soluţie. Numărul A  conţine 2007 factori.Notăm cu [ ]a  partea întreagă a numărului a. 

Din cei 2007 factori 401
5

2007
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡  sunt divizibili cu 5; 80

25
2007

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡  sunt divizibili cu 

25 ; 16
125
2007

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡  sunt divizibili cu 35 şi 3

625
2007

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ sunt divizibili cu 45 .Nu avem nici 

un factor divizibil cu 312555 = .Avem în total 401+80+16+3=500 factori de 5 5005⇒  
divide A .Deci A  se termină cu 500 de zerouri. 
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Problemã pentru clasa a V-a 
 

4.y,1 :este ecuatiei solutia urmarein Pr
.3 si 0 unde de 

7,1-2 respectiv 11-2 si 0 ca Urmeaza
7.1)-(22 si 11)-(22scriu  mai se relatii doua Ultimile

72-2 respectiv1,2-2  si   Rezulta
.27 ,21 ,2 Fie

:Solutie

.2)7)(1(
:ecuatiei ale naturale solutiile iDeterminat

==
==

===

==

===++

=+=+=

=++

−−

−−

x
tv

u

ytvu
xxx

xxx

utuv

utuuvu

utuv

tvu

y

 

 
Problemã pentru clasa a V-a, 
 
Rezolvaţi în NxN ecuaţia : 

.Nyx,1
2007y

2007
2006x
1 ∗∈−=

+
+

+
 daca 

 
Publicată în GM – nr. 11 / 2006 (C:3086.) & dată la Olimpada de Matematică Faza 
Locală – clasa a VIII – a , Sibiu, 2007; Publicată în RIM – nr.XIII -2007 (9942) 
 
Soluţie: 

{ }

 .1,2 este Solutia
.21Pentru 

solutie; avemnu 0
2006
10Pentru 

.1,0 unde De

1
2007

20081

2007
2008

2007
2007

2007
1

2007
2007

2006
1 Avem

2007
1

2006
1

2007200611Din 

==
=⇒=

⇒=
+

⇒=

∈

≤⇒
+

≤⇒

+
=

+
+

+
≤

+
+

+

+
≤

+
⇒

+≥+⇒+≥⇒≥−⇒∈− ∗

yx
xy
x

y

y

y
y

yyyyx

yx

yxyxyxNyx

 

 
 
 
Problemã pentru clasa a V-a 
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Sã se compare numerele: 
.22327320072006 200760214012100320072006 ⋅+⋅⋅+ 80242  si  

 
 
Soluţie: 
 

.732223220072006 (2) si (1)Din 

.2006273)2(
1716
5949

23

1716
5949

23

;591722006
                                                    

.20072232)1(
200722322007223232

;22332007

4012100380242007602120072006

2006802440121003

20062006

20062006

200610032

200720076021

2007200720073323

2

⋅⋅+⋅+⇒

⋅⋅⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅⋅=

⋅⇔

⋅⇔⋅⇔

⋅=
⋅

 

 
 
Problemã pentru clasa a V-a 
 
Sã se compare numerele: 

.22373220072006 2007401210031404520072006 ⋅⋅⋅⋅   si  
 
 
Soluţie: 
 

.22373220072006 (2) si (1)Din 

.2006273)2(
1716
5949

23

1716
5949

23

;591722006
                                                    

.20072232)1(
200722322007223232

;22332007

2007401210031404520072006

2006802440121003

20062006

20062006

200610032

200720076021

2007200720073323

2

⋅⋅⋅⋅⇒

⋅⋅⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⇔
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⋅⋅=

⋅⇔

⋅⇔⋅⇔

⋅=
⋅

 

 
 
Problemã pentru clasa a V-a 
 
Rezolvaţi în NxN ecuaţia : 

.Na,Nyx,1
1ay

1a
ax

1
∈∈−=

++
+

+
+

∗   daca 
 

Publicată în RMT – nr. 3 / 2007 ( V.229.)  
 
Soluţie: 
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{ }

 .1,2 este Solutia
.21Pentru 

solutie; avemnu 010Pentru 

.1,0 unde De

1
1

21

1
2

1
1

1
1

1
11 Avem

1
11

111Din 
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=⇒=

⇒=
+

⇒=

∈

≤⇒
++

+
≤⇒

++
+

=
++

+
+

++
≤

++
+

+
+

++
≤

+
⇒

++≥+⇒+≥⇒≥−⇒∈− ∗

yx
xy

ax
y

y

y
ay

a
ay

a
ay

a
ayay

a
ax

ayax

ayaxyxyxNyx

 

 
Problemã pentru clasa a V-a  
 
Sã se gãseascã numerele de forma divizori. 15au  care 15cu  divizibile abcd  
Publicată în RMT – nr. 1 / 2007 (O.V.167.) 
Soluţie: 

    

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==⇒=+=+

==⇒=+=+
⇒

⋅+⋅+⋅+=⇒

⋅⋅⋅=⇒

2m4,n31m si 51n
sau 

4m2,n51m si 31n
...1)(k1)(m1)(n15 divizori 15au  

...53  15cu  divizibile n

abcd

pabcdabcd km

 

{ }.5625,2025abcd

.20255abcd56255abcd 24

∈

=⋅==⋅=

 

3 sau  3   :Avem 42

 
 
Problemã pentru clasa a V-a  
 
Sã se gãseascã numerele de forma divizori. 25au  care 15cu  divizibile abcde  
 
Soluţie: 

    
4m si 4n51m si 51n

...1)(k1)(m1)(n25 divizori 25au  

...53  15cu  divizibile n

==⇒=+=+⇒
⋅+⋅+⋅+=⇒

⋅⋅⋅=⇒

abcd

pabcdabcde km

 

{ }.50625abcde

506255abcde 4

∈

=⋅=

 

. 3   :Avem 4

 
 
 
 
Problemã pentru clasa a V-a  
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Sã se gãseascã numerele de forma divizori. 15au  care 35cu  divizibile abcde  
 
Soluţie: 

    

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

==⇒=+=+

==⇒=+=+
⇒

⋅+⋅+⋅+=⇒

⋅⋅⋅=⇒

2m4,n31m si 51n
sau 

4m2,n51m si 31n
...1)(k1)(m1)(n15 divizori 15au  

...75  35cu  divizibile n

abcd

pabcdabcde km

 

{ }.60025,30625abcde

.306257abcde600257abcde 24

∈

=⋅==⋅=

 

5 sau  5   :Avem 42

 
 
Problemã pentru clasa a V-a  
 
Sã se afle numerele naturale n şi m care verificã condiţiile: 

divizori. 12 are m (iv)
divizori; 15 aren  (iii)
11m (ii)

115n (i)
zx

zy

;2
;

⋅=

⋅=

 
Publicată în S.G.M – nr. 10 / 2008 (S.E 08 - 72), dată la concursul 
interjudeţean”Jose Marti” –clasa a VI-a- Bucureşti, 2009 
 
Soluţie: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⋅=⇒

=⋅=⇒
⇒

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+

⇒
⎩
⎨
⎧

=+⋅+⇒
=+⋅+⇒

968
75625

31z

23

24

112m(ii)din 
115n(i)din 

2z
4y
3x

41x
51y

121)(z1)(x (iv)din 
 151)(z1)(y(iii)din 

 
 
Problemã pentru clasa a VI-a, 
 
Aflaţi restul împãrţirii numãrului 8. la 20072006 33 +  
       Publicată în G.M. – nr. 4 / 2007 (25776)                                                                                       
Soluţie: 
 

 

( )
4. estecerut  restul deci 

32006

,48M)18M(4
)18(43434)31(33 100310032200620072006

+=+⋅=
=+⋅=⋅=⋅=+=+

 
 
Problemă pentru clasa a VI- a, 
 
Să se arate că 23 divide 232323 1553 ++ . 
 
Publicată în RIM – nr.XIV -2007 (10115) 
 
Soluţie.Se aplică Mica teoremă a lui Fermat: .1,, 1 +=⇒≠=∈∀ −

p
p MaapprimpZa  
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232323 1553 ++ = 222222 15155533 ⋅+⋅+⋅ = =+⋅++⋅++⋅ )1(15)1(5)1(3 232323 MMM

2323 1553 MM =+++=  
Problemã pentru clasa a V-a, 
 
Să se determine mulţimea { }420 ,6z ,3 , / ≺≺ babayzyxNxA +==+=∈= . 
 
Publicată în RIM – nr.XIV -2007 (10118) 
 
Soluţie.(1) Nbabazyx ∈+⋅=+=+= )2(363 .Din 420 ≺≺ ba +  şi (1) rezultă  

(2) 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧∈+

3
11,

3
10,3,

3
8,

3
7,2,

3
5,

3
4,1,

3
2,

3
12ba .Din (1) şi (2) avem 

{ }11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1=A . 
Problemã pentru clasa a V-a, 
Fie { }∗∈+==+=∈= NnbanbznayzyxNxA ,420,2,, / ≺≺ .Să se determine A şi 
cardA. 
 
Soluţie.(1) )2(2 bannbnazyx +=+=+=  

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

∈+∈ ⇒ n
n

nnn
baNx 14,...,3,2,12

)1(

Avem { }14,...,3,2,1 −= nA  şi cardA=4n-1. 

Problemǎ pentru clasa a V- a, 
 
Aflaţi restul împǎrţirii numǎrului N= 10+ababab  la 13. 
 
 
Soluţie. Numǎrul ababab =10101 ab⋅ = 13M .Obţinem cǎ restul împǎrţirii numǎrului N la 
13 este 10. 
Problemǎ pentru clasa a V- a, 
Aflaţi restul împǎrţirii numǎrului N= 13+ababab  pe rând la 21 şi 37. 

 Vezi RMT – 1 / 2009, O.V. 214, şi SGMB- mai / 2009 (S:E09.168) 
 
Soluţie. Numǎrul ababab =10101 ab⋅ = 3721 MM = .Obţinem cǎ restul împǎrţirii 
numǎrului N la 21 şi 37 este 13. 
Problemã pentru clasa a V-a, 
Fie { }∗∈+==+=∈= NpmnpbamnbznayzyxNxA ,,,2,2,, / ≺≺ Să se determine 
cardA. 
 
 
Soluţie.(1) )2(2 bannbnazyx +=+=+=  

(2) pnxmnpbam ≺≺≺≺ ⇔+
)1(

2 .Deoarece .1,, −−=⇒∈ ∗ mnpncardANpnmnx  
Publicată în RIM – nr.XV -2008 (10294) 
 
Problemǎ pentru clasa a V-a, 
 
Să se determine mulţimea { }NnxNxA nn ∈<<⋅∈= + ,553/ 1  astfel încât 9=cardA . 
 
Soluţie.Primul element al lui A  este pe de o parte 153 +⋅ n  şi pe de altă parte .95 1 −+n  
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Deci avem egalitatea .152105355109515.3 1 =⇔⋅=⇔⋅−⋅=⇔−=+ + nnnnnn  
Mulţimea este { }.,24,23,22,21,20,19,18,17,16=A  
 
 
Problemǎ pentru clasa a V-a, 
 
Să se determine mulţimea { }NnxNxA nn ∈≤≤⋅∈= + ,553/ 1  astfel încât .11=cardA . 
 
Soluţie.Primul element al lui A  este pe de o parte n53 ⋅  şi pe de altă parte .1115 1 +−+n  
Deci avem egalitatea .1521053551011155.3 1 =⇔⋅=⇔⋅−⋅=⇔+−= + nnnnnn  
Mulţimea este { }.25,24,23,22,21,20,19,18,17,16,15=A  
Problemă pentru clasa a V-a, 
 
Să se rezolve în NN ×  ecuaţia: .21633 21 22

=− +++ xyx  
Publicată în RIM – nr.XIV -2007 (10121) 
 
Soluţie.Scoatem pe 22

3 +x  factor şi avem: 
3312 23)13(3

2

⋅=−−+ yx  
Din cei doi factori din membrul stâng unul este multiplu de 3 fără a fi şi multiplu de 2 
iar, 
celălalt este multiplu de 2 fără  a fi şi multiplu de 3, deci avem: 

32 33
2

=+x  şi 31 213 =−−y .În continuare 322 =+x ; 21 =−y , de unde 1=x  şi .3=y  
Problemǎ pentru clasa a V-a, 
 
Se consideră două numere de câte cinci cifre fiecare în care intră toate cifrele o singură 
dată .Să se afle suma acestor două numere ştiind că este de tipul knmmm , cu 1−= mn  
şi 12 += mk . 
 
Soluţie. Suma a două numere de câte cinci cifre în care să intre toate cifrele o singură 
dată este multiplu de 9, deoarece suma cifrelor este 45. 
Din 9 klmmmfghijabcde =+  , cu 1−= mn  şi 12 += mk  rezultă că numărul 
căutat nu poate fi decât 72333. 
Problemă pentru ciclul primar (sau clasa a V-a), 
 
Să se găsească toate numerele de trei cifre care satisfac simultan condiţiile: 

(1) produsul cifrelor numărului este egal cu triplul sumei cifrelor acestuia ; 
(2) una din cifrele numărului este egală cu suma celorlate două cifre ale numărului. 
 
Soluţie.Fie ba,  şi c cifrele numărului căutat şi, fără a restrânge generalitatea , 
presupunem cba ≤≤ .Din  )(3 cbaabc ++=  şi bac += , rezultă cabc 6= , de 
unde 6=ab  .Avem { })5,3,2(),7,6,1(),,( ∈cba . 
Obţinem deci soluţiile: 

{ }761,716,671,617,532,523,352,325,253,235,176,167∈abc . 
Problemă pentru clasa a V-a, 
 
Să se arate că numărul numerelor naturale mai mici sau egale cu 2008 care se divid cu 
3, sau cu 5 , sau cu 7 este multiplu de 109, iar numărul numerelor naturale mai mici sau 
egale cu 2008 care nu sunt  divizibile  cu 3, nici cu 5 , nici cu 7 este multiplu de 17. 
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Publicată în SM – nr. 1 / 2008 (G.7.) 
 
 
Soluţie.Fie A - mulţimea numerelor naturale nenule mai mici sau egale cu 2008 
divizibile cu 3, B - mulţimea numerelor naturale nenule mai mici sau egale cu 2008 
divizibile cu 5, iar C - mulţimea numerelor naturale nenule mai mici sau egale cu 2008 
divizibile cu 7. 

Atunci 669
3

2008
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=cardA , 401

5
2008

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=cardB , 286

7
2008

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=cardC , 

133
15

2008)( =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=∩ BAcard , 57

35
2008)( =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=∩CBcard ,  

95
21

2008)( =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=∩CAcard , 19

105
2008)( =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=∩∩ CBAcard . 

Din 
−∩−∩−

−++=∪∪
)()(

)(
CBcardBAcard

cardCcardBcardACBAcard
 

- )( CAcard ∩ + )( CBAcard ∩∩ =1090= 109M . 
Acum putem afla şi numărul numerelor mai mici sau egali cu 2008 care nu sunt 
divizibile cu 3, nici cu 5, nici cu 7. 
Acestea sunt în număr de 2008-1090=918= 17M . 
Problemă pentru clasa a V-a, 
 
Rezolvaţi în numere naturale ecuaţia: 

89=++ abab baba . 
                                                                                             
 
Soluţie. Avem 89=++ abab baba 901 =+++⇔ abab baba ⇔ 90)1)(1( =++ ab ba . 

1091561853035290190 ⋅=⋅=⋅=⋅=⋅=⋅=  şi simetricile acestor produse. 

Obţinem soluţii pentru 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

101
91

a

b

b
a

 respectiv 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+

91
101

a

b

b
a

 

Se obţin soluţiile { })2,3(),3,2(),( ∈ba . 
 
Problemă pentru clasa a V-a, 
 
Să se găsească opt numere naturale distincte pătrate perfecte a cărui produs este 82008 .      
                                                                              Publicată în SM – nr. 3 / 2009 (G.84.) 
 
                                                                                             
Soluţie.Lemă.Dacă kddd ,...,, 21  sunt toţi divizorii naturali ai numărului n  atunci avem 
relaţia: k

k nddd =⋅⋅⋅ 2
21 )...( . 

Demonstraţie.Fie nddd k =<<<= ...1 21 .Avem 

relaţiile:
11

21 ,...,,
d
nd

d
nd

d
nd k

kk

===
−

 care înmulţite membru cu membru dau relaţia 

din enunţ. 
În cazul nostru 25122008 3 ⋅= şi  are opt divizori iar din lemă rezultă 

82
821 2008)...( =⋅⋅⋅ ddd . 

Numerele căutate sunt deci pătratele divizorilor numărului 2008, adică:  
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22222222 2008,1004,502,251,8,4,2,1 . 
 
 
 
 
Problemă pentru clasa a V-a, 
  
Să se arate că suma divizorilor naturali ai numărului 2008 este multiplu de 7. 
 
 
                                                                                            Soluţie. Se ştie că suma 
divizorilor numărului n

npppa ααα ⋅⋅⋅= ...21
21  este 

1
1

...
1

1
1

1 1

2

1
2

1

1
1

21

−
−

⋅⋅
−
−

⋅
−
−

=
+++

n

n

p
p

p
p

p
pS

nααα

.Descompunem numărul 25122008 3 ⋅=  apoi se 

calculează suma divizorilor 75323780 32 ⋅⋅⋅==S  = 7M . 
   
 
 M391.Crux Mathematicorum 
Aprilie 
2009

.integers positive

usly simultaneo are 2 and 1 for which   and  integers positive all Determine
a

b
b

aba ++
 

 
Solution: 

{ }

{ }
⎩
⎨
⎧

=⇒=
=⇒=

⇒∈−⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈⇒∈
+−

∈
−

+=
−
+

⇒∈
−
+

⇒−=

+−−∈+≤+≤

35
13

3,12

122
2

31
2
1

2
1

2For  )1(

.1,,1,2 so ,2 and 1hat necesary t isIt 

ba
ba

a

NN
a

a

N
aa

aN
a
a

ab

aaaabbaab
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( ) { })4,3(),2,1(),1,1(),3,5(),1,3(ba, are,sosution  The
43
21

3133

1
1
1

1abFor )4(

11
2

1

abFor )3(

1111
1

21
1
1

1
1

1-abFor )2(

∈
⎩
⎨
⎧

=⇒=
=⇒=

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈+=
+

⇒∈
+

∈⇒∈
+
+

⇒+=

=⇒=⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈
+

∈
+

⇒=

Φ∈⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈+=
+

⇒∈
+

∈
−

+=
−
+

⇒∈
−
+

⇒=

ba
ba

N
aa

aN
a

a

NN
a
a

ba
N

a
a

N
a

a

a
N

aa
aN

a
a

N
aa

aN
a
a

 
 
   
Problemã pentru clasa a V-a (a VI-a), 
 
Arătaţi că dacă cba 71222009 ++  şi cba ++2009  atunci cba 352009 ++ . 
Publicată în SM – nr. 3 / 2008 (G.90.) 
 
 
 
Soluţie.Din 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++

++

cba

cba

2009

71222009
⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++

++

cba

cba

2222009

71222009 )(−
⇒ cb 5102009 + ⇒ )2(52009 cb +  

 
⇒ cb +22009 , deoarece 1)5,2009( = . 
Din 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

++

++

+

cba

cba

cb

71222009

2009

22009
)(+

⇒ cba 91532009 ++ ⇒ )35(32009 cba ++ ⇒ cba 352009 ++ , 

deoarece 1)3,2009( = . 
Problemă pentru clasa a V-a, 
  
Rezolvaţi în numere naturale ecuaţia: 200752 =− yx . 
Publicată în SM – nr. 2 / 2008 
 
Soluţie. Vom demonstra că ecuaţia nu are soluţii numere naturale. 
Ecuaţia este echivalentă cu 200752 += yx . 
Ultima cifră a numărului 20075 +y  este 2 sau 7.Prin urmare nu poate fi pătrat perfect. 
Problemă pentru clasa a V-a, 
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Determinaţi mulţimea { }200920052006),( 2 <⋅−<×∈= yxNNyxA . 
Soluţie.Vom demonstra că φ=A . 
Deoarece ( ) NNyx ×∈,  rezultă { }2008,200720052 ∈⋅− yx . 
1. Dacă 200720052 =⋅− yx , avem 200720052 +⋅= yx .Dar, ultima cifră a 
numărului 20072005 +y  este 2 sau 7.Prin urmare nu poate fi pătrat perfect. 
2. Dacă 200820052 =⋅− yx , avem 200820052 +⋅= yx .Dar, ultima cifră a 
numărului 20082005 +y  este 3 sau 8.Prin urmare nu poate fi pătrat perfect. 
În concluzie mulţimea nu are nici un element. 
 
Problemă pentru clasa a V-a, 
 
Să se determine numerele naturale x  şi y  ştiind că { }8,7,3,252 ∈− yx . 
 
Publicată în SM – nr.2 / 2008 
Soluţie.Vom demonstra că nu există numere naturale care respectă condiţia din ipoteză. 
1. Dacă 252 =⋅− yx , avem 252 +⋅= yx .Dar, ultima cifră a numărului 25 +y  este 2 
sau 7.Prin urmare nu poate fi pătrat perfect. 
2. . Dacă 352 =⋅− yx , avem 352 +⋅= yx .Dar, ultima cifră a numărului 35 +y  este 
3 sau 8.Prin urmare nu poate fi pătrat perfect. 
3. Dacă 752 =⋅− yx , avem 752 +⋅= yx .Dar, ultima cifră a numărului 75 +y  este 2 
sau 7.Prin urmare nu poate fi pătrat perfect. 
4.  Dacă 852 =⋅− yx , avem 852 +⋅= yx .Dar, ultima cifră a numărului 85 +y  este 3 
sau 8.Prin urmare nu poate fi pătrat perfect. 
Problemă pentru clasa a V- a,  

Aflaţi cea mai mică fracţie cuprinsă între 
2007
2006  şi 

2008
2007 . 

 
 

Soluţie.Avem (1) 
2008
2007

2007
2006

<<
y
x , unde 

y
x  este fracţia cerută .Relaţia (1) este 

echivalentă cu (2) 20072006 <
−

<
xy

x .Deci 
xy

x
−

 este de forma: 

b
a

xy
x

+=
−

2006 , cu ba <  şi 0,0 ≠≠ ba .Obţinem 
b

ab
xy

x +⋅
=

−
2006 . De aici 

deducem că x  este minim dacă ab +⋅2006  este minim , adică dacă 2=b  şi 1=a . 
Atunci 4013122006 =+⋅=x .Din bxy =− , avem 4015=y . 

Fracţia cerută este 
4015
4013 . 

 
Problemă pentru clasa a V-a (XII), 
 
Rezolvaţi în mulţimea numerelor naturale ecuaţia: 

1510243 += yx . 
Publicată în SM – nr.2 / 2008 
 
Soluţie.Vom demonstra că nu există soluţii numere naturale. 
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Cuburile perfecte prin împărţire la 7 dau resturile 0, 1 sau 6. 
Puterile lui 2 prin împărţire la 7 dau resturile 1, 2 sau 4. 
Numerele 151024 +y  prin împărţire la 7 dau resturile 2, 3 sau 5. 
Rezultă că ecuaţia nu are soluţii în NN × . 
 
 
 
 
Problemă pentru clasa a V-a (XII), 
 
Rezolvaţi în mulţimea numerelor naturale ecuaţia: 

15827 3 += yx . 
Publicată în SM – nr.2 / 2008 
 
Soluţie.Vom demonstra că nu există soluţii numere naturale. 
Cuburile perfecte prin împărţire la 7 dau resturile 0, 1 sau 6. 
Puterile lui 2 prin împărţire la 7 dau resturile 1, 2 sau 4. 
Numerele 158 +y  prin împărţire la 7 dau resturile 2, 3 sau 5. 
Rezultă că ecuaţia nu are soluţii în NN × . 
 
Problemă pentru clasa a V-a sau a VI-a, 

 Fie 
2008
2007...

6
5

4
3

2
1

⋅⋅⋅⋅=N .Arătaţi că 2009144 <<
N

. 

 

Soluţie.Din 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>

>

>

2009
2007

2008
2007
..........

5
3

4
3

3
1

2
1

          , rezultă 
2009

1
2009
2007...

5
3

3
1

=⋅⋅⋅>N                                                     

(1) 

Din 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<−=⋅<

<

<

)20081200820092007 (
2009
2008

2008
2007
..........

5
4

4
3

3
2

2
1

22deoarece

, avem: 

2009
11

2009
1

2007
2008...

3
4

1
2

2009
2008...

5
4

3
2

⋅=⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅<

N
N , de unde 

2
2

44
1

1936
1

2009
1

=<<N , deci: 

44
1

<N                                                                                                                                                         

(2) 
 
Din relaţiile (1) şi (2) rezultă Q.E.D. 
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Problemă pentru clasa a V-a sau a VI-a, 
 

Arătaţi că 2011
2009
2010...

5
6

3
4

1
244 <⋅⋅⋅⋅< . 

Soluţie. Fie 
2010
2009...

6
5

4
3

2
1

⋅⋅⋅⋅=N . 

Din 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>

>

>

2011
2009

2010
2009
..........

5
3

4
3

3
1

2
1

          , rezultă  

2011
1

2011
2009...

5
3

3
1

=⋅⋅⋅>N                                                                                                                          

(1) 

Din 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<−=⋅<

<

<

)20101201020112009 (
2011
2010

2010
2009
..........

5
4

4
3

3
2

2
1

22deoarece

, avem: 

2011
11

2011
1

2009
2010...

3
4

1
2

2011
2010...

5
4

3
2

⋅=⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅⋅=⋅⋅⋅<

N
N , de unde 

2
2

44
1

1936
1

2011
1

=<<N , deci: 

44
1

<N                                                                                                                                                         

(2) 
 
Din relaţiile (1) şi (2) rezultă Q.E.D. 

 
 
Problemă pentru Gimnaziu, 
 
Să se rezolve în numere naturale sistemul: 

 bca ≤≤ ,  bda ≤≤ , b
cd

dca ≤
+

≤ . 

 
Publicată în RIM – nr.XIV -2007 (10125) 
 

Soluţie. Pentru ,adc ==  avem 
acd

dc 2
=

+ , şi din ultima relaţie rezultǎ  22 ≤a  ;ţinând 

cont că Na∈ , rezultǎ 1=a . 
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Pentru bdc == , avem 
bcd

dc 2
=

+ , şi tot din ultima relaţie rezultǎ b
b
≤≤

21 .Atunci 

2≤b , şi cum  Nb∈<1  rezultǎ 2=b . 
Apoi din primele două relaţii  rezultǎ { }2,1∈c  şi { }2,1∈d  care îndeplinesc şi ultima 
condiţie. 
Soluţia sistemului este: 1=a , 2=b , { }2,1∈c , { }2,1∈d  
Problemǎ pentru clasa a VI-a, 
 
Sǎ se determine toate numerele naturale dcba ,,,  care îndeplinesc condiţiile: 
(1) bca ≤≤ ; 
(2) bda ≤≤ ; 

(3) b
cd

dca ≤
+

≤ . 

Publicată în RIM – nr.XIV -2007 (10125) 
 

Soluţie. Pentru ,adc ==  avem 
acd

dc 2
=

+ , deci din (3) rezultǎ  22 ≤a  şi 

Na∈ .Rezultǎ 1=a . 

Pentru bdc == , avem 
bcd

dc 2
=

+ , şi din (3) rezultǎ b
b
≤≤

21 .Atunci 2≤b , şi cum  

Nb∈<1  rezultǎ 2=b . 
Apoi din condiţiile (1) şi (2) rezultǎ { }2,1∈c  şi { }2,1∈d  care îndeplinesc şi condiţia 
(3). 
 
Problemǎ pentru clasa a VI- a, 
 
Fie zyx ,,  numere întregi nenule şi 222 ++ ⋅⋅= pmn zyxA , 

22 24 pmn zyxB ⋅⋅= ++ . 
Sǎ se arate cǎ A şi B au acelaşi semn. 
Publicată în RIM – nr.XIII -2007 (9952) 
 Soluţie.Avem 0244 222 ++++++ ⋅⋅=⋅ ppmmnn zyxBA  (deoarece mmnn ++ 22 ,  şi pp +2  
sunt numere pare)⇒  A şi B au acelaşi semn. 
 
Problemǎ pentru clasa a VI- a, 
Fie numǎrul 20072006 20072006 +=n .Determinaţi restul împǎrţirii lui n prin 5. 
 
Soluţie.Se calculeazǎ ultima cifrǎ a lui n , 9)( =nu .Avem cǎ 95 += Mn , de unde 
rezultǎ cǎ restul împǎrţirii lui n prin 5 este 4. 
Problemǎ pentru clasa a VI- a, 
 
Sǎ se arate cǎ numerele 20072006 20072006 +=A    şi   20082007 20082007 +=B  dau 
acelaşi rest prin împǎrţirea lor la 5. 
Publicată în RMT – nr. 4 / 2007 (V.234.) 
Soluţie.Se calculeazǎ ultima cifrǎ a celor douǎ numere şi obţinem u(A)=u(B)=9. 
Avem 95 += MA , 95 += MB , de unde rezultǎ cǎ restul împǎrţirii lor la 5 este 4. 
Problemǎ pentru clasa a VI- a, 
Sǎ se rezolve în Z ecuaţia 20082008 )2007()2005( +=+ xx . 
Publicată în RIM – nr.XIII -2007 (9952) 
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Soluţie. 
20082008 )2007()2005( +=+ xx ⇒ 22 )2007()2005( +=+ xx 20072005 +=+⇒ xx  sau  

20072005 −−=+ xx 2006−=⇒ x . 
Problemǎ pentru clasa a VI-a, 
Fie P  perimetrul şi S  suma diagonalelor unui poligon convex cu 5 laturi. 
Să se arate că PS ≥ . 
 
Soluţie.Să notăm cu 54321 ,,,, AAAAA  vârfurile poligonului.Poligonul are 5 diagonale: 

52424131 ,,, AAAAAAAA  şi 53 AA .Se ştie (sau se verifică uşor ) că suma diagonalelor unui 
patrulater convex ABCD  este cel puţin egală cu suma a două laturi opuse, 

CDABBDAC +≥+  
şi pentru ca să avem egalitate este necesar ca punctele DCBA ,,,  să fie pe o 
dreaptă.Luăm acum câte două diagonale consecutive şi obţinem patrulatere convexe 
pentru care avem relaţiile: 

43214231 AAAAAAAA +≥+ , 54215241 AAAAAAAA +≥+ , 

15431453 AAAAAAAA +≥+ ,m 

51325231 AAAAAAAA +≥+ , 54324253 AAAAAAAA +≥+  
de unde deducem, adunând  membru cu membru 

PS 22 ≥  care demonstrează relaţia din enunţ.Condiţia să avem egalitate este ca 3 
vârfuri ale poligonului să fie confundate într-un punct al segmentului determinat de 
celelalte două vârfuri. 
Problemǎ pentru clasa a VI-a, 
Fie P  perimetrul şi S  suma diagonalelor unui poligon convex cu 6 laturi. 

Să se arate că 
2

3PS ≥ . 

Publicată în RMT – nr. 4 / 2008 (O.VI.211) 
 
Soluţie. Soluţie.Să notăm cu 654321 ,,,,, AAAAAA  vârfurile poligonului.Poligonul are 9 
diagonale: ,,,,,, 645362425131 AAAAAAAAAAAA  şi 41 AA , 52 AA , 63 AA .Se ştie (sau se 
verifică uşor ) că suma diagonalelor unui patrulater convex ABCD  este cel puţin egală 
cu suma a două laturi opuse, 

CDABBDAC +≥+  
şi pentru ca să avem egalitate este necesar ca punctele DCBA ,,,  să fie pe o dreaptă. 
Notăm cu 1S = 645362425131 AAAAAAAAAAAA +++++  şi =2S 41 AA + 52 AA + 63 AA . 
Folosind inegalitatea de mai sus obţinem : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+≥+
+≥+
+≥+

43614163

65326352

54215241

AAAAAAAA
AAAAAAAA
AAAAAAAA

 , de unde prin adunare rezultă  PS ≥22
2

)1( 2
PS ≥⇔  

Analog se obţin : 
 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+≥+
+≥+
+≥+
+≥+
+≥+
+≥+

54325342

65216251

65436453

32613162

54616451

43214231

AAAAAAAA
AAAAAAAA
AAAAAAAA
AAAAAAAA
AAAAAAAA
AAAAAAAA



Neculai Stanciu, Berca, Buzău 

 23

care adunate membru cu membru dau PS 22 1 ≥ PS ≥⇔ 1)2(  
Prin adunarea relaţiilor (1) şi (2) ţinând cont că 21 SSS +=  se obţine relaţia de 
demonstrat. 
Problemǎ pentru clasa a VI-a, 
Fie P  perimetrul şi S  suma diagonalelor unui poligon oarecare (convex sau neconvex) 
cu 5 laturi. 
Să se arate că PS 2≤ . 
Publicată în RMT – nr. 4 / 2008 (O.VI.211) 
 
Soluţie.Să notăm cu 54321 ,,,, AAAAA  vârfurile poligonului.Poligonul are 5 diagonale: 

52424131 ,,, AAAAAAAA  şi 53 AA .Să ne reamintim acum proprietatea bine cunoscută că o 
latură a unui poligon este cel mult egală cu suma ceorlalte laturi, egalitatea având loc 
dacă şi numai dacă toate vârfurile sunt pe latura considerată (şi nu pe prelungirile 
acestei laturi).În cazul nostru o diagonală subîntinde două laturi consecutive şi o latură 
este subîntinsă de două diagonale. 
Avem deci inegalităţile: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

+≤
+≤
+≤
+≤
+≤

544353

511252

433242

455141

322131

AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA

; 

o condiţie necesară şi suficientă ca să avem egalitate este ca, în afară de permutare 
circulară şi de sens , punctele 54321 ,,,, AAAAA  să fie pe o dreaptă în ordinea crescătoare 
a indecilor iar primele 2 puncte precum şi ultimile 2 puncte să fie confundate. 
Prin adunarea inegalităţilor de mai sus obţinem PS 2≤  şi inegalitatea din enunţ este 
demonstrată. 
Problemǎ pentru clasa a VI-a, 
Fie P  perimetrul şi S  suma diagonalelor unui poligon oarecare (convex sau neconvex) 
cu 6 laturi. 

Să se arate că 
2

7PS ≤ . 

 
Soluţie. . Soluţie.Să notăm cu 654321 ,,,,, AAAAAA  vârfurile poligonului.Poligonul are 9 
diagonale: ,,,,,, 645362425131 AAAAAAAAAAAA  şi 41 AA , 52 AA , 63 AA . Să ne reamintim 
acum proprietatea bine cunoscută că o latură a unui poligon este cel mult egală cu suma 
ceorlalte laturi, egalitatea având loc dacă şi numai dacă toate vârfurile sunt pe latura 
considerată (şi nu pe prelungirile acestei laturi).În cazul nostru o diagonală subîntinde 
două sau trei laturi consecutive . 
Vom nota cu: 
 1S = 645362425131 AAAAAAAAAAAA +++++  şi =2S 41 AA + 52 AA + 63 AA . 
Cu proprietatea de mai sus obţinem: 
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+≤
+≤
+≤
+≤
+≤
+≤

655464

544353

211662

433242

166551

322131

AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA
AAAAAA

; de unde rezultă prin adunare (1) PS 21 ≤ ; 

Analog se obţin: 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++≤
++≤
++≤
++≤
++≤
++≤

61122363

65544363

54433252

56611252

43322141

45566141

AAAAAAAA
AAAAAAAA
AAAAAAAA
AAAAAAAA
AAAAAAAA
AAAAAAAA

 

Care adunate membru cu membru dau PS 32 2 ≤ 2
3)2( 2

PS ≤⇔ ; Prin adunarea 

relaţiilor (1) şi (2) ţinând cont că 21 SSS +=  se obţine relaţia de demonstrate, cu 
egalitate ca, în afară de permutare circulară şi de sens , punctele 54321 ,,,, AAAAA , 6A  să 
fie pe o dreaptă în ordinea crescătoare a indecilor iar primele 3 puncte precum şi 
ultimile 3 puncte să fie confundate. 
 
Problemǎ pentru clasa a VI-a, 
Dacǎ acele unui ceasornic aratǎ ora 0012 , la ce orǎ minutarul şi orarul fac pentru prima 
datǎ unghiul de 033  ? 
Dată la Concursul Interjudeţean de Matematică “ Speranţe Rîmnicene”, clasa a 
VI-a,  Rîmnicu Sărat, 2008 
 
Soluţie.Notǎm cu S  drumul parcurs de orar.Deoarece minutarul este de 12 ori mai rapid 
va parcurge drumul S12 .De aici , unghiul dintre orar şi minutar este 
(1) SSS 1112 =−=α . 
Dar (2) tS 030= , unde t  este timpul mǎsurat în ore.Din (1) , (2) şi 033=α  rezultǎ 

1,0=t  ore =6 min, deci ora la care cele douǎ ace fac pentru prima datǎ unghiul de 033  
este 0612 . 
Problemǎ pentru clasa a VI-a, 
 
Dacǎ acele unui ceasornic aratǎ ora 0012 , la ce orǎ minutarul şi secundarul fac pentru 
prima datǎ unghiul de 0177  ? 
Publicată în RIM – nr.XIV -2007 (10122) 
 
 
Soluţie.Notǎm cu S  drumul parcurs de minutar.Deoarece secundarul este de 60 ori mai 
rapid va parcurge drumul S60 .De aici , unghiul dintre secundar şi minutar este 
(1) SSS 5960 =−=α . 
Dar (2) tS 06= , unde t  este timpul mǎsurat în minute.Din (1) , (2) şi 0177=α  rezultǎ 

5,0=t  min =30s, deci ora la care cele douǎ ace fac pentru prima datǎ unghiul de 0177  
este 30.0012 . 
Problemã pentru clasa a VI –a 
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DCE).m( si CDE)m( determine se Sa
AC). dreapta de fata diferite semiplanein sunt sau   AC dreptei 

a alta de si parte o desunt  E si (D E si D punctele
 separa ACincat  astfelBCA   ADE teconstruies Se

BC.ADincat  astfel (AB)D 
si 20A)(), AC(AB ABC isoscel l triunghiuda Se 0

∠∠

Δ≡Δ
=∈

=∠= m

 

Publicată în GM (suplimentul cu exerciţii) – nr. 4 / 2008 (S:E08.17)& Publicată în 
RIM – nr.XIV -2007 (10127) 
 
 
Soluţie:                                                       
                                                                                                                           
 

.70
2

40180CDE)m(DCE)m(

402060AED)m(-AEC)m(DEC)m(
isoscel. - DECCEDEEACEDE

EACEAClechilatera-ACE
60CAE)m( si ACAE ,60DAC)m(DAE)m(CAE)m(

80CBA)m(DAE)m(
20BAC)m(AED)m(

DEACBAAE
 

BCAADE
isoscel - ABC

0
00

000

00

0

0

=
−

=∠=∠

⇒=−=∠∠=∠

Δ⇒=⇒==⇒
⇒==⇒Δ

⇒=∠==∠−∠=∠

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=∠=∠

=∠=∠

===

⇒
⎩
⎨
⎧

Δ≡Δ
Δ

 

 
 
Problemã pentru clasa a VI –a 

.10CDN)m(isoscel - NDCdin  si 
DD adica ,DAAD deci AD,BC.Dar DABC

DADNMNMCBC

isoscel - DMN
isoscel - DNA

lechilatera - CMN
isoscel - BCM

 ca observa Se

.20)DANm(cu  (AB)D Fie
:Solutie

CDN).m( determine se Sa
.60NMC)m(cu  (AC)N si 20BCM)m(cu  (AB)M Fie

BC.AD si (AB) D 
,20A)m( carein  AC)(AB ABC isoscel l triunghiuda Se

0

0

00

0

=∠⇒Δ

′=′==′=⇒

⇒′=′===⇒

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

′Δ

′Δ
Δ
Δ

=′∠∈′

∠
=∠∈=∠∈

=∈
=∠=

                                                                  
                                                
Publicată în RIM – nr.XV -2008 (10312) 
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Problemã pentru clasa a VI –a 

ACE.  abisectoare - DCDCA)m(DCE)m(
DACDEC   (L.L.L)DCDC AC,EC AD,ED

ACCECAEABC )L.U.L(
AEBC

80CAE)m(ABC)m(
CAAB
:Solutie

ACE.  unghiului  abisectoare  este  CD  ca  arate   se  Sa
. E  si C   punctele    separa  ABincat    astfel  ADE  lechilatera  iul   triunghteconstruies   Se

BC.ADincat     
astfel   (AB)D,20A)m(AC),(AB ABC  isoscel   ul  triunghida  Se

0

0

∠⇒∠=∠
⇒Δ=Δ⇒===

=⇒Δ=Δ⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=∠=∠

=

∠

=
∈=∠=

Publicată în RMT – nr. 4 / 2007 (VI.234.)     , dată la Concursul interjudeţean 
„Cezar Ivănescu”, Tîrgovişte, jud. Dîmboviţa, clasa a VI-a, 2008                                                           
                                                  
                                                                           
                                                       
Problemã pentru clasa a VI –a 

BC.AD si (AB) D
 ,20A)m( carein  AC)(AB ABC isoscel l triunghiuda Se 0

=∈
=∠=

 

.70
2

40180EDC)m(

4060100FED)m(-FEC)m(DEC)m(
isoscel - DEC ECED

 l;echilatera - FDE60DFE)m( ,20AFD)m(
FEABACFDFA

ABCFAD
BCAD

80ABC)m(FAD)m(
FAAB
:Solutie

EDC).m( determine se Sa
C.siEpuncteleseparaABsiBCE ACEF, rombul teconstruies Se

0
00

000

00

0

=
−

=∠

=−=∠∠=∠

Δ⇒=
Δ⇒=∠=∠

====

⇒Δ≡Δ⇒
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=∠=∠

=

∠
∈

 

Publicată în RIM – nr.XV -2008 (10314) 
                               
                                                               
Problemã pentru clasa a VI –a 
 

BC.AD si (AB) D 
,20A)m( carein  AC)(AB ABC isoscel l triunghiuda Se 0

=∈
=∠=
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.10EDC)m(  concluzie,In 
isoscel. - DEC  adica EC,DE Rezulta

EB).(DE isoscel - BDE  adica ,20BDE)m(Asadar  
EF.AD  si  EFcu   paralela AD  Deoarece

EC).(EF isoscel  triunghi- EFC
20FCE)m(EFC)m(Din  

AB.cu    paralela  EFincat   astfel (AC),F  Fie:Solutie
EDC).m(  determine  se  Sa

E. siA   punctele  separanu   BC
incat   astfellechilatera   triunghiBCE teconstruies Se

0

0

0

=∠

Δ=
=Δ=∠

=
=Δ⇒

⇒=∠=∠

∈
∠

 

 Publicată în RMT – 2 / 2008 (VI.245.)                                   
                                                                   
                                                           
                                                            
Problemã  clasa a VI-a 
 

N.n laireductibi este
61712n

57n                 

 fractia ca Aratati

2

∈∀
++

+
n

 
Publicată în RMT – nr. 1 / 2006 (VII.187.) 
Soluţie: 

[ ] 11/)57(4)34(7/
)34(7/)34/(
)57(4/)57/(

3)5,4n(7nd 

)23)(34(
57

61712n
57n Avem

).23)(34(
)34(2)34(36891261712n

:fractiei numitorul mDescompune

2

22

=⇒⇒+−+⇒

⇒
⎩
⎨
⎧

+⇒+
+⇒+

⇒++=

++
+

=
++

+
++=

=+++=+++=++

ddnnd
ndnd
ndnd

Fie

nn
n

n

nn
nnnnnnn

 

 

[ ]

la.ireductibi este  (2) si (1)Din 
1.2)5,3n(7n )2(

11/)23(7)57(3/
2)d/7(3n2)d/(3n
5)d/3(7n5)d/(7n

d2)5,3n(7n Fie

13)5,4n(7n )1(

fractia

ddnnd

⇒
=++⇒

⇒=⇒⇒+−+⇒

⇒
⎩
⎨
⎧

+⇒+
+⇒+

⇒=++

=++⇒

 
 
Problemã clasa a VI-a 
Arãtaţi cã fracţia: 

N.n laireductibi 
12176

75
2

∈∀
++

+

este
nn

n

 
 
Soluţie: 
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[ ]

[ ]

la.ireductibi este fractia (2) si (1)Din 
1.4)7,3n(5n )2(

11/)43(5)75(3/
4)d/5(3n4)d/(3n
7)d/3(5n7)d/(5n

d4)7,3n(5n Daca

1.4)7,3n(5n )1(
11/)75(2)32(5/

)32(5/)32/(
)75(2/)75/(

d3)7,2n(5n 

)43)(32(
75

12176n
75n 

)43)(32(
)43(3)43(21289612176

2

22

⇒
=++⇒

⇒=⇒⇒+−+

⇒
⎩
⎨
⎧

+⇒+
+⇒+

⇒=++

=++⇒
⇒=⇒⇒+−+⇒

⇒
⎩
⎨
⎧

+⇒+
+⇒+

⇒=++

++
+

=
++

+
++=

=+++=+++=++

ddnnd

ddnnd
ndnd
ndnd

daca

nn
n

n
Avem

nn
nnnnnnnn

 

Problemă pentru clasa a VI-a, 
 

Să se determine mulţimea 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈
+
−

××∈= ∗∗∗ N
abc
abNNNcbaA

1
15 ),,( . 

 
Publicată în SM – nr. 1 / 2008 (G.12.) & Crux Mathematicorum – M399 (mai 2009) 

Soluţie.Din N
abc
ab

∈
+
−

1
15  , rezultă 2)5((115 ≥−⇔+≥− cababcab , deci 5<c . 

Analizăm în continuare cazurile: 

1) Dacă 1=c , atunci notăm abx =  şi obţinem N
x
x

∈
+
−
1
15  de unde rezultă: 

{ }5,2,11
55111

151
6 ∈⇒∈+⇒

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++⇒++

−+
xDx

xxxx

xx
.Din Nabx ∈=  avem 

soluţiile: 
{ })1,5(),5,1(),1,2(),2,1(),1,1(),( ∈ba . 

2)Dacă 2=c  , avem  N
x
x

∈
+
−

12
15  de unde obţinem că  

 

{ }

{ }.)1,3(),3,1(),(

312
510121212

210121512
7

∈⇒

⇒∈⇒∈+⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++⇒++

−+⇒−+

ba

xDx
xxxx

xxxx

. 

3) Dacă 3=c ,  procedăm analog şi se avem că N
x
x

∈
+
−

13
15 . 

Din 
{ }

{ }.)1,1(),(

113
515121313

315121513
8

∈⇒

⇒∈⇒∈+⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++⇒++

−+⇒−+

ba

xDx
xxxx

xxxx

. 
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4)Dacă 4=c , atunci N
x
x

∈
+
−

14
15  şi 

{ }

{ })1,2(),2,1(),(

213
520121414

420121514
9

∈⇒

⇒∈⇒∈+⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++⇒++

−+⇒−+

ba

xDx
xxxx

xxxx

. 

Cu cele de mai sus se obţine: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
)4,1,2(),4,2,1(),3,1,1(),2,1,3(

),2,3,1(),1,1,5(),1,5,1(),1,1,2(),1,2,1(),1,1,1(
A . 

 
Problemã pentru clasa a V-a sau a VI-a, 
 

Fie ecuaţia 4=
+ yx
xy , ∗∗ ∈∈ NyNx , . 

a) Arătaţi că x şi y  nu pot fi simultan mai mari ca opt. 
b) Rezolvaţi ecuaţia. 

Publicată în GM (suplimentul cu exerciţii) – nr. 4 / 2008 (S:E08.8) 
Soluţie. 

a) 4=
+ yx
xy

⇔
4
111

=+
yx

. 

Presupunem prin reducere la absurd că 
⎩
⎨
⎧

>
>

8
8

y
x

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<

<

8
11
8
11

y

x
4
111

<+⇒
yx

, ceea ce 

contrazice ipoteza. 
b) De la punctul a) avem 8≤x .Înlocuim pe rând x  cu 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 şi obţinem 
soluţiile: 

{ })5,20(),6,12(),8,8(),12,6(),20,5(),( ∈yx . 
Problemã pentru clasa a V-a sau a VI-a, 
Fie { }2009321 2008,...,2008,2008,2008,1=A .Determinaţi numărul elementelor lui A  care 
sunt simultan pătrate şi cuburi perfecte. 
Crux Mathematicorum – octombrie 2008 – M358 
Soluţie. 

25122008 3 ⋅= . 
Condiţia ca n2008  să fie pătrat perfect implică kn 2= . 
Condiţia ca n2008  să fie cub perfect implică pn 3= . 
Pentru ca n2008  să fie simultan pătrat şi cub perfect trebuie ca tn 6= . 
Rezultă 200960 <≤ t ⇔ ...8,3340 <≤ t Se obţin astfel 335 de numere. 
Problemã pentru clasa a V-a sau a VI-a, 
 
Fie { }2009321 2009,...,2009,2009,2009,1=A .Determinaţi numărul elementelor lui A  care 
sunt simultan pătrate şi cuburi perfecte. 
Soluţie. 

4172009 2 ⋅= . 
Condiţia ca n2009  să fie pătrat perfect implică kn 2= . 
Condiţia ca n2009  să fie cub perfect implică pn 3= . 
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Pentru ca n2009  să fie simultan pătrat şi cub perfect trebuie ca tn 6= . 
Rezultă 200960 <≤ t ⇔ ...8,3340 <≤ t Se obţin astfel 335 de numere. 
Problemă pentru clasa a VI-a, 
Să se rezolve în ZZ ×  ecuaţia: 

200720082009 =⋅−⋅ yx . 
Soluţie. Ecuaţiile de tipul cbyax =+ , unde 0,,, ≠∈ abZcba  se numesc ecuaţii 
diofantice, şi au soluţii dacă şi numai dacă ),( bad =  divide c .Soluţia acestor ecuaţii 
este dată de: 

 ,0 d
tbxx +=

d
tayy −= 0 , unde 0x  şi 0y  sunt soluţii particulare , iar, Zt ∈ . 

În cazul nostru, se observă uşor că ,1)2008,2009( ==d  deoarece  25122008 3 ⋅=  şi 
4172009 2 ⋅= , deci ecuaţia are soluţii, pentru că 1 divide 2007.Apoi 20070 =x  şi 

20070 =y  este o soluţie particulară. 
Soluţia generală este : 

tx ⋅−= 20082007 , ty ⋅−= 20092007 , Zt ∈ . 
Problemă pentru clasa a VI-a, 
Să se rezolve în ZZ ×  ecuaţia: 

201120082009 =⋅+⋅ yx . 
Publicată în SM – nr.2 / 2008 
 
Soluţie. Ecuaţiile de tipul cbyax =+ , unde 0,,, ≠∈ abZcba  se numesc ecuaţii 
diofantice, şi au soluţii dacă şi numai dacă ),( bad =  divide c .Soluţia acestor ecuaţii 
este dată de: 

 ,0 d
tbxx +=

d
tayy −= 0 , unde 0x  şi 0y  sunt soluţii particulare , iar, Zt ∈ . 

În cazul nostru, se observă uşor că ,1)2008,2009( ==d  deoarece  25122008 3 ⋅=  şi 
4172009 2 ⋅= , deci ecuaţia are soluţii pentru că 1 divide 2011.Apoi, intuim 30 =x  şi 

20 −=y  , soluţii particulare. 
Soluţia generală este : tx ⋅+= 20083 , ty ⋅−−= 20092 , Zt ∈ . 
Problemă pentru clasa a VI - a,  
Să se afle cel mai mic număr nnnnN −−−− ⋅+⋅= 3553 135135 , Zn∈ , divizibil cu 250. 
Publicată în RIM – nr. IX – 2005 (9175), şi SGMB – iunie / 2009 (S:E09.217) 
Soluţie. nnnnnnnN −−−−−−− ⋅=+⋅=⋅+⋅= 322333553 65194)513(135135135 . 
Deoarece 972194 ⋅=  şi 13565 ⋅=  , iar, 352250 ⋅= , ( ) 15,2 3 = , rezultă 

.033 ≤⇔≥− nn Cel mai mic număr N  se obţine pentru 0=n . 
Rezultă 365194 ⋅=N . 
 
Problemă pentru clasa a VII-a, 

Să se afle numerele naturale a şi b  ştiind că 
95 +

=
+ a

b
b

a . 

Publicată în G.M. – nr. 6 / 2007 (O.G.:460) 
Soluţie. Din enunţ rezultă )(∗ )5()9( +=+ bbaa . 
 Dacă bbbbaaba 599 222 +>+≥+⇒≥ , fals. 
Deci (1) ba < . 
Dacă aaaaaabbab 9149)2(5)2(52 2222 +>++=+++≥+⇒+≥ , fals. 
Deci (2) 2+< ab . 
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Din (1) şi (2) 2+<<⇒ aba , deci 1+= ab , care înlocuite în relaţia )(∗ 3=⇒ a  şi 
.4=b  

Numărul căutat este 34. 
Problemă pentru clasa a VII-a, 

Să se determine mulţimea 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈
+
−

∈= Z
x
xZxA

2
9  

2

. 

Publicată în GM – nr. 6 / 2007 (E:13450) & dată la Concursul judeţean de 
matematică „Speranţe Rîmnicene”, clasa a VII –a , Rîmnicu Sărat, 2007 & dată la 
Concursul Taberei de Matematică Bisoca, clasa a VII –a, 2007. 
 

Soluţie. Scriem 
{ }5,1,1,52

2
52

2
5

2
4

2
54

2
9

5

222

−−=∈+⇒

⇒∈
+

−−=
+

−
+
−

=
+
−−

=
+
−

Dx

Z
x

x
xx

x
x

x
x
x

 

Deci { }3,1,3,7 −−−=A . 
Problemã pentru clasa a VII-a şi a VIII-a,  
 
Sã se rezolve în NxN ecuaţia: 

7
2007200620052004200320022001ba

2222222
22 ++++++
=+

     
Publicată în RMT – nr. 2 / 2007 (O.VII.191.) 
                                                                    
Soluţie: 
 
 
Se observã cã: 2001=2004-3,  2002=2004-2, 2003=2004-1, 2005=2004+1, 
2006=2004+2 şi 2007=2004+3. 

( ) ( ).22004742004728200427
)32004()22004()12004(2004)12004(

)22004(3)-2004(
2007200620052004200320022001 Atunci

2222

22222

22

2222222

+=+=+⋅=

=+++++++−+

+−+=

=++++++

 

Prin urmare soluţia ecuaţiei este :  
( ) ( ) ( ){ }.2004,2;2,2004∈ba,  
Problemã pentru clasa a VII-a şi a VIII-a,  
Sã se rezolve în ZxZ ecuaţia: 

7
2007200620052004200320022001ba

2222222
22 ++++++
=+

    
             Publicată în GM – nr. 1 / 2009 (E:13770)                                                                              

 
Soluţie: 
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Se observã cã: 2001=2004-3,  2002=2004-2, 2003=2004-1, 2005=2004+1, 
2006=2004+2 şi 2007=2004+3. 

( ) ( ).220047420047
28200427)32004()22004(

)12004(2004)12004()22004(3)-2004(
2007200620052004200320022001 Atunci

222

222

22222

2222222

+=+=

=+⋅=++++

++++−++−+=

=++++++

 

Prin urmare soluţia ecuaţiei este :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) .

2004,2;2,2004;2,2004;2,2004
;2,2004;2004,2;2004,2;2004,2

ba,
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−−−
−−−−−

∈  

 
Problemă pentru clasa a VII-a, 
 
Fie numerele naturale b  şi 1−a  direct proporţionale cu a  şi  1+b . 

Să se arate că fracţia 
b
a  este ireductibilă. 

Publicată în RMT – nr. 4 / 2007 (O.VI.182.) & Publicată în GM (suplimentul cu 
exerciţii) – nr. 4 / 2008 (S:E08.21); Publicată în RIM – nr.XV -2008 (10324) 
 
Soluţie. 

 Din enunţ rezultă 
1
1

+
−

=
b
a

a
b  deci, 

babababababbaa −=⇔=−−+⇔=+−−⇔+=− 0)1)((0)(2222 (fals) sau 
01 =−− ba 1+=⇒ ba  şi obţinem că fracţia dată este ireductibilă. 

Problemă pentru clasa a VII-a, 

Să se rezolve în +Q  ecuaţia : )7(,2
1
23

2
53

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
+

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

x
x

x
x , unde { }x  respectiv [ ]x , 

reprezintă partea fracţionară respectiv partea întreagă a numărului raţional pozitiv x . 
Publicată în RMT – nr. 4 / 2007 ( O.VII.199); G.M. – nr. 4 / 2008 (E:13641.); 
Publicată în RIM – nr.XV -2008 (10323) 
 
 

Soluţie.Deoarece 
2
12

2
1)2(2

2
53

+
+

+=
+

+++
=

+
+

x
x

x
xx

x
x  , şi ţinând seama că în +Q  

1
2
10 <

+
+

<
x
x  , rezultă (1)

2
1

2
53

+
+

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

x
x

x
x . 

Din 
1

2
1
)1(2

1
23

+
+=

+
++

=
+
+

x
x

x
xx

x
x  şi 1

1
0 <

+
<

x
x  avem 2

1
23)2( =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
+

x
x . 

Cu cele de mai sus ecuaţia devine: 
9
722

2
1

+=+
+
+

x
x  care are soluţia 

2
5

=x . 

Problemã clasa a VII-a 

.3)1
OB
2(OA

: ca arate se .30AOB)m(incat  astfel
(AC)B si 90AOC)m(cu  AOC cdreptunghi iun triungh Fie

0

0

=−⋅

=∠

∈=∠

OC

Sa

 
Publicată în RMT – nr. 2 / 2006 (VII.195.) 
Soluţie: 
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. 3)12(
2
3

2

)(:/
2
3

2
1

2
sin90OAOC

2
sin60OCOB

2
sin30OBOA

Aria(OAC)Aria(OBC)Aria(OAB) :
000

=−⋅⇒=+⇒

⇒⋅⋅=⋅⋅+⋅⋅⇒

⇒
⋅⋅

=
⋅⋅

+
⋅⋅

⇒=+

OCOB
OA

OB
OA

OC
OA

OCOBOCOAOCOBOBOA

Avem

 

 
Problemã pentru clasa a VII-a 

isoscel. este ANM daca numai si dacaDA  BCCDAB  ca arate se Sa
BAC).m(ADM)m( BCA),m(MAD)m(

 CAD),m(ABN)m( DCA),m(BAN)m(:incat  asa 
 Ext(ABCD)N M,  punctele  si  ABCDconvex      patrulaterun      

Δ⋅=⋅
∠=∠∠=∠

∠=∠∠=∠
∈Consideram

  

 
Soluţie: 

DA.BCCDAB (2) si (1)din 
AMANisoscel este  AMN:Suficienta

isoscel. este  AMN
AMAN (2) si (1)din DABCCDAB:aNecesitate

)2(

CA
ADCABADM

BAC)m(ADM)m( si BCA)m(MAD)m( 

)1(

CA
ABCADABN

CAD)m(ABN)m( si DCA)m(BAN)m( 

⋅=⋅
⇒=⇒Δ

Δ
⇒=⇒⋅=⋅

⋅
=⇒

⇒=⇒Δ≈Δ

⇒∠=∠∠=∠

⋅
=⇒

⇒=⇒Δ≈Δ

⇒∠=∠∠=∠

AC
DABCAM

BC
MA

Din
AC

CDABAN

DC
NA

Din

 

  
Problemã pentru clasa a VII-a 

R. si b a, de functiein  AC calculeze se sa bBC si a,AB 
.90)()(incat  astfel ),;(,,, 0

==
=∠=∠∈

Daca
BCDmBADmROCDCBAFie

Soluţie: 
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⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−
⋅=

⋅=∠=∠=

−
⋅=

⋅=∠=∠=

⇒

+=⇒=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎩
⎨
⎧

∠=∠
∠=∠

⇒=

=

⇒

R
aRb

BD
ADBCBDABCBCMBCMC

R
bRa

BD
DCABBDCABBAMABAM

din

MCAMACBMFie

patrulaterABCD

RBD
ipotezadin

AC

2
4

coscos

2
4

coscos

)3((1) 

)2(Pr 

BDABCA
BDCBAC

ilinscriptib 

2
)1(

 

22

22

 

)44(
2
1(3) si (2) 2222 aRbbRa
R

ACDin −+−=⇒
 

Publicată în RIM – nr.XV -2008 (10326) 
 
Problemã pentru clasa a  VII-a 
 

isoscel. este ADE ca arate se Sã BE.ACCEAB si
ECD)m(BCA)m(

CED),m(ABC)m( carein  ABCDEconvex  poligonul considerã 

Δ⋅=⋅
∠=∠

∠=∠Se
 

 
Soluţie:                                                       
  

isoscel. este 

1
ED
AD(3) si (2) 

)3(

)1(

)()(

)2(
DE
AB(1)

DECABC avem
ECD)m(BCA)m( si CED)m(ABC)m( 

ADEDEAD
CEAB
BEAC

CEAB
BC

BC
BEACDin

BC
BEACAD

DA
EB

CD
CE

AC
BCACDBCE

CD
CE

AC
BC

ACDmBCEm
BC

CEABED
CD
CA

EC
BC

Din

Δ⇒=⇒

⇒=
⋅
⋅

=
⋅

⋅
⋅

=⇒

⋅
=⇒

==⇒Δ≈Δ⇒
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⇒

∠=∠

⋅
=⇒==⇒

⇒Δ≈Δ
∠=∠∠=∠

 

 
 
Problemã pentru clasa a VII-a, 
 
Se consideră triunghiul isoscel ABC cu 0150)( =∠BACm  şi M mijlocul lui AB.Să se 
arate că aria triunghiului ABC este egală cu aria pătratului AMPQ. 
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Soluţie.Din datele problemei rezultă că 015)()( =∠=∠ ACBmABCm .Dacă  AM=a 
atunci AB=AC=2a.Considerăm ABD∈  astfel încât 090)( =∠CDBm  deci, 

030)( =∠CADm  şi CD=a.Aplicăm teorema lui Pitagora în triunghiul ADC şi obţinem 
3aAD = .În continuare calculăm  

Aria(ABC)=Aria(BDC)-Aria(ADC)= 2

2
3

2
)32( aaaaaa

=
⋅

−
⋅+ =Aria(AMPQ).                                      

                                                                                                  
Problemã pentru clasa a VII-a, 
Se consideră dreptunghiul ABCD în care 075)( =∠ADBm şi { } BDACO ∩= .Să se 
arate că aria dreptunghiului ABCD este egală cu aria pătratului DOMN. 
Publicată în RIM – nr.XIV -2007 (10146),& GMB – 9/2008,E:13709 
 
Soluţie.                                                                                
                                                                                   
Construim BDAE ⊥ şi considerăm AE=a.Deoarece într-un triunghi dreptunghic care 
are un unghi de 015  înălţimea corespunzătoare unghiului drept este un sfert din 
ipotenuză, avem că aBD 4= .În continuare  

(1) Aria(ABCD)=2Aria(BAD)= 244
2

2 aaaAEBD
=⋅=

⋅
⋅  

(2) Aria(DOMN)= 2DO = 22 4)2( aa =  
Din relaţiile (1) şi (2) rezultă ceea ce trebuia demonstrat. 

 
Problemǎ pentru clasa a VII- a, 
 
Să se calculeze perimetrul şi aria unui triunghi dreptunghic ale cărui laturi sunt numere 

naturale şi verifică relaţiile: ,1112

=++
baab

c  şi 222 bac += . 

Publicată în RIM – nr.XIII -2007 (9971) & Crux Mathematicorum – aprilie 2009 
(M390) 
 
Soluţie.Ecuaţia este echivalentă cu (1) .22 abbaba =+++ Din ipoteză avem: 

(2) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∈
=

>−=
⇔∈+ +

Nyx
xyb

yxyxa
Zba

,
2

, 2222

22 . 

Din (1) şi (2)⇒ 1)( =− yxy ⇒ 1,2 11 == yx  sau 1,2 22 −=−= yx 3=⇒ a  şi 
4=b .Ipotenuza triunghiului este c=5 , deci perimetrul este 12u . şi aria 6 2u . 

Observaţie. Analog se rezolvă şi următoarele probleme: 
1. Să se calculeze laturile unui triunghi dreptunghic ştiind că sunt numere naturale şi 
aria  este egală cu semiperimetrul. 

2. Fie un triunghi dreptunghic cu 1111
=++

hba
, unde a şi b sunt catete iar h este 

înălţimea corespunzătoare ipotenuzei.Să se afle laturile acestui triunghi ştiind că în plus 
sunt numere naturale. 
 
 3. Să se rezolve în NNN ××  sistemul de ecuaţii: 
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=++
22 bac

abcba
  . 

 
Problemǎ pentru clasa a VII- a, 
Să se arate că dacă laturile unui triunghi dreptunghic sunt numere naturale atunci aria şi 
semiperimetrul acestuia sunt numere naturale. 
Publicată în RMT – nr. 1 / 2007 (VII.210.) 
 

Soluţie. Într-un triunghi dreptunghic avem : 222 acb =+ 22 2)( abccb =−+⇔ ⇔  

⇔ 22)(2 acbbc −+= ⇔
2

))(()( acbacbbc −+++
=∗ . 

Însă produsul bc este număr natural , rezultă atunci că produsul  
))(( acbacb −+++  trebuie să fie divizibil cu 2, adică unul din factorii )( acb ++ , sau 

)( acb −+  trebuie să fie par .Fie k un număr natural  : 
(1) Să presupunem că kacb 2=++ )(2 akacb −=−+⇒ , şi prin urmare din 

)(∗ ⇒ parakkbc =−= )(2

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈=
++

=

∈−==
⇒

Nkcbap

NakkbcS

2

)(
2 ,   

(2) Să presupunem că )(22 akacbkacb +=++⇒=−+ , şi prin urmare din  

⇒∗)(

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

∈+=
++

=

∈+==
⇒=+=

Nakcbap

NakkbcS
parakkbc

2

)(
2)(2  

Din (1) şi (2)  rezultă că în ambele cazuri aria şi semiperimetrul sunt numere 
naturale. 

Problemǎ pentru clasa a VII- a, 
 
Considerăm patrulaterul convex ABCD şi { } CDABO ∩= .Prin punctele A, B, C, D şi 
O ducem 111 DDCCOO , 212 DDAAOO , 123 BBAAOO , 224 BBCCOO , unde 

,1 CDO ∈ ADO ∈2 , ABO ∈3 , CBO ∈4 ; ODCA ∈11 , ; OBCA ∈22 , ; OADB ∈21 , ; 
OCDB ∈12 , . 

Să se arate că:  

1
4

4

2

2

2

2

3

3

1

1

2

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

1

1

1

=⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

CO
BO

CB
OB

OC
BC

BO
AO

AB
OB

OA
BA

DO
AO

AD
OD

OA
DA

DO
CO

CD
OD

OC
DC

. 

 
Soluţie. Pentru rezolvarea problemei se aplică următoarea: 
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 Lemă (Teorema lui Ceva cu punct impropriu) .Dacă prin vârfurile triunghiului ABC 
ducem 000 CCBBAA , unde ABCCABBCA ∈∈∈ 000 ,, , atunci avem )(∗  

1
0

0

0

0

0

0 =⋅⋅
AB
CB

CA
BA

BC
AC

. 

Demonstraţie.Avem BCBCAA 00 Δ≈Δ ⇒ (1) 
00

0

BA
BC

AB
CB
=  şi 

)2(00 ⇒Δ≈Δ BAACBC
CB
CA

BC
AC 0

0

0 = . Se observă că relaţiile (1) şi (2) se pot obţine mai 

uşor utilizând teorema lui Thales în triunghiurile  0BCB  şi 0BCC  cu paralela 0AA . 
Prin înmulţirea relaţiilor (1) şi (2) se obţine relaţia de demonstrat. 
Pentru rezolvarea problemei propuse se aplica această Lemă   

DOCΔ (cu 111 DDCCOO ), DOAΔ (cu 212 DDAAOO ), BOAΔ (cu 123 BBAAOO ) şi 

BOCΔ (cu 224 BBCCOO ).Rezultă relaţiile: 

1
1

1

1

1

1

1 =⋅⋅
DO
CO

CD
OD

OC
DC , 1

2

2

2

2

1

1 =⋅⋅
DO
AO

AD
OD

OA
DA , 1

3

3

1

1

2

2 =⋅⋅
BO
AO

AB
OB

OA
BA  şi 

1
4

4

2

2

2

2 =⋅⋅
CO
BO

CB
OB

OC
BC  care, prin înmulţire demonstrează relaţia din problemă.  

Problemǎ pentru clasa a VII-a, 
 
Fie ∗

+∈Qdcba ,,,  astfel încât ba,  sunt invers proporţionale cu dc, . 
Sǎ se arate cǎ 0),(),(),(),( =⋅−⋅ bamdcmdcmbam gaga , unde prin 

(.,.)am respectiv, (.,.)gm  am notat media aritmeticǎ respectiv, media geometricǎ a douǎ 

numere din ∗
+Q  . 

 

Soluţie.Relaţia de demonstrat este echivalentǎ cu 
cd
ab

dc
ba

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+ 2

 care rezultǎ imediat 

luând 
c
ka =  şi 

d
kb = . 

Problemǎ pentru clasa a VII-a, 
 
Se considerǎ dreptunghiul ABCD   şi punctele : M   mijlocul laturii AB , N  mijlocul 
laturi CD ,Q  mijlocul lui DN ,{ } DBANR ∩= , { } AQDMS ∩= .Dacǎ aAB 2=  şi 

2aAD =  sǎ se arate cǎ ARBΔ  este dreptunghic şi ASMΔ  este isoscel. 
 
 
Soluţie. Fie { } DBACO ∩= .Se observǎ uşor cǎ AN  şi DO  sunt mediane în triunghiul 
ADC  , de unde avem cǎ R  este centrul de greutate al triunghiului ADC  şi  de aici 

3
3
2

3
2 aANAR ⋅=⋅= , 

2
6

3
1

3
1 aDORO ⋅=⋅= , 

3
62aOBRORB =+= .Deoarece  

222 ABRBAR =+  utilizând reciproca teoremei lui Pitagora  rezultǎ cǎ ARBΔ  este 
dreptunghic. 
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Fie { } ANDMO ∩=′  şi Q  mijlocul lui DN .Observǎm cǎ OD ′  şi AS  sunt  mediane în 

ADNΔ , cu centrul de greutate S  , de unde aaAQAS =⋅=⋅=
2

3
3
2

3
2 .Din  

aAMAS ==  rezultǎ cǎ ASMΔ  este isoscel. 
Problemă pentru clasa a VII-a, 
 
Să se calculeze yx +  dacă : 

4844 += yx , 1222 =+ yx  şi 2+= yx . 
Publicată în SM – nr.2 / 2008 
 

Soluţie. 2
212

48
))(( 22

44

=
⋅

=
−+

−
=+

yxyx
yxyx . 

Problemă pentru clasa a VII-a, 
  
Considerăm trapezul ABCD  cu laturile paralele AB  şi CD  de lungimi 15 şi 30 şi 
laturile AD  şi BC  de lungimi 9 şi 12.Determinaţi aria trapezului ABCD . 

Dată la Concursul „Speranţe Rîmnicene” 2009 
Soluţie1. Fie K  mijlocul lui DC .Unim K  cu A  şi B .Atunci KCDKAB == =15.Din 

DKAB =  şi  AB   paralel cu DK  avem AD  şi BK sunt paralele şi egale, deci 9=BK . 
Din KCAB =  şi AB  paralel KC avem AK  şi BC sunt paralele şi egale, deci 

12=AK . 
Atunci, trapezul este împărţit în trei triunghiuri, fiecare cu laturile de lungimi 9, 12 şi 
15.Un triunghi cu laturile 9, 12 şi 15 este dreptunghic ( 222 15129 =+ ) şi are aria 

54
2
129

=
⋅ .Atunci aria trapezului este 162543 =⋅ . 

Soluţie 2. Fie BF paralel cu AD  cu F  pe CD .Atunci ABFD  este paralelogram cu 
9== ADBF  şi 15== ABDF . Deoarece triunghiul BFC  are lungimile laturilor 9, 12 

şi 15 , din reciproca teoremei lui Pitagora avem că  BFC  este dreptunghic cu aria 54. 
Deasemenea, deoarece BF  este mediană în triunghiul DBC , aria triunghiului 
DBF este tot 54 şi este mai departe egală cu aria lui ABD . 

162543)()()()( =⋅=++= BKCAriaBDKAriaABDAriaABCDAria  . 
Soluţia 3.Fie DCAM ⊥ , DCBN ⊥  cu M  şi N pe CD .Notăm hAM =  şi xDM = . 

144)15(,15,81 2222 =+−−==+ hxxNChx .Rezultă 
15
81

=x  şi 
15
129 ⋅

=h . 

Obţinem 162
15
129

2
)1530()( =

⋅
⋅

+
=ABCDAria . 

Soluţia 4. Fie DCAP ⊥ , DCBQ ⊥  cu P  şi Q pe CD .Înlăturăm dreptunghiul ABPQ  
din trapez şi lipim triunghiurile ADP  , respectiv BCQ  pe linia AP  respectiv BQ , 
astfel că 15=DC .Se obţine astfel triunghiul DEC  cu 9== DADE  şi 

12== CBCE .Din reciproca teoremei lui Pitagora ( 222 15129 =+ ) triunghiul DEC  
este dreptunghic. 

Apoi 
5
4

15
12)sin( ==∠EDC de unde  înălţimea trapezului ABCD  este 

5
36

5
49)sin(),( =⋅=∠⋅= EDCEDDCEd  .Rezultă 

162
5

49
2

)1530()( =
⋅

⋅
+

=ABCDAria . 
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Soluţia 5.Fie { }PBCDA =∩ .Avem AB paralel cu CD , PDCPAB ∠=∠  , 
PCDPBA ∠=∠ , de unde triunghiurile PAB  şi PDC  sunt asemenea cu raportul de 

asemănare 
2
1 .Se obţine 9=PA  şi 12=PB .Din reciproca Teoremei lui Pitagora 

triunghiurile APB  şi DPC  sunt dreptunghice cu 216
2
2418)( =
⋅

=PDCAria , respectiv 

54
2
129)( =
⋅

=PABAria . .162)()()( =−= PABAriaPDCAriaABCDAria  

Soluţia 6. Fie { }PBCDA =∩ .Avem AB paralel cu CD , AB linie mijlocie în ∆PCD  şi 
mai departe se continuă ca în soluţia 5. 
Problemă pentru clasa a VII-a, 
 
Se consideră hexagonul regulat 654321 AAAAAA  cu aria S . 
∆ 531 AAA ∩∆ 642 AAA = 654321 BBBBBB , ∆ 531 BBB ∩∆ 642 BBB = 654321 CCCCCC . 
Calculaţi aria hexagonului regulat 654321 CCCCCC . 
Soluţie.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Toate hexagoanele regulate sunt figuri asemenea.Se demonstrează uşor că latura 

hexagonului  654321 BBBBBB  este 
3

1  din latura hexagonului 654321 AAAAAA  şi mai 

departe că latura hexagonului 654321 CCCCCC  este 
3

1  din latura hexagonului 

654321 BBBBBB .Rezultă că latura hexagonului 654321 CCCCCC  este 
3
1  din latura 

hexagonului 654321 AAAAAA .Acum utilizăm rezultatul că raportul ariilor a două figuri 
asemenea este egal cu pătratul raportului de asemănare şi obţinem că aria hexagonului 

654321 CCCCCC  este 
9
S . 

Problemă pentru clasa a VII-a, 
 
Fie 2222 2008...642 ++++=a  şi 2222 2007...531 ++++=b . 
Arătaţi că 2009Mba =− . 
Publicată în SM – nr.2 / 2008 
 
 
Soluţie. )12(...)20032004()20052006()20072008( 22222222 −++−+−+−=− ba = 
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)20032004)(20032004()20052006)(20052006()20072008)(20072008( +−++−++−
+…+(2-1)(2+1)= )12(1...)20032004(1)20052006(1)20072008(1 +⋅+++⋅++⋅++⋅ = 

=
2

2008)20081(2008...321 ⋅+
=++++ = 200910042009 M=⋅ . 

Problemă pentru clasa a VII –a, 
 
Fie punctele DCBA ,,,  aşezate în această ordine pe o dreaptă d şi punctele V  
respectiv, V ′  în exteriorul dreptei d , în acelaşi plan, astfel încât :  

,60)( 0=∠AVDm 030)( =∠AVCm şi 015)( =∠AVBm (
4

2615sin 0 −
= ). 

Se consideră în acelaşi plan dreptele d ′  şi d ′′ astfel încât : AVAd ′=∩′ , 
BVBd ′=∩′ , CVCd ′=∩′ , DVDd ′=∩′ , AAVd ′′=′∩′ , BBVd ′′=′∩′ , CCVd ′′=′∩′

, DDVd ′′=′∩′ .Calculaţi rapoartele 
DACB
DBCA
⋅
⋅ , 

ADBC
BDAC
′′⋅′′
′′⋅′′ , 

ADBC
BDAC
′′′′⋅′′′′
′′′′⋅′′′′ . 

 
Soluţie.Notăm cu )(XYZS  aria triunghiului de vârfuri YX ,  şi Z , iar cu h  distanţa de 
la vărful V  la dreapta d . 

Atunci 
)sin(
)sin(

)(
)(

)(2
)(2

CVBVBVC
CVAVAVC

CVBS
CVAS

CVBS
CVAS

hCB
hCA

CB
CA

∠⋅⋅
∠⋅⋅

==
⋅
⋅

=
⋅
⋅

= . 

Analog 
)sin(
)sin(

DVAVAVD
DVBVBVD

DA
DB

⋅⋅
∠⋅⋅

= .Obţinem 
DACB
DBCA
⋅
⋅ =

)sin()sin(
)sin()sin(

DVACVB
DVBCVA

∠⋅∠
∠⋅∠ = 

=
3

33
60sin15sin
45sin30sin

00

00 +
=

⋅
⋅ . 

Procedăm ca mai sus şi rezultă 

ADBC
BDAC
′′⋅′′
′′⋅′′ =

ADBC
BDAC
′′′′⋅′′′′
′′′′⋅′′′′ =

3
33

60sin15sin
45sin30sin

00

00 +
=

⋅
⋅ .

V

V’

d

d’
d’’

A B C D

A’ B’
C’ D’

A’’
B’’

C” D”

Problemã pentru clasa a VII-a (a VIII-a), 
 
Rezolvaţi în ZZ ×  ecuaţia: 

5222 =+−+ baba . 
Publicată în GM (suplimentul cu exerciţii) – nr. 4 / 2008 (S:E08.24) 
 
Soluţie. 5222 =+−+ baba 4⋅ ⇒ 204844 22 =+−+ baba 5+ ⇒  



Neculai Stanciu, Berca, Buzău 

 41

⇒ 2554844 22 =++−+ baba ⇒ 25)144()484( 22 =++++− bbaa ⇒  
⇒ 25)12()22( 22 =++− ba .Avem cazurile: 

⎩
⎨
⎧

±=+
±=−
312
422

)1(
b
a

⇒ { })2,3();1,3();2,1();1,1(),( −−−−∈ba ; 

⎩
⎨
⎧

±=+
±=−
412
322

)2(
b
a

, nu are soluţii în ZZ × ; 

⎩
⎨
⎧

±=+
=−

512
022

)3(
b
a

⇒ { })2,1();3,1(),( −∈ba ; 

⎩
⎨
⎧

=+
±=−
012

522
)4(

b
a

, nu are soluţii în ZZ × . 

Soluţiile ecuaţiei sunt: 
{ })1,3();2,3();2,1();3,1();1,1();2,1(),( −−−−−∈ba . 

Problemã pentru clasa a VII-a (a VIII-a), 
Rezolvaţi în NN ×  ecuaţia: 

031822 =−+− baba . 
Soluţie. 031822 =−+− baba ⇔ )(∗ bbaa 318 22 +=+  
Dacă ba ≥  ⇒ bbbbaa 31818 222 +>+≥+ , deci  )1( ba < . 
Dacă 8+≥ ab ⇒ aaaaaabb 187219)8(3)8(3 2222 +>++=+++≥+ , deci 
(2) 8+< ab . 
Din (1) şi (2) ⇒ { }7,6,5,4,3,2,1 +++++++∈ aaaaaaab . 
Analizăm cele 7 cazuri: 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=⇒=⇒+=

=⇒=⇒+=

=⇒=⇒+=

=⇒=⇒+=

=⇒=⇒+=

∉⇒+=

∉⇒+=

∗

∗

∗

∗

∗

∗

77707

24186

1385

844

523

2

1

)(

)(

)(

(*)

)(

)(

)(

baab

baab

baab

baab

baab

Naab

Naab

 

 
Soluţiile ecuaţiei sunt: 

{ })77,70();24,18();13,8();8,4();5,2();0,0(),( ∈ba . 
 
Notă. O altă metodă de soluţionare a problemei face apel la ecuaţiile de gradul II. 
(Relaţia din enunţ este privită ca o ecuaţie de gradul II în a  cu condiţia 2k=Δ , Nk ∈ .). 
Problemã pentru clasa a VIII-a 
Sã se rezolve în R3 ecuaţia : 
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. 0 unde 
,0)()()()()()( 333333

≥
=+−−+−−+−−

m
myzxzzyxyzxyx  

Soluţie: 
 

0.ba dacã loc are Egalitatea
. evidentã este care ,0)()(),,(

.0,0,
 avem si , notãm ,  Dacã

.)()()()()()(),,(
 Notam

333333

333333

==
≥++−+=

≥≥+=−
−=−=≤≤

−−+−−+−−=

bbababaazyxE
babaxz

yzbxyazyx
yzxzzyxyzxyxzyxE

 

.zyx0m
nuecuatia0m

==⇒=
⇒

 Daca
solutii. are   Daca >

 
Problemã pentru clasa a VIII-a 
 
Sã se rezolve în R2 ecuaţia : 
 

0)yz()1z()zy()1y()z1()y1( 333333 =−−+−−+−− . 
 
Publicată în RIM – nr.XIII -2007 (9983); Publicată în RIM – nr.XV -2008 (10344) 
 
 
Soluţie: 
 

0.ba dacã loc are Egalitatea
. evidentã este care

 ,0)()(),,(
.0,0

, avem si , notãm ,  Dacã
.)()()()()()(),,( 

Notam

333333

333333

==

≥++−+=

≥≥
+=−−=−=≤≤
−−+−−+−−=

bbababaazyxE
ba

baxzyzbxyazyx
yzxzzyxyzxyxzyxE

 

.1 solutia avem si
 1nostru  cazulIn .0),,(

==
===⇔=

zy
xzyxzyxE

  

 
Problemã pentru clasa a VIII-a 
 
Sã se rezolve în R2 ecuaţia : 

.0)()2007(
)()2007()2007()2007(

33

3333

=−−

+−−+−−

yzz
zyyzy

 

Soluţie: 
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0.ba dacã loc are Egalitatea

. evidentã este care ,0)()(),,(
.0,0

, avem si , notãm ,  Dacã
.)()(

)()()()(),,( Notam

333333

33

3333

==

≥++−+=

≥≥
+=−−=−=≤≤

−−

+−−+−−=

bbababaazyxE
ba

baxzyzbxyazyx
yzxz

zyxyzxyxzyxE

 

.2007 solutia avem si
 2007nostru  cazulIn .0),,(

==
===⇔=

zy
xzyxzyxE

  

 
Problemã pentru clasa a VIII-a 
 

.CBAABC corpului volumul
 zy,x,c,b, a, de functiein  calculeze se 

.60))CBA((ABC),(
 si zAC y,CB x,BA; cCC b,BB a,AA

incat astfel CC 
 siBB ,AA lareleperpendicu ridica se ABC lui triunghiuplanul 

0

′′′

=′′′∠

=′′=′′=′′=′=′=′
′

′′

Sa

Pe

 

Soluţie: 

⋅
++

⋅=′′′

⋅′++
=

′
=′=

++
=

−+
+

=
′+′

⋅⋅+=′′′+′=′′′

⊥′∩′=′∩′=′∈′
′′′′

=′′′=′==

6
z)-y)(p-x)(p-p(p)CBAVol(ABC

:estecerut  Volumul

Heron lui formulacu  S determinam si 
2

zyxp  Notam .
2
Scos60SS 

.
3

)(
3

)2(
2

)(
3
1)()()(

.,,B , A a.i     planulcu 
paralel plan  un cu  CBAABC prisma Sectionam

c).b,min(a,a si )CBAAria(SAria(ABC),S  (ABC),  

0

1111
1111

1111

cba

Dar

cbaSacbSSa

BBCCCBADSaBCCBAVolCBAABCVolCBAABCVol

CBADCCCBB

Fie

αααα
α

α

 

 
Problemǎ pentru clasa a VIII-a, 
 
Să se determine resturile împărţirii numărului 

200723   la 20082  respectiv la 20092 . 
Publicată în RMT – nr. 4 / 2007 (O.VIII.201) 
 
 
Soluţie.  

Metoda 1.Scriem 

.11
1)13)(13)(13)...(13)(13)(13(...

1)13)(13(

1]1)3[(1)13(1)13(3

20082009

1200420052006

20062006

2006200620072007

22

12222

22

222222

+=+=
=+−+++++==

=+−+=

=+−=+−=+−= ⋅

MM

 

Deci resturile sunt egale cu 1. 
Metoda 2. Folosim Teorema lui Euler : dacă ,, Zma ∈  ),(mod11),( )( mama m ≡⇒= ϕ  
unde )(mϕ = numărul numerelor naturale cel mult egale m, relativ prime cu m. 
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Se ştie că dacă ,...21
21

nk
n

kk pppm ⋅⋅⋅=  atunci )11...()11()11()(
21 nppp

mm −⋅−⋅−⋅=ϕ . 

Deoarece ),2(mod131)2,3( 2008)2(2008 2008

≡⇒= ϕ  unde 

)2(mod132)
2
11(2)2( 20082200720082008 2007

≡⇒=−=ϕ  

 
Problemǎ pentru clasa a VIII-a, 

Să se determine minimul expresiei 
106
86)( 2

2

++
++

=
xx
xxxE  ,  

( unde Rx∈ ) şi pentru ce valoare a lui x se realizează. 
Dată la Concursul Judeţean de Matematică, „Speranţe Rîmnicene”, clasa a VIII-a, 
Rîmnicu Sărat, 2007 
 

Soluţie.Scriem 1)(min
1)3(
1)3()( 2

2

−=⇒
++
−+

= xE
x
xxE  şi se realizează dacă 3−=x . 

Pentru 3−<x  şi 3−>x  ⇒ .1)( −>xE  
 
Problemǎ pentru clasa a VIII-a, 
 

Să se rezolve în NNN ××  sistemul : 6
1

)1(
1

)1(
1

)1(
=

−
+

=
−
+

=
−
+

z
xz

y
zy

x
yx . 

 
 
Soluţie.Ţinând seama de faptul că dacă 000 ,, zzyyxx ===  . orice permutare circulară 
a numerelor 000 ,, zyx  este deasemenea o soluţie.Din cele trei ecuaţii obţinem: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−
+

++=

−
+

++=

−
+

++=

1
116

1
116

1
116

)1(

z
xx

y
zz

x
yy

, deducem că numerele 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−
+

=

−
+

=

−
+

=

1
1
1
1
1
1

)2(

z
xc

y
zb

x
ya

 trebuie să fie naturale. 

Observăm că : 1
1
1

1
1

1
1

>
−
+

⋅
−
+

⋅
−
+

=⋅⋅
z
z

y
y

x
xcba  de unde rezultă că cel puţin unul din 

numerele cba ,,  este deci > 1.Să presupunem, pentru fixarea ideilor 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥
≥
≥

2
1
1

c
b
a

 

Aceste inegalităţi se mai pot scrie 32,2,2 −≥−≥−≥ zxyzxy  
din care deducem 1127)2(2723)2(2 −=−−≥−=−−≥ xxyyx  sau 11≤x . 
Rezultă apoi 9,27,7,3211 ≤−≥≤−≥ yyzz .Printr-un număr finit de încercări pentru 

7,9,11 ≤≤≤ zyx  obţinem soluţiile: { }.)3,3,3(),2,2,2(),,( ∈zyx  
Problemã pentru clasa a VIII-a, 
Se consideră triunghiul ABC  cu lungimile laturilor ,a  b  şi c  care verifică relaţia: 

20448336224432 −−+−+−=++ cbacba . 
Arătaţi că triunghiul este dreptunghic. 
Publicată în SM – nr. 3 / 2009 (G.105.) 
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Soluţie. 
Relaţia din enunţ este echivalentă cu 

0)444()333()222( 222 =−−+−−+−− cba .Se obţine 3=a , 4=b şi 5=c . 
Conform reciprocei Teoremei lui Pitagora triunghiul este dreptunghic. 
Problemă pentru clasa a VIII-a (sau a IX-a), 

Să se rezolve în ∗R  ecuaţia 431
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

xx
, unde simbolul [ ]a  reprezintă cel mai mare 

număr întreg mai mic sau egal cu a  . 
Publicată în SM – nr. 2 / 2008 (L.31.) 
 
 
Soluţie. 

I. Dacă 0<x  , atunci 01
<

x
, aşa că 011

<≤⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

xx
 .Analog , 03

<⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
, deci nu putem 

avea 331
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

xx
.Rezultă că 0>x . 

II. Dacă 0>x  , avem 
xx
31

< , deci ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡≤⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

xx
31 .Deoarece ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

x
1  şi ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

x
3 sunt întregi avem 

două posibilităţi: 

II.1. 01
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

x
 şi 43

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤<⇔<≤⇔=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

>⇔<≤⇔=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

4
3

5
353443

111001

x
xx

x
xx

∅∈⇔ x . 

II.2. 11
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

x
 şi 33

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

x
 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≤<⇔<≤⇔=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

≤<⇔<≤⇔=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

1
4
343333

1
2
121111

x
xx

x
xx

⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛∈⇔ 1,

4
3x  

Soluţia ecuaţiei este ⎥⎦
⎤

⎜
⎝
⎛∈ 1,

4
3x . 

Problemã pentru clasa a VIII-a, a X-a  
 

{ }

).CBAvol(O vol(OABC)ca arate se Sa
.COBOAOOCOBOA

incat  astfel (OCC(OB,B(OA,A si
cCb,Ba,A punctele 

.Ocbaincat  astfelspatiu din  ,, dreptele 

′′′=

′⋅′⋅′=⋅⋅
∈′∈′∈′

∈∈∈
=∩∩

Consideram
cbaFie

 

Publicată în RIM – nr.X -2005 (9433) 
 
Soluţie: 
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)()(

1
)CBAVol(O

Vol(OABC) 

AA
AA

 si 

OAA si OC 
6

)CBAVol(O

 si 
6

AAOB
Vol(OABC) Avem

OB. dreapta pe A siA r  varfuriloeproiectiil ,A OAB;
planul pe C si Cr  varfurilo

eproiectiil ,C si  tetraedredoua cele CBAsiO OABC 

00

00

0

0

0

0

0000

00

00

00

00

CBAOVolOABCVol
COBOAO

OCOBOA
CCAABO

CCAAOB
Deci

AO
OA

CO
OC

CC
CC

AAOCCOCDin

CCAABO

CC
A

CFie

′′′=

⇒=
′⋅′⋅′

⋅⋅
=

′′⋅′′⋅′
⋅⋅

=
′′′

′
=

′′′
=

′′

⇒′′Δ≈Δ′′Δ≈Δ

⋅
′′⋅′′⋅′

=′′′

⋅⋅
=

′′
′

′′′′

 
Problemã pentru clasa a VIII-a sau a IX-a, 
 
Sã se rezolve în Z3 sistemul : 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−−−

=−−−+

0
01

2

2

zxxxz
yxxyxy

 
Publicată în RIM – nr.XI -2006 (9629) ; Publicată în RIM – nr.XIII -2007 (9990) 
 
 
Soluţie: 

{ }

:succesiv obtine se ecuatie prima 
.63.)4
;62.)3
;00.)2
;01.)1

.1,0,2,3- xRe
.21-sau x 11- xadica 1/2,- xRezulta

Z. 
1-x

22xz forma sub z pe scriem 

,
1

x1)-z(x scrie se ecuatie doua 
2

2

Din
zxpt
zxpt
zxpt
zxpt

zulta

apoi

x
xxzxA

=⇒=
=⇒=
=⇒=
=⇒−=

∈
±=±=

∈++=

−
+

=⇔+=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }6,1,2,0,1,0,0,2,1,0,0,1zy,x,
:solutiile deci Avem

Z.y si 04233.)

;
2
3-ysau  1y  032y2c)pt.x

-1;y si 01--y0b)pt.x
-2;ysau  oy si 02-y-1` x.)

2

2

2

−−−−∈

∉=−+⇒=

∉===−+⇒=

==⇒=
===−⇒=

yyxptd

Zsiy

ypta

 
Problemã pentru clasa a VIII-a 
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Demonstraţi inegalitatea : 

                                                                                

.,, 
 ,0)()()()()()( 333333

Rzyx
yzxzzyxyzxyx

∈∀
≥−−+−−+−−

 

Publicată în RMT – nr. 2 / 2007 (O.VIII.192); Publicată în RIM – nr.XIII -2007 
(9983) 
 
Soluţie: 

. evidentã este care ,0)()( devine eaInegalitat
.0,0

, avem si , notãm ,  Dacã

333333 ≥++−+

≥≥
+=−−=−=≤≤

bbababaa
ba

baxzyzbxyazyx

  

Egalitatea are loc dacã a=b=0. 
Problemã pentru clasa a VIII-a 
 
Sã se demonstreze inegalitatea:  

2,0
2006

1
2005

1...
7
1

6
1

5
1

4
1 <+−+−+−

 
                                                                                     
 
Soluţie: 
 

.2,0
5
1

15056
1507

1505
1003

6
5 Deci

))1...11)(...(

mediilor eainegalitatutilizat  a-s(
1505
1003

2006...10051004
1003

2006
1

2005
1...

1006
1

1005
1

1004
1

3
1

2
1-1

:rezulta ,
2006

1
2005

1...
1006

1
1005

1
1004

1
2006

1
2005

1...
4
1

3
1

2
1-1

:avem ,
2
1...

3
1

2
1

1
1

2
1...

4
1

3
1

2
1-1

:Catalan-Botez iidentitati Conform
2006

1
2005

1...
7
1

6
1

5
1

4
1 Notam

2

21
21

2

=
⋅

⇒−

≥++++++

=

+++
+++++=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+++++=−++−+

++
+

+
+

+
+

=−+−+

+−+−+−=

SS

n
aaa

aaa

S

nnnnn

S

n
n

 
Problema pentru clasa a X-a (sau a VIII-a) 



Probleme rezolvate 

 48

.
5187

5
)442525)(425(4257
)442525)(425(4255

42529
42529 obtinem si 4 si 25 luam respectiv

 sus, mai ca formule aceleasi utilizeaza se fractiei reasimplificaPentru 
.1,012,342

,
5
21

)42)(2(25
)42)(2(27 devine data ecuatia si 2y Luam

))((7)(
))((5)(

: formulele utilizeaza Se
Solutie;

.
42529
42529 fractia tisimplifica apoi ,

5
21

32)2(
1282)(

; ecuatia Rezolvati

222

22

777

555

22

2

22

222777

22555

777

555

55

77

=
+⋅++⋅⋅⋅
+⋅++⋅⋅⋅

=

=
−−
−−

==

−==++=++

=
+++⋅⋅
+++⋅⋅

=

+++=−−+

+++=−−+

−−
−−

=
−−+
−−+

yx

xxxxx
xxxx
xxxx

yxyxyxxyyxyx
yxyxyxxyyxyx

xx
xx

 

Problemǎ pentru clasa a VIII-a, 
 

Să se determine maximul expresiei:
74
1782)( 2

2

+−
+−

=
xx
xxxE . 

 
Dată la Concursul Interjudeţean de Matematică, „Speranţe Rîmnicene”, clasa a 
VIII-a, Rîmnicu Sărat, 2008 
 
Soluţie.Expresia se mai scrie: 

3)2(
32

74
32

74
3)74(2)( 222

2

+−
+=

+−
+=

+−
++−

=
xxxxx

xxxE . 

Deci )(xE  este maximă când 3)2( 2 +−x   este minimă şi aceasta se întâmplă când 
2=x .Rezultă că maximul expresiei este 3. 

 
Problemǎ pentru clasa a VIII-a, 
 
Să se arate că pentru orice număr natural 0≥n  numărul 122

212 22 ++
+ nn

 nu este prim. 
 
Soluţie. Fie 

n

x
222 2= , deci 

1224 2
+

=
n

x .Atunci putem scrie : 
122

212 22 ++
+ nn

= 124 ++ xx = )1)(1( 22 xxxx −+++  
şi fiecare din cei doi factori este diferit de 1 (c.c.t.d). 
 
Problemǎ pentru clasa a VIII-a, 
Să se arate că pentru orice număr natural 0≥n  numărul 1222 126 −+− +nnn  nu este 
prim. 
 
Soluţie.Fie nx 2= .Atunci putem scrie: 
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1222 126 −+− +nnn = 2626 )1(12 −−=−+− xxxxx = )1)(1( 33 +−−+ xxxx  
şi fiecare din cei doi factori este diferit de 1 (c.c.t.d). 
Problemă pentru clasa a VIII-a, 
Se consideră un cub pentru care volumul  (în 3m ) plus perimetrul bazei (în )m este egal 
cu aria laterală (în 2m ). 
Căţi m  are lungimea diagonalei cubului dat? 
Publicată în GM (suplimentul cu exerciţii) – nr. 4 / 2008 (S:E08.33.), Publicată în 
SM – nr.2 / 2008 
 
Soluţie.Dacă latura cubului este a  , atunci condiţia implică 23 44 aaa =+  , sau 

0)2()44( 22 =−=+− aaaaa .Deci 2=a , şi diagonala are lungimea 32  m . 
Problemă pentru clasa a VIII-a (a IX-a), 
Arătaţi că 2009 divide 200720072007 2008...21 +++ .                                                                                          
Soluţie.Din identitatea )...)(( 122321 −−−−− +−−+−+=+ nnnnnnn yxyyxyxxyxyx , 
valabilă pentru orice n  impar avem că yx +  divide nn yx + .Acum, deoarece fiecare 
dintre numerele 200720072007200720072007 10051004,...,20072,20081 +++  se divide cu 2009 
rezultă concluzia. 
Problemă pentru clasa a VIII-a , 
Arătaţi că 2009 divide 333 2008...21 +++ .                                                                                            
Soluţie.Din identitatea ))(( 2233 yyxxyxyx +−+=+ , avem că yx +  divide 

33 yx + .Acum, deoarece fiecare dintre numerele 
333333 10051004,...,20072,20081 +++  se divide cu 2009 rezultă concluzia. 

Problemă pentru clasa a VIII-a, 
Rezolvaţi în N  ecuaţia: 

12 2 ++= xxx .      
Publicată în SM – nr. 3 / 2009 (G.110.) 
                                                                                      
Soluţie. 12 2 ++= xxx )1(12 +=−⇔ xxx .Cum )1(2 +xx rezultă că 122 −x , deci 

0=x . 
Problemă pentru clasa a VIII-a, 
Rezolvaţi în N  ecuaţia: 

1233 23 +++= xxxx . 
Crux Mathematicorum – octombrie 2008 – M360. 
 
                                                                                             
Soluţie. 1233 23 +++= xxxx )2)(1(13 ++=−⇔ xxxx .Cum )2)(1(3 ++ xxx  rezultă 

că 133 −x , deci 0=x . 
Problemă pentru clasa a VIII-a sau a IX-a, 

 Fie 
24

4)(
+

= x

x

xE .Rezolvaţi ecuaţia: 

2
)

2010
2009(...)

2010
2()

2010
1( xEEE =+++ . 
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Soluţie.Trebuie să observăm că 1)1()( =−+ xExE .Apoi 

∑ ∑
= =

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+==+++
2009

1

1004

1
)

2010
2010()

2010
()

2010
()

2010
2009(...)

2010
2()

2010
1(

k k

kEkEkEEEE +

)
2010
1005(E = 

=
2

2009
22

21004)
2
1(1004)

2
1()

2010
1()

2010
(

1004

1
=

+
+=+=+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+∑

=

EEkEkE
k

. 

Soluţia ecuaţiei este 2009=x . 
Problemă pentru clasa a VIII-a sau a IX-a, 
 

Fie 
416

16)(
+

= x

x

xE .Calculaţi suma : S= )
2010
2009(...)

2010
2()

2010
1( EEE +++ . 

Soluţie.Trebuie să observăm că 1)1()( =−+ xExE .Apoi 

S= ∑ ∑
= =

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+==+++
2009

1

1004

1

)
2010

2010()
2010

()
2010

()
2010
2009(...)

2010
2()

2010
1(

k k

kEkEkEEEE +

)
2010
1005(E = 

=
2

2009
44

41004)
2
1(1004)

2
1()

2010
1()

2010
(

1004

1
=

+
+=+=+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+∑

=

EEkEkE
k

. 

Problemă pentru clasa a VIII-a sau a IX-a, 
 Rezolvaţi în R  ecuaţia: 

[ ] 0584 2 =−− xx , unde [ ] Zx ∈  şi [ ] 1−>≥ xxx . 
Soluţie.Deoarece [ ] 1−> xx  , avem 

[ ] ( )18854 2 −>=− xxx 0384 2 >+−⇔ xx 0)32)(12( >+−⇔ xx ⇔  

⇔
2
1

<x  sau 
2
3

>x                                                                                                                                     

(1) 
De asemenea din [ ]xx ≥ , avem: 

[ ] 0)12)(52(05848854 22 ≤+−⇔≤−−⇔≤=− xxxxxxx
2
5

2
1

≤≤−⇔ x                                         

(2) 

Din (1) şi (2) avem 
2
1

2
1

<≤− x  sau 
2
5

2
3

≤< x . 

Cazul 1. 
2
1

2
1

<≤− x . 

Rezultă [ ] 341 2 −=⇒−= xx , ecuaţia nu are soluţii reale,  sau 

[ ] 0=x
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−∈⇒=⇒

2
5,

2
554 2 xx . 

Deoarece 1
2
5

2
3

−<−<−  şi 
2
3

2
51 <<  nu avem soluţii. 

Cazul 2. 
2
5

2
3

≤< x . 

Acum [ ] { }3,2,1∈x . 
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Dacă [ ] 1341 2 =⇒= xx .Deoarece 2
2
16

2
13

2
9

2
3

=<<= , rezultă soluţia 
2
13

=x . 

Dacă [ ] 2142 2 =⇒= xx . Deoarece 
2
5

2
25

2
21

2
9

2
3

=<<= , rezultă 

soluţia
2
21

=x  . 

Dacă [ ] 2943 2 =⇒= xx .Deoarece 
2
6

2
36

2
29

2
25

2
5

=<<= , rezultă 
2
29

=x  nu 

este soluţie. 

Soluţiile ecuaţiei sunt 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈
2
21,

2
13x . 

Problemă pentru clasa a VIII-a , 
Fie un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile cba ,,  şi diagonala d . 

Să se arate că dacă 
3

cbad ++
= , atunci paralelipepedul este cub. 

Dată la concursul naţional “Gh. Mihoc” - 2009 
 
Soluţie.Ridicăm la pătrat relaţia din ipoteză, apoi înlocuim 2222 cbad ++=   şi 
obţinem: 

cbaaccbbacbacba ==⇔=−+−+−⇔++=++ 0)()()()()(3 2222222 .Q.E.D. 
 
 
Problemă pentru clasa a IX-a , 
Să se arate că 23 divide 122122122 1553 +++ ++ pmn  , Npmn ∈∀ ,, . 
Soluţie.Se aplică Mica teoremă a lui Fermat: .1,, 1 +=⇒≠=∈∀ −

p
p MaapprimpZa  

În cazul nostru avem 
122122122 1553 +++ ++ pmn = pmn 222222 15155533 ⋅+⋅+⋅ =

=+⋅++⋅++⋅= pmn MMM )1(15)1(5)1(3 232323

=+⋅++⋅++⋅= )1(15)1(5)1(3 232323 MMM 2323 1553 MM =+++= . 
Problemã pentru clasa a IX-a 
Sã se rezolve în R3 ecuaţia : 
 

. 0 unde ,0)()(
)()()()(

20072007

2007200720072007

≥=+−−+

+−−+−−

mmyzxz
zyxyzxyx

 

Publicată în RIM – nr.XII -2006 (9618) 
 
Soluţie: 
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0.ba dacã loc are Egalitatea
. evidentã este care

 ,0)()(),,(
.0,0

, avem si , notãm ,  Dacã
.)()(

)()()()(),,( Notam

200720072007200720072007

20072007

2007200720072007

==

≥++−+=

≥≥
+=−−=−=≤≤

−−

+−−+−−=

bbababaazyxE
ba

baxzyzbxyazyx
yzxz

zyxyzxyxzyxE

 

.zyx0m
nuecuatia0m

==⇒=
⇒

 Daca
solutii. are   Daca >

 
Problemã pentru clasa a IX-a 
Sã se rezolve în R2 ecuaţia : 

.0)()1(
)()1()1()1(

20072007

2007200720072007

=−−+

+−−+−−

yzz
zyyzy

 

Publicată în RIM – nr.XV -2008 (10355) 
 
Soluţie: 

. evidentã este care
 ,0)()(),,(

.0,0
, avem si , notãm ,  Dacã

.)()(
)()()()(),,( Notam

200720072007200720072007

20072007

2007200720072007

≥++−+=

≥≥
+=−−=−=≤≤

−−

+−−+−−=

bbababaazyxE
ba

baxzyzbxyazyx
yzxz

zyxyzxyxzyxE

 

.1 solutia avem si 
1nostru  cazulIn .0),,(

==
===⇔=

zy
xzyxzyxE

 

 
 
Problemã pentru clasa a IX-a 
Sã se rezolve în R2 ecuaţia : 

.0)()2006(
)()2006()2006()2006(

20072007

2007200720072007

=−−+

+−−+−−

yzz
zyyzy

 

Soluţie: 

0.ba dacã loc are Egalitatea
. evidentã este care

 ,0)()(),,(
.0,0

, avem si , notãm ,  Dacã
.)()(

)()()()(),,( Notam

200720072007200720072007

20072007

2007200720072007

==

≥++−+=

≥≥
+=−−=−=≤≤

−−+

+−−+−−=

bbababaazyxE
ba

baxzyzbxyazyx
yzxz

zyxyzxyxzyxE

 

.2006 solutia avem si
 2006nostru  cazulIn .0),,(

==
===⇔=

zy
xzyxzyxE

 

Problemă pentru clasa a IX-a, 
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Fie triunghiul ABC  asemenea cu triunghiul CBA ′′′  în care: bCAaBCcAB === ,, , 

acACcbCBbaBA +=′′+=′′+=′′ ,,  şi raportul de asemănare 
k
1 . 

Să se determine lungimile laturilor   şi măsurile unghiurilor celor două triunghiuri în 
funcţie de k . 

Soluţie. Din enunţ avem .k
b

ac
a

cb
c

ba
=

+
=

+
=

+  

Rezultă sistemul 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=+

=+

=+

kbac

kacb

kcba

 

Datorită simetriei, putem presupune cba ≤≤ . 
Atunci kakccbba ≤⇒+≤+ , deci cba == . 

Prima ecuaţie devine: 2

22
k

cbakaa ===⇒= .Deci cele două triunghiuri sunt 

echilaterale primul cu latura 2

2
k

 iar celălalt cu latura 
k
2 . 

Problemă pentru clasa a IX-a, 
Să se rezolve în N ecuaţia axx nm += , dacă  Nanm ∈,,  şi a impar . 
Publicată în RIM – nr.XIV -2007 (10164) 
 
Soluţie.Este necesar ca nm > .Din axx nm =−  avem axx nmn =−− )1( , apoi 

axxxx nmnmn =+++− −−−− )1...)(1( 21  ⇔ axxxxx nmnmn =+++−⋅⋅ −−−−− )1...)(1( 211 . 
Deoarece )1( −⋅ xx  este un număr par  şi a este un număr impar rezultă că ecuaţia nu 
are soluţii. 
 
Problemã pentru clasa a IX-a 
 

.BB calculeze se Sa

. n0,i M,prB punctele Consideram

.  n1,i ),,1800(i)OAAm( d,M)d(O,

incat astfel A ..., ,A ,A ,A M, O, puncteleeuclidian  planulin  

1-n

0i
1ii

OAi

00
i1-i

n210

i

∑
=

+

==

=∈=∠= α

Fie

 
Soluţie: 
Avem doua situatii: 

);OAA(IntM)1 1ii +∠∈  )()2 1+∠∈ iiOAAExtM  

..)1sin(2
)1sin(

OB iurilein triunghr sinusurilo emad.Din teorOMdiametru  de cercul
in  ilinscriptib patrulater este 180)m(OB)OBm( 

1
1

1i

1
0

1ii

α
α

+=⇒⇒===
+

⇒

=
⇒=+∠

+
+

+

++

idBBdOMR
i
BB

B
MBOBMMDeoarece

ii
ii

i

ii  
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2
)1(sin

2
sin

2
sin

 

2
)1(sin

2
sin

2
sin

sin...3sin2sin sin

 cunoscuta egalitatea decont  

).sin...3sin2sin(sin)1sin( 

1-n

0i
1

1-n

0i

1

0
1

α
α

α

α
α

α

αααα

ααααα

+
⋅⋅=

+
⋅=++++

++++=+=

∑

∑ ∑

=
+

=

−

=
+

n
n

dBBobtinem

n
n

n

Tinand

ndidBBAvem

ii

n

i
ii

 
Problemă pentru clasa a IX-a, 
Dacă ∗

+∈ Rdcba ,,, , cu condiţia 1=abcd să se arate că: 
24))(( 2222 ≥++++++++ cdbdbcadacabdcba . 

 
Soluţie.Aplicăm inegalitate medilor A-G de două ori şi obţinem: 

1
4

4 2222
2222

=≥
+++ dcbadcba  , respectiv,  

1
6

6 3333 =≥
+++++ dcbacdbdbcadacab . 

Prin înmulţirea celor două inegalităţi se obţine concluzia. 
Problemă pentru clasa a IX-a, 

Dacă ∗
+∈ Rxi  , ni ,1= , cu 1

1

=∏
=

i

n

i

x , să se arate că: 

2
)1(

11

2 +
≥+ ∑∑

≤<≤=

nnxxx
nji

ji

n

i
i . 

 
Publicată în SM – nr. 1 / 2008 (L.4.) 
 
Soluţie. Aplicăm inegalitate medilor A-G de două ori şi obţinem: 

1...
... 22

2
2
1

22
2

2
1 =≥

+++ n
n

n xxx
n

xxx
⇔ nx

n

i
i ≥∑

=1

2 ,respectiv, 

1)...(

2
)1(

2
)1(

1
21

1 =≥
−

−
−≤<≤

∑ nn
n

n
nji

ji

xxx
nn

xx
 ⇔

2
)1(

1

−
≥∑

≤<≤

nnxx
nji

ji  

 
Prin adunarea celor două inegalităţi se obţine concluzia. 
Problemã pentru clasa a IX-a, a X-a  
 
Se considerã în planul euclidian punctele: A(1,0),B(-1,2) şi C(2,-1). 
Sã se scrie : 
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.  )

;   )
;   )

;  )

;  )

3

2

π
−

−

A

BC

C

B

CB

Rrotatieiecuatiilee

Saxialesimetrieiecuatiiled
Scentralesimetrieiecuatiilec

homotetieiecuatiileb

titranslatieecuatiilea

 
Publicată în RIM – nr.X -2005 (9434) 
 
Soluţie : 

⋅
⎩
⎨
⎧

+=′
−=′

⇒−

⎩
⎨
⎧

+=′
+=′

3
3

:)()3,3(CB 

:)(tsunt  ),(v vector de ei translati)
v

yy
xx

tDeoarece

byy
axx

baecuatiilea

CB
 

⎩
⎨
⎧

+−=′
−−=′
⎩
⎨
⎧

−+=′
−+=′

62
32

:)(h avemnostru  cazul 

)1(
)1(

:)(h de datesunt  omotetiei )

2-
B

K
B

yy
xx

In

ykkyy
xkkxx

ecuatiileb
B

B

 

⎩
⎨
⎧

−−=′
−=′

⎩
⎨
⎧

−=′
−=′

yy
xx

zulta

yyy
xxx

ecuatiilec
C

C

2
4

:)(S Re

2
2

:)(S de datesunt  centrale simetriei )

C

C

 

⎩
⎨
⎧

+−=′
+−=′

⇒=+

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−

+
−

+
+

=′

+
−

+
−

+
−

=′

=++

1
1

:)(S01-y xecuatia are (BC) 

2
a

2ab-y

22bx

 ecuatiile de data este (d) dreaptacu raport in 
 axialasimetriaatunci0cbyaxecuatie de (d) drepta o avem )

BC

2222

22

22

222222

22

xy
yx

Dreapta

ba
bcy

ba
bax

b

ba
acy

ba
abx

ba
a

dacad
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++−=′

++=′

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=′

=′

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=′

+=′

⎩
⎨
⎧

′++=′
′+−=′

2
3

22
3

2
1

2
3

2:)(R ecuatiile rezulta unde de

2
3y

2
1

avemnostru  cazul 

sin)
2

(

sin)
2

(
 

cossin
sincos

)R ( de datesunt  rotatiei )

3
-

A

0

0

0

0

0

0
A

yxy

yxx

x
In

xtgyy

ytgxx
unde

yyxy
xyxx

ecuatiilee

AA

AA

π

θ

θθ

θθ

θθ
θθ

 
 
Problemã pentru clasa a IX-a, a X-a 
Se considerã în planul euclidian punctele: A(1,0),B(-1,2) şi C(2,-1). 
Sã se calculeze centrul de greutate al triunghiului DEF,unde  

⋅=== − )(),(),( 2 BSFChEAtD CBCB

O)centru  de S

k;raport  si Ocentru  de ;v vector de (

o simetria

omotetiahtranslatiat k
ov

=

==
 

Soluţie : 

)3,2()(
3
3

:)()3,3(CB 

:)(tsunt  ),(v vector de ei translati)
v

−=⇒⋅
⎩
⎨
⎧

+=′
−=′

⇒−

⎩
⎨
⎧

+=′
+=′

DAt
yy
xx

tDeoarece

byy
axx

baecuatiilea

CBCB
 

)8,7()(
62
32

:)(h avemnostru  cazul 

)1(
)1(

:)(h de datesunt  omotetiei )

22-
B

K
B

−=⇒
⎩
⎨
⎧

+−=′
−−=′
⎩
⎨
⎧

−+=′
−+=′

− ECh
yy
xx

In

ykkyy
xkkxx

ecuatiileb

B

B

B

 

)4,5()(
2

4
:)(S Re

2
2

:)(S de datesunt  centrale simetriei )

C

C

−=⇒
⎩
⎨
⎧

−−=′
−=′

⎩
⎨
⎧

−=′
−=′

FBS
yy

xx
zulta

yyy
xxx

ecuatiilec

C

C

C

 
Din a),b),c) rezultã coordonatele centrului de greutate sunt  

)
3
7,

3
4()

3
483,

3
572( −

⇒
−++−− GG

 
 
Problemã clasa a IX-a  
 
Sã se arate cã: 
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spatiu.din  punctesunt  M si CB,A, unde 

,1)

;0)

222

=
⋅

+
⋅

+
⋅

=
⋅

+
⋅

+
⋅

BCAC
MC

CBAB
MB

CABA
MAb

BCAC
MC

CBAB
MB

CABA
MAa

 

 
Publicată în RIM – nr.X -2005 (9430) 
 
Soluţie: 

[ ]

[ ]

.1
))()((

)()()(

))(2())(2())(2(
)()()(

1
)()(

)(

)()(

)(

)()(

)(

ACABBA
)

;0
)()()(

1
)()()()()()(AC

MC

AB

MB

BA

MAa)

O. de fata M si CB,A,punctelor  ai pozitie de  vectoriix si ,,

cu  notam sispatiu din  O oarecarepunct un  

222

222222

222

222

=
−−−

−+−+−
=

=−⋅⋅−++−⋅⋅−++−⋅⋅−+
−⋅−⋅−

=
−⋅−

−
+

−⋅−

−
+

−⋅−

−
=

=
⋅

+
⋅

+
⋅

=⋅+⋅−⋅−⋅+⋅+⋅−⋅−⋅+⋅+⋅−⋅−⋅
−⋅−⋅−

=

=
−⋅−

−
+

−⋅−

−
+

−⋅−

−
=

⋅
+

⋅
+

⋅

accbba

abccabbca

abxcxccaxbxbbcxaxa
accbba

bcac

xc

cbab

xb

caba

xa

BC

MC

CB

MB

CA

MAb

xacaxbcbxccbxabaxbbaxcca
accbba

bcac

xc

cbab

xb

caba

xa

BCCBCA

cba

Consideram

 
 
( Am utilizat formula cunoscutã: 

))()(()()()( 222 accbbaabccabbca −−−=−+−+− ). 
 
Problema clasa a IX-a  
 
Sã se afle locul geometric al punctelor M din spaţiu care verificã relaţia: 

spatiu.din  CB,A, ,0
222

∀=
⋅

⋅
+

⋅

⋅
+

⋅

⋅

BCAC
MCMC

ABCB
MBMB

CABA
MAMA

 
 
Publicată în RIM – nr.X -2005 (9429) 
 
Soluţie: 
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[ ] }

[ ]

ABC. lui triunghiual greutate de centrulG,M .3OA (5) Stim

3OA  ipoteza 

,33

))()((3))()()((
))()(a(

1(4)E

 (3) si (2)(1),Din 
algebra. la de cunoscute ),)()(()()()(a (3)

si ))()()(()()()(a (2):relatiile 

)()()(3)()()(
))()(a(

1(1)E

:avemr  termeniloreducerea sinumitor  acelasi la aducerea 
))((

)(

))((

)(

))((

)(E

M. si CB,A,punctelor  ai pozitie de 
x si ,,a sispatiu din  O oarecarepunct un  

222

333

222
333

333222

≡=++

=++⇒

−++=−++=

=−−−−−−−++⋅
−−−

=

⇒
−−−=−+−+−

−−−++=−+−+−

−+−+−−−
⎩
⎨
⎧ +−+−

−−−
=

−−

−
+

−−

−
+

−−

−
=

⋅

⋅
+

⋅

⋅
+

⋅

⋅
=

DeciOGOCOB

OMOCOBDin

OMOCOBOAxcba

accbbaxaccbbacba
accbb

accbbaabccabbc
accbbacbaabccabbcAvem

abccabbcaxabccabbca
accbb

Dupa
bcbc

xc

cbab

xb

caba

xa

BCAC

MCMC

ABCB

MBMB

CABA

MAMA

vectorii
cbConsideram

 
 
 
 
 
Problemã pentru clasa a IX-a, a X-a 
Se considerã în planul euclidian punctele: A(1,0),B(-1,2) şi C(2,-1). 
Sã se arate cã mijlocul segmentului DE se aflã pe prima bisectoare, unde  

)( si )(3 ASEBRD BCA ==
−
π

. 
d) axa de axiala ; unghi de si Ocentru  de ( simetriaSrotatiaR do == θθ
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)0,1()(
1
1

:)(S

01-y xecuatia are (BC) 

2
a

2ab-y

22bx

 ecuatiile de data este (d) dreaptacu raport in 
 axiala simetria 

atunci 0cbyax ecuatie de (d) drepta o avem )

BC

2222

22

22

222222

22

EAS
xy
yx

Dreapta
ba

bcy
ba
bax

b

ba
acy

ba
abx

ba
a

dacaa

BC =⇒
⎩
⎨
⎧

+−=′
+−=′

⇒=+

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−

+
−

+
+

=′

+
−

+
−

+
−

=′

=++

)13,3()(

2
3

22
3

2
1

2
3

2:)(R ecuatiile rezulta unde de

2
3y

2
1

avemnostru  cazul 

sin)
2

(

sin)
2

(
 

cossin
sincos

)R ( de datesunt  rotatiei )

3

3
-

A

0

0

0

0

0

0
A

+=

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++−=′

++=′

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=′

=′

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=′

+=′

⎩
⎨
⎧

′++=′
′+−=′

−
DBR

yxy

yxx

x
In

xtgyy

ytgxx
unde

yyxy
xyxx

ecuatiileb

A

AA

AA

π

π

θ

θθ

θθ

θθ
θθ

 
Din a) şi b) avem  

)
2

13,
2

13( ++M
 

 
Problemǎ pentru clasa a IX-a, 
 
Să se arate că numărul xxxxxxxxxA 191817161514131211 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=  nu poate fi cub 
perfect oricare ar fi baza de numeraţie x . 
 
Soluţie.Numărul A  se scrie )9)(8)(7)(6)(5)(4)(3)(2)(1( +++++++++ xxxxxxxxx . 
Fără a restrânge generalitatea ( A  este produsul a nouă numere consecutive ) luom 

)4)(3)(2)(1()1)(2)(3)(4( ++++−−−−= nnnnnnnnnA , unde din .1510 ≥⇒≥ nx  
Deoarece numărul ),57618027()10( 2433 −−−−= nnnnnA se observă uşor că pentru 

10>∀n  scăzătorul este pozitiv 33 )10()1( nnA −<⇒ ; 
În continuare avem 

,0160630017760273)110( 2345633 >++++−−=−−− nnnnnnnnA  10>∀n  
De unde Ann <−−⇒ 33 )110)(2( . 
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Din relaţiile (1) şi (2) rezultă că A  este cuprins între cuburile a două numere 
consecutive, deci el nu poate fi cub perfect. 
 
Problemã pentru clasa a IX-a, a X-a 
Se considerã în planul euclidian punctele: A(1,0),B(-1,2) şi C(2,-1). 
Sã se arate cã mijlocul segmentului DE se aflã pe prima bisectoare, unde  

)( si )(3 ASEBRD BCA ==
−
π

. 
d) axa de axiala ; unghi de si Ocentru  de ( simetriaSrotatiaR do == θθ

 

Soluţie :  
 

)0,1()(
1
1

:)(S

01-y xecuatia are (BC) 

2
a

2ab-y

22bx
 

ecuatiile de data este (d) dreaptacu raport in 
 axiala simetria

atunci0cbyaxecuatie de (d) drepta o avem )

BC

2222

22

22

222222

22

EAS
xy
yx

Dreapta
ba

bcy
ba
bax

b

ba
acy

ba
abx

ba
a

dacaa

BC =⇒
⎩
⎨
⎧

+−=′
+−=′

⇒=+

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−

+
−

+
+

=′

+
−

+
−

+
−

=′

=++

 

)13,3()(

2
3

22
3

2
1

2
3

2:)(R ecuatiile rezulta unde de

2
3y

2
1

avemnostru  cazul 

sin)
2

(

sin)
2

(
 

cossin
sincos

)R ( de datesunt  rotatiei )

3

3
-

A

0

0

0

0

0

0
A

+=

⇒

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++−=′

++=′

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=′

=′

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=′

+=′

⎩
⎨
⎧

′++=′
′+−=′

−
DBR

yxy

yxx

x
In

xtgyy

ytgxx
unde

yyxy
xyxx

ecuatiileb

A

AA

AA

π

π

θ

θθ

θθ

θθ
θθ

 
Din a) şi b) avem  

)
2

13,
2

13( ++M
 

Problemă pentru clasa a IX-a, 
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Să se calculeze suma : ∑∑
==

+=
2008

1

2007

1 6
cos

6
cos

kk

kkS ππ . 

Dată la Concursul Interjudeţean de Matematică, „Speranţe Rîmnicene”, clasa a 
IX-a, Rîmnicu Sărat, 2008 
 
Soluţie.Deoarece funcţia cos  este periodică şi pentru că 

avem +
6

cosπ +
6

2cos π
+

6
3cos π …+

6
12cos π =0  rezultă  

2
13

6
cos

2007

1

+
=∑

=k

kπ  (pt. că 

2007=167 12⋅ +3) şi 
2
3

6
cos

2008

1

=∑
=k

kπ  (pt. că 2008=167 12⋅ +4). 

Suma din enunţ este 
2

132 +
=S . 

Problemă pentru clasa a IX-a, octombrie 
 

Să se calculeze suma : ∑
=

=
n

k
n

kS
1 6
cos π . 

Publicată în SM – 1 / 2008 (L.6.); G.M. – nr. 3 / 2008 (25971) 
Soluţie.Deoarece funcţia cos  este periodică şi pentru că 

avem +
6

cosπ +
6

2cos π
+

6
3cos π …+

6
12cos π =0  rezultă că se obţin 12 valori pentru 

suma dată. 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+=−

+=
+

−

+=
+

−

+=
+

−

+=
+

−

+=−
+=

+=

+=
+

+=
+

+=

=

=

  11Mn dacã ,1

 10Mn dacã ,
2

32

 9Mn dacã ,
2

33

8 Mn dacã ,
2

33

  7Mn dacã ,
2

32

6  Mn dacã ,1
5 Mn dacã ,0

4  Mn dacã ,
2
3

3 Mn dacã ,
2

13

  2Mn dacã ,
2

13

 1Mn dacã ,
2
3

 Mn dacã ,0

12

12

12

12

12

12

12

12

12

12

12

12

S

  

Problemă pentru clasa a VII-a (a VIII-a,a IX-a), 
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Arătaţi că numărul A =
...666

...303030

+++

+++
- ...424242 +++  este întreg. 

Soluţie.Notăm ...303030 +++=x  , apoi ridicăm la pătrat şi obţinem 
xx += 302 . 

Rezolvăm ecuaţia 0302 =−− xx şi se obţin soluţiile : 61 =x , 52 −=x .Convine doar 
soluţia pozitivă 6=x .Analog se procedează pentru calculul numărului 

=y ...666 +++  .Ecuaţia care se obţine este 062 =−− yy  cu soluţia pozitivă 

3=y .Se procedează ca mai sus şi rezultă ...424242 +++ =7. 

Numărul din enunţ este deci ZA ∈−=−= 57
3
6 , c.c.t.d. 

 
Notă. Exerciţiul poate fi efectuat şi de elevii clasei a VII-a deoarece au de rezolvat o 
ecuaţie de tipul axx =−2  axx =−⇔ )1( , produsul a două numere 
consecutive=natural şi prin încercări rezultă soluţiile. 
 
 
 
 
 
 
Problemă pentru clasa a IX-a, 
 
Fie 0>α  , rădăcina ecuaţiei 0122072 =+− xx . Să se găsească numerele naturale ,a  

b  şi c  diferite de zero astfel încât 8 α  =
c

ba + . 

Publicată în RMT – 1 / 2008 (IX.238.) & SM – 1 / 2008 (L.24.) 
 
Soluţie . Folosim următoarea lemă :”dacă α  este rădăcina pozitivă a ecuaţiei 

012 =+− bxx  , atunci α  este cea mai mare rădăcină a ecuaţiei 0122 =++− bxx  
“ (se demostrează uşor).Cu această lemă obţinem că α  este cea mai mare rădăcină 
ecuaţiei 01472 =+− xx  , mai departe 4 α  este cea mai mare rădăcină a ecuaţiei 

0172 =+− xx , şi 8 α  este cea mai mare rădăcină a ecuaţiei 0132 =+− xx . 

Obţinem 8 α =
2

53+  şi valorile : 5,3 == ba  şi 2=c . 

Problemă pentru clasa a IX-a, 
  

Calculaţi : ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
+

! 2006 ! 2007
! 2005 ! 2008 ,( unde [ ]x  reprezintă cel mai mare număr întreg mai mic 

sau egal cu x ) apoi generalizaţi rezultatul. 
Publicată în RMT – nr. 2 / 2008 (VII.241.) 
 



Neculai Stanciu, Berca, Buzău 

 63

Soluţie. ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+
+

! 2006 ! 2007
! 2005 ! 2008 = =

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡ +⋅
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+⋅

2008
2006

120082007

)1(2007 ! 2006

)
2006

12008(2007 ! 2006
 

= 2007
20082006

12007 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⋅
+ . 

Generalizare. 2
! )1( ! 2)(

!  ! )3(
+=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+++

++ n
nn

nn , Nn∈∀ . 

Problemă pentru clasa a IX-a , a X-a, a XI-a,  
 
Să se rezolve sistemul: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

=

=++

=++

2
9

9

4941

222

222

xyz

zyx
zyx

 

 
Crux Mathematicorum, decembrie 2008, M 375 
Soluţie.Primele două ecuaţii ne sugerează considerarea următorilor vectori: 

)3,2,1(
zyx

a =  şi ),,( zyxb = .Avem 6=⋅ba  , 2=a , 3=b .Rezultă baba ⋅=⋅ , 

deci, unghiul vectorilor este nul, prin urmare vectorii sunt coliniari  şi au coordonatele 
proporţionale. 

Obţinem:
2
3

6
9

321321

222222

==
++
++

===
zyxzyx , de unde 

2
23,3,

2
6

±=±=±= zyx . 

Ţinând cont de ecuaţia a treia, avem soluţiile: 

,
2

23,3,
2
6

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
,

2
23,3,

2
6

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− ,

2
23,3,

2
6

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

2
23,3,

2
6 . 

 
Problemã clasa a X-a 
 
Sã se afle rãdãcinile polinomului  

[ ] c.adb daca ,23 +=+∈+++= ∗ XRdcXbXaXf  
 
Soluţie: 

( )

( ) ( )

.10)1)(1)(1(
0)1)(1(

011
01

01

1:/

321321

13232

323232321

321133221321

321

−===⇒=+++⇒
⇒=++++

⇒=+++++++⇒
⇒=+++++++

⇒=+++⇒

⇒−=−+−⇒−=−+⇒+=+

xxxxxx
xxxxx

xxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxx

SSS
a
d

a
c

a
baacdbcadb
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Problemã  clasa a X-a 
 

[ ]

alteia. opusulcu  egala
 radacina o are  daca numai si daca  ca arate se Sa

. Fie 23

fadbc
XRdcXbXaXf

=
∈+++= ∗

 

 
Soluţie: 

.

0))((
0))()((0

321

321133221321

1332212121

adbc
a
d

a
c

a
bSSS

xxxxxxxxxxxx
xxxxxxxxxx

=⇔−=⋅−⇔=⇔

⇔=−++++⇔
⇔=+++⇔=+⇔−=

 
Problemǎ pentru clasa a X-a, 
 
 
Să se arate că : 

,2
)1()1(

)1()1()1()1(
22

12121212

≤

−−+−+

−−+−++−−+−+ −−++

nn

nnnn

xxxx

xxxxxxxx
[ ].1,1−∈∀x  

 
 
Soluţie.Notăm ;)1()1()( 22 nn

n xxxxxT −−+−+=  facem substituţia αcos=x , 

de unde : 
.cos2)sin(cos)sin(cos

)1cos(cos)1cos(cos)( 22

ααααα

αααα

nii

xT
nn

nn
n

=−++=

=−−+−+=  

Analog α)1cos(2)(1 −=− nxTn  şi α)1cos(2)(1 +=+ nxTn . 
Calculăm 

 

.2)cos(arccos2cos2
cos

coscos2
cos

2
)1()1(cos

2
)1()1(cos2

cos2
)1cos(2)1cos(2

)(
)()( 11

xx
n

n
n

nnnn
n

nn
xT

xTxT

n

nn

====

=

−−+−++

=

=
−++

=
+ −+

α
α

αα
α

αααα
α

αα

 

Expresia din enunţ devine:
)(

)()( 11

xT
xTxT

n

nn −+ +
= ,222 ≤= xx  deoarece 1≤x . 

 
 
Problemã pentru clasa a X-a 
Sã se arate cã în orice triunghi ABC, are loc inegalitatea: 

] [ ).,10,( , 
33

sinsinsin
∞∪−∞∈∀⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥

++ n
R
pCBA nnnn

 
 
 
Soluţie: 
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( ] [ )

enunt.din  eainegalitat obtinem 

 sinsinsin aidentitate de seama  tinandsi

)
3

sinsinsin(
3

sinsinsin

rezulta , sin,sin,sin Punand
.,1.0-n si 0,...,, unde

 ,)
...

(
...

 

 cunoscutaeainegalitat Folosim

321

21

2121

R
pCBA

CBACBA

CxBxAx
xxx

m
xxx

m
xxx

n
nnn

m

nm
n
m

nn

=++

++
≥

++

===
∞∪∞∈

+++
≥

+++

 

Problemã pentru clasa a X-a 
Sã se arate cã în orice triunghi ABC, are loc inegalitatea: 

] [ ).,10,( 

, 
2

cos
2

cos
2

cos
3
4

3
sinsinsin

∞∪−∞∈∀

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥

++

n

cBACBA nnn
nnnn

 

Publicată în RIM – nr.XIII -2007 (9994) 
 
 
Soluţie: 

( ] [ )

enunt.din  eainegalitat obtinem 

 
2

cos
2

cos
2

cos4sinsinsin aidentitate de seama  tinandsi

)
3

sinsinsin(
3

sinsinsin

rezulta , sin,sin,sin Punand
.,1.0-n si 0,...,, unde

 ,)
...

(
...

 

cunoscutaeainegalitat Folosim

321

21

2121

cBACBA

CBACBA

CxBxAx
xxx

m
xxx

m
xxx

n
nnn

m

nm
n
m

nn

=++

++
≥

++

===
∞∪∞∈

+++
≥

+++

 

Problemǎ pentru clasa a X-a, 
Să se arate că : 

2
)1(

)1()1(

2
222

12
2122

1

12
2122

1

≤
−

−+−

∑

∑∑
≤

∈

−

−≤

∈

−−
−

+≤

∈

+−
+

nk

Nk

kknk
n

nk

Nk

kknk
n

nk

Nk

kknk
n

xxC

xxCxxC
, [ ]1,1−∈∀x . 

 

Soluţie.Notăm .)1()(
2

222∑
≤

∈

− −=
nk

Nk

kknk
nn xxCxT  

Fie )arccoscos()( xnxCn = , unde [ ]1,1−∈x ; dacă substituim αcos=x  atunci 

).()1()1()1(

...)1()1(.

..sincossincoscoscos)(

2
2

22
2

222

2244222

444222

xTxxCxxC

xxCxxCx

CCnxC

n
k

nk

Nk

knk
n

nk

Nk

kknk
n

k

n
n

n
n

n

n
n

n
n

n
n

=−=−−=

=−−+−−=

−+−==

∑∑
≤

∈

−
≤

∈

−

−−

−− αααααα

 

În continuare calculăm  
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.2)cos(arccos2cos2
cos

coscos2
cos

2
)1()1(cos

2
)1()1(cos2

cos2
)1cos(2)1cos(2

)(
)()( 11

xx
n

n
n

nnnn
n

nn
xT

xTxT

n

nn

===

==

−−+−++

=

=
−++

=
+ −+

α
α

αα
α

αααα
α

αα

 

Expresia din enunţ devine:
)(

)()( 11

xT
xTxT

n

nn −+ +
= ,222 ≤= xx  deoarece 1≤x . 

Problemă pentru clasa a X-a , 
 
Să se determine forma generală a şirurilor definite prin: 
a) 231 +−=+ nn xx , Nn∈∀ , 10 =x . (recurenţă liniară de ordinul 1 cu coeficienţi 
constanţi); 

b) nxx
n

nn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=+ 3

1
2
3

1  , Nn∈∀ , 10 =x .(recurenţă liniară cu un coeficient variabil); 

c) 
n

nn xx ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=+ 3

1
3
1

1 , Nn∈∀ , 10 =x .(recurenţă liniară cu un coeficient variabil); 

d) ,1
2
1

1 n
x

n
nx nn +
+
+

=+
∗∈∀ Nn , 01 =x .(recurenţă liniară cu ambii coeficienţi 

variabili). 

Soluţie. a) Avem relaţiile 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+−=

−⋅+−=

−⋅+−=

−⋅+−=

−

−−

−

−

23
)3(23

...........................

)3(23

)3(23

1

21

2
12

1
01

nn

nn

n

n

xx
xx

xx

xx

iar prin adunarea lor obţinem 

2
1)3( +−

=
n

nx . Forma generală a şirului Nbxax nn ∈∀+=+ ,1  este 

)1...( 21
0 ++++= −− nnn

n aabxax . 
b) soluţia generală a relaţiei de recurenţă )( nx este suma dintre soluţia relaţiei omogene 

)( ny şi o soluţie particulară a relaţiei neomogene )( nz . 

Considerăm ,
2
3 n

n cy ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  Rc∈  este o constantă ce se va determina ulterior. 

Soluţia particulară o căutăm de tipul )(
3
1 nQz

n

n ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= , unde )(nQ  este un polinom de 

grad 1 , care, înlocuită în relaţia de recurenţă dă nnQnQ =−+ )(
2
3)1(

3
1 .Dacă 

βα += nnQ )(  

obţinem 
7
6

−=α  şi 
49
12

−=β .Atunci soluţia particulară este )27(
3
1

49
6

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= nz

n

n . 
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Deci −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

n

n cx
2
3 )27(

3
1

49
6

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ n

n

, dând lui n  valoarea 0 obţinem 
49
37

=c  şi se 

obţine: 

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

n

nx
2
3

49
37 )27(

3
1

49
6

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ n

n

. 

c) se procedează ca la punctual b) sau ca la punctual a) şi se obţine 

nx
nn

n

1

3
1

3
1 −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= . Forma generală a şirului Nnfxax nn ∈∀+=+ ),(1  este 

∑
−

=

−−+=
1

0

1
0 )(

n

k

knn
n akfxax . 

d) Se utilizează procedeul iterării directe, ca la punctul a).Forma generală a şirului 

Nbxax nnnn ∈∀+=+ ,1  este: n

n

k
nkkknn baaabxaaax +⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+= ∑

−

=
+++

1

0
210101 ...... . 

În cazul nostru nnnnnnn babaabaabxaax ++++= −+ 13221111 .........  şi 

obţinem: )
1
1...

3
5

2
4

1
3(

2
1

1 −
+

++++
+

=+ n
n

n
xn . 

 
Problemă pentru clasa a X –a, 
 
Să se determine forma generală a şirurilor (recurenţe liniare de ordinul 2 cu coeficienţi 
constanţi) definite prin: 
a) nnn xxx 127 12 −= ++ , Nn∈∀ , 2,1 10 == xx ; 
b) nnn xxx 96 12 −= ++ , Nn∈∀ , 110 == xx ; 

c) nnn xxx −= ++ 12 3 , Nn∈∀ , 110 == xx .  

Soluţie.a) termenul general este de forma nn
n rcrcx 2211 += , unde 1r  şi 2r  sunt 

rădăcinile reale şi distincte ale ecuaţiei reciproce ataşate, 01272 =+− rr , iar, 1c  şi 2c  
sunt constante care se determină din condiţiile iniţiale.Avem 4,3 21 == rr , iar, din 

sistemul 
⎩
⎨
⎧

=+
=+

243
1

21

21

cc
cc

 rezultă 1,2 21 −== cc . Rezultă nn
nx 432 −⋅= . 

b) ecuaţia caracteristică asociată relaţiei de recurenţă este 0962 =+− rr  şi are rădăcina 

dublă 3
.

21 === α
not

rr .Termenul general este de forma nn
n nccx αα 21 += , deci 

nn
n nccx 33 21 ⋅⋅+⋅= .Din condiţiile iniţiale rezultă 11 =c  şi 

3
2

2 −=c , apoi obţinem 

)23(3 1 nx n
n −⋅= − . 

c) ecuaţia caracteristică, 0132 =+− rr , are rădăcinile complexe 

2
3

2,1
ir ±

= =
6

sin
6

cos ππ i± = tit sincos + .Termenul general este de tipul 

)sincos( 1 ntintcrx n
n += , unde 2,1rr = .Din condiţiile iniţiale obţinem 11 =c  şi 

322 −=c .Rezultă 
6

sin)32(
6

cos ππ nnxn −+= . 

 
 
Problemă pentru clasa a VIII-a sau a IX-a, 
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Fie 
24

4)(
+

= x

x

xE .Rezolvaţi ecuaţia: 

2
)

2010
2009(...)

2010
2()

2010
1( xEEE =+++ . 

 
 
Soluţie.Trebuie să observăm că 1)1()( =−+ xExE .Apoi 

∑ ∑
= =

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+==+++
2009

1

1004

1

)
2010

2010()
2010

()
2010

()
2010
2009(...)

2010
2()

2010
1(

k k

kEkEkEEEE +

)
2010
1005(E = 

=
2

2009
22

21004)
2
1(1004)

2
1()

2010
1()

2010
(

1004

1
=

+
+=+=+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −+∑

=

EEkEkE
k

. 

Soluţia ecuaţiei este 2009=x . 
 
 
 
Problemă pentru clasa a VIII-a sau a IX-a,   
 

Fie 
416

16)(
+

= x

x

xE .Calculaţi suma : S= )
2010
2009(...)

2010
2()

2010
1( EEE +++ . 

 
 
 
Soluţie.Trebuie să observăm că 1)1()( =−+ xExE .Apoi 

S= ∑ ∑
= =

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

+==+++
2009

1

1004

1
)

2010
2010()

2010
()

2010
()

2010
2009(...)

2010
2()

2010
1(

k k

kEkEkEEEE +

)
2010
1005(E = 

=
2

2009
44

41004)
2
1(1004)

2
1()

2010
1()

2010
(

1004

1

=
+

+=+=+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+∑

=

EEkEkE
k

. 

 
 
 
Problemă pentru clasa a VIII-a sau a IX-a, 
 
Rezolvaţi în R  ecuaţia: 

[ ] 0584 2 =−− xx , unde [ ] Zx ∈  şi [ ] 1−>≥ xxx . 
Soluţie.Deoarece [ ] 1−> xx  , avem 

[ ] ( )18854 2 −>=− xxx 0384 2 >+−⇔ xx 0)32)(12( >+−⇔ xx ⇔  

⇔
2
1

<x  sau 
2
3

>x                                                                                                                                     

(1) 
De asemenea din [ ]xx ≥ , avem: 
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[ ] 0)12)(52(05848854 22 ≤+−⇔≤−−⇔≤=− xxxxxxx
2
5

2
1

≤≤−⇔ x                                         

(2) 

Din (1) şi (2) avem 
2
1

2
1

<≤− x  sau 
2
5

2
3

≤< x . 

Cazul 1. 
2
1

2
1

<≤− x . 

Rezultă [ ] 341 2 −=⇒−= xx , ecuaţia nu are soluţii reale,  sau 

[ ] 0=x
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−∈⇒=⇒

2
5,

2
554 2 xx . 

Deoarece 1
2
5

2
3

−<−<−  şi 
2
3

2
51 <<  nu avem soluţii. 

Cazul 2. 
2
5

2
3

≤< x . 

Acum [ ] { }3,2,1∈x . 

Dacă [ ] 1341 2 =⇒= xx .Deoarece 2
2
16

2
13

2
9

2
3

=<<= , rezultă soluţia 
2
13

=x . 

Dacă [ ] 2142 2 =⇒= xx . Deoarece 
2
5

2
25

2
21

2
9

2
3

=<<= , rezultă 

soluţia
2
21

=x  . 

Dacă [ ] 2943 2 =⇒= xx .Deoarece 
2
6

2
36

2
29

2
25

2
5

=<<= , rezultă 
2
29

=x  nu 

este soluţie. 

Soluţiile ecuaţiei sunt 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∈
2
21,

2
13x . 

 
 

 
Problemă pentru clasa a VIII-a , 
Fie un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile cba ,,  şi diagonala d . 

Să se arate că dacă 
3

cbad ++
= , atunci paralelipepedul este cub. 

Soluţie.Ridicăm la pătrat relaţia din ipoteză, apoi înlocuim 2222 cbad ++=   şi 
obţinem: 

cbaaccbbacbacba ==⇔=−+−+−⇔++=++ 0)()()()()(3 2222222 .Q.E.D. 
 
 
 
Problemă pentru gimnaziu sau clasa a XII-a , 
  
Fie 2007...5312008...642 ⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅=N .Arătaţi că 2009  divide pe N . 

Publicată în GMB – 4 / 2009 (C.O.: 5019) 
Soluţie 1. (clasa a XII-a) 
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[ ] )2009mod()1()3(...)2003()2005()2007(2008...642 −⋅−⋅⋅−⋅−⋅−≡⋅⋅⋅⋅
( ) )2009mod(2007...531 ⋅⋅⋅⋅≡ . 

Rezultă )2009mod(0≡N .Q.E.D. 
 
Soluţie 2.(gimnaziu).Generalizare. 
Notăm )12(...531 −⋅⋅⋅⋅= kA , )2(...642 kB ⋅⋅⋅⋅= , 12 += kC . 
Observăm că 

( ) )2(...421)2(...))22()(2( kMCkCkCA k
C ⋅⋅⋅⋅−+=−⋅⋅−−−= = BM k

C ⋅−+ )1( . 
Rezultă BMN k

C ⋅−++−= + ))1(1( 1 . 
Acum luom 1004=k  şi rezultă N2009 .Q.E.D. 
 
 
 
 
 
Problemă pentru gimnaziu sau clasa a XII-a , 
  
Fie 2009...5312010...642 ⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅⋅=N .Arătaţi că 2011  divide pe N . 
 
 
Soluţie 1. (clasa a XII-a) 
 

[ ] )2011mod()1()3(...)2005()2007()2009(2010...642 −⋅−⋅⋅−⋅−⋅−≡⋅⋅⋅⋅
( ) )2011mod(2009...531 ⋅⋅⋅⋅−≡ . 

Rezultă )2011mod(0≡N .Q.E.D. 
 
Soluţie 2.(gimnaziu).Generalizare. 
Notăm )12(...531 −⋅⋅⋅⋅= kA , )2(...642 kB ⋅⋅⋅⋅= , 12 += kC . 
Observăm că 

( ) )2(...421)2(...))22()(2( kMCkCkCA k
C ⋅⋅⋅⋅−+=−⋅⋅−−−= = BM k

C ⋅−+ )1( . 
Rezultă BMN k

C ⋅−++= ))1(1( . 
Acum luom 1005=k  şi rezultă N2011 .Q.E.D. 
 
 
 
 
 
Problemă pentru clasa a XI-a,  
 

Să se rezolve în )(2 CM  ecuaţia : ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

63
844A , ∗∈ Nn . 

 
 
Soluţie.Observăm că 0)det( 4 =A .De aici ( ) 0det 4 =A , de unde 0det =A .Utilizând 

relaţia Cayley-Hamilton obţinem ( ) ATrAA ⋅= 34 .Considerăm ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

63
84

B  şi obţinem 
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( ) BATrA =⋅3 , în care egalând urmele, obţinem ( ) TrBTrATrA =⋅3 , deci 
10)( 4 == TrBTrA { }44 10,10 iTrA ±±∈⇒ . 

În continuare, din cele de mai sus  avem B
TrB
TrA

TrA
TrB

B
TrA

BA ⋅=== 3)(
. 

Soluţiile ecuaţiei sunt: 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅±⋅±∈ BiBA
10
10,

10
10 44

, unde ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

63
84

B . 

 
 
 

 
Problemă pentru clasa a X-a, 
 
Rezolvaţi în +R  ecuaţia : ( ) 334

4loglog 77 −=+ xx . 
 

 
Dată la Concursul Speranţe Rîmnicene 2009 

Soluţie.  
Deoarece ( )∗ 1,0,,loglog ≠>∀= bcaca ac bb ,atunci avem 

Ru∈∀ , ( ) ( )34log4log
77 434 +=+

uu (valabilă şi în cazul particular xu 7log= ). 

Fie 0,34)( 7log >∀+= xxf x .Atunci 
( )

3)( 4log7 +=
∗

xxf  şi ecuaţia de rezolvat devine 
xxff =))(( . 

Funcţia )(xf  este crescătoare .Dacă xxf <)( , atunci )())(( xfxff < , iar, dacă 
xxf >)( , atunci )())(( xfxff > .Deci, pentru a avea xxff =))(( , trebuie ca 
xxf =)( . 

Cum xu 7log= , avem 1
7
13

7
4734 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇔=+

uu
uu .Deoarece, membrul stâng 

este o funcţie strict descrescătoare, deci injectivă, rezultă că unica soluţie este 
71 =⇔= xu . 

 
 
 
Problemă pentru clasa a X-a, 
 
Rezolvaţi în +R  ecuaţia : ( ) bxba

ax baba −=+ ++
loglog , 1, >∀ ba . 

 
 
 
Soluţie.  
Deoarece ( )∗ 1,0,,loglog ≠>∀= yzxzx xz yy ,atunci avem 

Ru∈∀ , ( ) ( )baau u
baba aba +++ =+ loglog (valabilă şi în cazul particular xu ba+= log ). 

Fie 0,)( log >∀+= + xbaxf xba .Atunci 
( )

bxxf aba += +
∗

log)(  şi ecuaţia de rezolvat devine 
xxff =))(( . 
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Funcţia )(xf  este crescătoare .Dacă xxf <)( , atunci )())(( xfxff < , iar, dacă 
xxf >)( , atunci )())(( xfxff > .Deci, pentru a avea xxff =))(( , trebuie ca 
xxf =)( . 

Cum xu ba+= log , avem 11)( =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
⇔+=+

uu
uu

ba
b

ba
ababa .Deoarece, 

membrul stâng este o funcţie strict descrescătoare, deci injectivă, rezultă că unica soluţie 
este baxu +=⇔= 1 . 
 
 
 
Problemă pentru clasa a X-a 
 
Rezolvaţi în Z ecuaţia: ( ) xxxx xx 3420)3(4 34 +=+−+− −− . 

 
 
Soluţie.Dacă 0<x , membrul stâng este număr natural mai mare ca 20, iar, membrul 
drept nu este număr natural şi este mai mic ca 1. 
Dacă 4>x , membrul drept este număr natural , iar membrul stâng nu este număr 
natural . 
Analizând valorile ( ) Zx ∩∈ 4,0 , obţinem soluţia 2=x . 
 
 
 
 
 
 
Problemă pentru clasa a IX-a, 
 

Rezolvaţi în +R  ecuaţia: x+++ 32
1

2
11 + x++− 32

1
2
11 = x . 

Publicată în GMB – 4 / 2009 (26137) 
 

Soluţie.Ecuaţia este echivalentă cu x+++ 222 + x++− 222 = 2x . 

Din 0222 ≥++− x , rezultă 1
2

020 ≤≤⇔≤≤
xx .Deoarece există  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡∈

2
,0 πa , 

∀ 1
2

0 ≤≤
x , a.î. 

2
cos xa =  vom folosi substituţia ax cos2= . 

Vom utiliza de asemenea şi  formulele: 
2

cos2cos22 tt =+  şi 
2

sin2cos22 tt =− . 

Avem 

x+++ 222 = =+++ acos2222
2

cos422 2 a
++ =

=++
2

cos222 a  
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=
8

cos2
4

cos22 aa
=+ . 

Analog x++− 222 =
8

sin2 a . 

Ecuaţia devine : 

aaaaaa cos
8

sin
2
2

8
cos

2
2cos22

8
sin2

8
cos2 =+⇔=+ aa cos

84
cos =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⇔
π . 

Din ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

2
,0 πa , rezultă 

9
2

84
ππ

=⇔=− aaa . 

Soluţia este 
9

2cos2cos2 π
== ax . 

 
 

 
 

 
Problemă pentru clasa a IX-a 
 

Rezolvaţi în +R  ecuaţia: x++++ 73 2
1

2
1

2
11 + x+++− 73 2

1
2
1

2
11 = x . 

Soluţie.Ecuaţia este echivalentă cu 

x++++ 2222 + x+++− 2222 = 2x . 

Din 02222 ≥+++− x , rezultă 1
2

020 ≤≤⇔≤≤
xx .Deoarece există  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

2
,0 πa , ∀ 1

2
0 ≤≤

x , a.î. 
2

cos xa = , vom folosi substituţia ax cos2= .Vom utiliza 

de asemenea şi formulele: 
2

cos2cos22 tt =+  şi 
2

sin2cos22 tt =− . 

Avem 

x++++ 2222 = =++++ acos22222
2

cos4222 2 a
+++ =

=+++
2

cos2222 a
16

cos2
8

cos22
4

cos222 aaa
=+=++ . 

Analog x+++− 2222  =
16

sin2 a . 

Ecuaţia devine : 

aaaaaa cos
16

sin
2
2

16
cos

2
2cos22

16
sin2

16
cos2 =+⇔=+

aa cos
164

cos =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⇔
π . 

Din ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

2
,0 πa , rezultă 

17
4

164
ππ

=⇔=− aaa . 
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Soluţia este 
17
4cos2cos2 π

== ax . 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

Problemă pentru clasa a X-a, 
 

Arătaţi că ( )( ) ( )( ) 23569734735697347 +−+++−
nn

, este pătrat perfect 
(pătratul unui număr natural). 
 
Soluţie.Observăm că : 
( ) 34732

2
±=± ; ( ) ( ) 3569734732

24
±=±=± ; ( )( ) 13232 =−+ . 

Expresia dată devine: 
( )( ) ( )( ) 23569734735697347 +−+++−

nn
=

( ) ( ) ( )( )[ ] =−++−++
−−− 122424

323223232
nnn

 

= ( ) ( ) 21212
3232 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −++

−− nn
. 

Din ( ) k
n

k

k
n

k

n

k
n

k
n

2
12
12

32
2

12
232

1

0

1

0

12
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

⋅±⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⋅=± ∑∑

−

=

−

=

−
, rezultă : 

( ) ( ) ∑
−

=

+−−
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=−++

1

0

21212
2

2
12

3232
n

k

knn

k
n

. 

Obţinem că numărul dat este egal cu 
2

1

0

22
2

12
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
∑
−

=

+
n

k

k

k
n

.Q.E.D. 

 
 
 
 
 
 
 
Problemă pentru clasa a VII-a sau a VIII-a, 
 
Rezolvaţi în R  ecuaţia: 

62366242 222 +−=−++−+ xxxxxx . 
 

Publicată în Crux Mathematicorum – martie 2009 
 
Soluţie. Avem: ≤−−+−−=−++−+ 2222 )1(39)1(24366242 xxxxxx  
 

62)1(5594 22 +−=−+≤=+≤ xxx . 
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Egalitatea are loc dacă şi numai dacă 01 =−x . 
Soluţia ecuaţiei este 1=x . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Problemă pentru clasa a VII-a sau a VIII-a 
 
Rezolvaţi în R  ecuaţia: 

984247361 222 +−=−++−+ xxxxxx . 
 

Publicată in SGMB – mai/2009 (S:E09.201) 
Soluţie. Avem: ≤−−+−−=−++−+ 2222 )1(29)1(34247361 xxxxxx  
 

984)1(45594 22 +−=−+≤=+≤ xxx . 
Egalitatea are loc dacă şi numai dacă 01 =−x . 
Soluţia ecuaţiei este 1=x . 
 
 
 
 
 
 
 
Problemã  clasa  a XI-a 
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[ ] .Rm k,iar  intrega partea este . 

ax 

:calculeze se Sa
0.e2dx  si 0b2ax 

,0dx ,0ax : ecuatiilepentru  solutie , xFie

2

2

xx

22
0

lim
0

∗

→

∈

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

++

=+=+
=++=++∈

unde

fexdx
k

m
cbx

fexcbxR

 

Soluţie: 

( )

( )

⋅=
+
+

⋅=
++
++

⋅=

→
++

++
++

⋅≤

≤⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

++++
−

++
++

⋅

++

++
≤⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

−
++

→→ md
ak

edx
bax

m
k

fexdx
cbxax

m
k

m
cbxaxTinand

fexdx
cbxax

m
k

fexdx
k

m
cbxax

m
cbxax

fexdx
cbxax

m
cbx

fexdx
k

fexdx
k

fex
Avem

xx 2
2l  avem

Hospital-l lui  teoremasienunt din  conditiile

 clestelui, adin teorem , 0 cacont  

;

m
k

:obtinem si axcu  1 relatia nmultimintregi).I partii definitia(din 

;1
dx

k1:

limlim
00

2

2

xx

2

2

2

2

22

2

2

2

222

 

Problemã pentru clasa a XI-a 
Sã se scrie ecuaţia dreptei perpendicularei comune dreptelor : 

zyxdsizyxd =+−=−−−=−=− 21:  , 321: 21  
Publicată în RIM – nr.XI -2006 (9639) ; Publicată în RIM – nr.XIII -2007 (10000) 
 
 
Soluţie: 
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0320
022
111

321
0)v,v,(:P

:ecuatiileau  plane doua cele 

.d si d dreapta de determinat planul

 P respectiv d si d dreapta  de determinat ,P 

.22
111
111vvv

  ested comuna lareperpendicu dreptei aldirector   vectorulRezulta
. d  dreptei alcurent  punctul

 respectiv,director  rulsunt vecto )0,2,1(M si )1,1,1(v Analog

).3,2,1(M
, d dreapta pecurent punct un  si )1,1,1(v, d dreptei aldirector  vectorul

: ,
1

3
1

2
1

1:d dreptei ecuatia 

111

p.c2

2p.c11

21

p.c

2

22

1

111

1

=+−+⇔=
−

−−−
⇔=−

−=
−−

=×=

−−−=

−
=

−
=

−

zyx
zyx

rr

Atunci

planulFie

ji
kji

rezultazyxDin

 

 

⎩
⎨
⎧

=−++
=+−+

=−++⇔=
−
−−
−+

⇔=−

012
032

:d este comune lareiperpendicu 

.0120
022
111

21
0)v,v,(:

p.c

222

zyx
zyx

Ecuatia

zyx
zyx

rrP

 
Problemã pentru clasa a X-a sau a XI-a 
Sã se scrie ecuaţia dreptei care trece prin punctul A(1,-1,1) şi se sprijinã pe 

⎩
⎨
⎧

=+
=++

=−=−
0

01
:d si 12: 21 zx

yx
zyxd

Publicată în  G.M –nr. 2 / 2006 ( 25490);      
Publicată în RIM – nr.XII -2006 (9834); Publicată în RIM – nr.XIII -2007 (10001) 

 
 

 
Soluţie: 
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⋅
⎩
⎨
⎧

=++
=

−==⇒
⎩
⎨
⎧

=+++−
=−−+−+

⇒∈

⎩
⎨
⎧

=++++
=−−+−−

=++++
=−−+−−

02z-2yx
04-z-2y-3x

:d

cautate dreptei ecuatia obtinem din   si  pe 

.
2
1,

2
1

0)11(111
0)211(111

dA 

.d pe si d pe sprijina se ce 

spatiudin dreptelor  tuturor ,
0)(1

0)2(1
:

,d pe contine ce plane  de ,0)(1:
d pe contine ce plane de ,0)2(1:P

A. punctul contine ce dreapta fascicoldin  extrage se
  care dupa

, d si d pe sprijina se cespatiu din dreptelor  tuturor multimea obtine se si
azaintersecte se ,d si d dreptelecontin  ce plane de efascicolelscriu  

,

,

21

2

1

21

21

μλ

μλ

λμ

λ

μλ

μλ
μ
λ

μ
λ

μμ
λ

inlocuind

Din

multimea
zxyx
zxyx

d

fascicolulzxyxP
fascicolulzxyx

apoiSe

 

Problemã pentru clasa a X-a sau a XI-a 
 
Sã se scrie ecuaţia dreptei d ′  ,ce se sprijinã pe dreptele  

1
1

3
5

2
3-x:d

dreaptacu  paralela este si 
13

1
:d si 

1
2

: 21

−
=

+
=

⎩
⎨
⎧

+=
+=

⎩
⎨
⎧

−=
=

zy
xz

xy
xz

xy
d

 
 
 
Publicată în RIM – nr.XIV -2007 (10167) ; Publicată în RIM – nr.XII -2006 (9835) 
 
 
 
 
Solutie: 
 

⎩
⎨
⎧

=+−
=+−

′⇔

⇔=
−

=
+

′⇒−⇒

⇒=−=⇒
+−

=
+−

=
−

⇒

+−+−−=

++⇒∈∀
−⇒∈∀

0163
01

:

13
3
2

2
3
1

:)0,
3
2,

3
1(

3
7 tsi 

3
1

1
23

3
12

2

)1,3,2(vcu coliniar  este

 MPenunt  ).23,12,(MP 

)13,1,(
)1,2,(

2

1

zx
yx

d

zyx
dP

stststs

Dintststsrezulta

sssPdP
tttMdM
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Problemã pentru clasa a X-a sau a XI-a 
 
 
Sã se determine ecuaţia dreptei ce trece prin proiecţia punctului A(1,0,0) pe dreapta 

⎩
⎨
⎧

=+−
=−

⎩
⎨
⎧

=−−
=−−

==

01
02

:d si  
01
0

:d

 dreptele pe sprijina se si :

21 zx
yx

zy
zyx

zyxd
 

 
Publicată în RIM – nr.XIV -2007 (10168) 
 
 
Soluţie: 
 
Proiecţia punctului A pe dreaptã o aflãm intersectând dreapta  d: cu planul P:care 
conţine  punctul A  şi este perpendicular pe dreapta d. 

[ ] { }

⋅
⎩
⎨
⎧

=+−−
=+−

⇒=−=⇒∈
⎩
⎨
⎧

=+−+−
=−−+−−

=+−+−=++

⇒===⇒

⎩
⎨
⎧

==
=−++

⇒=++−⇒=

⇒==∩==

0137
012

:d

 este cautate dreptei Ecuatia 
3
1,1Adin  

0)1(2
0)1(

:

d si d pe sprijina se caredreptelor tuturor 

multimea d Re.0)1(2:P, 01)z-(yz-y-x:P
.d respectiv

 d dreptelecontin  careP si P plane de efascicolel consideram continuare 

)
3
1,

3
1,

3
1(

3
1

01
:0)1(:);0,0,1(:

)1,1,1(:,A ,Pr

3
1

1,-

,0,

21

,

2

1 

0

0

00

zyx
yx

d
zxyx

zyzyx
d

zultazxyx

In

Azyx

zyx
zyx

AzyxPvNAP

vzyxdPdAdA

μλ
μ
λ

μλ

μλμλ

μλμλ

μλ

 
Problemă pentru clasa a XI-a , 
 
Să se arate că ecuaţia dcxbxa x ++= 2   are cel mult trei rădăcini reale  

1a∀  ,b +∈ R ;c,d R∈ . 
Publicată în G.M. – nr. 6 / 2007 (C: 3180); Publicată în RIM – nr.XV -2008 (10366) 
 
Soluţie.Ne folosim de proprietatea:Între două rădăcini ale funcţiei avem cel puţin o 
rădăcină a derivatei. 
Fie RRf →: , dcxbxaxf x −−−= 2)(   şi presupunem prin reducere la absurd că are 
4 rădăcini deci oxf =′′ )( are cel puţin 2 rădăcini.Dar cum 

baaxf x 2ln)( 2 −=′′ =0⇔
a

ba x
2ln

2
=  are o singură soluţie, rezultă că f are cel mult 

3 rădăcini. 
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Problemǎ pentru clasa a XI-a, 
Se consideră dreptele : abzcaybcxd ==:)(  bczabycaxe ==:)(  şi 

.:)( cazbcyabxf ==  
Să se demonstreze egalităţile: 

),,(sin),(sin),(sin:)( dffeedi ∠=∠=∠ unde am notat cu ),( ed∠   unghiul dintre 
dreptele )(d  şi )(e , respectiv analoagele; 

)),(),,((sin)),(),,((sin)),(),,((sin:)( eddfdffefeedii ∠=∠=∠ , unde am notat 
)),(),,(( feed∠   unghiul diedru determinat de planele ),( ed  şi ),( fe , respectiv 

analoagele. 
Soluţie.Observăm că ecuaţiile dreptelor din enunţ pot fi puse sub forma: 

 ,:)(
c
z

b
y

a
xd ==  

a
z

c
y

b
xe ==:)(  şi 

b
z

a
y

c
xf ==:)( . 

Dacă avem dreptele 
1

1

1

1

1

1
1 :)(

n
zz

m
yy

l
xx

d
−

=
−

=
−  şi 

2

2

2

2

2

2
2 :)(

n
zz

m
yy

l
xx

d
−

=
−

=
−  

unghiul ϕ  format de acestea este dat de formula: 

(1)
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121cos
nmlnml

nnmmll

++⋅++

++
=
ε

ϕ  unde { }1,1−∈ε  ; semnul ε  se datorează 

faptului că cele două drepte fac între ele patru unghiuri, două ascuţite şi două 
obtuze(congruente între ele), este deci utilizat pentru a caracteriza toate cele patru 
unghiuri care sunt formate de două drepte neparalele.Utilizăm formula (1) şi obţinem 

unghiul ),( ed∠  format de dreptele )(d  şi )(e  dat de 
)(

),(cos 222 cba
cabcabed
++
++

=∠
ε

. 

Analog se obţine 
)(

),(cos 222 cba
cabcabfe
++
++

=∠
ε

 şi 
)(

),(cos 222 cba
cabcabdf
++
++

=∠
ε

.În 

continuare se utilizează formula αα 2cos1sin −=  şi rezultă relaţiile ).(i  
Dacă avem planele 0:)( 11111 =+++ DZCyBxAP  şi 0:)( 22222 =+++ DZCyBxAP , 
atunci cosinusurile unghiurilor dintre ele sunt date de formula : 

(2) 
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121cos
CBACBA

CCBBAA

++⋅++

++
=
ε

ϕ  ,unde { }1,1−∈ε şi este utilizat pentru 

caracterizarea celor patru unghiuri diedre formate de cele două plane.  
Determinăm ecuaţiile celor trei plane date în enunţ: 

0)()()(:),( 222 =−+−+− zbacyabcxcabed ; 
0)()()(:),( 222 =−+−+− zcabybacxabcfe ; 
0)()()(:),( 222 =−+−+− zabcycabxbacdf . 

Notăm: 22 , abcBcabA −=−=  şi 2bacC −=  .Folosim formula (2) şi aflăm 

)(
)),(),,((cos 222 CBA

CABCABfeed
++
++

=∠
ε

, 
)(

)),(),,((cos 222 CBA
CABCABdffe

++
++

=∠
ε

, 

)(
)),(),,((cos 222 CBA

CABCABeddf
++
++

=∠
ε

 de unde cu formula αα 2cos1sin −=  

obţinem relaţiile (2). 
 
Problemã pentru clasa  a XI-a 
Sa se calculeze: 
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Nnundeknk

nk
∈+−

≤≤
 ),1(3max

1

 
Publicată în SM – 1 / 2008 (L.27.); Publicată în RIM – nr.XI -2006 (9641) ; 
Publicată în RIM – nr.XIII -2007 (9998) 
 
 
Soluţie: 

[ ]

: variatiede  tabelurmatorul Re.1
2
1

1
3ln

1
2
12ln31 

3ln
11

in  anuleaza se 13ln)1(3)( 
)1(3)( functia 

0

0

zultannxn

Avemnx

xnxfDerivata
xnxfConsideram

x

x

++

⇒⇒⋅−+=

−+−=′

⋅+−=

<<<

<<<<

 
X 1                            n     x0      n+(1/2)               n+1 
f1 ++++++++++++++++0-------------------------------------------------------------------- 
f                   Crescãtoare  descrescãtoare 
 

⋅=+−⇒=
≤≤

nk

nk

n knnfDeoarece 3)1(3max3)( 
1  

 
Problemã pentru clasa a XI-a 

⋅

⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

nAseSa

a
b

ba
AFie

 calculeze  

10
01

1
 

 
Publicată în RMT – nr. 3 / 2005 (XI.174.); Publicată în RIM – nr.XI -2006 (9640) ; 
Publicată în RIM – nr.XV -2008 (10363) 
 
 
Soluţie: 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

⋅++=

≥=⇒=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=+=

aba0
bab0
000

BEfectuam

BCBCIA

,OBOBConstatam

00a
00b
ba0

Bunde,BIAscriem

2

22

22
n

1
n3

n

k3

3

 obtinem si calculele 

:obtinem siNewton  lui binomului formula Folosim
3.kpentru   ca 
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⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

−
−

−
+

−

=

2
ab)1n(n1

2
a)1n(nna

2
b)1n(n

2
ab)1n(n1nb

nbna1

A
2

2
n

si 

 
 
 
 
 
Problemã pentru clasa a XI-a 
 

. 2 ,)2()1()3(
: ecuatia rezolve se 

dataundeaaaa
Sa

xxxx ≥+++=++  
 
 
 
Solutie: 

[ ] [ ]

{ }.1,0sunt  
.1

011,10 

0
0)( devine ecuatia (2) si (1) 

;)1)(2(
x)(ff(a)-1)f(a a.i )1,(

;)2()3)(1(
 x)(f2)f(a-3)f(a a.i 3)a2,(a:  

1aa, sipe 3a2,a pe )(
 functiei Lagrange lui  teorema

)1()2(3)(acu  aechivalent este 

1
11-x

1111

1

1-x

1

1-x

x

∈
=⇔

=−⇔=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇔=−

=⇔
=−⇔=

=−+⇒

⇒=′=++∈∃

=+−+⇒

⇒=′=++++∈∃

+++=

−+=+−+

−
−

−−−−

−

−

xSolutiile
x

xsau

x
xxxDin

xaa
aa

xaa
avemsi

yyf
Aplicam

aaaEcuatia

x
x

xxxx

xxx

xxx

x

xxx

ξ
θ

ξ
θξθ

ξθξθ

ξ

ξξξ

θ

θθθ

 

 
Problemã pentru clasa a XI-a 
 

pozitivi. cu termeni aritmetica
progresie o este )(a sirul si  0 ,)()()()(

: ecuatia rezolve se 

n121 dataundeaaaaaaaa
Sa

x
n

x
n

x
n

x
n >++− +++=+++

Solutie: 
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[ ] [ ]

{ }.1,0sunt  

.101,10 

00)(
 devine ecuatia (3) si (2) , (1) 

)3(
aritmetica a 

;)()())(2(

)xa-()(f)a-()af(a-)f(a

 a.i ),(
;)()())(1(

 )xa-()(f)a-()af(a-)f(a

 a.i )a,a(a:  
a,aa pe si a,a pe )(

 functiei Lagrange lui  teorema
)()()()a(a 

cu aechivalent este 

1
11-x

11

11
112

n

1
1111

1-x
1-n11-n11-n1

11

1
22

1-x
n2n2n2

2n

11-n2

11
x

2n

∈

=⇔=−⇔=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⇔=−

=⇔=−

⇔=

−=−⇒
⇒=
−=+−+⇒

⇒=′=++

++∈∃
−=+−+⇒

⇒=′=++

++∈∃
++++=

+−+=+−+

−
−

−−

−−

−++

−
−+−+

+++

+−

−
++

+++

+

++

−++

xSolutiile

xxsau

xx
xxDin

aaaa
progresiedeoarece

xaaaaaa

aaa

aaaa
xaaaaaa

aaa

aavemsi
aaayyf

Aplicam
aaaaaa

Ecuatia

x
x

xx

xx
nnnn

x
nn

x
n

x
n

nnn

nn

x
nn

x
n

x
n

nnn

n

nnn
x

x
n

x
n

x
n

ξ
θξθ

ξθ

ξθ

ξ

ξξ

ξ
θ

θθ

θ

 

 
Problemã clasa a XI-a  
 

∑

∑

=

=

∞→

∈

⋅⋅⋅

n

i i

n

i
i

PA

PA

1
2

1

2

n

n321

)1min(
 :calculeze se sa C(0;1)P Daca

C(0;1).in  inscrisregulat poligon un 
  AAAA si unitate cercul C(0;1) Fie

lim

 

Publicată în RIM – nr.X -2005 (9438) 
 
Soluţie: 
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( )

( )

( )

( )
.4

2
1

2lim
1min

lim

 (2) si (1)Din 
2

11min)1min()2(

2
1111

1)111)(A(

:avemmediilor  eainegalitatDin 

.2PA(1)1R si AP Cum

.2A ca stie Se AP Presupunem

AAA ipoligonulu iledin varfur unul este P (I)

2

1
2

1

2

2

2
2

11
2

2

2
1

2
31

2
21

2
2

1
2

31
2

21

2
1

2
31

2
21

2

2
1

2n

1i
i1

22
1

2
31

2
211

n21

=
−

=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⇒

⇒⋅
−

=
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∑

∑
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n
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n
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n
n
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n
n
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n
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nAA

nRAAAAA

nn

i i

n

i
i

n

n

k k

n

i i

n

n
n

n

k
k

n

 

4.cu   egala este cautata limita C(0;1)P 

.4

2

2lim
)1min(

lim (5) si (4) 

2
)1min()5(

2
1

)111)(PA(

:avemmediilor  eainegalitat 

.2(4)C(0;1)P .2PA(3) ca stie 

.,1,AP )(

1
2

1

2

n

1
2

2

1
2

2
22

2
2

1

22
2

2
1

2n

1i

2
2n

1i
i

i

∈∀

==⇒

=⇒≥

⇒≥+⋅⋅⋅+++⋅⋅⋅++

=⇒∈=

=≠

∞→

=

=

∞→

==

==

∑

∑

∑∑

∑∑

Deci

n
n

PA

PA
Din

n
PAn

n
PA

n
PAPAPA

PAPA

Din

nPACumnRSe

niII

nn

i i

n

i
i

n

i i

n

i i

n

n

i

 

 
 
Problemã clasa a XI-a  
 

⋅
⋅
⋅

∈∀
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

∞→

∗

nn

nn

nnn

nnn

nn

dc
ba

abc
bdb
cb

Fie

n

n
n

lim

:calculati si Nn, 
a

 forma are A ca Aratati
113
151
311

A 

 
Publicată în GM – nr. 12 / 2006 (25687.) & dată la Olimpada de Matematică Faza 
Locală – clasa a XI – a , Bucureşti, 2008 
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Soluţie: 
 

[ ]

.... eaproprietatcu  ,...,, elementele

 edeterminat unicsunt  si exista conditii acestedoua.In  cate doua 

,...,, radacinileK  corpulin  are care polinom  
, 1p grad de XKf polinomun   verificaca eaproprietatcu element un  I Fie

K. inchis algebric comutativ corpul subinel ca contine ce vnecomutatiunitar  inelun  I Fie:Lema
:lema urmatoarea aplica 

2211
n

21

21

p
n

p
nn

p

p

I

distincte

Se

βλβλβλαβββ

λλλ
α

+++=∈

≥∈∈

 

 
{ }

.

2
10

2
1

000
2
10

2
1

,

6
1

3
1

6
1

3
1

3
2

3
1

6
1

3
1

6
1

,

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

A

:obtinem sistemul Re.
A

: tipulde sistemun   verificesa care )(A,A ,A matricile Determinam
.2,6,3 : proprii  valorileobtinem

 si 0f ecuatia Rezolvam .367
113

151
311

detf

f. polinomul A verifica matricea Cayley,-Hamilton lui Teoremei Conform
A. matricii al  ),I-det(Af

 si unitate matricea fiind ,),(MI consideram lemadin  notatiileCu 

321

2
3

2
32

2
21

2
1

332211

3321

3321

32

23

3

333

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−−

−

=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++

=++
=++

∈
−===

=−+−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

=

∈==

AA

zolvand

AAAA

AAAA
IAA

CM

ticcaracterispolinomul
ICaaIKC

λλλ

λλλ

λλλ

λλ
λ

λ
λ

λ

 

⋅=
⋅+

−
⋅

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−+

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −++

=

+=−−+=

−=++−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

++−−++−−
−+−

−−+−++−
=

=++=

−

−

∞→
−−−

−−−

∞→∞→

+−−−−−

−−−−

−−−−−−−

−+−−−

−−−−−−−

2
1

)221(3
)12(3lim

)1()
6
2()

6
3(16

)1()
6
2()

6
3(16

limlim

.233,)1(263

),12(3,632)1(a 

632)1()12(3632)1(
)12(3233)12(3

)1(263)12(3632)1(

A: avea  vomlemei uirezultatul 

1

1

111

111

111111

1111
n

1111111

11111

1111111

332211
n

nn

nn

nnnnn

nnnn

n
nn

nn

n

nnn
n

nnnn
n

nn
n

nnnn

nnnnnnnnnn

nnnnnnn

nnnnnnnnnn

nnn

dc
ba

dc

bAvem

AAAConform λλλ

 

 
 
Problemã clasa a XI-a  
 

detA.   calculeze se 

).(

1...11
........................

1...111
1...11

1...111

A matricea 2006

Sa

CM

iiii

iii
iiii

iii

Fie ∈

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−−−
−−−

−−

=

 
 
Soluţie: 
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Lema1 
 

unitatii. alen  ordinul de

 radacinilesunt  1,0, unde ),...(adetA

 sicirculant  numeste se 

a...aa
............

a...aa
a...aa
a...aa

 forma de matrice 

k
1

2

1-n

0k
1

132

2-n1-n

1-n1n

n21

−=+++=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

=
∏ nkaa

O

n
knk

n

εεε

 
 
Demonstraţia lemei 1: 
 

∏
−

=

−
−

−

−−

−
−

−

−

+++==

=

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

+++=

+++=

+++=

+++=

1

0

1
21110

n

1
k

k

1
132k

1

1
11k

1
21k

1
21k

k

)....(...detA Rezultadistincte. proprii n valori si  distincti

 proprii n vectori obtinem distincte radacinin  are 1u Deoarece

tor.corespunzapropriu   vectoruleste ),...,(1,iar 

proprie  valoareo este   aceea de ,

...

........................................
...

...

 ca ....

 notam si unitatii an  ordinul de radacina o  

n

k

n
knkn

tn
k

n
kk

n
k

n
knknk

n
knk

n
knk

aaa

aaa

aaa

aaa

Observamaaa

Fie

εελλλ

εε

λ

εελε

εελε

εελ

εελ

ε

 

Lema 2 

.)x-(1detA 

atunci 

1...xxx
...............

x...1xx
x...x1x
x...xx1

A 

1n

32

3-n1-n2-n

2-n1-n

1-n2

−=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

n
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Demonstraţia lemei 2: 
 

.)1(
)1()1(

)1(
1
1detA  

1
1

1
1)((xu)...xu1

atunci ,1u daca, ca observam, parte alta de 

)...1(detA 1 lema 

1
1

0k

1-n

n
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−
−

=
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−
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−
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−
−

=
−
−
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=
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∏
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n
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n
k
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x
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x
x
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Soluţia problemei  
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.2)i-(1detA , ipentru x 2 Lemadin  ,Re

1...iiiii
.....................

i...ii1ii
i...iii1i
i...iiii1

 forma de esteA   

200520052006

5432

2003220052004

2004322005

2005432

===

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

zulta

Deoarece

 
 
Problemã pentru clasa a XI-a 

distincte. paralele drepte  treidupa zeintersecte se c)sa
dreapta; aceeasi o-printr  treacab)sa

punct;un comun in   )
01:)(;0:)(;01:)(P

planeleincat  astfel Rba, determine se 

321

aibasaa
azbyxPazyxPzyx

Sa
=+++=+++=−+−

∈

 
 
Soluţie: 

Rb ,1022
1

111
111

:zero.Deci dediferit  fie sa sistemului tuldeterminan ca
suficient sinecesar  este 

urmare,.Prin determinat compatibil fie saplanelor 
 ale ecuatii  treicelecu format  sistemul casuficient  sinecesar  este

punct singur un comun in aiba sa plane treicele ca )

∈≠⇒≠−=
−

=Δ aa
ab

Pentrua

 

 

1.b si 1a
:solutiile obtinem doi,cu  egal si

 extinse matricei rangulcu  egal fie sa
 sistem acestui matricei rangul ca conditia Punand

.at nedeterminsimplu  compatibil
 fie sa 0,0,0P ecuatii de sistemul ca

suficient  sinecesar  este 
dreapta aceeasiprin   treacasa plane  treicele ca )

321

==

=== PP

Pentrub

 

 

1.b si 1a
obtinem conditii acesteDin 

plan.  treileaalcu  paralela este care dreapta o dupa azaintersecte se
plane dintre doua fiecare Astfel

 trei.fie sa sistemului a extinse matricei ranguliar  , doi fie
sa 0,0,0P sistemului rangul ca  trebuiecazacest  ) 321

≠=

=== PPInc
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Problemã pentru clasa a XI-a 

⋅

⋅
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

nAseSa

m
m

mm
AFie

 calculeze  

10
01

1
 

 
Generalizată în RMT – nr. 3 / 2005 (XI.174.); G.M. nr. 2 /2006 (25489) 
 
Soluţie: 
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⎜
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−
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−
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⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=+=

2
)1(1

2
)1(

2
)1(

2
)1(1

1

si 
0
0

000
 obtinem si calculele 

:obtinem siNewton  lui binomului formula Folosim
3.kpentru  , ca 

00
00

0
  , 

22

22

22

222

221
3

3

3

mnnmnnna

mnnmnnnm

nmnm

A

mm
mmBEfectuam

BCBCIA

OBOBConstatam

m
m

mm
BundeBIAScriem

n

nn
n
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Problemǎ pentru clasa a XI-a, 
Se consideră dreptele : ),()()(:)( 021013032 zzaayyaaxxaaa −=−=−  

),()()(:)( 021013032 zzbbyybbxxbbb −=−=− şi 
),()()(:)( 021013032 zzccyyccxxccc −=−=− .  

Să se demonstreze 

egalităţile:
),(sin

)),(),,((sin
),(sin

)),(),,((sin
),(sin

)),(),,((sin
bc

baac
ba

accb
ca

cbba
∠

∠
=

∠
∠

=
∠

∠ , unde unde am 

notat cu ),( ba∠   unghiul dintre dreptele )(a  şi )(b , şi cu )),(),,(( cbba∠   unghiul 
diedru determinat de planele ),( ba  şi ),( cb , respectiv analoagele prin permutări 
circulare. 
 
 
Soluţie.Ecuaţiile celor trei drepte sunt echivalente cu următoarele: 

,:)(
3

0

2

0

1

0

a
zz

a
yy

a
xx

a
−

=
−

=
−

 ,:)(
3

0

2

0

1

0

b
zz

b
yy

b
xx

b
−

=
−

=
−

şi 

3

0

2

0

1

0:)(
c

zz
c

yy
c

xx
c

−
=

−
=

−
.  

Aceste drepte trec prin punctul ),,( 000 zyxO . 
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Metoda 1. (sintetic).Fie aA∈ şi 

cDCbDBcbDcbAD ⊥⊥∈⊥ ,),,(),,( ⇒
⊥3T

cDCbAB ⊥⊥ , . 
Avem 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=∠=∠

=∠=∠

AC
ADbccaC

AB
ADcbbaB

)),(),,((sinsin

)),(),,((sinsin
)),(),,((sin)),(),,((sin bccaACcbbaAB ∠=∠⇒

)),(),,((sin),(sin)),(),,((sin),(sin bccacaOAcbbabaOA ∠∠=∠∠⇒ ⇒

),(sin
)),(),,((sin

),(sin
)),(),,((sin

ba
accb

ca
cbba

∠
∠

=
∠

∠  şi prin permutări circulare rezultă 

),(sin
)),(),,((sin

),(sin
)),(),,((sin

),(sin
)),(),,((sin

bc
baac

ba
accb

ca
cbba

∠
∠

=
∠

∠
=

∠
∠ . 

Metoda 2. (analitic).Se determină uşor ecuaţiile planelor din enunţ, apoi se calculează 
unghiurile dintre dreptele date şi unghiurile diedre folosind următoarele: 

• Dacă avem un plan )(P şi ),,(),,,(),(),,( 22221111000 nmlvnmlvPzyxM ==∈  
vectorii directori ai dreptelor )( 1d  şi )( 2d concurente  conţinute în planul )(P  
atunci ecuaţia planului determinat de punctul M  şi dreptele )( 1d  şi )( 2d  este 

dată de : 0:)(

222

111

000

=
−−−

nml
nml

zzyyxx
P  

• Dacă avem dreptele 
1

1

1

1

1

1
1 :)(

n
zz

m
yy

l
xxd −

=
−

=
−  şi 

2

2

2

2

2

2
2 :)(

n
zz

m
yy

l
xxd −

=
−

=
−  unghiul ϕ  format de acestea este dat de 

formula: (1)
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121cos
nmlnml

nnmmll

++⋅++

++
=
ε

ϕ  unde { }1,1−∈ε  ; 

semnul ε  se datorează faptului că cele două drepte fac între ele patru unghiuri, 
două ascuţite şi două obtuze(congruente între ele), este deci utilizat pentru a 
caracteriza toate cele patru unghiuri care sunt formate de două drepte neparalele. 

• Dacă avem planele 0:)( 11111 =+++ DZCyBxAP  şi 
0:)( 22222 =+++ DZCyBxAP , atunci cosinusurile unghiurilor dintre ele sunt 

date de formula : 

(2) 
2

2
2

2
2

2
2

1
2

1
2

1

212121cos
CBACBA

CCBBAA

++⋅++

++
=
ε

ϕ  ,unde { }1,1−∈ε şi este utilizat pentru 

caracterizarea celor patru unghiuri diedre formate de cele două plane.  
În continuare prin calcul direct se obţine:  

),(sin
)),(),,((sin

),(sin
)),(),,((sin

),(sin
)),(),,((sin

bc
baac

ba
accb

ca
cbba

∠
∠

=
∠

∠
=

∠
∠  

Problemă pentru clasa a XI-a, 
 

Să se calculeze : 
4

...527
1527

1527

−
−

− . 
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Soluţie.Expresia  

...527
1527

1527

−
−

−  este o fracţie continuă infinită şi se defineşte ca 

limita şirului 5270 =x , 
n

n x
x 15271 −=+ .Observăm că şirul este strict descrescător (prin 

inducţie) şi dacă notăm cu x  limita sa aceasta satisface 
x

x 1527 −=  , sau rescriind, 

015272 =+− xx .Mai mult x  este rădăcina pozitivă a ecuaţiei. 
Acum cum se calculează radicalul de ordin 4 al rădăcinei x ?  
Folosim următoarea lemă :”dacă α  este rădăcina pozitivă a ecuaţiei 012 =+− bxx  , 
atunci α  este cea mai mare rădăcină a ecuaţiei 0122 =++− bxx  “ (se 
demostrează uşor).Cu această lemă obţinem că x  este cea mai mare rădăcină ecuaţiei 

01232 =+− xx  şi mai departe x  este cea mai mare rădăcină a ecuaţiei 

0152 =+− xx , adică 
2

215 + . 

Problemă pentru clasa a XI-a, 
 
Fie funcţiile RRhgf →:,, , derivabile cu cxhbxgaxf === )(,)(,)( 000  şi 

,)()( 10 cxfg =′  ,)()( 10 axgh =′ 10 )()( bxhf =′ .Să se calculeze )()( 0xfgh ′ . 
 

Soluţie.Avem 
2

)()()()( ghffghhfghfghgfghffgh
′+′+′

=′+′+′=′ . 

Deci 
2

)()( 111
0

ccbbaaxfgh ++
=′ . 

Publicată în RMT – nr. 1 / 2008 (XI.238.) & SM – 1 / 2008 (L.16.). 
Problemă pentru clasa a XI-a, 
 
Fie OABC  un tetraedru tridreptunghic 
( )1,,, ===⊥⊥⊥ OCOBOAOAOCOCOBOBOA . 
Considerăm punctele M  şi N mijloacele muchiilor AB  respectiv BC.Calculaţi distanţa 
dintre dreptele ON  şi CM .Generalizaţi pentru aOCOAOA === . 
(În legătură cu articolul “Cinci metode pentru determinarea distanţei dintre două drepte 
necoplanare” din G.M nr. 8 / 2007) 
 
                                                                                             

Soluţie. Alegem reperul Oxyz  şi )0,0,1(A , )0,1,0(B , )1,0,0(C .Avem )0,
2
1,

2
1(M  şi 

N )
2
1,

2
1,0( .Dreptele ON  şi CM  sunt necoplanare , iar pentru calculul distanţei dintre 

ele utilizăm relaţia 
21

2121

21

),,(
))(),((

vv

MMvv
ddd

×
= , unde vectorii 1v  şi 2v  sunt vectorii 

directori a dreptelor necoplanare iar punctele 1M  şi 2M  sunt puncte curente pe cele 
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două drepte.În cazul nostru luom ONv =1 = )
2
1,

2
1,0(  ,  )1,

2
1,

2
1(2 −== CMv  şi 

OMMM =21 = )0,
2
1,

2
1( .Se calculează produsul mixt 

4
1

0
2
1

2
1

1
2
1

2
1

2
1

2
10

),,( 2121 −=−=MMvv  şi produsul vectorial 

)
4
1,

4
1,

4
3(

1
2
1

2
1

2
1

2
1021 −−=

−

=×

kji

vv , 
4
11

21 =× vv . 

Distanţa căutată este 
11
11 . Pentru aOCOAOA === se procedează ca mai sus şi se 

obţine distanţa 
11

11a . 

Problemă pentru clasa a XI-a, 
 
Fie cubul DCBAABCD ′′′′  în care O  este centrul feţei ABCD  şi O′  este centrul feţei 

BCBC ′′ .Calculaţi distanţa dintre dreptele OB′  şi OB ′ . 
(În legătură cu articolul “Cinci metode pentru determinarea distanţei dintre două drepte 
necoplanare” din G.M nr. 8 / 2007) 
 
                                                                                             
Soluţie. Notăm cu a latura cubului şi alegem reperul Bxyz  şi )0,0,(aA , )0,,0( aC , 

),0,0( aB′ .Avem )0,
2

,
2

( aaO  şi O′ )
2

,
2

,0( aa .Dreptele OB′  şi OB ′ sunt necoplanare , iar 

pentru calculul distanţei dintre ele utilizăm relaţia 

OBOB

BOOBOB
OBOBd

′×′

′′
=′′

),,(
)),( .Avem OB ′= )

2
,

2
,0( aa  ,  ),

2
,

2
( aaaOB −=′  şi 

BO = )0,
2

,
2

( aa .Se calculează produsul mixt 
4

0
22

22

22
0

),,(
3a

aa

aaa

aa

BOOBOB −=−=′′  şi 

produsul vectorial )
4

,
4

,
4

3(

22
0

22

222 aaa

aa

aaa
kji

OBOB −=−=′×′ , 
4

112aOBOB =′×′ . 
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Distanţa căutată este 
11

11a . 

Problemă pentru clasa a XI-a, 
Fie paralelipipedul dreptunghic DCBAABCD ′′′′  cu cAAbBCaAB =′== ,, în care O  
este centrul feţei ABCD  şi O′  este centrul feţei BCBC ′′ .Calculaţi distanţa dintre 
dreptele OB′  şi OB ′ . 
(În legătură cu articolul “Cinci metode pentru determinarea distanţei dintre două drepte 
necoplanare” din G.M nr. 8 / 2007)                                                                                             

Soluţie. Alegem reperul Bxyz  şi )0,0,(aA , )0,,0( bC , ),0,0( cB′ .Avem )0,
2

,
2

( baO  şi 

O′ )
2

,
2

,0( cb .Dreptele OB′  şi OB ′sunt necoplanare , iar pentru calculul distanţei dintre 

ele utilizăm relaţia 
OBOB

BOOBOB
OBOBd

′×′

′′
=′′

),,(
)),( .Avem OB ′= )

2
,

2
,0( cb  ,  

),
2

,
2

( cbaOB −=′  şi BO = )0,
2

,
2

( ba .Se calculează produsul mixt 

4
0

22

22

22
0

),,( abc

ba

cba

cb

BOOBOB −=−=′′  şi produsul vectorial 

)
4

,
4

,
4

3(

22
0

22
abacbc

aa

aaa
kji

OBOB −=−=′×′ , 
4

9 222222 bacacbOBOB ++
=′×′ . 

Distanţa căutată este 
2222229 bacacb

abc
++

. 

 
 
 
 
 
Problemă pentru clasa a XI-a, 
 

Fie matricea )(

2005200820072006
2006200520082007
2007200620052008
2008200720062005

4 RMA ∈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= . 

Calculaţi Adet . 
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Soluţie.O matrice de forma 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

132

21

11

21

...
............

...

...

...

aaa

aaa
aaa
aaa

nnn

nn

n

 se numeşte circulant .Determinantul 

acestei matrici se calculează mai uşor cu relaţia (1) 110 ..det −⋅⋅⋅= nA λλλ , unde kλ , 

1,0 −= nk  sunt valorile proprii ale matricei A .Dacă notăm cu kε , 1,0 −= nk , 
rădăcinile de ordinul n  ale unităţii, atunci, se demonstrează că valorile proprii sunt de 
tipul (2) 1

21 ... −+++= n
knkk aaa εελ . 

Se obţine din (1) şi (2) ∏
−

=

−++=
1

0

1
21 )...(det

n

k

n
knk aaaA εε . 

În cazul nostru luom (3) 2008,2007,2006,2005 4321 ==== aaaa  şi kε , 3,0=k  sunt 
rădăcinile de ordinul 4 ale unităţii, respectiv avem (4) ii −=−=== 3210 ,1,,1 εεεε . 
Din (2),(3) şi (4) rezultă 128416det −=A . 
Problemă pentru clasa a XI-a, 
 

Fie matricea )(

11
11

11
11

4 RM

ii
ii

ii
ii

A ∈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−−
−−

= . 

Calculaţi Adet . 

Soluţie.O matrice de forma 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

132

21

11

21

...
............

...

...

...

aaa

aaa
aaa
aaa

nnn

nn

n

 se numeşte circulant .Determinantul 

acestei matrici se calculează mai uşor cu relaţia (1) 110 ..det −⋅⋅⋅= nA λλλ , unde kλ , 

1,0 −= nk  sunt valorile proprii ale matricei A .Dacă notăm cu kε , 1,0 −= nk , 
rădăcinile de ordinul n  ale unităţii, atunci, se demonstrează că valorile proprii sunt de 
tipul (2) 1

21 ... −+++= n
knkk aaa εελ .Se obţine din (1) şi 

(2) ∏
−

=

−++=
1

0

1
21 )...(det

n

k

n
knk aaaA εε . 

În cazul nostru luom (3) iaaiaa −=−=== 4321 ,1,,1  şi kε , 3,0=k  sunt rădăcinile de 
ordinul 4 ale unităţii, respectiv avem (4) ii −=−=== 3210 ,1,,1 εεεε . 
Din (2),(3) şi (4) rezultă 0det =A . 
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Metoda 2. Dacă 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= −−−

−−

−

1...
...............

...1

...1

...1

32

312

21

12

xxx

xxx
xxx
xxx

A nnn

nn

n

, atunci folosind faptul că 

110 ..det −⋅⋅⋅= nA λλλ =∏
−

=

−++
1

0

1
21 )...(

n

k

n
knk aaa εε , şi pe de altă parte , observăm că 

deoarece 1=nu , atunci avem: 

1
1

1
1)()(...1 1

−
−

=
−
−

=+++ −

xu
x

xu
xuxuxu

nn
n  rezultă 

(5) ∏
−

=

−−=
−−

−
=

−
−

=
1

0

1.)1(
)1()1(

)1(
1
1det

n

k

nn
nn

nn

k

n

x
x

x
x
xA
ε

 

În cazul nostru ix =  şi 4=n , iar din (5) avem 34 )1(det iA −= =0. 
 
Problemă pentru clasa a XI-a, 
 

Fie matricea )(

1...432
...............

2006...120082007
2007...212008
2008...321

2008 RMA ∈

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= . 

Calculaţi Adet . Publicată în SM – nr.2 / 2008 
 

Soluţie.O matrice de forma 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

132

21

11

21

...
............

...

...

...

aaa

aaa
aaa
aaa

nnn

nn

n

 se numeşte circulant .Determinantul 

acestei matrici se calculează mai uşor cu relaţia (1) 110 ..det −⋅⋅⋅= nA λλλ , unde kλ , 

1,0 −= nk  sunt valorile proprii ale matricei A .Dacă notăm cu kε , 1,0 −= nk , 
rădăcinile de ordinul n  ale unităţii, atunci, se demonstrează că valorile proprii sunt de 
tipul (2) 1

21 ... −+++= n
knkk aaa εελ . 

Se obţine din (1) şi (2) ∏
−

=

−++=
1

0

1
21 )...(det

n

k

n
knk aaaA εε . 

În cazul nostru luom (3) 2008,...,2,1 200821 === aaa  şi kε , 2007,0=k  sunt rădăcinile 

de ordinul 2008 ale unităţii.Rezultă )2008...321(det 2007
2007

0

2
k

k
kkA εεε ++++=∏

=

. 
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Problemă pentru clasa a XI-a, 
 

Fie matricea )(

1...11
.....................

...111
1...11

...111

2008 CM

iii

iii
iii

iii

A ∈

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−

−−−
−−−−
−−−

= . 

Calculaţi Adet . 
Publicată în RIM – nr. IX – 2005 (9248) 

Soluţie.O matrice de forma 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

132

21

11

21

...
............

...

...

...

aaa

aaa
aaa
aaa

nnn

nn

n

 se numeşte circulant .Determinantul 

acestei matrici se calculează mai uşor cu relaţia (1) 110 ..det −⋅⋅⋅= nA λλλ , unde kλ , 

1,0 −= nk  sunt valorile proprii ale matricei A .Dacă notăm cu kε , 1,0 −= nk , 
rădăcinile de ordinul n  ale unităţii, atunci, se demonstrează că valorile proprii sunt de 
tipul (2) 1

21 ... −+++= n
knkk aaa εελ . 

Se obţine din (1) şi (2) ∏
−

=

−++=
1

0

1
21 )...(det

n

k

n
knk aaaA εε .În cazul nostru 0det =A . 

Metoda 2. Dacă 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= −−−

−−

−

1...
...............

...1

...1

...1

32

312

21

12

xxx

xxx
xxx
xxx

A nnn

nn

n

, atunci folosind faptul că 

110 ..det −⋅⋅⋅= nA λλλ =∏
−

=

−++
1

0

1
21 )...(

n

k

n
knk aaa εε , şi pe de altă parte , observăm că 

deoarece 1=nu , atunci avem: 

1
1

1
1)()(...1 1

−
−

=
−
−

=+++ −

xu
x

xu
xuxuxu

nn
n  rezultă 

(5) ∏
−

=

−−=
−−

−
=

−
−

=
1

0

1.)1(
)1()1(

)1(
1
1det

n

k

nn
nn

nn

k

n

x
x

x
x
xA
ε

 

În cazul nostru ix =  şi 2008=n , iar din (5) avem 20072008 )1(det iA −= =0. 
 
Problemă pentru clasa a XI-a, 

Fie matricea )(

1...222
...............

2...122
2...212
2...221

2008

32

200520072006

20062007

20072

RMA ∈

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= . 

Calculaţi Adet . Publicată în SM – nr.2 / 2008 
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Soluţie.O matrice de forma 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−

−

132

21

11

21

...
............

...

...

...

aaa

aaa
aaa
aaa

nnn

nn

n

 se numeşte circulant .Determinantul 

acestei matrici se calculează mai uşor cu relaţia (1) 110 ..det −⋅⋅⋅= nA λλλ , unde kλ , 

1,0 −= nk  sunt valorile proprii ale matricei A .Dacă notăm cu kε , 1,0 −= nk , 
rădăcinile de ordinul n  ale unităţii, atunci, se demonstrează că valorile proprii sunt de 
tipul (2) 1

21 ... −+++= n
knkk aaa εελ . 

Se obţine din (1) şi (2) ∏
−

=

−++=
1

0

1
21 )...(det

n

k

n
knk aaaA εε . 

Dacă 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= −−−

−−

−

1...
...............

...1

...1

...1

32

312

21

12

xxx

xxx
xxx
xxx

A nnn

nn

n

, atunci folosind faptul că 

110 ..det −⋅⋅⋅= nA λλλ =∏
−

=

−++
1

0

1
21 )...(

n

k

n
knk aaa εε , şi pe de altă parte , observăm că 

deoarece 1=nu , atunci avem: 

1
1

1
1)()(...1 1

−
−

=
−
−

=+++ −

xu
x

xu
xuxuxu

nn
n  rezultă 

(5) ∏
−

=

−−=
−−

−
=

−
−

=
1

0

1.)1(
)1()1(

)1(
1
1det

n

k

nn
nn

nn

k

n

x
x

x
x
xA
ε

 

În cazul nostru 2=x  şi 2008=n , iar din (5) avem 20072008 )21(det −=A . 
Problemă pentru clasa a XI- a,  
 
 
Fie RK =  sau CK =  şi )(KMA n∈ , o matrice de ordinul n  cu elemente din K . 
Dacă )det()( IAP λλ −=  şi 0)0( ≠P , unde K∈λ  şi I  este matricea unitate de ordinul 
n , să se arate că : 

)a  A  este inversabilă; 

)b  
)0(

)1()1(
)det( 1

P

P
IA

nn

λ
λ

λ
−

=−− . 

Soluţie. 
a) )det()( IAP λλ −= , deci AP det)0( = .Din ipoteză 0)0( ≠P  şi atunci 0det ≠A , 
rezultă A  este inversabilă. 

b) Observăm că : (1) )1()( 1 IAAIIAA
λ

λλλ −−=−=−− ; 

(2) )det()0()det(det))(det( 111 IAPIAAIAA λλλ −=−=− −−− . 

Pe de altă parte din (1) avem )1()())1(det())(det()3( 1

λ
λ

λ
λλ PIAIAA n−=−−=−− . 
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Din (2) şi (3) rezultă )1()()det()0( 1

λ
λλ PIAP n−=−− , deci 

)0(

)1()1(
)det( 1

P

P
IA

nn

λ
λ

λ
−

=−− . 

 
 

{ }

{ }
injectiva. este g 

injectiva. este g si 0Kerg deci 0,dimKerg 

2dimdim
;2Imdim;dimImdimdim

.0Kerginjectiva este c)g

.surjectiva este 
f deci 2dimRdimWiar  2rangFrangfdimImf

:dardimW,dimImf
WImfW f(V)  surjectiva este :)

2
23y

:sunt g lui 

323
32

:sunt  f lui FXa)Y

:solutie

kerg.in  baza o determine se e)sa
Imf;in  baza o determine se d)sa

injectiva; este g ca arate se c)sa
; surjectiva este f ca arate se b)sa

g; si f liniareor aplicatiil ecuatiile scrie se )
11-
1-2
2-3

G , 
323
132

:matricileau  canonice bazelein  care RR:g  si RR:f Fie XII.

2

2

213

212

211

3212

3211

3223

deci
rezulta

Rg
rangGrangggggKerg

WVfb
xxy
xxy
xx

ecuatiileGXY

xxxy
xxxy

ecuatiile

saa

F

==

==

====+
=⇔

=====

=⇔
=⇔=⇔→

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−=
−=
−=

⇒=

⎩
⎨
⎧

+−=
−+−=

⇒=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−
=

→→

 

 
{ } ( ){ }

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ){ }2,3,1,3-A este Imfin  baza o 
2,3,y si 3,1,y 

0,1,0,,x si 1,0,0,,x .,, xlui  valoridam Imfin   baze uei obtinerea 
,323,32(,yf(x) a.i. :Im)

2121

321321321

32132121
32

−=
−=−=

==
+−−+−===∈∃∈=

rezulta
yyavem

xxxxPentruxxpentru
xxxxxxyyRxRyfd

 
baza. avemnu  ca rezultati,independen liniari  vectoriavemnu  deci , 0)dim() =Kerge  

 
Publicată în RIM – nr.XIII -2007 (10003) 
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Problemă pentru clasa a XI-a, 

 Fie funcţia RRDf →⊂: , 
x
xxf

35
3)(
−
−

=  , unde x  este ales astfel încât să aibă sens 

( ) )(...)(
   

xfffxf
orinde

n = , ∗∈∀ Nn .Să se determine )(xfn . 

 
Soluţie.Funcţia din enunţ este o funcţie omografică.Se ştie că prin compunerea unei 
funcţii omografice cu ea însăşi de n  ori, se obţine tot o funcţie omografică.Dacă 

Rdcba
dcx
baxxf ∈

+
+

= ,,,,)( , atunci 
nn

nn
n dxc

bxa
xf

+
+

=)( , unde nnnn dcba ,,,  sunt 

elementele matricei ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

nn

nnn

dc
ba

A =
n

dc
ba
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
. 

Deci, problema revine la a calcula nA , unde ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
53
31

A .Ecuaţia caracteristică a 

matricei A  este 0det2 =+⋅− ATrA λλ , adică 0442 =+− λλ , cu rădăcinile 
221 == λλ .În continuare considerăm CnBA nnn ⋅⋅+⋅= 11 λλ , unde )(, 2 CMCB ∈  se 

determină pentru 1=n  şi 2=n . 
Obţinem sistemul: 

⎩
⎨
⎧

=+

=+
244

2
ACB

ACB
, care rezolvat dă ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

B  şi ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
33
33

C . 

Deci ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
⋅= −

233
332

2 1

nn
nn

A nn , adică 
233

3)32()(
++⋅−
+⋅−

=
nxn

nxnxfn . 

 
 
Problemă pentru clasa a XI-a,  

Fie şirul ( ) 0≥nnx  definit prin 00 >= ax  şi 
32
14

1 +
+

=+
n

n
n x

x
x , ∗∈∀ Nn .Să se determine 

termenul general nx  şi să se calculeze nn
x

∞→
lim . 

Soluţie.Şirul dat este un şir omografic.Se ştie că forma generală este 
nn

nn
n dxc

bxa
x

+
+

=
0

0 , 

unde nnnn dcba ,,,  sunt elementele matricei 
n

nn

nnn

dc
ba

A ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

32
14

.Ecuaţia 

caracteristică a matricei A  este 01072 =+− λλ  cu rădăcinile 21 =λ  şi 52 =λ . În 
continuare considerăm CBA nnn ⋅+⋅= 21 λλ , unde )(, 2 CMCB ∈  se determină pentru 

1=n  şi 2=n .Se rezolvă sistemul şi se obţine 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

3
2

3
2

3
1

3
1

B  şi 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

3
1

3
2

3
1

3
2

C .Rezultă 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+⋅+−
+−⋅+

=
++ nnnn

nnnn
nA

52522
52522

3
1

11
, apoi 

( ) ( )
( ) )52(252

25522
1

0
1

0
nnnn

nnnn

n x
x

x
++−⋅

−+⋅+
= ++ . 

De aici se obţine 1lim =
∞→ nn

x . 
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Problemă pentru clasa a XI-a,  
 
Fie şirurile ( ) ( ) ,, 00 ≥≥ nnnn yx date prin sistemul de recurenţe: 

⎩
⎨
⎧

+−=
+−=

+

+

nnn

nnn

yxy
yxx
53

3

1

1 , 0≥∀n  cu 1,2 00 == yx . 

Să se determine termenii generali ai şirurilor ( ) ( ) 00 , ≥≥ nnnn yx . 
Soluţie. Sistemul de relaţii de recurenţă se scrie sub formă matricială astfel 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+

+

n

n

n

n

y
x

A
y
x

1

1 , unde ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
53
31

A .Dacă dăm lui n  valorile 1,...,2,1,0 −n  obţinem: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +

+

+

0

01

1

1

y
x

A
y
x n

n

n , deci ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0

0

y
x

A
y
x n

n

n . Problema revine la a calcula nA , unde 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
53
31

A .Ecuaţia caracteristică a matricei A  este 0det2 =+⋅− ATrA λλ , adică 

0442 =+− λλ , cu rădăcinile 221 == λλ .În continuare considerăm 
CnBA nnn ⋅⋅+⋅= 11 λλ , unde )(, 2 CMCB ∈  se determină pentru 1=n  şi 2=n . 

Obţinem sistemul: 

⎩
⎨
⎧

=+

=+
244

2
ACB

ACB
, care rezolvat dă ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

B  şi ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
33
33

C . 

Deci ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
⋅= −

233
332

2 1

nn
nn

A nn  şi ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

1
2

233
332

2 1

nn
nn

y
x n

n

n . 

Termenii generali sunt: )34(2 1 nx n
n −= −  şi )32(2 1 ny n

n −= − , 0≥∀n . 
 
Problemă pentru clasa a XI-a, 
 

Fie şirul ( ) 0≥nnx  definit prin 00 >= ax  şi 
53
3

1 +−
+−

=+
n

n
n x

x
x , ∗∈∀ Nn .Să se determine 

termenul general nx  şi să se calculeze nn
x

∞→
lim . 

Soluţie.Şirul dat este un şir omografic.Se ştie că forma generală este 
nn

nn
n dxc

bxa
x

+
+

=
0

0 , 

unde nnnn dcba ,,,  sunt elementele matricei 
n

nn

nnn

dc
ba

A ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

53
31

.Ecuaţia 

caracteristică a matricei A  este 0442 =+− λλ  cu rădăcinile 21 =λ  şi 22 =λ . În 
continuare considerăm CnBA nnn ⋅⋅+⋅= 21 λλ , unde )(, 2 CMCB ∈  se determină 

pentru 1=n  şi 2=n .Se rezolvă sistemul şi se obţine ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

B  şi 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
33
33

C .Rezultă ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
= −

233
332

2 1

nn
nn

A nn , apoi 
( )
( ) 233

332

0

0

++−
+−

=
nxn

nxn
xn . 

De aici se obţine 1lim =
∞→ nn

x . 
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Problemă pentru clasa a XI-a, 
 

Fie funcţia RRDf →⊂: , 
x
xxf

23
41)(

+
+

=  , unde x  este ales astfel încât să aibă sens 

( ) )(...)(
   

xfffxf
orinde

n = , ∗∈∀ Nn .Să se determine )(xfn . 

Soluţie.Funcţia din enunţ este o funcţie omografică.Se ştie că prin compunerea unei 
funcţii omografice cu ea însăşi de n  ori, se obţine tot o funcţie omografică.Dacă 

Rdcba
dcx
baxxf ∈

+
+

= ,,,,)( , atunci 
nn

nn
n dxc

bxa
xf

+
+

=)( , unde nnnn dcba ,,,  sunt 

elementele matricei ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

nn

nnn

dc
ba

A =
n

dc
ba
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
. 

Deci, problema revine la a calcula nA , unde ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

32
14

A .Ecuaţia caracteristică a 

matricei A  este 0det2 =+⋅− ATrA λλ , adică 01072 =+− λλ , cu rădăcinile 
5,2 21 == λλ .În continuare considerăm CBA nnn ⋅+⋅= 11 λλ , unde )(, 2 CMCB ∈  se 

determină pentru 1=n  şi 2=n . 

Se rezolvă sistemul, care dă 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

3
2

3
2

3
1

3
1

B  şi 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

3
1

3
2

3
1

3
2

C . 

Deci ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+⋅+−
+−⋅+

⋅=
++ nnnn

nnnn
nA

52522
52522

3
1

11
, adică 

)52()252(
)25()522()( 11 nnnn

nnnn

n x
xxf

++⋅−⋅
−+⋅⋅+

= ++ . 

 
 
Problemă pentru clasa a XI-a,  

Să se rezolve în )(2 RM  ecuaţia : ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

63
84nA , ∗∈ Nn . 

Soluţie.Observăm că 0)det( =nA .De aici ( ) 0det =nA , de unde 0det =A .Utilizând 

relaţia Cayley-Hamilton obţinem ( ) ATrAA nn ⋅= −1 .Considerăm ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dc
ba

A  şi obţinem 

sistemul: 
( )
( )
( )
( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=+

=+

=+

=+

−

−

−

−

6

3

8

4

1

1

1

1

dda

cda

bda

ada

n

n

n

n

 

Adunând prima şi ultima ecuaţie rezultă ( ) 10=+ nda , de unde nda
1

10=+ , iar 

( ) n
n

nda
1

1 10
−

− =+ , apoi înlocuind în sistemul de mai sus obţinem: 

n
na 1

10

4
−= ,

n
nb 1

10

8
−= ,

n
nc 1

10

3
−= ,

n
nd 1

10

6
−= . 
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Soluţia ecuaţiei este matricea ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=

−

63
84

10
1

n
n

A . 

Problemă pentru clasa a XI-a, 
 

Fie matricea ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

32
12

A .Să se determine şirurile ( ) ( ) 11 , ≥≥ nnnn yx  astfel încât 

2IyAxA nn
n ⋅+⋅=  

şi să se calculeze 
n

n

n y
x

∞→
lim . 

Soluţie.Folosim metoda inducţiei matematice. 
Pentru 1=n  obţinem 0,1 11 == yx . 
Pentru 2=n ,cum 22

2 det OIAATrAA =⋅+⋅− , rezultă 
4det,5 22 −=−=== AyTrAx . 

Presupunem acum că Nnn ∈≥∀ ,1  ∃  nn yx ,  astfel încât 2IyAxA nn
n ⋅+⋅= .Atunci, 

obţinem AIyAxAAA nn
nn )( 2

1 +==+ = =+ AyAx nn
2  = AyIyAxx nn ++ )( 222 =  

( ) 211222 IyAxIyxAyxx nnnnn ++ +=++   ,deci 
 nnnnn yxTrAyxxx +=+=+ )(21                                                                                                                  
(1) 
 şi nnn xAxyy )det(21 −==+                                                                                                                        
(2) 
Rezultă 2IyAxA nn

n ⋅+⋅= Nnn ∈≥∀ ,1 . 
Din relaţiile (1) şi (2) rezultă nx  şi ny . 
Astfel, din (2) rezultă 1det −⋅−= nn xAy , care înlocuit în (1), 
obţinem 0det 11 =⋅+⋅− −+ nnn xAxTrAx  care are ecuaţia caracteristică 

0det2 =+⋅− ATrA λλ . 
În cazul nostru avem 0452 =+− λλ cu radăcinile 4,1 21 == λλ . 
Şirul nx  este de forma nn

nx 21 βλαλ += , unde constantele α  şi β  se determină din 

condiţiile 5,1 21 == xx .Se rezolvă sistemul şi se obţine 
3
1,

3
1

=−= βα .Rezultă 

n
nx 4

3
1

3
1

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−= , care înlocuit în 1det −⋅−= nn xAy , ne dă n

ny 4
3
1

3
4

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= . 

În continuare rezultă uşor 1lim −=
∞→

n

n

n y
x

. 

 
Problemă pentru clasa a XI-a 
 

Fie funcţia RRDf →⊂: , 
x
xxf

35
3)(
−
−

=  , unde x  este ales astfel încât să aibă sens 

( ) )(...)(
   

xfffxf
orinde

n = , ∗∈∀ Nn .Să se determine )(xfn . 

Soluţie.Funcţia din enunţ este o funcţie omografică.Se ştie că prin compunerea unei 
funcţii omografice cu ea însăşi de n  ori, se obţine tot o funcţie omografică.Dacă 



Probleme rezolvate 

 102

Rdcba
dcx
baxxf ∈

+
+

= ,,,,)( , atunci 
nn

nn
n dxc

bxa
xf

+
+

=)( , unde nnnn dcba ,,,  sunt 

elementele matricei ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

nn

nnn

dc
ba

A =
n

dc
ba
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
. 

Deci, problema revine la a calcula nA , unde ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
53
31

A .Ecuaţia caracteristică a 

matricei A  este 0det2 =+⋅− ATrA λλ , adică 0442 =+− λλ , cu rădăcinile 
221 == λλ .În continuare considerăm CnBA nnn ⋅⋅+⋅= 11 λλ , unde )(, 2 CMCB ∈  se 

determină pentru 1=n  şi 2=n . 
Obţinem sistemul: 

⎩
⎨
⎧

=+

=+
244

2
ACB

ACB
, care rezolvat dă ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

B  şi ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
33
33

C . 

Deci ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
⋅= −

233
332

2 1

nn
nn

A nn , adică 
233

3)32()(
++⋅−
+⋅−

=
nxn

nxnxfn . 

 
 
Problemă pentru clasa a XI-a, 
 

Fie şirul ( ) 0≥nnx  definit prin 00 >= ax  şi 
32
14

1 +
+

=+
n

n
n x

x
x , ∗∈∀ Nn .Să se determine 

termenul general nx  şi să se calculeze nn
x

∞→
lim . 

 

Soluţie.Şirul dat este un şir omografic.Se ştie că forma generală este 
nn

nn
n dxc

bxa
x

+
+

=
0

0 , 

unde nnnn dcba ,,,  sunt elementele matricei 
n

nn

nnn

dc
ba

A ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

32
14

.Ecuaţia 

caracteristică a matricei A  este 01072 =+− λλ  cu rădăcinile 21 =λ  şi 52 =λ . În 
continuare considerăm CBA nnn ⋅+⋅= 21 λλ , unde )(, 2 CMCB ∈  se determină pentru 

1=n  şi 2=n .Se rezolvă sistemul şi se obţine 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

3
2

3
2

3
1

3
1

B  şi 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

3
1

3
2

3
1

3
2

C .Rezultă 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+⋅+−
+−⋅+

=
++ nnnn

nnnn
nA

52522
52522

3
1

11
, apoi 

( ) ( )
( ) )52(252

25522
1

0
1

0
nnnn

nnnn

n x
x

x
++−⋅

−+⋅+
= ++ . 

De aici se obţine 1lim =
∞→ nn

x . 
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Problemă pentru clasa a XI-a,  
 

Fie şirul ( ) 0≥nnx  definit prin 00 >= ax  şi 
53
3

1 +−
+−

=+
n

n
n x

x
x , ∗∈∀ Nn .Să se determine 

termenul general nx  şi să se calculeze nn
x

∞→
lim . 

Soluţie.Şirul dat este un şir omografic.Se ştie că forma generală este 
nn

nn
n dxc

bxa
x

+
+

=
0

0 , 

unde nnnn dcba ,,,  sunt elementele matricei 
n

nn

nnn

dc
ba

A ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

53
31

.Ecuaţia 

caracteristică a matricei A  este 0442 =+− λλ  cu rădăcinile 21 =λ  şi 22 =λ . În 
continuare considerăm CnBA nnn ⋅⋅+⋅= 21 λλ , unde )(, 2 CMCB ∈  se determină 

pentru 1=n  şi 2=n .Se rezolvă sistemul şi se obţine ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

B  şi 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
33
33

C .Rezultă ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
= −

233
332

2 1

nn
nn

A nn , apoi 
( )
( ) 233

332

0

0

++−
+−

=
nxn

nxn
xn . 

De aici se obţine 1lim =
∞→ nn

x . 

 
 
 

 
Problemă pentru clasa a XI-a, 
 
 

Fie funcţia RRDf →⊂: , 
x
xxf

23
41)(

+
+

=  , unde x  este ales astfel încât să aibă sens 

( ) )(...)(
   

xfffxf
orinde

n = , ∗∈∀ Nn .Să se determine )(xfn . 

Soluţie.Funcţia din enunţ este o funcţie omografică.Se ştie că prin compunerea unei 
funcţii omografice cu ea însăşi de n  ori, se obţine tot o funcţie omografică.Dacă 

Rdcba
dcx
baxxf ∈

+
+

= ,,,,)( , atunci 
nn

nn
n dxc

bxa
xf

+
+

=)( , unde nnnn dcba ,,,  sunt 

elementele matricei ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

nn

nnn

dc
ba

A =
n

dc
ba
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
. 

Deci, problema revine la a calcula nA , unde ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

32
14

A .Ecuaţia caracteristică a 

matricei A  este 0det2 =+⋅− ATrA λλ , adică 01072 =+− λλ , cu rădăcinile 
5,2 21 == λλ .În continuare considerăm CBA nnn ⋅+⋅= 11 λλ , unde )(, 2 CMCB ∈  se 

determină pentru 1=n  şi 2=n . 

Se rezolvă sistemul, care dă 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

3
2

3
2

3
1

3
1

B  şi 
⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

3
1

3
2

3
1

3
2

C . 
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Deci ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+⋅+−
+−⋅+

⋅=
++ nnnn

nnnn
nA

52522
52522

3
1

11
, adică 

)52()252(
)25()522()( 11 nnnn

nnnn

n x
xxf

++⋅−⋅
−+⋅⋅+

= ++ . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Problemă pentru clasa a XI-a 
 
Fie şirurile ( ) ( ) ,, 00 ≥≥ nnnn yx date prin sistemul de recurenţe: 

⎩
⎨
⎧

+−=
+−=

+

+

nnn

nnn

yxy
yxx
53

3

1

1 , 0≥∀n  cu 1,2 00 == yx . 

Să se determine termenii generali ai şirurilor ( ) ( ) 00 , ≥≥ nnnn yx . 
Soluţie. Sistemul de relaţii de recurenţă se scrie sub formă matricială astfel 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+

+

n

n

n

n

y
x

A
y
x

1

1 , unde ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
53
31

A .Dacă dăm lui n  valorile 1,...,2,1,0 −n  obţinem: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +

+

+

0

01

1

1

y
x

A
y
x n

n

n , deci ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

0

0

y
x

A
y
x n

n

n . Problema revine la a calcula nA , unde 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
53
31

A .Ecuaţia caracteristică a matricei A  este 0det2 =+⋅− ATrA λλ , adică 

0442 =+− λλ , cu rădăcinile 221 == λλ .În continuare considerăm 
CnBA nnn ⋅⋅+⋅= 11 λλ , unde )(, 2 CMCB ∈  se determină pentru 1=n  şi 2=n . 

Obţinem sistemul: 

⎩
⎨
⎧

=+

=+
244

2
ACB

ACB
, care rezolvat dă ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
01

B  şi ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
−

=
33
33

C . 

Deci ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
⋅= −

233
332

2 1

nn
nn

A nn  şi ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−
⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

1
2

233
332

2 1

nn
nn

y
x n

n

n . 

Termenii generali sunt: )34(2 1 nx n
n −= −  şi )32(2 1 ny n

n −= − , 0≥∀n . 
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Problemă pentru clasa a XI-a, 
 

Fie matricea ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

32
12

A .Să se determine şirurile ( ) ( ) 11 , ≥≥ nnnn yx  astfel încât 

2IyAxA nn
n ⋅+⋅=  

şi să se calculeze 
n

n

n y
x

∞→
lim . 

 
Soluţie.Folosim metoda inducţiei matematice. 
Pentru 1=n  obţinem 0,1 11 == yx . 
Pentru 2=n ,cum 22

2 det OIAATrAA =⋅+⋅− , rezultă 
4det,5 22 −=−=== AyTrAx . 

Presupunem acum că Nnn ∈≥∀ ,1  ∃  nn yx ,  astfel încât 2IyAxA nn
n ⋅+⋅= .Atunci, 

obţinem AIyAxAAA nn
nn )( 2

1 +==+ = =+ AyAx nn
2  = AyIyAxx nn ++ )( 222 =  

( ) 211222 IyAxIyxAyxx nnnnn ++ +=++   ,deci 
 nnnnn yxTrAyxxx +=+=+ )(21                                                                                                                  
(1) 
 şi nnn xAxyy )det(21 −==+                                                                                                                        
(2) 
Rezultă 2IyAxA nn

n ⋅+⋅= Nnn ∈≥∀ ,1 . 
Din relaţiile (1) şi (2) rezultă nx  şi ny . 
Astfel, din (2) rezultă 1det −⋅−= nn xAy , care înlocuit în (1), 
obţinem 0det 11 =⋅+⋅− −+ nnn xAxTrAx  care are ecuaţia caracteristică 

0det2 =+⋅− ATrA λλ . 
În cazul nostru avem 0452 =+− λλ cu radăcinile 4,1 21 == λλ . 
Şirul nx  este de forma nn

nx 21 βλαλ += , unde constantele α  şi β  se determină din 

condiţiile 5,1 21 == xx .Se rezolvă sistemul şi se obţine 
3
1,

3
1

=−= βα .Rezultă 

n
nx 4

3
1

3
1

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−= , care înlocuit în 1det −⋅−= nn xAy , ne dă n

ny 4
3
1

3
4

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= . 

În continuare rezultă uşor 1lim −=
∞→

n

n

n y
x

. 
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Problemă pentru clasa a XI-a, 
 

Să se rezolve în )(2 RM  ecuaţia : ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

63
84nA , ∗∈ Nn . 

Soluţie.Observăm că 0)det( =nA .De aici ( ) 0det =nA , de unde 0det =A .Utilizând 

relaţia Cayley-Hamilton obţinem ( ) ATrAA nn ⋅= −1 .Considerăm ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dc
ba

A  şi obţinem 

sistemul: 
( )
( )
( )
( )⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=+

=+

=+

=+

−

−

−

−

6

3

8

4

1

1

1

1

dda

cda

bda

ada

n

n

n

n

 

Adunând prima şi ultima ecuaţie rezultă ( ) 10=+ nda , de unde nda
1

10=+ , iar 

( ) n
n

nda
1

1 10
−

− =+ , apoi înlocuind în sistemul de mai sus obţinem: 

n
na 1

10

4
−= ,

n
nb 1

10

8
−= ,

n
nc 1

10

3
−= ,

n
nd 1

10

6
−= . 

Soluţia ecuaţiei este matricea ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅=

−

63
84

10
1

n
n

A . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Problemă pentru clasa a XI-a, 
 

Fie matricea 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

100
001
010

A . Să se determine şirurile ( ) ( ) ( ) 111 ,, ≥≥≥ nnnnnn zyx   astfel încât 

3
2 IzAyAxA nnn

n ⋅+⋅+⋅= , ∗∈∀ Nn . 
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Soluţie.Procedăm prin inducţie : pentru 1=n , relaţia este adevărată 
( 0,1,0 111 === zyx ); 
pentru 2=n , relaţia este de asemenea adevărată( 0,0,1 222 === zyx ); 
pentru 3=n , ţinând seama de ecuaţia caracteristică  

3332
2

1
3 OIAAA =−+− σσσ                                                                                                                      

(1) 

( A
aa
aa

aa
aa

aa
aa

TrA det,, 3
3332

2322

3331

1311

2221

1211
21 =++== σσσ ), avem 

.1,1,1 333 −=== zyx  
Presupunem că 3

2 IzAyAxA kkk
k ⋅+⋅+⋅=  este adevărată pentru 3≥k .Atunci avem: 

==+ AAA kk 1 AIzAyAx kkk )( 3
2 ⋅+⋅+⋅ = 333

2
3 )()( IxzAzxyAyxx kkkkk ++++ . 

Notăm 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
+=
+=

+

+

+

kk

kkk

kkk

xzz
zxyy
yxxx

31

31

31

,                                                                                                                           

(2) 
 şi obţinem 311

2
1

1 IzAyAxA kkk
k ⋅+⋅+⋅= +++
+ , deci relaţia este adevărată ∗∈∀ Nn .Din 

(2) rezultă relaţia de recurenţă 3,231331 ≥++= −−+ nxzxyxxx nnnn , căreia i se asociază 
ecuaţia caracteristică 33

2
3

3 zryrxr ++= , care este totuna cu ecuaţia caracteristică 
032

2
1

3 =−+− σλσλσλ . 

În cazul nostru avem 123 −+= rrr , de unde 
2

51,1 3,21
±

== rr   şi 

nnnnnn
n rcrcrcx 332211 ++= . 

Din condiţiile iniţiale 1,1,0 321 === xxx  se determină constantele 

10
55,

10
55,0 321

+
=

−
== ccc  

de unde 
nn

nx ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−
=

2
51

10
55

2
51

10
55 . 

Din relaţiile (2) rezultă imediat 
22

2
51

10
553

2
51

10
553

−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−
=

nn

ny  , 

respectiv 
11

2
51

10
55

2
51

10
55

−−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−
=

nn

nz . 

 
 
 
 
 
 
 
Problema pentru clasa a XII-a 
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{ } { }

{ } { }

{ }

∫
+

+

∞→

∈

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+
−

+
≤

+

=→∞

n2
1

n5
1

n
f(x)dx. lim calculeze se 

.Nn si x real numarului a afractionar partea este x 
3

1,1
3

1,1x

f(x)R,)(0,:f functia considera 

Sa

unde
n

x
x

x
n

x
xSe

>

 
 
 
 
 
 
 
 
Soluţie: 

{ }

zero. estecautata limita 

2
5ln

)5)(3)(2(
111)(

 deci si 
x

x-1f(x) avem )1,
n3

1( x

.
x

1xf(x), 
3

1,
n5

1pentru x

deci six  xavem cazacest  

.
2

1,
n5

1 xconsideram sasuficient  

2
1

3
1

2
1

5
1

3
1

5
1

Deci

n
n

nnn
ndx

x
xdx

x
xdxxf

Pentru

n

In
n

Este

n

n

n

n

n

n

⋅
+
+

+
+++

−
=

−
+

+
=

=
+

∈

+
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

++
∈

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

++
∈

∫∫ ∫
+

+

+

+

+

+
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{ } { }

{ } { }

{ }

∫∞→

∗∈

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+

≤
−

=→∞

2n
1

5n
1

n
f(x)dx).(lim calculeze se 

.Nn si x real numarului a afractionar partea este x 
3
1,1

3
1,1

f(x)R,)(0,:f functia considera .

Sa

unde
n

x
x

x
n

x
x

x

SeXII

 

Publicată în RIM – nr.XI -2006 (9646) ; Publicată în RIM – nr.XIII -2007 (10002) 
 
 
Soluţie: 
 
 

{ }

∫

∫∫ ∫

⋅=

⇒+=
+

+
−

=

+
=∈

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∈

∞→

2n
1

5n
1

n

2
1

3
1

2
1

5
1

3
1

5
1

10
9lnf(x)dx)(lim

 
10
9ln

10
311)(

 deci si 
x

1xf(x) avem )1,
3n
1( x

.
x

1-xf(x), 
3
1,

5n
1pentru x

deci six  xavem cazacest  

.
2
1,

5n
1 xconsideram sasuficient  

n

n

n

n

n

n

n
dx

x
xdx

x
xdxxf

Pentru

n

In
n

Este

 

Problema pentru clasa a XII-a 
Sã se calculeze : 

dx
arctgxx

xarctgxarctg  )2007(20072006

1
∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−−

. 
Publicată în RIM – nr.XIII -2007 (10004) 
 
Soluţie; 
 

∫

∫

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−

−
−=

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−−−
=

=

1

2006

2006

1

)2007(2007

 )2007(2007)1(

-2007  variabilade schimbarea Facem

dt
tarctgt

arctgt

dx
arctgxx

xarctgxarctgI

tx
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.)( si )2007(-2007 

.
)2007(2007

2006

1

arctgxxxfy
arctgxx

xarctgxNotam

dx
xarctgx

arctgxxarctg

−==
−

−−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−

−
= ∫

 

[ ]

[ ]

.
4

20052005
2

2 :avem (2) si (1)Din 

.
2

1(2)

: avem 1,2006 pe integrand si

 0,
2

1 ,0 Deci

.2006,1
,0)2007(-2007 si 0 urmarePrin 

.0 0)( ca ,0
1

)( si 0)0( Cum

2006

1

2006

1

2006

1

2

2

ππ

π

π

=⇒⋅=

=+

∀=+

∈∀
−−−

∀
+

=′=

∫∫ ∫

II

dxdx
y

arctgarctgydx

y
y

arctgarctgycumy

x
xarctgxarctgxx

xxfrezulta
x

xxff

 

Problemã pentru clasa a XII-a, 
 
Sã se calculeze: 

dx
)x2sin1)(xsin1(

x2cosxsin2

0
22∫ ++

⋅π

 
Publicată în G.M. – seria A – 4 / 2007 (pg. 316); G.M. – seria B – nr. 4 / 2007 
(25775); Publicată în RIM – nr.XIV -2007 (10176) 
 
                                                                                              
Soluţie: 
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[ ]

[ ]

[ ]

.0
)2sin1)(sin1(

2cossin)(

:avem (2) conform si impara- (3) 
conform este )()()(,2,0: Functia

impara.- este adica )()( 
para- este adica ),()( ca observa Se

 .
sin1

sin)g(, 
2sin1

2cos)( R,2,0:, Fie

para.-a functie o este paritate-a aceeasi de functii
doua a atul)produsul(c si impara-a 

functie o este diferite paritati -a de functii doua a atul)Produsul(c )3(
impara-a este  daca ,0

 este  daca ,)(2
)(

 atunci continua, este  Daca)2(
.cu   )()( daca impara,-a   

;xcu  ),()( daca 
para,-a  numeste se ,: Functia )1(

2

0
22

2

0

22

=
++

⋅
=

⋅=→
+−=−

+=−
+

=
+

=→

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−⋅

=

≤∈∀−−=+

≤∈∀−=+

→+−

∫∫

∫ ∫+

−

+

dx
xx

xxdxxh

xgxfxhRh
xgxgsi

xfxf
x

xx
x

xxfgf

f

paraafdxxf
dxxf

f
rxRxxafxafrespectiv

rRxxafxaf
Rraraf

ra

ra

ra

a

ππ

π
π

πππ
πππ

π

 

Problemã pentru clasa a XII-a, 
 
Sã se calculeze:                

                                 

dx

1e

x2007

2007 xsh

2008

n

1k

1k2∫
−

+
∑
=

−

 
Publicată în RMT – nr. 1 / 2007 (XII.211.); Publicată în G.M. – seria A – 4 / 2007 
(pg. 316); Publicată în RIM – nr.XIV -2007 (10175) 
 
                                                                                           
 
soluţie: 

imparaxhxhx

paraxhxhxxhx

fdacadxxf

fdaca
dxxf

dxxhxfdx

e

x

xhxh
Se

e

xhxshxgxxf

n

k

k

n

k

k

xsh

not

xsh

n

k

k

=
−−

=

=
−+

=+=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=∗

+
∑

=−+

+
∑

===

∫ ∫

∫=∫=

∑

−

=

−

=

−

=

−

2
)()()(h si

2
)()()(h unde ),()(h(4)h(x) astfel

impara; alta si para una functii doua de suma o ca scrie poate se 
impara) nici para nici estenu  carearbitrara( functie o ca si   

   
para este  ,)(2

impara este  ,0
)()(  stie Se

)()(

1

(3)I Rezulta

.1)()(iar  impara si continua este g
para, si continua este f (2) caimediat  observa 

.

1

1)( si )( , )((1) Notam

2

121

a

a-

a

0

2007

2007

)1(2007

2007-

2008)(

1

122008

1

12

1

12
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În continuare utilizãm faptul cã produsul(câtul) a douã funcţii de aceeşi paritate este o 
funcţie parã şi respectiv produsul(câtul) a douã funcţii de paritãţi diferite este o funcţie 

imparã şi obţinem: 

2009
2007)(

)()())()()((I)5(

20092007

0

(2) si )(2007

2007
1

)(2007

2007-
21

==

+=

∫

=∫=∫
∗

−

∗

dxxf

dxxhxfdxxhxhxf
 

 
Problemă pentru clasa a XII-a, 
 

Să se calculeze : dx
xaax

a

a
∫
+

−+−

2

)2)((
1 , unde ∗∈ Na  fixat. 

 
Publicată în SM – 1 / 2008 (L.22.) 

Soluţie.Funcţia 
)2)((

1)(
xaax

xf
−+−

=  este nemărginită în punctele ax =  şi 

2+= ax . 
Atunci avem 

dx
xaax

a

a
∫
+

−+−

2

)2)((
1 = dx

ax

a

a
∫
+

−−−

2

2)1(1
1 = =

−−−
∫
−+

+→
→

+

+
dx

ax

a

a

δ

εδ
ε

2

2
0
0 )1(1

1lim

δ
ε

δ
ε

−+
+

→
→

−−
+

+

2

0
0

)1arcsin(lim a
aax = [ ] πππεδ

δ
ε

=+=−−−=
+

+

→
→ 22

)1arcsin()1arcsin(lim
0
0

. 

 
Problemă pentru clasa a XII-a, 
 

Calculaţi : dx
x

xxxx
∫
− +

++1

1
2010

2007200830141004

1
sin2 . 

 
Publicată în SM – nr. 1 / 2008 (L.29.) 
 

Soluţie. Termenul 2010

20072008

1
sin
x

xx
+

 este impar în x , aşa că ∫
−

=
+

1

1
2010

20072008

0
1

sin dx
x

xx . 

Mai departe facem substituţia yx =1005 dydxx =⇒ 10041005  şi calculăm 

=
+
+

=
+
+

=
+
+

∫∫∫
−−−

dy
y
ydx

x
xxdx

x
xx 1

1
2

21

1
2010

201010041

1
2010

30141004

1
2

1005
1

1
)2(

1
2  

= ∫ ∫
−

=
+

+=
+

+
1

1

1

0
22 )

1
11(

1005
2)

1
11(

1005
1 dy

y
dy

y
 

= ∫ +=+=
+

+
1

0
2 )

4
1(

1005
2)11(

1005
2)

1
11(

1005
2 πarctgdy

y
. 

Vezi G.M. nr. 1 / 2005 (O.G: 403); G.M. nr. 4 / 2003 (24892) 
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Problemă pentru gimnaziu sau clasa a XII-a , 
  
Fie 2007...5312008...642 ⋅⋅⋅⋅−⋅⋅⋅⋅=N .Arătaţi că 2009  divide pe N . 
 

Publicată în GMB – 4 / 2009 (C.O:5019) 
 
Soluţie 1. (clasa a XII-a) 
 

[ ] )2009mod()1()3(...)2003()2005()2007(2008...642 −⋅−⋅⋅−⋅−⋅−≡⋅⋅⋅⋅
( ) )2009mod(2007...531 ⋅⋅⋅⋅≡ . 

Rezultă )2009mod(0≡N .Q.E.D. 
 
Soluţie 2.(gimnaziu).Generalizare. 
Notăm )12(...531 −⋅⋅⋅⋅= kA , )2(...642 kB ⋅⋅⋅⋅= , 12 += kC . 
Observăm că 

( ) )2(...421)2(...))22()(2( kMCkCkCA k
C ⋅⋅⋅⋅−+=−⋅⋅−−−= = BM k

C ⋅−+ )1( . 
Rezultă BMN k

C ⋅−++−= + ))1(1( 1 . 
Acum luom 1004=k  şi rezultă N2009 .Q.E.D. 
 
 
 
 
 

 
Mayhem Solutions 

 
M 345. Proposed by John Grant McLoughlin, University of New Brunswick, 
Fredericton, NB. 
 
The area of isosceles ABCΔ  is 15q .Given that ,2BCAB =  express the perimeter 
of ABCΔ  in terms of q . 
 
Solution by Neculai Stanciu, High School “Saint Sava”, Berca, Romania. 
 
Obviously 0>q . 
We have two cases. 

1. Case. BCACAB >= . 
,2aACAB ==  aBC = , and the perimeter is aP 5= . 

With Heron’s formula we have 15
4

15)
2

3()
2

()
2

(
2

5 2

qaaaaaS
sisthehypothe

==⋅⋅⋅= . 

Results qa 2=  and the perimeter qP 10= . 
2. Case. aABaBCAC 2=<== . 

We do in the same way as 1. Case, and obtain ,4aP =  

150)0()()(2 qaaaS
sisthehypothe

==⋅⋅⋅= .False. 
 
In conclusion we have the solutions qP 10=  
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M 349. Proposed by the Mayhem Staff. 

(a) Find all ordered pairs of integers (x,y) with 
5
111

=+
yx

. 

(b) How many ordered pairs of integers (x,y) are there with 
1200

111
=+

yx
? 

 
Solution by Neculai Stanciu, High School “Saint Sava”, Berca, Romania 
 

(a) 
5
111

=+
yx

xyxy =+⇔ 55 )5(5 −=⇔ yxy
5

5
−

=⇔
y

yx  

Z
y

yx ∈
−

=
5

5 25555
255555

55
)5( +−−⇒

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+−−⇒−−

−
⇒ −× yyy

yyyy

yy
255−⇒ y

{ }25,5,15 25 ±±±=∈−⇒ Dy { }20,0,4,30,10,6)1( −∈⇒ y . 
 

{ })4,20(),0,0(),20,4(),6,30(),10,10(),30,6(),(
5

5
−−∈⇒

−
= xy

y
yx . 

The pair )0,0(  is not a solution.So he have 5(five) solutions 
{ })4,20(),20,4(),6,30(),10,10(),30,6(),( −−∈xy . 

 
(b) We do in the same way as (a) point . 
We get 2)1200(1200−y . 4282 532)1200( ⋅⋅= , so he have (8+1)(2+1)(4+1)= 539 ⋅⋅  

naturals divisors and 270)539(2 =⋅⋅⋅  integers divisors of 2)1200( . 
If you eliminate the solution (0,0) there are so,  269 pairs of integers (x,y) are there with 

1200
111

=+
yx

. 

 
 

Mayhem Solutions 
 

M 357. Proposed by Mayhem Staff. 
 
Determine all real numnbers x  that satisfay 322 3333 ++ +=+ xxx . 
 
Solution by Neculai Stanciu, High School “Saint Sava”, Berca, Romania. 
 

322 3333 ++ +=+ xxx ( ) 2733393 2
⋅+=+⋅⇔ xxx , we denoted by tx =3 , and results 

03289 2 =+− tt . 

676934282 =⋅⋅−=Δ , 
18

2628
18

67628
2,1

±
=

±
=t , 31 =t , 

9
1

2 =t . 

We return to the substitution and obtain ,31 =x 22 −=x . 
{ }3,2−∈x . 

 
 

Mayhem Solutions 
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M 357. Proposed by George Tsapakides, Agrinio, Greece. 
Let ba,  and c  be positive real numbers.Prove that 

.3)()()( abcbaccaacbbccbaab ≥−++−++−+  
 
Solution by Neculai Stanciu, High School “Saint Sava”, Berca, Romania. 

We use the Theorem: 2≥+
x
y

y
x , 0, ≥∀ yx . 

Proof. 2≥+
x
y

y
x ( ) 02 ≥−⇔ yx .Q.E.D. 

We divide the equation abcbaccaacbbccbaab 3)()()( ≥−++−++−+ ,  with abc , 

and obtain 3≥
−+

+
−+

+
−+

b
bac

a
acb

c
cba

⇔  

33222111 =−++≥−++−++−+⇔
b
a

b
c

a
c

a
b

c
b

c
a .Q.E.D. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Mayhem Solutions 
 

M 357. Proposed by Mayhem Staff. 
Solution by Neculai Stanciu, High School “Saint Sava”, Berca, Romania. 
 
We denoted by: =C circle, 

QCGDMCFGNCEFPCDE =∩=∩=∩=∩ ,,, , xGMGQ == , 
DH GFPr= , 4,1,1 =+=−= DHxGDxGH . 

222 GDDHGH =+ 4=⇒ x . 
42 =⋅= radiusEF . 
6=+= HFGHGF  

Area 18
2

)(
=

⋅+
=

EFGFDEDEFG  
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