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2. REZOLVARE PROF. BIRO ISTVAN 

 

 Determinarea razei (r) şi centrul sferei înscrise în piramidă (O): Să notăm cu a 

lungimea laturii pătratului ABCD şi fie punctul T oarecare pe diagonala AC 
2

AC
AT

 
 

 
, 

punctele F şi G proiecţiile lui T pe AB respectiv AD. Pătratul AFTG determină cubul 

AFTGSMON şi observăm că OT = OM = ON ,      , ,OT ABCD OM VAB ON VAD   , 

de unde rezultă că O va fi centrul sferei iar T, M, N punctele de tangenţă a sferei cu baza 

piramidei şi feţele (VAB), (VAD) adică r = OT = OM =ON. Totodată observăm (şi e uşor de 

dovedit) că măsura unghiului dintre baza piramidei şi planul (VBC), respectiv (VDC) este 

45 ; în consecinţă dacă { } ( )P FO VCD   şi { }E FT CD   atunci triunghiul FPE este 

dreptunghic şi isoscel  ( ) 90m P  , adică ( )FO VCD . În mod similar rezultă că 

( )GO VBC , astfel punctul P şi { } ( )Q GO VBC   sunt punctele de tangenţă a sferei cu 

feţele VCD şi VBC. În continuare căutăm poziţia punctului T astfel ca OP = OQ = r, ceea ce 

rezultă aplicând teorema lui Thales în triunghiul dreptunghic FPH, unde PH este înălţimea 

triunghiului FPE: 

 2 2 2
2 2 1 .

2

2

FO FT r r
r a AT r a

aOP TH r
r
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 Determinarea distanţei de la T la planul (MNPQ) : Deoarece OGF şi OPQ  sunt 

triunghiuri echilaterale cu lungimea laturilor de 2r  respectiv r, rezultă că || ||PQ GF MN , 

adică MNPQ este trapez isoscel, deci inscriptibil – ceea ce ne aduce aminte de următoarea 

lemă: 

„Dacă poligonul 1 2 nA A A  este inscriptibil în cercul de centru O şi punctul 

 1 2 nV A A A , atunci următoarele afirmaţii sunt echivalente: 

(i) VO este înălţimea piramidei 1 2 nVA A A ; 

(ii) 1 2 nVA VA VA   .” 

Conform acestui rezultat şi faptului că OM ON OP OQ r     rezultă că  OL MNPQ . 

În plus observăm că  
2 2 2 2VM VN VP VQ a r r a        , deci  VL MNPQ  

adică O, L şi V sunt puncte coliniare şi  OV MNPQ . În continuare fie ||TJ OV  şi 

 { }K TJ MNPQ  , avem de calculat lungimea segmentului TK în paralelogramul VOTJ: 

   
2 2

22

a r
tg SOV tg

r


 
    

2 2 2 2 22
, cos

cos 2

r r
OV VL OL VP r LP OL XK
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2

1

14 8 2 5 2 22
, sin cos

17 172 1

r tg
r

d T MNPQ TK XT XK r r a
tg



 


 
           



. 

În cazul concret când 2 2a    rezultă 1r   şi   
14 8 2

, 1,22
17

d T MNPQ


   . 
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5.PROBLEMA LUNI IUNIE 2016 

 

Fie triunghiul ,ABC  cu O  şi R , centrul, respectiv, raza cercului circumscris triunghiului, 

iar S  aria sa. 

1. Să se arate că are loc relaţia: 

 2 2 2 0a ctg A OA b ctg B OB c ctg C OC 
   

        
 

2. Fie 2, 4 .m m R S   Aflaţi locul geometric al punctelor N  din planul triunghiului 

,ABC  pentru care: 

 2 2 2 2 2 2a ctg A NA b ctg B NB c ctg C NC m         
 

3. Arătaţi că: 

 
1

1

,
n

k
n n n

k

A x A x 




  
 

şi calculaţi lim n
n

n
x


 

 

unde n   şi 

 
2 2 2

22

sin 2 sin 2 sin 2
,

2 1

a ctg A b ctg B c ctg C A B C
A A

R

    
  
 
 

M  

notaţiile fiind cele uzuale. 

 
Autor: prof. Gheorghe ROTARIU 

(din arhiva www.mateinfo.ro ) 

 

Așteptăm soluțiile problemei până pe date de 2 iulie 2016 

revista@mateinfo.ro  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

http://www.mateinfo.ro/
mailto:revista@mateinfo.ro
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6. MODEL EVALUARE NAȚIONALĂ MATEMATICĂ – IUNIE 2016 

 

- Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordă 10 puncte din oficiu. 

- Timpul efectiv de lucru: 2 ore. 

            

 SUBIECTUL  I – Pe foaia de examen se trec doar rezultatele.  ( 30 de puncte) 

 

(5p)     1. Rezultatul calculului 
1

0,5
2

este egal cu…. 

(5p)     2. Dacă 
3

4 2

x
atunci 4 4x este egal cu…. 

(5p)     3. Cel mai mare număr întreg ce nu aparține intervalului (2017; )  este … 

(5p)     4. Triunghiul isoscel ABC  cu AB AC  are 70 .om A  m B ….. grade. 

(5p)     5. În figura 1 este reprezentată prisma triunghiulară regulată ' ' 'ABCA B C  cu latura 

bazei 6AB cm  şi muchia laterală 8AA cm . Lungimea segmentului BC  este egală 

cu…... cm . 

 
Figura 1 

 

(5p)   6. Vârsta elevilor care participă la concursul de matematică „Pitagora” este reprezentată 

în tabelul de mai jos. Numărul elevilor cu vârsta peste 11 ani este  .........  

 

  

 

 

 

       SUBIECTUL  II – Pe foaia de examen scrieţi rezolvările complete. ( 30 de puncte) 

 

(5p)     1. Desenaţi, pe foaia de examen, o prismă patrulateră regulată MATEINFO . 

 (5p)     2. Numerele naturale ab  și bc , scrise în baza zece, sunt direct proporționale cu 

numerele 5 și respectiv 3. Determinați toate numerele ab  și bc care îndeplinesc condiția din 

enunț. 

Vârsta 8 9 10 11 12 13 14 

Nr. elevi 1 4 6 3 6 4 1 
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(5p)     3. Un călător a parcurs un drum în trei etape: în prima etapă a parcurs 20% din întregul 

drum şi încă 10 km.În a doua etapă a parcurs 50% din rest şi încă 17 km, iar în a                  

treia etapă a parcurs ultimii 30 km.Ce lungime are întregul drum? 

 

            4.  Fie functia f : R → R, f(x) = ax+b  

(5p) a)  Determinați funcția f(x) știind că  f(1)+ f(3)= f(2) și  f(-1)= - 6 

 (5p) b)   Pentru a=2 și b= - 4 calculați distanța de la originea axelor la graficul funcției.  

 

 (5p)     5. Se dă expresia    2 2

2 2 4 2 2 4

1 1 1 1 1 1

x x x x
E x

x x x x x x

   
        

          

cu 

 1;1 .  x R    Arătați că   4.E x    

 

           SUBIECTUL  III – Pe foaia de examen scrieţi rezolvările complete.( 30 de puncte) 

         

  1. Figura 2 reprezintă modelul unei plăci de gresie în formă de pătrat ABCD . Se ştie că 

20 ,  15AE BF cm DE CF cm şi 90om AED m BFC , aflaţi: 

 

 (5p)  a). Perimetrul pătratului ABCD . 

 (5p)  b). Arătaţi că lungimea segmentului EF este 1cm . 

 (5p)  c). Aflaţi aria trapezului isoscel ABFE . 

 
(Figura 2)      

 

          2. O pastilă (figura 3) are formă de cilindru circular drept ce are alipite la capete câte o 

semisferă ce are aceeaşi rază cu raza cilindrului, de 5 mm. Înălţimea cilindrului este de 15 

mm.  

(5p)  a) Care este lungimea acestei pastile?   

(5p)  b) Care este volumul acestei pastile, în cm
3
; 

(5p)  c) Câte astfel de pastile încap într-o cutie care are formă de paralelipiped dreptunghic cu 

dimensiunile de L = 15 cm,  l = 10 cm şi h = 2,5 cm. 

 

 

 

 

                                                                                                         (Figura 3) 
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BAREM 

MODEL EVALUARE NAȚIONALĂ MATEMATICĂ – IUNIE 2016 

SUBIECTUL I (30 de 

puncte) 

1. 1 1 5
0,5

2 2 10
 

1 5 1 1
1

2 10 2 2
 

5p 

2. 3 3

4 2 2

x
x  

3
4 4 4 4 10

2
x  

5p 

3. 2017 5p 

4. AB AC m B m C  

2 180om A m B  

180 70
55

2

o o
om B  

5p 

5. 6AB BC cm şi 8AA BB CC cm  

BCC dreptunghic în C 
2 2 2 36 64 100 10BC BC CC BC cm  

5p 

6. 11 5p 

SUBIECTUL II (30 de 

puncte) 

1. Desenează prisma 

Notează prisma  

4p 

1p 

2.   

3. Notăm cu x , lungimea drumului şi avem  

 

 

3p,

 p2
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În prima etapă: 

1
10

5
x 

                                                                                                      

Drum rămas 
1 4

10 10
5 5

x x x
 

    
 

 

Etapa a doua: 
1 4

10 17
2 5

x
 

  
 

 

1 1 4
10 10 17 30

5 2 5

1 2
52

5 5

x x x

x x x

 
      

 

    

3
52

5

3
52

5

2
52 130

5

x x

x x

x
x

 

 

  

 

1p 

 

1p 

1p 

1p 

 

 

 

 

 

 

 

1p 

4. a) 2a+b=0 ; - a+b= - 6 

         f(x)=2x- 4 

3 

2 

 c) x=4 5 /5 u   

5 

  

 

  

  

 

  

 

22

2

22

2

2 12 2 4 2 4 2

1 1 1 1 1 1 1

2 12 2 4 2 4 2

1 1 1 1 1 1 1

4

xx x x x

x x x x x x x

xx x x x

x x x x x x x

E x

 
   

      

 
   

      



  

3p 

 

2p 

1p 

  

1. a). 
2 2 2BC BF CF  

     
2 2 220 15 625BC  

    25BC cm  

1p 

2p 

1p 
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    25 4 100ABCDP cm  1p 

 b). Dacă 25 2FG BC EF FG  

    
BF CF

FG
BC

 

    12FG cm  

    25 2 12 1EF cm  

2p 

1p 

 

1p 

1p 

 
c). Dacă ,  

2
ABFE

AB EF FG
FG AB A  

    25 1 : 2 12BG cm  

    2 2 2 2 220 12 256FG BF BG  

    16FG cm  

    225 1 16
 26 8 208

2
ABFEA cm  

1p 

1p 

 

1p 

1p 

1p 

2. a) Lungimea pastilei = înălțimea cilindrului+de două ori raza 

Lungimea pastilei = 25 mm 

3p 

2p 

 b) Volumul pastilei = volumul cilindrului plus volumul sferei (două 

semisfere) 

3
2 4

3
pastila

R
V R h


   

3 3 31625 1,625
1,7

3 3
pastilaV mm cm cm


    

 

1p 

2p 

2p 

 c) Aşezând pastilele astfel ca înălţimea lor să corespundă cu înălţimea cutiei,  

vor încape: 

 - pe lungime 15:0,5=30 pastile 

- pe lăţime 10:0,5=20 pastile.  

Total 30 20 1 600 .pastile    

 

1p 

1p 

1p 

2p 
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7. MODEL BAC MATEMATICĂ MATE-INFO – IUNIE 2016 

 

Filiera teoretică, profilul real, specializarea matematică-informatică. 

Filiera vocaţională, profilul militar, specializarea matematică-informatică . 

 Toate subiectele (I, II, III) sunt obligatorii. Se acordă 10 puncte din oficiu. 

 Timpul efectiv de lucru este de 3 ore. 

 La toate subiectele se cer rezolvări complete. 

 

SUBIECTUL I (30 de puncte) 

 

(5p) 1. Se consideră funcţia :f R R , f(x)=2-3x.Arătaţi că fof este crescătoare. 

(5p) 2. Să se rezolve în R ecuaţia 12 2 3x x  . 

(5p) 3. Care este probabilitatea ca alegând un element  1,2,3,4,5k , numărul 
6

kC să fie par? 

(5p) 4. Determinaţi , , ,z C z a bi a b Z    astfel încât  2z  . 

(5p) 5. Să se determine ecuaţia înălţimii AM  a ABC , unde A(-1,3),B(0,6),C(5,-2). 

(5p) 6. Să se calculeze sin2x, dacă 
3

cos , 0,
7 2

x x
 

  
 

. 

 

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte) 

 

1. Se consideră sistemul 

2

2

2

1

1

1

a x by cz

ax b y cz

ax by c z

    


   


   

 şi fie 

2

2

2

a b c

A a b c

a b c

 
 

  
 
 

 matricea 

sistemului. 

(5p) a) Să se arate că există a,b,c nenule astfel încât detA=0. 

(5p) b) Rezolvaţi sistemul pentru a=2, b=1, c=1. 

(5p) c) Determinaţi a,b,c R astfel încât sistemul să admită soluţia 1x y z   . 

     2. Pe  ,1 definim legea  
 2log 1

1 1
y

x y x


    . 

(5p) a) Arătaţi că legea este asociativă. 

(5p) b) Să se determine elementul neutru al legii. 

(5p) c) Să se rezolve ecuaţia x x x x   . 

 

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte) 

 

1. Se consideră funcţia :f R R , 4( ) 4 3f x x x   . 

(5p) a) Să se calculeze 
 

31
1

( )
lim

1x
x

f x

x
 

. 

(5p) b) Arătaţi că f este descrescătoare pe  ,1 . 

(5p) c) Determinaţi ,m n R , astfel încât  2lim ( ) 5
x

f x mx n


   . 
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2. Fie funcţia :f R R ,  ( ) ln 1 xf x e  . 

 

(5p) a) Să se arate că orice primitivă a lui f este crescătoare pe R. 

(5p) b) Să se calculeze  
1

0

ln 1 x xe e dx . 

(5p) c) Calculaţi derivata funcţiei    
ln

0

: 0, , ( )

x

g R g x f t dt    . 

 

 

 

AUTOR prof. Nicolaescu Nicolae 
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BAREM DE EVALUARE ŞI DE NOTARE 

MODEL BAC MATEMATICĂ MATE-INFO – IUNIE 2016 

Prof: Nicolaescu Nicolae 

 

 Pentru orice soluţie corectă, chiar dacă este diferită de cea din barem, se acordă punctajul 
corespunzător. 

 Nu se acordă fracţiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvări parţiale, în 
limitele punctajului indicat în barem. 

 Se acordă 10 puncte din oficiu. Nota finală se calculează prin împărţirea punctajului obţinut la 10. 
 

SUBIECTUL I (30 de puncte) 

 

1.  

 

fof=2-3(2-3x)= -4+9x 

fof este crescătoare  (9>0) 

3p 

2p 

 

 

 

2.  

 

1 2
2 2 3 2 3

2

x x x

x

      Notăm 2x y >0 

Ecuaţia devine 2 3 2 0y y   cu soluţiile  1 22, 1y y   

12 2 1x x     şi  22 1 0x x    

1p 

 

2p 

2p 

 

 

 

3. 

 

1 5

6 6

6!
6

5!1!
C C   ,  2 4

6 6

6!
15

4!2!
C C   , 3

6

6!
20

3!3!
C    

. 3

. 5

nr cazuri favorabile
P

nr cazuri posibile
   

3p 

 

2p 

 

 

4.  

 

2 2 2 22 2 4z a b a b        

Ecuaţia 2 2 4a b  are în Z Z soluţiile  (2,0),( 2,0),(0,2),(0, 2)   

2p 

3p 

 

 

 

2 6 8

5 0 5
BCm

  
 


 

1p 
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5. 

 

5
1

8
BC h hm m m      

Ecuaţia înălţimii   
5

3 1 5 8 29 0
8

y x x y        

 

2p 

 

 

2p 

 

6.  

 

2
3 2 10

sin 1
7 7

x
 

     
 

 

Deoarece  0, sin 0
2

x x
 

   
 

 

2 10 3 12 10
sin 2 2sin cos 2

7 7 49
x x x     

2p 

 

1p 

 

2p 

 

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte) 

 

1.  

 

a

) 

 

 

2

2

2

det 2

a b c

A a b c abc abc a b c

a b c

       

2 0abc a b c      admite, de exemplu,  ca soluţie 1a b c    

 

 

2

p 

 

3

p 

 

 

 

 

b

)  

 

Sistemul devine 

4 1

2 1

2 1

x y z

x y z

x y z

   


   
    


4 1

2 1

x y z

x y z

   


   
 . Minorul principal este 

4 1

2 1
 

x,y necunoscute principale şi z necunoscută secundară şi notăm z   

Sistemul devine  
4 1

2 1

x y

x y





   


   
 cu soluţia  0, 1 , ,x y z R         

 

2

p 

 

1

p 

2

p 
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c) 

 

1x y z  

2

2

2

1

1

1

a b c

a b c

a b c

    


    


   

 

Scăzând din prima ecuaţie pe cea de-a doua obţinem   1 0a b a b     

I Dacă 0a b a b     .Din a doua ecuaţie 21c a a     şi înlocuit în a treia ecuaţie 

   
24 3 2 22 3 4 2 0 1 2 0 1a a a a a a a              1a b c      

II  Dacă 21 2a b c      din a treia ecuaţie fals! 

 

1

p 

 

1

p 

 

 

2

p 

1

p 

2.  

a

) 

   
    

  
 

 
   

log 12

2 2 2 2log 1 log 1 log 1 log 1
1 1 1 1 1 1 1 1

z

y y y z
x y z x z x x



                        
 

   
    

      
   log 1 log 12 2

2 2 2log 1 log 1 1 1 log 1
1 1 1 1 1 1

z z
z y y

x y z x y x x
      

  
 

            
 

= 

=  
   2 2log 1 log 1

1 1
y z

x
 

  , deci legea este asociativă 

 

2

p 

 

2

p 

 

1

p 

 

 

 

b

) 

 

Legea este comutativă deoarece, dacă notăm  
 

 
 2 2log 1 log 1

1 , 1
y x

A x B y
 

    şi 

logaritmăm în baza 2 obţinem 2 2log logA B şi datorită injectivităţii funcţiei logaritmice 

2 2log logA B A B x y y x        

 
 

 
 2 2log 1 log 1

1 1 1 1
e e

x e x x x x x
 

           

   2( 1) log 1 1 1 ,1x e e          

 

2

p 

 

2

p 

1

p 

 

 

 
 2

2log 1
1 1

x
x x x x


      (am aplicat asociativitatea legii) 

 

1

p 



REVISTA ELECTRONCĂ MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 – IUNIE 2016 www.mateinfo.ro 

 

 
33 

c)  

 

 
 

 
 

 
2log 12 2

2log 1 2

21 1 1 1 log 1 1
x

x
x x x x x x x x




              

 2 1 2

1
log 1 1 1,

2
x x x        

2

p 

2

p 

 

 

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte) 

 

1.  

 

a) 

 

      4 4 3 3 24 3 3 3 1 3 1 1 3x x x x x x x x x x x x              

   
2 21 2 3x x x     

Cazul 
0

0
       

 

   
 

2 2 2

3 31 1 1
1 1 1

1 2 3( ) 2 3 6
lim lim lim

1 01 1x x x
x x x

x x xf x x x

xx x  
  

    
    

  
 

2p 

 

3p 

 

b)  

 

 

    3 2' 4 4 4 1 1f x x x x x                ' 0 1f x x    

 

 

x -                                                1                                                  

f’(x)   -------------------------------    0 +++++++++++++++++++++ 

f(x)                                            

 

Deci f este descrescătoare pe  ,1  

 

2p 

 

 

 

2p 

 

 

1p 

 

 

 

 

 

c) 

Observăm că m>0 deoarece in caz contrar limita este   

   2 4 2lim ( ) 5 lim 4 3
x x

f x mx n x x mx n
 

          

 4 2 2 24 2 4 2 2

4 2
2

3 4 2

1 2 4 34 3 2
lim lim

4 34 3
1

x x

x m mnx x nx x m x mnx n

nx x mx n
x m

x x x

 

        


    
    

 

 

 

2p 

 

 

1p 
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 21 0 1m m     

2
5 5

2

n
n


     

2p 

 

2.  

 

a) 

Fie  :F R R  o primitivă a funcţiei f. 

Atunci      ' ln 1 0xF x f x e     

Atunci f este crescătoare pe R 

 

3p 

2p 

 

 

 

 

b) 

 

Notăm 
( ) 1 x

x

u x e t

e dx dt

  


   Atunci  u(0)=2, u(1)=1+e  

Integrala devine  
1 1

0 2

ln 1 ln

e

x xe e dx tdt



   = 

   
1

1 1

2 2

2

ln | 1 1 ln 1 2ln 2 |

e

e et t dt e e t



        

Finalizare  I=    1 ln 1 2ln 2 1e e e       

 

 

 

2p 

 

2p 

1p 

 

 

 

c)  

 

Fie F(t) o primitivă a funcţiei f. 

Atunci ln

0( ) ( ) | (ln ) (0)xg x F t F x F    

 

   ln 1 ln(1 )
'( ) '(ln ) 0 (ln ) ln ' ln 1 x x

g x F x f x x e
x x


        

 

2p 

 

3p 

 

 


