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2. REZOLVARE PROF. BIRO ISTVAN

e Determinarea razei (r) si centrul sferei inscrise in piramida (O): Sa notam cu a

lungimea laturii patratului ABCD si fie punctul T oarecare pe diagonala AC (AT <A—2Cj

punctele F si G proiectiile Iui T pe AB respectiv AD. Patratul AFTG determind cubul
AFTGSMON si observdm ca OT = OM = ON, OT L (ABCD), OM L (VAB), ON L (VAD),
de unde rezultd ca O va fi centrul sferei iar T, M, N punctele de tangenta a sferei cu baza
piramidei si fetele (VAB), (VAD) adica r = OT = OM =ON. Totodata observam (si e usor de
dovedit) ca masura unghiului dintre baza piramidei si planul (VBC), respectiv (VDC) este
45" ; in consecintd daci {P}=FON(VCD) si {E}=FT nCD atunci triunghiul FPE este

dreptunghic si isoscel (m(P):90°) , adici FO_L(VCD) . In mod similar rezultd ci

GO L (VBC), astfel punctul P si {Q}=GO N (VBC) sunt punctele de tangenta a sferei cu

fetele VCD si VBC. In continuare cidutam pozitia punctului T astfel ca OP = OQ = r, ceea ce
rezulta aplicand teorema lui Thales in triunghiul dreptunghic FPH, unde PH este inaltimea
triunghiului FPE:

FO_FT 2 _ r :r:(z_ﬁJa = AT=r/2=(J2-1)a.
r

OP TH r a 2
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o Determinarea distantei de la T la planul (MNPQ) : Deoarece nOGF si aOPQ sunt

triunghiuri echilaterale cu lungimea laturilor de r+/2 respectiv r, rezulta ca PQ||GF || MN,

adica MNPQ este trapez isoscel, deci inscriptibil — ceea ce ne aduce aminte de urmatoarea
lema:
,,Daca poligonul AA,---A, este inscriptibil Tn cercul de centru O si punctul

V &(AA,---A), atunci urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) VO este inalfimea piramidei VAA, --- A, ;

(i) VA =VA =--=VA.”
Conform acestui rezultat si faptului cd OM =ON =OP =0Q =r rezulta ca OL L (MNPQ).

In plus observam ca VM =VN =VP =VQ = \/(a— r)2 +r° = a\/2—«/§ , deci VL J_(MNPQ)
adica O, L si V sunt puncte coliniare si OV L (MNPQ). In continuare fie TJ ||OV si
{K}=TJ m(MNPQ), avem de calculat lungimea segmentului TK in paralelogramul VOTJ:

Vv L
J K
a-r 2+ﬁ
tg(<«SOV )=tg(a)=—==
9(%S0V)=t9(e)= ==
oV = r2 VL2 —OL? =VP? —r2 = LP? = OL = ——cosa = XK
cosa 2
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1
r(tgaJrJ
CTK = XT + XK = rsina+——cosa = N2) _ r\/14+8‘/E -

\/E ,/1+tg ‘a 17

|

17
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5.PROBLEMA LUNI IUNIE 2016

Fie triunghiul ABC, cu O si R, centrul, respectiv, raza cercului circumscris triunghiului,
lar S aria sa.

1. Sa se arate ca are loc relatia:

a2-ctgA-aerz-cth-OB+cz-cth-OC=0 ()

2. Fie meR, m>4R?S. Aflati locul geometric al punctelor N din planul triunghiului
ABC, pentru care:

a?.ctgA-NA?+b?.ctgB-NB?+c?.ctgC-NC?=m (B)

3. Aratati ca:
n
Y AK=x,-A, (x,), ,€R
k=1
si calculagi lim [/,

unde neN" si

2 2 2 . . .
a‘ctg A+bctgB+cctgC sin2A+sin2B +sin2C
A:{ g ) ° g ; ],Aeﬂ\flz(R)
R

notatiile fiind cele uzuale.

Autor: prof. Gheorghe ROTARIU
(din arhiva www.mateinfo.ro )

Asteptam solutiile problemei pana pe date de 2 iulie 2016
revista@mateinfo.ro
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6. MODEL EVALUARE NATIONALA MATEMATICA - IUNIE 2016

- Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
- Timpul efectiv de lucru: 2 ore.

SUBIECTUL I — Pe foaia de examen se trec doar rezultatele. ( 30 de puncte)

(5p) 1. Rezultatul calculului %+0,5este egal cu....

(5p) 2. Daca %: g atunci 4-x+ 4 este egal cu....

(5p) 3. Cel mai mare numar intreg ce nu apartine intervalului (2017;+o0) este ...

(5p) 4. Triunghiul isoscel ABC cu AB=AC are m A =70°. m B =..... grade.

(5p) 5. In figura 1 este reprezentata prisma triunghiulara regulati ABCABC cu latura
bazei AB = 6cm si muchia lateraldi AA’ =8cm. Lungimea segmentului [BC'] este egali

cu......Cm.

Figura 1

(5p) 6. Varsta elevilor care participa la concursul de matematica ,,Pitagora” este reprezentata
in tabelul de mai jos. Numarul elevilor cu varsta peste 11 ani este .........

Varsta 8 9 10 11 12 13 14
Nr. elevi 1 4 6 3 6 4 1

SUBIECTUL Il — Pe foaia de examen scrieti rezolvirile complete. ( 30 de puncte)

(5p) 1. Desenati, pe foaia de examen, o prisma patrulatera regulatda MATEINFO .
(5p) 2. Numerele naturale ab si bc, scrise in baza zece, sunt direct proportionale cu

numerele 5 si respectiv 3. Determinati toate numerele ab si bc care indeplinesc conditia din
enunt.
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(5p) 3. Un calator a parcurs un drum in trei etape: in prima etapa a parcurs 20% din intregul
drum si inca 10 km.In a doua etapi a parcurs 50% din rest si inca 17 km, iar in a
treia etapa a parcurs ultimii 30 km.Ce lungime are intregul drum?

4. Fie functiaf: R — R, f(x) = ax+b
(5p) @) Determinati functia f(x) stiind ca f(1)+ f(3)=1(2) si f(-1)=-6
(5p) b) Pentru a=2 si b= - 4 calculati distanta de la originea axelor la graficul functiei.

2X 2 4x 2X 2 4x
5 5. Se da expresia E(x)= + + . + - cu
p) *P (%) (x+1 x—1 x? —J (x+1 x—1 x? —1)

xeR—{-11}. Aritaticd E(x)=4.

SUBIECTUL IlI — Pe foaia de examen scrieti rezolvirile complete.( 30 de puncte)

1. Figura 2 reprezinta modelul unei placi de gresie in forma de patrat ABCD . Se stie ca

AE = BF =20cm, DE =CF =15cmsi m AED =m BFC =90°, aflati:

(5p) a). Perimetrul patratului ABCD.
(5p) b). Aratati ca lungimea segmentului EF este 1cm.
(5p) c). Aflati aria trapezului isoscel ABFE .

D C

(Figura 2)

2. O pastila (figura 3) are forma de cilindru circular drept ce are alipite la capete cate o
semisfera ce are aceeasi razi cu raza cilindrului, de 5 mm. Iniltimea cilindrului este de 15
mm.

(5p) a) Care este lungimea acestei pastile?

(5p) b) Care este volumul acestei pastile, in cm?;

(5p) c) Céte astfel de pastile incap intr-o cutie care are forma de paralelipiped dreptunghic cu
dimensiunilede L=15cm, 1=10cm sih=2,5 cm.

D c

(Figura 3)
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BAREM
MODEL EVALUARE NATIONALA MATEMATICA - IUNIE 2016
SUBIECTUL | (30 de
puncte)
1 5 5p
Z405=="+—
2 2 10
1.5 1.1
2 10 2 2
3 X 3 5p
—=—=>X==
4 2 2
3
4-x+4:4-§+4:10
2017 5p
AB=AC=mB =mC op
mA +2-m B =180°
0 =200
B _180°-70 _ g0
2
AB = BC =6cmsi AA’ =BB’=CC’ =8cm 5p
ABCC’ dreptunghic in C
— BC’? =BC?+CC’?> =364+64=100= BC’=10cm
11 op
SUBIECTUL II (30 de
puncte)
Deseneaza prisma 4p
o 3(10a+b)=5(10b+c¢)
Noteaza prisma b=5 abe (85.95) 1p
6a=47+c be e (51,57) 5P,
2D
Notam cu X, lungimea drumului §i avem
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. . 1x+10 1p
In prima etapa: 5
< 1 4
Drum rdmas x— §X+1O =gx—10 1p
Etapa a doua: 1(ix—lo]ﬂ? 1p
2\ 5
1p
1x+10+£(ﬂx—10j+17+30:x
5 2\ 5
1x+zx+52:x
5 5
§x+52:x
5
52:x—§x
5
52=g:>X=130
5
1p
a) 2atb=0;-atb=-6 3
f(x)=2x- 4
2
c) x=4+/5/5u
2X 2 4x 22X +4x+2 2(X+1)2 3p
+ + = =
x+1 x-1 x*-1 (x-1)(x+1) (x-1)(x+1)
2X . 2 Ax 22X —4x+2 2(x—1)2 ,
x+1 x-1 x-1 (x-1)(x+1) (x-1)(x+1) P
a). BC? =BF?2 +CF? 1p
2
BC2 = 20? +15% = 625 P
1p

BC = 25cm
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b). Dacda FG 1. BC = EF =25—-2-FG 2p
. 1
G — BF-CF p
BC
FG =12cm
Ip
EF =25—-2.12=1cm
Ip
5 AB+EF -FG 1p
C). Daca FG L AB, AABFE = 5
Ip
BG= 25-1 :2=12cm
FG? = BF2 —BG?* = 20° —12% = 256 1p
FG =16cm 1p
25+1-16 ) 1p
AABFE - T - 268 = 208cm
a) Lungimea pastilei = inaltimea cilindrului+de doua ori raza 3p
Lungimea pastilei = 25 mm 2p
b) Volumul pastilei = volumul cilindrului plus volumul sferei (doua
semisfere)
Ip
3
Vpastila = ”th + 47TR 2p
16257 1,625 2p
pstia = mm® ==——7z cm® ~1,7cm®
¢) Asezand pastilele astfel ca naltimea lor sa corespunda cu indltimea cutiei,
vor incape: 1p
- pe lungime 15:0,5=30 pastile 1p
- pe latime 10:0,5=20 pastile. 1p
Total 30-20-1=600 pastile. 2p
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7. MODEL BAC MATEMATICA MATE-INFO — IUNIE 2016

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica.
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematicda-informatica .

¢ Toate subiectele (I, 11, I11) sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
¢ Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
¢ La toate subiectele se cer rezolvari complete.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

(5p) 1. Se considera functia f :R — R, f(x)=2-3x.Aratati ca fof este crescatoare.

(5p) 2. Si se rezolve in R ecuatia 2° +2"* =3.

(5p) 3. Care este probabilitatea ca alegand un element k € {1, 2,3,4, 5}, numirul C{ sa fie par?
(5p) 4. Determinati zeC,z=a+bi, a,b e Z astfel incat |z|=2.

(5p) 5. Sa se determine ecuatia inaltimii AM a AABC, unde A(-1,3),B(0,6),C(5,-2).

(5p) 6. Sa se calculeze sin2x, daca cosX = g, Xe [0, %j :

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

a’x+by+cz=-1 a2 b ¢
1. Se considerd sistemul < ax+b’y+cz=-1sifie A=| a b?> c | matricea
ax+by+c’z=-1 a b c

sistemului.
(5p) a) Sa se arate ca exista a,b,c nenule astfel incat detA=0.

(5p) b) Rezolvati sistemul pentru a=2, b=1, c=1.
(5p) c) Determinati a,b,c € R astfel incat sistemul sa admita solutia X=y =2z =1.
2. Pe (—oo,1)definim legea x*y =1—(1- x)'°gz<l*y) .

(5p) a) Aratati ca legea este asociativa.
(5p) b) Sa se determine elementul neutru al legii.
(5p) ) Sa se rezolve ecuatia X*X*X=X.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

1. Seconsideri functia f :R—> R, f(X)=x"-4x+3.

(5p) a) Sa se calculeze lim f (X)3 .
3t (x-1)

(5p) b) Aratati ca f este descrescatoare pe (—oo,l).
(5p) ¢) Determinati m,n e R, astfel incat lim/f (x) —(mx* +n)=5.

X—>0
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2. Fiefunctia f:R—>R, f(x)=In(1+e").

(5p) a) Sa se arate ca orice primitiva a lui f este crescatoare pe R.
1
(5p) b) Si se calculeze jln (1+€*)e*ax.
0
Inx

(5p) ¢) Calculati derivata functiei g:(0,00) = R,g(x)= j f(t)dt .

0

AUTOR prof. Nicolaescu Nicolae
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BAREM DE EVALUARE S| DE NOTARE

MODEL BAC MATEMATICA MATE-INFO — IUNIE 2016

Prof: Nicolaescu Nicolae

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul
corespunzator.

¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.
¢ Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

fof=2-3(2-3x)= -4+9x 3p

1. | fof este crescatoare (9>0) 2p

1

2X+21‘X=3:>2X+2—2X=3 Notdm 2* =y >0 P

5 | Ecuatia devine y?—3y+2=0cusolutile y,=2,y,=1 2

2°=2=x=1s 2°=1=x,=0 2p

I I I 3

C§=C§=i=6, C§=C§=i=15,C§=i=20 P
5111 4121 313!

nr.cazuri favorabile 3
3. | P= — = — 2p
nr.cazuri posibile 5

Z|=2=+a’+b* =2=a’+b* =4 2p

Ecuatia @” +b® =4arein Z x Z solutiile (2,0),(-2,0),(0,2),(0,-2)

o _—2-6_-8 1p
B 5.0 5
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5. 5 2p
Mg -M, ==1=m, =—
8
e e 5
Ecuatia inaltimii y—3:§(x+1):5x—8y+29:0
2p
2 2p
sinx=+/1— E :_@
6. 7 7
T . 1p
Deoarece X e O,E =sinx>0
. . 2
sin 2x = 2sin xcosx=22\/l_o-§:12\/1_o P
7 7 49
SUBIECTUL al li-lea (30 de puncte)
1. a> b ¢
detA=|a b*> c|=abc(abc+2-a—b-c) )
a b ¢ P
a
) | abc+2—-a—b-c=0 admite, de exemplu, casolutie a=b=c=1
3
p
4x+y+z=-1
4x+y+z=-1 4 1
Sistemul devine < 2X+y+z=-1= . Minorul principal este )
2X+y+z=-1 1
2X+y+z=-1 p
b X,y necunoscute principale si z necunoscuta secundara si notam Z =«
) dx+y=-1-a 1
Sistemul devine cusolutia Xx=0,y=-1-a,z2=a,a R D
2X+y=-1-«
2
Y
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a’+b+c=-1
Xx=y=z=1=<a+b’+c=-1
a+b+c’=-1
¢) | Scazand din prima ecuatie pe cea de-a doua obtinem (a—b)(a+b—1) =0
| Dac a—b=0=a=b .Din a doua ecuatie C =—1—a—a’ siinlocuitin a treia ecuatie
:>a4+2a3+3a2+4a+2:0:>(a+1)2(a2+2)=0:>a=—1 —a=b=c=-1
Il Dacd a+b=1=c*=-2 dinatreia ecuatie fals!
2. log, (1 log, (1 e log, (1-y)!
(X % y) %7 = (1_(1_ X) 092( *Y) ) %7 = {1_[1_(1_(1_ ) ng( *Y)) } :1—(1— )092( *y) of
a
)
3 log, (1-2) B Iogz[l—(l—(l—y)'OQZ(H))} 3 |ogz(1_y)'°92“*”
xx(y*z)=x*(1-(1-y) =<1-(1-x) =1-(1-x)
:1—(1— X)IogZ(l_y)logZ(l_z) , deci legea este asociativa
Legea este comutativd deoarece, dacd notam A= (1— X)IOQZ(lfy) ,B= (1— y)logZ(H) Si
logaritmam in baza 2 obtinem log, A =l0g, B si datorita injectivitatii functiei logaritmice
log, A=10g,B= A=B = x*xy=y=*X
bl xxe=x=1-(1-x)""" = x=1-x=(1-x)**"*
)
= (x#1) log, (1-e)=1=e=-1e(—0,1)
X* X * X :1—(1— X)Iogzz(H) (am aplicat asociativitatea legii)
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00,2 (1-x Iogzz(l—x) 2
° X xxx =1-(1-x)*% " = x = 1-x = (1-X) = log,? (1-x)=1 .
1 2
log, (1-x)=41=x =-1 X, ==
2 p
SUBIECTUL al lll-lea (30 de puncte)
1. x4—4x+3:x4—x—3x+3:x(x3—1)—3(x—1):(x—1)(x3+x2+x—3) 2p
:(x—l)z(x2+2x+3)
a) ) 3p
0 . f(x) . (x=1)7(¥*+2x+3) x*+2x+3 6
Cazul — lim 5 =lim 3 =lim————m—=—=—w
EHCEVE - SENCS R - T
b) f'(x)=4x3—4=4(x—1)(x2+x+1) f'(x)=0=>x=1 2p
X -0 1 0
2p
f'(x) 0 ++++++++++++H++H -+
f I NN N N A S )
1p
Deci f este descrescatoare pe (—oo,l)
Observam ca m>0 deoarece in caz contrar limita este +oo
lim ([ (x) —(mx? +n) =5 = lim/x* —4x+3 —(mx’ +n) = 2p
lim X —4x+3-m’x* —2mnx® —n® lim X! (1-m?*)—2mnx* —4x+3—n’
X0 Xt —4x+3+mx2+n xoe A 4 3 n
0 X _F+F+m+? 1p
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1-m*=0=m=1 2p
N _5n==5
2
2. | Fie F:R — R o primitiva a functiei f.
Atunci F'(x)=f (x)=In(1+e*)>0 3p
a) 2p
Atunci f este crescatoare pe R
Notam u(x)=1+e’ =t Atunci u(0)=2, u(1l)=1+e
e*dx = dt 2p
1 e+l
Integrala devine .[In(1+ ex)eXdX: .[ Intdt =
b) 0 2 2p
e+l
tintf;* — [ 1dt =(e+1)In(e+1)-2In2—t[;" 1p
2
Finalizare |I= :(e+1)ln(e+1)—2In 2+1—e
Fie F(t) o primitiva a functiei f.
Atunci g(x) =F(t) |:)"X: F(Inx)—F(0) 2p
c)
3p
g'(x)=F'(Inx)-0=f(Inx)-(Inx)'= |n(1+e'"X)1 _ In@+x)
X X




