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1. SOLUTION TO A PROBLEM IN “MATHEMATICAL MONTHLY 

AMERICAN” MAGAZINE 

 

By  George-Florin Serban , Pedagogical High School ’’D.P.Perpessicius’’ 

, Braila , Romania 
 

This problem is a generalization of Trajan Lalescu string.  

1 ( 1)! !,nn
nL n n       1

1
lim lim( ( 1)! !) .nn

n
n n

L n n
e



 
      (Traian  Lalescu ) 

11935.Proposed  by D.M.Batinetu-Giurgiu, “Matei  Basarab”  National   College, 

Bucharest,Romania, Anastasios  Kotronis , Athens, Greece, and  Neculai  Stanciu,  “George  

Emil Palade”  School  , Buzau, Romania. 

Let  f  be  a function  from  Z 
 to R

 such  that  
( )

lim ,
n

f n
a

n
  where   0.a    Fiind  

1

1

1 1

lim( ( ) ( )).
n n

n n

n
k k

f k f k





 

    

Solved   by  Profesor : George-Florin  Serban  , Pedagogical High School ,  Braila , Romania.  

Proposition: Let  the string of numbers  1( )n na   , 0,na  1lim 1,n

n
n

a

a




  

lim (0, ),n

n

a
x

n
   1lim( ) ,nn

n
n

a
y

a




   then  

1lim( ) lny.n n
n

a a x


   

Solution:  
1

1

( )
1 1( ) [(1 ( ) ] ,

n
n n

n n n

a n
a a

a a ann n n

n n

a a a

a a





  

 
1

1

( )
1 1ln( ) ln[(1 ( ) ] ,

n
n n

n n n

a n
a a

a a ann n n

n n

a a a

a a





  

   

11 1
1ln( ) ( ) ln[(1 ( ) ],

n

n n

a

a ann n n n
n n

n n

a a a a
a a

n a a
  




       1 1lim lim lim 1 1 0,n n n n

n n n
n n n

a a a a

a a a

 

  


      
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Then  11lim ln[(1 ( ) ] ln 1,

n

n n

a

a an n

n
n

a a
e

a
 




     then  

11 1
1lim ln( ) lim( ) ln[(1 ( ) ],

n

n n

a

a ann n n n
n n

n n
n n

a a a a
a a

n a a
  


 


      then   

1
1lim ln( ) lim( ) (lny).nn n

n n
n n

n

a a
a a x

n a




 
    

Application:  1lim( (1) (2) ( 1) (1) (2) ( )) ,n n

n
f f f n f f f n l


          (1) (2) ( ),n

na f f f n                                             

1

(1) (2) ( ) (1) (2) ( ) (1) (2) ( 1)
lim lim lim lim

( 1) (1) (2) ( )

nn
n n

n nn n n n

f f f na f f f n f f f n n
x

n n n n f f f n   

         
    

 

( 1) 1
lim ( ) ,

1 1

n

n

f n n a
x a

n n e e


    

 
  because  1lim lim ,nn

n
n n

n

a
a

a



 
     (Cauchy  d´Alembert ).                              

1 1
1

1

(1) (2) ( 1) (1) (2) ( 1) 1
lim lim lim 1 1,

1(1) (2) ( ) (1) (2) ( )

n n
n

n n nn n
n

f f f n f f f na n n e a

a n n a ef f f n f f f n

 


   

    
     

 

 

1
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f f f na f n

a f f f n f f f n


 
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 
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2. DEZVOLTĂRI DIN O. BOTTEMA 

 

Marin Chirciu
1
 

 

În „Geometric Inequalities” de O. Bottema, R. Z. Djordjević, R. R. Janić, D. S. Mitrinović și P. M. 

Vasić, apărută la Groningen, Olanda în 1969 , în capitolul 6: „Inegalități cu laturi, înălțimi și raze în 

triunghi”, paginile 65-66 se găsesc următoarele inegalități în triunghi:6.21, 6.22, 6.23, 6.24.  

Articolul prezintă dezvoltări ale acestora. 

6.21: a) 
1 1 1 3

2 2 2a b ch r h r h r r
  

  
. 

E. A. Bokov, Matematika V. Škole 4/1966 

Soluție:  
2

,  a

S S
h r

a p
  ; 

1 1 1

2 22 2 2
s

a

ap p a
M

S Sh r S p a rp p a

a p

    
  


      

2

1 2(2 ) 2 3

2

Euler

d

R r R r
M

r r r r

 
     . Egalitate pentru triunghiul echilateral. 

b) 
1 3

2ah r r



 . 

Soluție:  
2

,  a

S S
h r

a p
  ; 

1 1 1

2 2

Nesbitt

s

a

ap p a
M

S Sh r S p a rp b c

a p

    
  


      

1 3 3

2 2

Nesbitt

dM
r r

    . Egalitate pentru triunghiul echilateral. 

c) 
1 3 1

3ah nr n r
 

 
 , unde 0 2n  . 

Dezvoltare, Marin Chirciu 

                                                           
1
 Profesor, Colegiul Național „Zinca Golescu”, Pitești 
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Soluție:  

21 1 1 1

2 2 2 ( 2 )

B e r g s t r m

s

a

a p p a a
M

S Sh r S p na rp p na r a p na
n

a p

     
   

 
      

2 2 2 2

2 2 2 2 2

1 ( ) 1 2 1 2 1 2

(2 ) 2 2 ( )

Bergstrom a b c a bc a bc a bc

r a p na r p a n a r p n a r a b c n a

          
        

          
  

2 2 (1)

2 2 2

1 2 1 2 3 1

2 (1 ) 2 3
d

a bc a bc
M

r a bc n a r n a bc n r

     
      

         
,  

unde (1) 

2
2 2

2

2 3
(3 ) (6 2 ) (3 3 )

(1 ) 2 3

a bc
n a n bc n a

n a bc n

  
       

    
     

2 6 2 2bc n a n bc     , evident. Egalitate pentru triunghiul echilateral sau pentru 0n  . 

Obs. Pentru 2n   se obține a). Pentru 1n  se obține b).   

6.22:  a) 6a b c

a b c

h r h r h r

h r h r h r

  
  

  
.  

C. Coșniță și F. Turtoiu, cdp București 1965 

 

Soluție: Folosim 
2

,  a

S S
h r

a p
 

2

2 2

2 2
s

S S

p a p aa p
M

S S p a b c

a p


 

    
 


    

2 2 3
1 3 2 3 2 6

2

Nesbitt

d

a b c a a
M

b c b c b c

   
          

   
    

b) 
3

3
3

a

a

h nr n

h nr n

 
 

 
 , unde 0 2n  . 

Dezvoltare, Marin Chirciu 

 

Soluție: 

2

2 2 2 2
1

2 2 2 2

S S
n

p na p na na naa p

S S p na p na p na
n

a p

 
   

     
    

      
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 
22 ( )

2 2
3 2 3 2 3 2

(1 ) (1 ) 2 (1 )

CS aa a
n n n

b c n a ab ac n a bc n a


         

         
     

2 (1)

2

2 3 9 3 6 9 3 3
3 2 3 2 3

(1 ) 2 3 3 3 3

a bc n n n n
n n

n a bc n n n n

      
         

       
 , 

unde (1) 

2
2

2

2 3
2 2

(1 ) 2 3

a bc
n a n bc

n a bc n

  
   

    
  , evident. 

Obs. Pentru 1n   se obține a).  

6.23:a) Pentru 

2

3
2

4
0,  ,  ,  

27

a b c
k

a a b b c c

h r h r h r r
k M

h r h r h r R

   
  

   
,  

unde  

1

,  ,  
3

k k k k

k

x y z
M x y z

  
  
 

. 

R. Z. Djordjević, Yugoslavia ,1969 

 

Soluția 1.Avem 
*kN . 

Pentru 

2

3
2

4
1 3

27

a

a a

h r r
k

h r R


  


 . 

2 2

1 1
( ) 1

2 2 2

( )

a
s

a a

S S p a

h r p aa p ap
M p a p

S S p a ah r p p p

a p a a p a




 
        

 


 

     . 

Inegalitatea de demonstrat se scrie: 

2 2
2 23

2 2

4 4
1 3 1 27 4

27 27

r r
R r

R R
       , evident din 

inegalitatea lui Euler. 

Pentru 

1
2 2

2

3
2

4
2

3 27

a

a a

h r

h r r
k

R

  
  

      


. 
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1 1
2 22 2

1
2(1) (2)2

3
2

1 1 1 4

3 3 3 9 3 27
s

p a p a

p p r
M

R

       
      

                     

 
, unde (1) rezultă din 

2
2 2 2 ( )

3

x y z
x y z

 
    și (2) 2R r  , inegalitatea lui Euler. 

Pentru 

1

2

3
2

4
,  2,  

3 27

n n

a

a a

h r

h r r
k n n n

R

  
  

        


. 

1 1

1
2(2)

3
2 2

1 1 1 4

3 3 3 3 3 3 27

n nn n

a a

Holder n
a a a a

n n

h r h r

h r h r r

R

       
      

                      

 
 , unde inegalitatea lui Holder: 

2

( )

1 1 1 3 (1 1 1)

n n n n

n

x y z x y z


 
  

 
  și (2) 2R r  , inegalitatea lui Euler. 

Soluția 2. 

Folosim inegalitatea lui Jensen. 
1 2( ) ,  ( ) ( 1) ,  ( )k k kf x kx f x k k x f x x       este convexă 

pentru 1k  ,  
3 3

kk k k

a

r

x y z x y z h r
x

h r

     
   

 
 și 1x  . 

1

3 3 3

k k

a a
k

a a a a

h r h r

h r h r

   
            

   

 
. 

1

2

3
2

1 4

3 3 27

k k

a

a a

h r

h r r

R

  
  

      


. 

 

b)Pentru 
*kN  demonstrați că:  

2
2 3

2

2 2 2 4
 ,  ,  

2 2 2 27

a b c
k

a a b b c c

h r h r h r r
M

h r h r h r R

     
   

     
. 

Dezvoltare, Marin Chirciu 
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Soluție: 

2

2

2 2 2
2

2 2( )( )

2 2 2 22 2
2

( )

a

a a

S S p a

h r p a p a p aa p ap

S S p a ah r p p

a p a a p a


 

    
         

 

.  

2 2
2 1

,
2 3

a

a a

h r p a p a
x x

h r a a

     
      

    
  . 

1

11

2

2

2

21 2 1 1 )

3 2 3 3 (1 1 1) 3

k k

a k kk k

a aa
s k k

a a

h r

h rh r p a
M

h r p

  
                                           


     

1

21 2
2 2 2 3

3
2 2 2

1

1 1 4 43

3 3 3 27 27

k

k k

k k

r r

R R

 
       

                     
 

 . 

 

c) 

2

32 2 2 2
 ,  ,  

2 2 2 27

a b c
k

a a b b c c

h r h r h r r
M

h r h r h r R

     
   

     
, pentru

*kN  . 

Dezvoltare, Marin Chirciu 

 

Soluție:   Se folosește b)și inegalitatea lui Euler.Pentru
2

2

a

a a

h r
x

h r





,

2

2

b

b b

h r
y

h r





,

2

2

c

c c

h r
z

h r





 

Avem  ,  ,  kM x y z =

1
222 2

33
2

1 2 1 2 4

3 2 3 27 27

k k

a

a a

h r r r

h r R R

       
                       
 . 

6.24:  a) 0a a b b c c

a a b b c c

h r h r h r

h r h r h r

  
  

  
 . 

C. Coșniță și F. Turtoiu, cdp București 1965 
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Soluție:   Folosim 
2

,  a a

S S
h r

a p a
 


 

2

2 3 2

2 2
s

S S

p a b c aa p a
M

S S p a b c

a p a


  

    
 




    

2 3
1 3 2 3 2 0

2

Nesbitt

d

a a
M

b c b c

 
         

  
  . 

 b) 
1

3
1

a a

a a

h nr n

h nr n

 
 

 
 , unde 0 2n  .  

Dezvoltare Marin Chirciu 

Soluție:   

2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2
s

S S
n

p a na p a na naa p a
M

S S p a na p a na
n

a p a

 
    

   
   

 


     

(1)2 3 1
1 3 2 3 2 3

2 2 2 2 1 1
d

na a n
n n M

p a na p a na n n

  
          

      
  ,  

unde 
3

(1)
2 2 1

a

p a na n
 

  
 , care rezultă din 

00

2 2 2 ( 1)

a a a a

p a na a b c a na b c a na b c n a


   
           

      

 
22 2( ) (2)

2 2 2

2 3

( 1) 2 ( 1) ( 1) 2 1

CS aa a bc

ab ac n a bc n a n a bc n

   
   

           
 ,  

unde (2) 
2 2 2( 1) (2 2) (3 3) 6 (4 2 ) (4 2 )n a n bc n a bc n a n bc                , 

evident pentru 2n  . Egalitatea are loc pentru triunghiul echilateral sau pentru 0n  . 

   
Bibliografie: 

1.  O. Bottema, R. Z. Djordjević, R. R. Janić, D. S. Mitrinović și P. M. Vasić, „Geometric 

Inequalities”, Groningen  1969, Olanda . 

2. Marin Chirciu, Inegalități geometrice, de la inițiere la performanță, Editura Paralela 45, Pitești, 

2015. 

3. Marin Chirciu, Inegalități trigonometrice, de la inițiere la performanță, Editura Paralela 45, 

Pitești, 2016. 

 



REVISTA ELECTRONCĂ MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 – NOIEMBRIE 2016 www.mateinfo.ro 

 

 

10 

3. SOLUŢII PENTRU UNELE PROBLEME DIN MATHEMATICAL 

REFLECTIONS 

Nela Ciceu şi Roxana Mihaela Stanciu 

 

Soluţie: 

 

 

Soluţie: 
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Soluţie: 

 

 

Solution: 

 

If 5, yx , then by AM-GM inequality we have 

                                         xyxyyxyx 91055 2233  ,  
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so we not obtain solutions. 

Let 4y . It remains to solve the equations 

                            06436;02727;0818;019 3333  xxxxxxxx . 

We obtain the solutions )2,4(),4,2( . 

 

 

 

Solution: 

By AM-GM inequality we have 

 

Adding up the inequalities from above we obtain the desired inequality. 

 

 

 

Solution: 

Adding the equations we obtain 
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Subtracting we obtain 

                        
Since 14=1+4+9 we deduce that one of the expresions x-y, y-z, z-x is 3 . By the system (2) 

yields: 

i) 1,2,4,3  xzyxzyxzy , so we obtain the solution (1,3,0). 

ii) 1,2,4,3  xzyxzyxzy , and we obtain the solution ).0,3,1(   

 

 

Solution: 

Since CBEF  is rectangle, yields immediately that CBEF  and DEFCBA  . 

By CBFCAEBAEOF  )(2 , we obtain 









2
cos2

A
REF .  

The inequality to prove becomes 

    


















































2
cos

2
cos

2
cossinsinsin

2
cos

2
cos

2
cos8 3 CBA

CBA
CBA

Rabc  

1
2

sin
2

sin
2

sin8 

























CBA
, which is well-known. 
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Solution: 

We shall prove that if  0, ba , then baba  1111 . 

We have 

    babababababa  1211)1)(1(2111111  

01)1)(1(  abbaba . 

By induction yields that if 0,...,, 21 naaa , then 

                    nn aaanaaa  ...111...11 2121 . 

Hence, 

                    nn nxxxnnxxx ...2111...211 2121  

                21)1(...221 32  nxnxxn n . 

The minimum occurs for 0...,0 321  nxxxx . 
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4. ASUPRA UNOR DESCOMPUNERI n-FIBONACCI 

-- STUDIU DE SPECIALITATE-- 

Prof. Stan Ilie 

Colegiul Tehnic “Anghel Saligny”, Roşiorii de Vede, Teleorman 

 

Despre numerele din şirul lui Fibonacci (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,...) sau şirul creşterilor 

naturale, se cunosc multe proprietăţi: 

- Şir recurent definit prin relaţia fn=fn-1+fn-2 pentru n , f0=0, f1=1. 

- Raportul de aur pentru , cu n cât mai mare 

- Orice termen Fibonacci se scrie ca sumă de numere prime. Şi multe altele! 

Pornind, ca idee, de la ultima proprietate, ne întrebăm dacă: 

a) Orice număr prim se poate scrie folosind termeni distincţi Fibonacci? 

b) Orice număr natural se descompune în sumă de termeni  distincţi Fibonacci? 

Studiem problema mai generală de la punctul b)…poate găsim răspunsuri şi pentru a)! 

Aşadar f0=0, f1=1,f2=1,f3=2, f4=3, f5=5, f6=8, f7=13, f8=21, f9=34, f10=55… 

Câteva descompuneri şi observaţii... 

1=1+0,  

2=1+1, 

3=2+1, 4=3+1,  

5=3+2, 6=5+1, 7=5+2,  

8=5+3, 9=8+1, 10=8+2, 11=8+3, 12=8+3+1 

13=8+5, 14=13+1, 15=13+2, 16=13+3, 17=13+3+1, 18=13+5, 19=13+5+1, 20=13+5+2 

21=13+8… 

Pentru o privire mai de ansamblu, folosim calculatorul şi scriem două programe ajutătoare. 

Acestea generează descompunerile numerelor naturale utilizând metoda Greedy. 

Primul afişează aceste descompuneri.  

Algoritm  

  n este numărul maxim până la care vrem să urmărim descompunerea 

  f-vector pentru termenii Fibonacci 

  iniţializări 

  generare şi afişare termeni Fibonacci 

  afişare descrescătoare a descompunerilor 

Sfârşit algoritm 
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Am afişat descompunerile numerelor până la 21=f8(calculatorul a făcut-o până la 100).  

Acestea sunt exemple pentru prima parte a demonstraţiei prin inducţie. 

Presupunem adevărată Pk 

Pk:Toate numerele mai mici ca fk pot fi scrise ca sume de fi neconsecutive. 
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Verificăm Pk+1 

Orice număr x se află între 2 termeni Fibonacci consecutivi. 

Fie fk+1<x<fk+2 

Avem x = fk+1 + (x - fk+1) 

fk+1-fk+1<x-fk+1<fk+2-fk+1 = fk deci x-fk+1< fk care se poate, conform Pk, descompune. 

Rezultă Pk+1 adevărată. qed 

 

Rezultatele programului anterior ne induc întrebarea: 

“Există un număr maxim de termeni Fibonacci la descompunerea oricărui număr natural?” 

Folosim al doilea program pentru a afisa doar numerele unde creşte necesarul de termeni 

Fibonacci. 

 

Algoritm  

  n este numărul maxim până la care vrem să urmărim descompunerea 

  f-vector pentru termenii Fibonacci 

   a-vector pentru păstrarea numărului de termeni Fibonacci necesar fiecarui număr 

  iniţializări 

  generare termeni Fibonacci 

  completare vector a 

afişarea primelor valori ale lui a unde creşte numărul termenilor necesari 

Sfârşit algoritm 
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Găsim şirul {sn}0,1,4,12,33,88,232,609,1596,4180… 

Încercăm să găsim regula de generare: 

n sn Regulă 

0 0  

1 1  

2 4  

3 12 4*3 

4 33 12*3-3 

5 88 33*3-11 

6 232 88*3-32 

7 609 232*3-87 

8 1596 609*3-231 

9 4180  

Deducem regula sn=3sn-1-sn-2+1 
Regulă ce se verifică şi pentru următorii termeni ai şirului sn. 

O relaţie recurentă(desigur...doar foloseşte termeni Fibonacci!), o relaţie frumoasă şi interesantă 

dar nu o relaţie facilă! 

Privind din nou şirul {sn}0,1,4,12,33,88,232,609,1596,4180…, observăm că este format din 

numere aflate în preajma unor numere Fibonacci! 

Mai exact 1-1, 2-1, 5-1, 13-1, 34-1,89-1,… 

Adică f1-1, f3-1, f5-1, f7-1, f9-1, f11-1,…f2n+1-1 pentru n număr natural 

Deci {sn}={ f2n+1-1} 

Putem aşadar enunţa: 

Este nevoie de n termeni Fibonacci la scrierea ca sumă pentru numere ≥ f2n+1-1. 

Sau reformulând mai riguros: 

În intervalul [f2n+1-1, f2n+3-1), există numere ce necesită n termeni Fibonacci în 

descompunerea lor ca sumă. 

Dar în matematică, şi nu numai(!), afirmaţiile trebuie susţinute cu demonstraţii! 

0=f0 12=f6+f4+f2 25=f8+f4+f2 

1=f1 13=f7 26=f8+f5 

1=f2 14=f7+f2 27=f8+f5+f2 

2=f3 15=f7+f3 28=f8+f5+f3 
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3=f4 16=f7+f4 29=f8+f6 

4=f4+f2 17=f7+f4+f2 30=f8+f6+f2 

5=f5 18=f7+f5 31=f8+f6+f3 

6=f5+f2 19=f7+f5+f2 32=f8+f6+f4 

7=f5+f3 20=f7+f5+f3 33=f8+f6+f4+f2 

8=f6 21=f8 34=f9 

9=f6+f2 22=f8+f2 35=f9+f2 

10=f6+f3 23=f8+f3 36=f9+f3 

11=f6+f4 24=f8+f4 37=f9+f4 

 

Tabelul de mai sus poate fi considerat bun pentru prima parte a unei demonstraţii prin inducţie 

pentru n=2,3,4 

Presupunem că f2n+1-1 este primul număr ce are nevoie de n termeni Fibonacci. 

f2n+1-1=f2n+f2n-2+f2n-4+…+f4+f2 

Următoarele numere naturale, se obţin cu 1,2,…,n termeni Fibonacci  

f2n+3-1= f2n+2+ f2n+1= f2n+2+ f2n+f2n-2+f2n-4+…+f4+f2. Adică n+1 termeni. qed 

 

Să încercăm să folosim şi diferenţe nu doar sume! Poate reuşim obţinerea unei relaţii cu un 

număr fix de termeni în descompunere. 

12 era primul număr ce necesita 3 termeni în descompunere 12=f6+f4+f2 

Acum poate fi scris cu doar 2: 12=13-1=f7-f2 

17 însă se scrie tot 17=13+3+1. 

Cu ajutorul programului de mai jos – program neoptimizat – putem determina numărul de 

termeni Fibonacci necesar în descompunerea de forma fi1±fi2±fi3±fi4±fi5±... 
 

program 

desc_in_suma_alternanta_de_nr_fibonacci_max_5; 

var i,j,k,l,i5,nf,m,n:longint; 

    f:array[0..1000] of longint; 

    s:array[0..400000000] of integer; 

begin 

n:=400000000;m:=46; 

for k:=0 to 1000 do f[k]:=0; 

for k:=0 to n do begin s[k]:=0;end; 

  f[0]:=0;f[1]:=1; 

m:=42; 

//generare vector f cu termeni fibonacci 

for i:=2 to m do begin 

 f[i]:=f[i-1]+f[i-2]; 

 s[f[i]]:=1; 

 end; 

//fj+fi sau fj-fi 

nf:=m-4; 

for i:=1 to nf do 

 for j:=i to nf do begin 

 s[f[i]+f[j]]:=2; 

 s[f[j]-f[i]]:=-2; 

 end; 

//fk+-fj+-fi 

for i:=1 to nf-2 do 

 for j:=i+1 to nf-1 do 

  for k:=j+1 to nf do begin 

  s[f[k]+f[j]+f[i]]:=3; 
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  s[f[k]+f[j]-f[i]]:=-3; 

  s[f[k]-f[j]+f[i]]:=-3; 

  s[f[k]-f[j]-f[i]]:=-3; 

  end; 

//fl+-fk+-fj+-fi 

 

for i:=1 to nf-3 do 

 for j:=i+1 to nf-2 do 

  for k:=j+1 to nf-1 do 

   for l:=k+1 to nf do begin 

 

  s[f[l]+f[k]+f[j]+f[i]]:=4; 

  s[f[l]+f[k]+f[j]-f[i]]:=-4; 

  s[f[l]+f[k]-f[j]+f[i]]:=-4; 

  s[f[l]+f[k]-f[j]-f[i]]:=-4; 

  s[f[l]-f[k]+f[j]+f[i]]:=-4; 

  s[f[l]-f[k]+f[j]-f[i]]:=-4; 

  s[f[l]-f[k]-f[j]+f[i]]:=-4; 

  if f[l]-f[k]-f[j]-f[i]<0 then 

  s[-f[l]+f[k]+f[j]+f[i]]:=-4 else 

  s[f[l]-f[k]-f[j]-f[i]]:=-4; 

  end; 

 

//fi5+-fl+-fk+-fl+-fj+-fi 

for i:=1 to nf-4 do 

 for j:=i+1 to nf-3 do 

  for k:=j+1 to nf-2 do 

   for l:=k+1 to nf-1 do 

    for i5:=l+1 to nf do begin 

  s[f[i5]+f[l]+f[k]+f[j]+f[i]]:=5; s[f[i5]+f[l]+f[k]+f[j]-

f[i]]:=-5; 

  s[f[i5]+f[l]+f[k]-f[j]+f[i]]:=-5;s[f[i5]+f[l]+f[k]-f[j]-

f[i]]:=-5; 

  s[f[i5]+f[l]-f[k]+f[j]+f[i]]:=-5;s[f[i5]+f[l]-f[k]+f[j]-

f[i]]:=-5; 

  s[f[i5]+f[l]-f[k]-f[j]+f[i]]:=-5; 

  if f[i5]-f[l]-f[k]-f[j]-f[i]<0 then s[-

f[i5]+f[l]+f[k]+f[j]+f[i]]:=-5 else 

  s[f[i5]-f[l]-f[k]-f[j]-f[i]]:=-5; 

 

  if f[i5]-f[l]-f[k]-f[j]+f[i]<0 then s[-f[i5]+f[l]+f[k]+f[j]-

f[i]]:=-5 else 

  s[f[i5]-f[l]-f[k]-f[j]+f[i]]:=-5; 

  s[f[i5]-f[l]-f[k]+f[j]-f[i]]:=-5;s[f[i5]-f[l]-

f[k]+f[j]+f[i]]:=-5; 

  s[f[i5]-f[l]+f[k]-f[j]-f[i]]:=-5;s[f[i5]-f[l]+f[k]-

f[j]+f[i]]:=-5; 

  s[f[i5]-f[l]+f[k]+f[j]-f[i]]:=-5; 

  if f[i5]-f[l]-f[k]-f[j]-f[i]<0 then s[-

f[i5]+f[l]+f[k]+f[j]+f[i]]:=-5 else 

  s[f[i5]-f[l]-f[k]-f[j]-f[i]]:=-5; 

 end; 

for i:=0 to 2000 do if s[i]=0 then write(i,'-'); 

end. 
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Pentru fi1±fi2 obţinem n=4 ca fiind primul număr ce necesită 2 termeni Fibonacci. 

Pentru fi1±fi2±fi3 obţinem n=17 ca fiind primul număr ce necesită 3 termeni Fibonacci. 

Pentru fi1±fi2±fi3±fi4 obţinem n=72 ca fiind primul număr ce necesită 4 termeni Fibonacci. 

Pentru fi1±fi2±fi3±fi4±fi5 obţinem n=305 ca fiind primul număr ce necesită 5 termeni Fibonacci. 

Se pare că nici cu această descompunere nu vom avea un număr fix de termeni... 

f0=0, f1=1,f2=1,f3=2, f4=3, f5=5, f6=8, f7=13, f8=21, f9=34, f10=55 

Să construim intervalele I1, I2, I3,I4,...Ik ce necesită 1,2,3,4,...k termeni Fibonacci în 

descompunere. 

f4=3=2+1=f3+f2 este ultimul număr(cel mai mic ultim număr...) ce se scrie ca suma a 2 

termeni consecutivi Fibonacci.  

I1={0,1,2,3} evident. 

4=1+3=f2+f4 este primul ce necesită 2 termeni Fibonacci. 

Fie A=N\I1={4,5,…} Din aceasta vom alege multimea I2. 

Cum  

{f5-3,…,f5+3} {f6-3,…,f6+3}  

( {5-3,…,5+3} {8-3,…,8+3} adică {2,…,8}} {5,…,11} ) si  

{f6-3,…,f6+3} {f7-3,…,f7+3}    

({8-3,…,8+3} {13-3,…,13+3}  adica {5,…,11} {10,…,16} ) iar  

{f7-3,…,f7+3} {f8-3,…,f8+3}=    

({13-3,…,13+3} {21-3,…,21+3}=  adica {10,…,16} {18,…,24}= )   

B={f5-3,…,f5+3} {f6-3,…,f6+3} {f7-3,…,f7+3}={f5-3,…,f7+3}={5-3,…,13+3}={2,16} 

I2=A B={4,5,…,16} 

Similar se construieste I3 pornind de la  

{16+1,…,f8,f8±16,...,f9±16,...,f10±16} 

{17,…21,…21+16,…,34-16,…,34+16,…,55-16,…,55+16}={17,…,71} samd 

Vom avea: I1={0,1,2,3},  I2={4,5,…,16}, I3={17,…,71}, I4={72,…,304}, I5={305,…,1291} 

samd 

Observăm că: I1={0, f3-1,…, f6-1}, I2={ f6,…, f9-1}, I3={ f9,…, f12-1},  

I4={ f12,…, f15-1}, I5={ f15,…, f18-1} 

Singurul care pare că nu se încadrează, direct, în regulă este I1. 

O scurtă analiză şi o mică ajustare conduc la I0={ f0,…, f3-1} şi I1={ f3,…, f6-1}respectiv 

I0={0} şi I1={1,2,3} 

În general Ik={ f3k,…, f3(k+1)-1} pentru orice număr k natural. 

I0 are un element(1=f1), I1 are 3 elemente(3=f4), I2 are 13=f7, I3 are 55=f10,... 

În general card(Ik)=f3k+1 

Altfel enunţat: Oricare dintre cele f3k+1 numere naturale din intervalul [ f3k, f3(k+1)), 

necesită maxim k termeni Fibonacci în descompunerea în sumă pseudoalternantă. 

Concluzii studiu: 

Orice număr întreg n se descompune ca sume respective diferenţe de termeni Fibonacci. 

Numărul acestora este dependent de mărimea lui n. 
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                              5.PĂTRATE MAGICE PITAGOREICE 

Prof. Stan Ilie 

 

Un pătrat magic are aceeaşi sumă pe fiecare linie, coloană sau diagonală. Fiecărei litere din 

pătrate îi corespunde un număr conform descrierii ce urmează.  

Trei numere naturale, ce verifică teorema lui Pitagora, determină o tripletă pitagoreică. 

Toate răspunsurile se află în triunghiul dintre pătrate! 

Fiecărei litere din pătrate îi corespunde un număr natural conform descrierii ce urmează. 

Unele numere au mai multe descrieri. 

 

 

 

A  Produsul maxim a două laturi 

B  Numărul  punctelor determinate de intersecţia laturilor, înălţimilor, medianelor 

Produsul dintre raza cercului circumscris şi una dintre catete 

C  Ipotenuza+una dintre catete 
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Numărul unghiurilor ascuţite ce apar datorită triunghiului median 

D  Aria triunghiului; Perimetrul triunghiului median 

Numărul triunghiurilor echivalente determinate de punctul G şi laturi 

E  Ipotenuza + cealaltă catetă 

Pătratul uneia dintre catete 

F  Numărul total al laturilor, înălţimilor, medianelor, bisectoarelor şi mediatoarelor distincte 

G  Numărul triunghiurilor determinate de laturi şi înălţimi; Cea mai mică latură 

H  Numărul laturilor reprezentate prin numere prime 

Numărul unghiurilor ascuţite 

Raza cercului exînscris corespunzător celei mai mici catete 

I  Perimetrul triunghiurilor determinate de liniile mijlocii 

Suma catetelor primelor două triunghiuri pitagoreice ce nu sunt asemenea 

J  Minimul produsului a două laturi 

Perimetrul triunghiului 

K  Numărul perechilor de unghiuri complementare 

Numărul unghiurilor drepte; Raza cercului înscris 

L  Suma catetelor primului triunghi pitagoreic ce are aria şi perimetrul reprezentate prin 

acelaşi număr 

M  Media aritmetica a minimului şi maximului laturilor 

Numărul punctelor de intersecţie al laturilor, înălţimilor 

N  Produsul a două laturi 

Numărul triunghiurilor determinate de mediane cu laturile 

O  Pătratul celeilalte catete 

Aria pătratului ce are ca latură una dintre catete 

P  Numărul poligoanelor din figura geometrică determinată de triunghi şi triunghiul median 

R  Diametrul cercului circumscris 

Cea mai mare latură 

S  Suma pătratelor catetelor; Pătratul ipotenuzei 

Aria pătratului ce are ca latură ipotenuza 

T  Numărul punctelor de intersecţie determinate de laturi, mediane 

Suma catetelor celui mai mic triunghi pitagoreic 

U  Numărul punctelor determinate de intersecţia laturilor, medianelor, bisectoarelor  

Suma catetelor celui de al treilea triunghi pitagoreic (ca arie) 

V  Suma catetelor celor mai mici două(ca suprafaţă) triunghiuri pitagoreice 

W  Lungimea totală a liniilor din figura determinată de triunghi şi triunghiul său median 

X  Numărul punctelor de intersecţie determinate de laturi, înălţimi, bisectoare, mediane 

Y  Suma razelor cercurilor exînscrise şi a laturilor corespunzătoare 

Z  Suma diametrelor următoarelor trei cercuri: înscris, circumscris şi exînscris corespunzător 

ipotenuzei. 

 



REVISTA ELECTRONCĂ MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 – NOIEMBRIE 2016 www.mateinfo.ro 

 

 

24 

6. ASUPRA UNOR IDENTITĂȚI ÎN TRIUNGHI 

Prof. Cantemir Iliescu
1
  

 

 

 

 



REVISTA ELECTRONCĂ MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 – NOIEMBRIE 2016 www.mateinfo.ro 

 

 

25 

 

 

 



REVISTA ELECTRONCĂ MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 – NOIEMBRIE 2016 www.mateinfo.ro 

 

 

26 

 

 

 



REVISTA ELECTRONCĂ MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 – NOIEMBRIE 2016 www.mateinfo.ro 

 

 

27 

 

 



REVISTA ELECTRONCĂ MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 – NOIEMBRIE 2016 www.mateinfo.ro 

 

 

28 

 

 



REVISTA ELECTRONCĂ MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 – NOIEMBRIE 2016 www.mateinfo.ro 

 

 

29 

 

 

 



REVISTA ELECTRONCĂ MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 – NOIEMBRIE 2016 www.mateinfo.ro 

 

 

30 

 

 



REVISTA ELECTRONCĂ MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 – NOIEMBRIE 2016 www.mateinfo.ro 

 

 

31 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



REVISTA ELECTRONCĂ MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 – NOIEMBRIE 2016 www.mateinfo.ro 

 

 

32 

7. COORDONATE BARICENTRICE 

 - STUDIU DE SPECIALITATE - 

Oprea Elena Georgiana- Liceul Tehnologic “Puiești”  Vaslui 

 

Definiția 1. [1] ,A B d  fiind două puncte fixate ale unei drepte d , pentru un punct 

M d  numerele unic determinate ,    cu proprietatea că 1    și PM PA PB   , 

pentru orice punct P d , se numesc coordonatele baricentrice absolute(sau ponderile) 

punctului M   în raport cu reperul afin ( , )aR A B . 

Propoziția 1.[1]Fie ABC  un triunghi cu laturile , ,a b c și P  un punct din planul 

triunghiului, atunci coordonatele baricentrice absolute ale centrului de greutate sunt 
1 1 1

, ,
3 3 3

G
 
 
 

. 

 
Demonstrație. Căutăm , ,    cu 1      astfel încât  

 .PG PA PB PC       

Ținând cont că  
'

2
AG

GA
 , avem  

 '2PG PA AG PA GA    . 

Deci   

 '2( ) 2 2
2

PB PC
PG PA GP PA PA PG


         

 2 3PG PG PA PB PC PG PA PB PC          . 

Astfel   

 
1 1 1

3 3 3
PG PA PB PC   . 

Deci coordonatele baricentrice ale centrului de greutate sunt  
1 1 1

, ,
3 3 3

G
 
 
 

. 
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Propoziția 2.[1]  Fie ABC  un triunghi de laturi , ,a b c  și P  un punct din planul triunghiului. 

Atunci coordonatele baricentrice ale vârfurilor triunghiului sunt (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)A B C . 

 
Demonstrație. Pentru a determina coordonatele baricentrice ale punctului A , căutăm 

scalarii , ,     cu 1      astfel încât PA PA PB PC     . Obținem 

1, 0, 0      deci (1,0,0)A . 

 Pentru a determina coordonatele baricentrice ale punctului B , căutăm scalarii , ,     cu 

1      astfel încât PA PA PB PC     . Obținem  0, 1, 0      deci (1,1,0)B .  

 Pentru a determina coordonatele baricentrice ale punctului C , căutăm scalarii , ,     cu 

1      astfel încât PA PA PB PC     . Obținem  0, 0, 1      deci (0,0,1)A . 

 

 

Bibliografie 

 Chiș, M.,Smale, Coordonate baricentrice,(http : ==www:viitori 

olimpici:ro=uploads= attachdata=68=17=25==coordinate  baricentrice:pdf). 

 C., Coandă, Gazeta matematică, nr. 8, 2005.   

 N., Teodorescu,Culegere de probleme pentru concursurile de matematică, vol. 5, 

București, 1977. 

 https://prezi.com/que6exwocfjc/iaccoordonate-baricentrice/. 
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8. ÎNVĂȚATREA PRIN DESCOPERIRE LA MATEMATICĂ 

Prof. Florea Maria Luminița- Școala Gimnazială „Sf. Andrei” Vaslui 

 

 Scopul predării matematicii este de a-i face pe elevi să gândească şi mijlocul  îl reprezintă 

rezolvarea problemelor care cer un anumit grad de creaţi. Relativ la condiţiile pedagogice pe care 

trebuie să le îndeplinească problema se subliniază: 

 să aibă sens şi să fie adresată în cel mai oportun moment din punctul de 

vedere al elevului; 

 să ţină seama de cunoştinţele însuşite anterior de elevi, să trezească 

interesul, să fie clar enunţată, să solicite efort din partea elevului. 

Problematizarea având o sferă de existenţă comună cu conversaţia euristică, întrebările 

frontale sau individuale utilizate în etapa  de pregătire a introducerii unei noţiuni sau chiar în 

etapa prezentării materialului nou, se adresează gândirii sau raţionamentului şi determină situaţii 

conflictuale numite situaţii – problemă.  

Organizarea acestor situaţii-problemă trebuie să fie astfel încât întrebările să apară în 

mintea elevului fără ca acestea să fie formulate de către profesor.  

Evenimentele implicate în rezolvarea de probleme sunt: 

 prezentarea problemei; 

 elevul defineşte problema, adică distinge caracteristicile esenţiale ale 

situaţiei, îşi însuşeşte enunţul, găseşte legătura între date; 

 elevul îşi formulează ipoteze care pot fi aplicate în vederea găsirii unei 

soluţii; 

 realizează verificarea ipotezelor sau a câtorva ipoteze succesive, până 

găseşte una care să-l ducă la soluţia căutată. 

Dintre toate patrulaterele de perimetru dat, să se afle cel de arie maximă. 

Soluţie: 

De la început, elevul îşi pune întrebările: 

 Care este necunoscuta? Un patrulater. 

 Care sunt datele? Perimetrul patrulaterului este dat. 

 Care este condiţia? Patrulaterul căutat trebuie să aibă aria mai mare.  

 Care patrulater are aria cea mai mare ? Este de aşteptat ca elevul să fi auzit că, dintre 

toate figurile cu acelaşi perimetru, pătratul are aria cea mai mare. Aşadar, ipoteza de 

lucru construită este  pătratul iar elevul va demonstra valoarea ei de adevăr. 

Pentru uşurarea demersului de rezolvare se poate recurge la rezolvarea unei probleme 

asemănătoare. Este posibil ca elevului să-i vină ideea că, dacă pătratul are o situaţie privilegiată 

în cadrul patrulaterelor, el trebuie, în virtutea aceluiaşi fapt, să aibă o situaţie privilegiată şi 

printre cercuri. 

Elevul nu a rezolvat încă problema iniţială, dar a făcut anumite progrese considerând în mod 

corect respectiva situație. 

Prin aplicarea în predare a problematizării, rezultatul final este întotdeauna descoperirea 

soluţiei problemei puse. Ea solicită elevul să gândească, îi pune la încercare voinţa, îi dezvoltă 

imaginaţia şi-i îmbogăţeşte experienţa rezolvării de diverse probleme. 
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9. REZOLVARE PROBLEMA LUNII OCTOMBRIE 2016 

WWW.MATEINFO.RO  

 

 

 

   Fie paralelipipedul dreptunghic '''' DCBABCDA  cu ;aAD  dACcAAbAB  ';'; .  Se iau 

punctele distincte M, N, P, Q care aparţin feţelor )''(),''(),''( CCBBCCDDAADD  respectiv 

)''( BBAA .  Să se demonstreze că: )(22
2

22 dcP
PABCD  , unde QMPQNPMNP   

Prof. Manea Cosmin si Petrica Dragos, Pitesti 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

'B

'A
'D

'C
a

A D

CB

Q

1Q

1P

N

1N
M

1M a

b

P

http://www.mateinfo.ro/
http://www.mateinfo.ro/
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Demonstraţie autor: 

 

ba
P

baP ABCD
ABCD 

2
22  

QMPQPNMNP   

Fie ,,,, 1111 QPNM - proiecţiile punctelor M, N, P respectiv Q pe planul (ABCD).  

Deoarece )(),(),(),( 1111 ABCDQQABCDMMABCDNNABCDPP  , avem că segmentele 

][],[],[],[ 1111 QQPPNNMM  sunt coplanare două câte două.  

Avem: 
11PMMPPQMQ    

Pe de altă parte bDCPM 11 ( se arată uşor).  

În concluzie, din ultimele două relaţii  

bPQMQbPMPQMQ  11 .  

Analog, se arată: 















aQMMN

bMNPN

aPNPQ

. Însumând cele patru relaţii, membru cu membru 

2
22)(2 ABCDP

PbaMQPQPNMN  .  

Arătăm în continuare că: )(22 22 dcQMPQPNMN  , cu 
222 cbad  .  

Avem: 

  
22 )()()( QMPQPNMNQMPQPNMN

    )(2)(22)()(2 222222 QMPQPNMNQMPQPNMN  

 )(4 2222 MQPQPNMN )(;)(4 22222 MQPQPNMNP   

În cele ce urmează, vom arăta că  )(4 2222 MQPQPNMN  )2(8 222 cba  , de 

unde va rezulta imediat concluzia.  

     
2

11

2

11

2

11

2222 4)(4 NNPPNMMMNNMQPQPNMN

        
2

11

2

11

2

11

2

11

2

11

2

11 4 MMNNMQMMQQQPQQPPNP

         2

1

2

1

2

1

2

11

2

11

2

11 4 CPDNDMMMQQQQPPNNPP  
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2

1

2

1

2

1

2

1

2

1 AMAQBPBQCN  ; Notăm ;;; 111 zCPyDNxAM   

IRtzyxtBQ  ,,,;1
.  

În continuare, suma va fi: 

         
2

11

2

11

2

11

2

114 MMQQQQPPNNPPMMNN  

         22222222
4 xtbzatybzyxa   

Fie          2

11

2

11

2

11

2

111 4 MMQQQQPPNNPPMMNNS  şi 

         22222222

2 4 tbtzazybyxaxS   

Avem inegalităţile consecutive : 





cMMNNcMMNNccNNMMcMM

cMMNNcNN

1111111

111
 

    22

11

2

11 cMMNNcMMNN   

Analog, se demonstrează şi relaţiile omoloage, de unde prin însumarea lor, vom avea: 

        
2

11

2

11

2

11

2

114 MMQQQQPPNNPPMMNN  

;161644 2

1

22 cScc  (i) 

De asemenea, avem:  

 22222

1 222 axaxaxaxxaxADAM  

  222 axax  ; 

 22222

1 222 byybybbyybyDCDN  

  222 byby  ; 

Analog, se demonstrează că:     222222 btbtşiazaz   

Prin însumare:         
222222224 tbtzazybyxax  

   22

2

2222 84 baSbaba  ; (ii) 
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Din (i) şi (ii)     22

21

2222

21 88 dcSSccbaSS  

    )(84 222222 dcMQPQPNMN   

Din    22222 228)()( dcPdcPşi  .  

Reunind concluziile găsite, rezultă:  .22
2

22 dcP
PABCD   

Observaţie: În cazul în care '''' DCBABCDA -este cub cba  , relaţia găsită mai sus, devine: 

242 aPa  .  

 

Alte soluţii: 

 

1) PROF. ANGHEL VALENTIN  
 

 

 

P MN NP PQ QM    , are valoare minimă dacă punctele  : , , , ,M N P Q  sunt coplanare 

situate într-un plan  paralel cu planul bazei. În acest caz sunt evidente inegalităţile :  

, , , , , , ,AM MQ MD MN DN MN NC NP CP NP PB PQ BQ PQ AQ MQ         

Prin adunarea acestor inegalităţi se obţine  2 2 2 2 2a b MN NP PQ QM       , de unde rezultă 

prima parte a inegalităţii   
2

ABCDP
P  

    Pentru a demonstra partea a doua a inegalităţii se ţine seama că perimetrul patrulaterului  
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MNPQ  ,înscris în dreptunghiul ABCD , este maxim dacă punctele  , , , ,M N P Q  reprezintă 

mijloacele laturilor dreptunghiului . Atunci  suma  P MN NP PQ QM    poate fi maximă 

dacă punctele  : , , , ,M N P Q  sunt situate pe segmentele determinate de mijloacele perechilor de 

laturi ale paralelipipedului                , ' ' ; , ' ' ; , ' ' ; , ' 'AD A D DC D C BC B C AB A B  

  Rezultă inegalităţile :  

2 2
2

4 4

a b
MN RS c       ,     

2 2
2

4 4

a b
NP ST c       , 

2 2
2

4 4

a b
PQ TU c      şi   

2 2
2

4 4

a b
QM UR c     

Adunând aceste inegalităţi  rezultă   

 

2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

4 2 4 2 3
4 4

2 2 2 2 2

a b
P MN NP PQ QM c a b c a b c c

d c c d d c c d

              

       

 

 S-a ţinut seama că  
2 2 2 2d a b c      şi   

2 2c d  
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2) PROF. FLORIN PARASCHIV 
 

Daca M,N,P-necoliniare,atunci MN + NP >MP 

)''(),''( BCCBPADDAM  ,iar (A’ADD’) si (B’BCC’) sunt plane paralele. 

Distanta dintre 2 plane paralele este lungimea perpendicularei dintr-un punct al unui plan pe celalalt plan. 

Distanta dintre (A’ADD’) si (B’BCC’) este a. 

Deci MP aNPMNa   

Analog M,Q,P-necoliniare,atunci MQ+QP>MP aQPMQ   

QPMQNPMNa
aNPMN

aQPMQ









2  

Daca M,N,Q-necoliniare,atunci MN + MQ >QN 

)''(),''( ABBAQDCCDN  ,iar (D’DCC’) si (A’ABB’) sunt plane paralele. 

Distanta dintre (D’DCC’) si (A’ABB’) este b. 

Deci QN bMQMNb   

Analog N,Q,P-necoliniare,atunci NP+PQ>QN bPQNP   

QPMQNPMNb
bPQNP

bMQMN









2  

PMQPQNPMN
MQPQNPMNMQPQNPMNMQPQNPMNbaPABCD 










2

)(2

22

22

2

Deci P
PABCD 

2
 

)(2'''' 222222
'' cbacbacbaAAACCCACPP AACC   

Vom arata ca )(2 2222 cdcba  ,unde 
2222 cbad   

0cb,a,

numere oricepentru adevarat  este ce ceea,0222944

662923422

2422)(2

2222224442222

22222244422222222

22222222222222









cbcabacbacbca

cbcabacbabaccbacba

baccbacbacbacdcba

Deci P )(22)(2 2222 cdcba   
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In concluzie )(22
2

22 cdP
PABCD   

 

3) PROF. STAN ILIE, ROSIORII DE VEDE 

Proiectăm MNPQ pe baza ABCD a paralelipipedului ABCDA’B’C’D’.  

Obţinem M’N’P’Q’ şi relaţiile MN M’N’, NP N’P’, PQ P’Q’, QM Q’M’ (ά) respectiv 

M’N’>M’D, M’N’>N’D, N’P’>N’C, N’P’>P’C, P’Q’>P’B, P’Q’>Q’B, Q’M’>Q’A, 

Q’M’>M’A(β) 

După însumarea relatiilor (ά) găsim PM’N’P’Q’ PMNPQ iar pentru cele din (β)  

2(M’N’+N’P’+P’Q’+Q’M’)>AB+BC+CD+DA adică 2PM’N’P’Q’>PABCD sau  PABCD <PM’N’P’Q’ 

Aşadar PABCD <PMNPQ 

Fie D1 D’D aî MD1+ D1N să fie minim. Avem desigur MN< MD1+ D1N 

Din desfăşurarea feţelor laterale ale paralelipipedului se înţelege că M, D1 şi N sunt coliniare. 

Analog pentru C1 , B1, A1 

Avem PMNPQ=MN+NP+PQ+QM< MD1+ D1N+NC1+C1P+PB1+B1Q+QA1+A1M < 

<D’A+AB’+B’C+CD’(linia roşie)=2(D’A+AB’)=2( + ) 

Folosind  inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz (mx+ny)
2
 ≤ (m

2
+n

2
) (x

2
+y

2
), cu m=n=1, 

x=  , y=  2( + ) ≤ 2 2 2 22( 2 )a b c  =2 2 22( )c d  

Avem deci  PABCD  < PMNPQ < 2 2 22( )c d  

Interpretarea desfăşurării din figura ce urmează: 

Cu linie albastră groasă este cazul MNPQ coincide cu D’C’B’A’. 

Cu linie verde este cazul M=D’, N=D’, P=B, Q=B. 

Cu linie roşie este cazul M=D’, N=C, P=B’, Q=A. 

Cu linie portocalie este proiecţia de lungime minimă a lui MNPQ pe feţele paralelipipedului. 
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4) PROF. STAN ANA GABRIELA DOINA, DRĂCŞĂNEI TELEORMAN 

A(0,0,0); B(b,0,0); C(b,a,0); D(0,a,0); A’(0,0,c); B’(b,0,c); C’(b,a,c); D’(0,a,c);  

M(0,yM,zM); N(xN,a,zN); P(b,yP,zP); Q(xQ,0,zQ); M’(0,yM,0); N’(xN,a,0); P’(b,yP,0); 

Q’(xQ,0,0);  

0<zM,zN,zP,zQ<c, 0<yM,yP<a, 0<xN,xQ<b,    în ideea că punctele M,N,P,Q  nu se găsesc pe 

laturile paralelipipedului.  

Folosim MN=   si analoagele pentru NP, PQ, QM .  

Prelucrând MN avem 

MN =   <  +  +  < xN + a – 

yM + c 

respectiv 

MN > = M’N’ >  = xN respectiv MN > a-yM 
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Obţinem   < MN <  xN + a – yM + c şi în mod analog   < NP <  b - xN + a – 

xP + c,   

 < PQ < b- xQ +xP + c,   < QM <  xQ +  yM + c 

Însumând relaţiile anterioare obţinem: a+b<MN+NP+PQ+QM<2a+2b+4c 

< MN+NP+PQ+QM<4a+4b+4c -2(a+b) adică 

PABCD < PMNPQ < PABCDA’B’C’D’ – PABCD (relatie mai puternică decât cea propusă iniţial ) 
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10. PROBLEMA LUNII NOIEMBRIE 2016 

Conf. dr. Gheorghe PROCOPIUC, Universitatea Tehnică Iași 

 

Fie ABC un triunghi oarecare. Bisectoarele interioare AA1, BB1, CC1 ale triunghiului ABC 

intersectează a doua oară cercul circumscris triunghiului în punctele A2, B2, C2.  

Să se demonstreze dubla inegalitate  

2 2 23(4 ) 3(2 ) ,n n n n nr AA BB CC R n        
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11. MODEL PENTRU LUNA NOIEMBRIE 2016 

EVALUARE NAȚIONALĂ LA MATEMATICĂ 

 

 

SUBIECTUL  I – Pe foaia de examen se trec doar rezultatele.  ( 30 de puncte) 

 

(5p)     1. Rezultatul calculului 10 2: 2  este egal cu.... 

(5p)     2. Numerele întregi din intervalul  6;7  sunt în număr de .... 

(5p)     3. Patru kilograme de mere costă 10 lei.Trei kilograme de mere de aceeași calitate costă 

... lei. 

(5p)     4. Un triunghi echilateral are latura de lungime 6m.Aria triunghiului este egală cu... m
2 

(5p)     5. O prismă dreaptă  
' ' 'ABCA B C  are ca baze triunghiurile echilaterale ABC  și 

' ' 'A B C . 

Dacă 
' 3AB AA  m,atunci suma lungimilor tuturor muchiilor prismei este egală cu ... m. 

(5p)     6. Numărul elevilor din clasa  a VIII-a a unei școli și notele obținute la teza la matematică 

sunt reprezentate în tabelul de mai jos. 

 

Nota 

obținută 

3 4 5 6 7 8 9 10 

Număr 

elevi 

1 2 3 4 7 5 5 2 

Numărul elevilor din clasă este egal cu.... 

 

            SUBIECTUL  II – Pe foaia de examen scrieţi rezolvările complete. ( 30 de puncte) 

(5p)     1. Desenați, pe foaia de examen, o piramidă patrulateră regulată de vârf  V și bază ABCD. 

(5p)     2. Media aritmetică a două numere naturale este 10 și unul dintre numere este cu 8 mai mare decât 

celălalt. Determinați cele două numere. 

(5p)     3. În vacanță, Mihai a economisit o sumă de bani. După ce a cheltuit două cincimi din această 

sumă, lui Mihai i-au mai rămas 72 de lei. Calculați suma de bani pe care a economisit-o Mihai în vacanță. 

           4. Prețul unui telefon mobil a scăzut cu 10%  și,după o săptămână, noul preț a scăzut cu 

15% .După cele două modificări de preț, telefonul costă 153 lei.  

(5p)    a) Arătați că prețul inițial al telefonului a fost de 200 de lei. 

(5p)    b) Cu ce procent din prețul inițial s-a micșorat prețul produsului după cele două ieftiniri? 

(5p)     5. Calculați 
2

2

1
x

x
 , știind că

2
1

14x
x

 
  

 
, unde x  . 
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               SUBIECTUL  III – Pe foaia de examen scrieţi rezolvările complete. ( 30 de puncte) 

 

1. Figura 1 reprezintă schița unei grădini formată dintr-un dreptunghi  ABCD  care are lungimea 

80AB   m și lățimea de 40BC   m și dintr-un semicerc de diametru  DC . E este mijlocul 

arcului CD . 

  

(5p)  a)Grădina este înconjurată de un gard.Calculați lungimea acestui gard.  

(5p)  b)Verificați dacă aria grădinii este mai mare decât  5712m
2
  3,14 3,15 .  

(5p)  c)O vrabie zboară din punctul A la punctul C,apoi la punctul E și se întoarce la punctul A.Aflați 

distanța parcursă de această vrabie. 

 
Figura 1 

 

2. În figura 2 avem ABCD un trapez cu ||AB CD  , AB=12 cm, BC = CD = DA = 6cm și un punct E 

astfel încât ( )EA ABC  , EA=6 cm. 

a) Aflați lungimea segmentului [AC]; 

b) Aflați lungimea segmentului [EC]; 

c) Arătați că ( ).BC EAC  

 

Figura2 

 

BAREMUL VA APAREA ÎN CEL MAI SCURT TIMP PE https://www.facebook.com/www.mateinfo.ro/  

 

https://www.facebook.com/www.mateinfo.ro/
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12. MODEL PENTRU LUNA NOIEMBRIE 2016 

BAC MATEMATICĂ MATE-INFO 

 

 

SUBIECTUL I (30 de puncte) 

 

(5p)     1. Calculaţi 3

264 log 64 . 

(5p)  2. Se consideră funcţia   1: ,  2xf f x   . Să se calculeze      2 3 10f f f    

(5p) 3. Să se rezolve în ecuaţia 2 6 3x x x  .  

(5p) 4. Să se calculeze probabilitatea ca, alegând un număr din mulţimea  8,9,10, 40A   

acesta să fie divizibil cu 4. 

(5p) 5. Se consideră vectorii 3 5u i j  şi 4 2v i j   . Determinaţi coordonatele vectorului 

1
2

2
w u v  . 

(5p) 6. Într-un triunghi ABC se cunosc 12,  8,  6AB BC AC   . Să se calculeze cos B . 

 

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte) 

 

1. Fie matricea    2

2 1 1
,  

2 1 1

x x
A x x

x x

   
   

   
. 

(5p)      a) Să se calculeze    1 1A A  . 

(5p)      b) Notăm matricea      21 1A A B    . Să se determine , 1nB n  .  

(5p)      c) Să se calculeze suma  
1

n

k

A k


 . 

 

2. Pe mulţimea numerelor reale se defineşte legea de compoziţie 

3
4 2 2 ,  ,

2
x y xy x y x y       . 

(5p)      a) Să se arate că   
1

2 1 2 1 ,  ,
2

x y x y x y       . 

(5p)      b) Să se verifice dacă „  ” este o lege de compoziţie asociativă pe . 

(5p)      c) Să se demonstreze că  2

 

1
2 2 1 ,  ,  ,  2

2

nn

n ori

x x x x x x n n             
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SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte) 

 

1. . Se consideră funcţia  
 

3

2
: ,   ,   ,

x
f D f x a b

ax b
  


. 

(5p)      a) Să se determine  a  şi b , numere reale, astfel încât dreapta 
1

1
4

y x  să fie asimptotă 

la graficul funcţiei. 

(5p)      b) Pentru a  şi b găsiţi  la a). să se stabilească domeniul maxim de definiţie al funcţiei şi 

apoi să se studieze monotonia funcţiei. 

(5p)      c) Să se calculeze  
 

2
lim

f x

x
f x

x

 
 

 
. 

 

2. Fie 

2

3 2

1, 1
: , ( )

4 , 1

x ax x
F F x

x x x b x

   
  

   
, astfel încât F  să fie o primitivă pentru 

o funcție :f   

 

(5p)      a) Determinați ,a b . 

(5p)      b) Pentru 1a    și 3b   aflați funcția :f  . 

(5p)      c) Calculați 2 2( 1)xe x x dx   

 
 


