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1. SOLUTION TO A PROBLEM IN “MATHEMATICAL MONTHLY
AMERICAN” MAGAZINE

By George-Florin Serban , Pedagogical High School >’D.P.Perpessicius’’
, Braila , Romania

This problem is a generalization of Trajan Lalescu string.

L, :”ty(n+1 !—Q/m, I|mL —Ilm(“+\1/(n+1 '—\/_)— (Traian Lalescu)

11935.Proposed by D.M.Batinetu-Giurgiu, “Matei Basarab” National College,
Bucharest,Romania, Anastasios Kotronis , Athens, Greece, and Neculai Stanciu, “George
Emil Palade” School , Buzau, Romania.

Let f be afunction from Z* to R" such that lim—= f(n)

n—oo n

=a, where a>0. Fiind

nm(m\)/ﬁ f (k) -dH f (k).

Solved by Profesor : George-Florin Serban , Pedagogical High School , Braila, Romania.

. . . a
Proposition: Let the string of numbers (a,),., , a, >0, lim—%=1,
- n—oo an

|Ima——XE(0 ), I|m( n+1) =y, then lim(a,, —a,)=xlny.

n—oo n
a, n a,
. a —a 7 - —(@n1-ay) —a n —(an -a,)
Solution: (22)" =[(L+ (A=) inRyt e (Bt mee g
a, a, a, a
aI'I
a,,  a e a,-a . a
—In(—=%)" =(a,,, —a,) In[@+ (—L— B ~ n)aml ], lim—— = [im L Cim&o1o1- 0,
n a, a, noo g oo g now g
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a,

Then I|mIn[(1+( B ~ n)“16‘“]—Ine 1, then
a

n

lim nIn( n+1) =lim(a,,,—a,)In[l+(—t—" B ~ r')"1 "], then

n—oo
n ﬂ

lim nIn( ”+1) _I|m(an+l—an):x(lny).
n—o0 n an

Application: Iim(”ﬂ/f(l)f(Z)---f(n+1)—Q/f(1)f(2)---f(n)):l, a, =y fQf(2)-f(n),
\/f(l)f(2) -f(n) _lim \/f(l)f(Z) M) iy fOFQ@) - F(n+D). n"

= I|m

o o n S ()™ f@) ) f(n)
x=1lim f(n+1) ( )" :a-lzi, because limyg/a, =lim—= ”+1 (Cauchy d”Alembert).

e N+l n+l e e n—w now g
fim Bnet _ "+\1/f(1)f(2) f(n+1) . n "JTQ)F@)-f(h+)n+l e a
im =lim =—-—.1=1
> g = fT@QF@)--fn) e fQF(2)- F(n) n+1 n ae

a., \l/f(l)f(Z) f(n+D),, f(n+1) -

y;llm( an) YT ) f(n) =i Q/f(l)f(Z)---f(n))
y=|im(f(n+1)~n+1. n )ﬁ=(a-1~3)1=e.

e N+l N FQ)F(2)- f(n)

Then im(f (D f(2)- f(n+) - f O F () F()=1=x(In y)zg.(me) :%,

|Im(n+\’/ﬁ f (k) —dHf(k))_—
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2. DEZVOLTARI DIN O. BOTTEMA

Marin Chirciu®

In ,,Geometric Inequalities” de O. Bottema, R. Z. Djordjevi¢, R. R. Jani¢, D. S. Mitrinovié si P. M.
Vasi¢, aparutd la Groningen, Olanda in 1969 , in capitolul 6: ,Inegalitati cu laturi, ndltimi si raze in
triunghi”, paginile 65-66 se gasesc urmatoarele inegalitati in triunghi:6.21, 6.22, 6.23, 6.24.

Articolul prezintd dezvoltari ale acestora.

6.21: a) L L L %

+ +
h,—2r h-2r h —2r
E. A. Bokov, Matematika V. Skole 4/1966

25

e _S. _ 1 _ 1 :i ap _
Solutie: h, = a,r—p,l\/ls zha—Zr ZE_E ZSZp " 2rpz
a p

_ __r Euler
_ 1 2A2R-1) 2R2 s 3_ M, . Egalitate pentru triunghiul echilateral.
r

2r r r
& Zh -r 2r
Neszbml g= % = M, . Egalitate pentru triunghiul echilateral.

r

c) Y, ! Zi%unde0<n<2

Dezvoltare, Marin Chirciu

Y Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti
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Solutie: M,

24 Berg
Z ZZS n-—_ 2p- na_rpFEQp na Fia (P2-na )2
p
Bergsom (a+b+c)? 1 Ya’+2¥bc 1 ¥a’+2¥bc _1 Ya’+2Xhbc
~r Ya(@2p-na) r 2pXa-nxya’ r 2p’—nYa’® r (a+b+c)’-nXa
1 ¥a’+2¥bc 1 Fa'+2¥bc © 3 1_
r Ya’+2X>bc—-nX>a* r (1-n)Xa’*+2Xbc 3-nr

2:

>a’+2Xbc 3 2 2
unde (1) (1—n)Za2+22b023—n < (3-n)) a*+(6-2n)) bc>(3-3n))> a*+

+6)_bc<>2nY a’>2n> be, evident. Egalitate pentru triunghiul echilateral sau pentru n=0.

Obs. Pentru n=2 se obtine a). Pentru N =1se obtine b).

6.22: a) el TbHl NHr oo
h,—r h,-r h-r

C. Cosnita si F. Turtoiu, cdp Bucuresti 1965

.S
. : 28 S a p 2p+a 2p+a
Solutie: Folosim h, =—, r=—=M_= = = =
olufie a3 D s E_i ZZp—a Zb+c
a p
Nesbitt
_22a+—b+c 2(1 ﬁj 3+ 22_ > 3+2. §=6=Md
b+c b+c 2

nr 3+n
,unde 0<n<2.
)zh—nr 3—n

Dezvoltare, Marin Chirciu

25 S
. a P _2p+na 2p—na+2na 2na |
SOIutle'ZZS S_ZZp—na Z 2p_na Z(lJer—na =
a P
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2 (cs) 2
—3+omY—2 3oy a Vaion (28
b+c+(l n)a ab+ac+(l—n)a 22 bc+(@-n)Xa
W _
_3.9n. >.a’ +222bc Daton. 3 _9-3n+6n_9+3n _3. 3+n’
@-nXa“+2Xhbc 3-n 3-n  3-n 3-n

Ya*+2>bc .3
(I-n)Xa*+2>bc 3-n

unde (1) < < 2nY a?>2n) be, evident.

Obs. Pentru n=1 se obtine a).

h-r h—r hC_rj234r2

6.23:a) Pentru k >0, M, , : =
h,+r, h+r h+r, 27R

1
x"+y"+z"jk

unde M, (X, Y, z):[ 3

R. Z. Djordjevié, Yugoslavia ,1969

Solutia 1.Avem k € N

4r®
Pentru k =1= >33 )
Zh +r, 27R?
- 2p-a
_ _ _yp-a_1 .
M —Zh T z23 =235- Jara L 0 Z(p a)=p=t
p—a a(p-a)
_ . 4r? 4r? 2 ;. .
Inegalitatea de demonstrat se scrie: 1>3-3 1>27- > <> R" > 4r", evident din

inegalitatea lui Euler.

1
2
Z(ha—rj 2
2
ThHn) |4
3

27R?

Pentru k =2 =
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. 2T
) 2 ) 2
M = P J > 1= pr ) :(ljz :lz 3/ ar > » unde (1) rezulta din
3 9 3 27R

(X+y+2)°

X+yr+zt> si (2) < R>2r, inegalitatea lui Euler.

S|

Z h,—r "
h,+r, 4r?
_Na a/J | >3

Pentru k=n, n>2, neN=> 23—
3 27R

S|

1
n

www.mateinfo.ro

Z ha_r Z ha_r l
h, +r, Holder | h, +r, 1\ 1@ [4r® o .
—va A/ | o> Z B ad b ==>3 7R , unde inegalitatea lui Holder:

3 -3 3"2.3 ) 3

n n

Xy 2t (xky+2)"

TN TR e si (2) & R > 2r, inegalitatea lui Euler.
+1+

Solutia 2.

Folosim inegalitatea lui Jensen. f'(x) =kx*?, f"(x) =k(k —1)x*?, f(X) = x* este convexa

k k , Sk k _
pentruk21:>X Ty *z 2(X+y+zj ,x:hEl r 5i2x=1.
3 3 h +r

k

2

— —_ - 2 3

b)Pentru k € N~ demonstrati ca: Mk{:a 22r , l:r 22r 1 :c zerZ(;:;QZJ '
L+ 26 + 21, .+l

Dezvoltare, Marin Chirciu
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Solutie:

25 S 2p—2a

£2 2.2 r— e 2
h-2r _a " p _  ap zz(p—axp—a):(p—aj
h, +2r, §+2. S 2p—-2a+2a 2p? p

a p-a a(p-a)

h-2r (p-aY p—a)2 1
Xx=-2 = LY X= —_— | ==
h, +2r, ( a j z Z( a 3

3 1Y (1Y 4r? i 4r? 3
2 —_— =| — = — Z 3 = .
3¢ 3% 3 27R? 27R?

2
c) M, ha—2r, hb—2r’ h, —2r 2( 2r js,pentrukeN*.
h,+2r, h +2r, h +2r, 27R

Dezvoltare, Marin Chirciu

h,—2r  h-2r Z_hC—2r
h,+2r,"" h+2r, h+2r

P N A G e
A M, (XY, z)=|=- a_ > 2| >| 3 >| 8 —— | .
vem My (%, y. 2) {3 Z(ha+2raH [3) ( 27RJ [ 27R2j

h,—r, h-r h-r
6.24: @) =—2+- b Db_* c<Q,
hy+r, h+r, h +r

Solutie: Se foloseste b)si inegalitatea lui Euler.Pentru X =

C. Cosnita si F. Turtoiu, cdp Bucuresti 1965
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3__S
, , 2S S a p-a 2p-3a b+c-2a
Solutie: Folosimh, =—, r =—— = M_= = =) — - "
olulie a a a p_a S ZE S Zzp_a Z b+C
a -a
23. a Nesbitt 3
= 1-—|=3-2 — < 3-2.—=0=M,.
Z( b+cj Zb+c 2 ¢
) T 3170 e 0<n<2.
h, +nr, 1+n
Dezvoltare Marin Chirciu
s .5
: a p—a 2p—-2a-na 2p—2a+na-2na
e Zé N> Z2p—2a+na 2 2p-2a+na
a p-a

@ —
- 1_L :3_2nz;gg_2n.i:3.l_n:|\/|d,
2p—2a+na n+1 1+n

unde (1) < Z > 3 , care rezultd din
2p— 2a +na n+1

=2

=2

2p-— 2a+na a+b+c 2a+na b+c a+na b+c+(n l)a
>0 >0
a’ <) (Ta)’ __Ta’+2%bc @ 3

_zab+ac+(n —Da?  2¥bc+(n-)Xa? (n-HXa’+2>bc n+1’

unde (2) < (n+1)> a8’ +(2n+2)> bc>(3n-3)> a’+6> bc <> (4—-2n)> a’>(4-2n)> bc,

evident pentru n < 2. Egalitatea are loc pentru triunghiul echilateral sau pentru N=0.

Bibliografie:

1. O. Bottema, R. Z. Djordjevi¢, R. R. Jani¢, D. S. Mitrinovi¢ si P. M. Vasi¢, ,,Geometric
Inequalities”, Groningen 1969, Olanda .

2. Marin Chirciu, Inegalitati geometrice, de la initiere la performanta, Editura Paralela 45, Pitesti,
2015.

3. Marin Chirciu, Inegalitati trigonometrice, de la initiere la performantd, Editura Paralela 45,
Pitesti, 2016.
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3. SOLUTII PENTRU UNELE PROBLEME DIN MATHEMATICAL
REFLECTIONS

Nela Ciceu si Roxana Mihaela Stanciu
J355. Let a, b, ¢ be positive real numbers such that a + b+ ¢ = 3. Prove that
4((12 2 CQ) - (a3 Ay 03) >0,
Proposed by Anant Mudgal, India
Solutie:

J355. Dupa omogenizare, inegalitatea este echivalenta cu

4> aY.a*=32.a'> (2 a)’ = 3D a’b+3D ab* > 6abc,

adevarata cu inegalitatea mediilor.
J359. The midline of triangle ABC' parallel to side BC, intersects the triangle’s circumcircle at B’
and C'. Evaluate the length of segment B'C" in terms of triangle ABC's side-lengths.
Proposed by Dorin Andrica and Dan Stefan Marinescu, Romdnia
Solutie:

J359. Notand cu x, y segmentele cuprinse intre mijloacele laturilor si cercul
circumscris, avem sistemul:
x(a/2+y) = b%/4, y(a/2+x) = c’/4
Adunand si scazand cele doua ecuatii obtinem:

24 .2 2_ 2
Lty +uy=20C 00—y =25<
az(x_y):a: (b ;C) 1=l'0,2($+y)2—40,21‘y= (b ;C)

Trebuie sa rezolvam ecuatia de gradul 2 cu necunoscuta x+y

a? (bz + Cz) 3 (bz _cz)z

alz+y)+a(@+y) — 5 1 =0
_ =a*+./a®+2a* (b*+c?) + a*(b* —c?)*?
zty= 9a?
/4 2 (1.2 2 2 2\ 2
v Jat+2a* (B + %) + (B2 —¢Y)
BC - 2a .
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J360. In triangle ABC | let AA" and BB’ be the angle bisectors of ZA and ZB. Prove that

A'B 2 1 E 1

< I . | '
absin (b+c)sin(A+§) [C-i'a)SiIl(é‘*‘B)

Proposed by Titu Andreescu, University of Texas at Dallas, USA
Solutie:

J360. Notatii obisnuite. Cu teorema bisectoarei si formula pentru lungimea
bisectoarei avem

Ve abccos% B bccos%
- s(b+c) ol = s
Aplicand teorema sinusurilor obtinem:
B
0w 1 ) 2ccos7 n
sin(A+%) sinC (b+c)sin(A+%) (atc)(b+c)sinC

Folosind inegalitatea lui Ptolemeu in patrulaterul IA'CB' rezulta

C A B

aheos s abecos s abecos=

ot 1] ' ' ’ 'n! 2 ab 2 ab 2
10< (B - <-2, o

AB IO OB-W+OR I = AB— <o, sb+c) tite sato)

A B A C

abc(cos§+oos7)=. 4B <2c(c037+cos.7)

(a+0)(b+c)cos% absin% (atc)(b+c)sinC

=A'B' < 2)

Din (1) si (2) rezulta concluzia.

J361. Solve in positive integers the equation

Proposed by Titu Andreescu, University of Teras at Dallas, USA

Solution:

If x,y >5, then by AM-GM inequality we have

x® +y® >5x% +5y? >10xy > 9xy,
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so we not obtain solutions.

Let y < 4. It remains to solve the equations
X —Ox+1=0;x>-18x+8=0; x> —27x+27=0;x* —-36x+64=0.

We obtain the solutions (2,4),(4,2) .

J362. Let a, b, ¢, d be real numbers such that abed = 1. Prove that the following inequality holds:

11 1 1
ﬂ-b+bc+cd+da§9+ﬁ+§+@

Proposed by Mircea Becheanu, University of Bucharest, Romania

Solution:

By AM-GM inequality we have

1/¢® + 1/d* >= 2/(cd) = 2ab; 1/d* + 1/a* >= 2/(ad) = 2bc
1/a*+1/b% >= 2/(ab) = 2cd; 1/b* + 1/c? >= 2/(bc) = 2da.

Adding up the inequalities from above we obtain the desired inequality.

J363. Solve in integers the system of equations

m2+y2—z(m+y):10
P —a(y+2)=6
2at—ylz4z) =2

Proposed by Titu Andreescu, University of Texas at Dallas, USA

Solution:

Adding the equations we obtain
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x-y)*+(y-2'+(z-0*=14 (1)
Subtracting we obtain

(x-y)x+y+z)=-8

(y-2)(x+y+2)=12 (2)

(z-x)(x+y+z)=-4
Since 14=1+4+9 we deduce that one of the expresions Xx-y, y-z, z-x is + 3. By the system (2)
yields:

) y—z=3x+y+z=4,x-y=-2,Z—x=-1, so we obtain the solution (1,3,0).
i) y—-z=-3,x+y+z=-4,x-y=2,z—x=1, and we obtain the solution (1,—3,0).

J364. Consider a triangle ABC with circumcircle w. Let O be the center of w and let D, I, F be the
midpoints of minor arcs BC, CA, AB respectively. Let DO intersect w again at a point A'.
Define B’ and C’ similarly. Prove that

4BC] _,
[A!BFCF] -

Note that [X] denotes the area of figure X.
Proposed by Taimur Khalid, Coral Academy of Science, Las Vegas, USA

Solution:

Since EFB'C’is rectangle, yields immediately that EF = B'C"and AA'B'C’' = ADEF .
By ZEOF =2(/EBA+ ZFCA) =B +C, we obtain EF =2R co{gj :

The inequality to prove becomes

abc<8R3co é co E co 9 < sinAsinBsinC < co A co E co E =
2 2 2 2 2 2

= 85in(§j5in(%)sin(%) <1, which is well-known.
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J365. Let zy, z9, ..., x, be nonnegative real numbers such that z; + z9 4+ -+ + x, = 1. Find the
minimum possible value of

Vo +14+ 2+ 14+ /nz, +1.

Proposed by Nguyen Viet Hung, Hanoi University of Science, Vietnam

Solution:

We shall prove that if a,b>0,then v1+a+~1+b>1++1+a+b.

We have

Vvli+a++4l+b>1++1+a+b<l+a+1l+b+2/@+a)l+b) >1+1+a+b+2vl+a+b

< JA+a)l+b) >vl+a+b < ab>0.

By induction yields that if a,,a,,..,a, >0, then

Jl+a, +y1+a, +..+41+a, 2n-1+,1+a +a, +..+a, .

Hence,
JLH % + 10 2%, 4ot Lnx, 2 n =141+ X, +2X, +..+ DX, =
=N—14,/24%, + 2%, +.. + (N-1)x, >n-1++/2,
The minimum occurs for x, =0,X, =X, =...=X, =0.
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4. ASUPRA UNOR DESCOMPUNERI n-FIBONACCI
-- STUDIU DE SPECIALITATE--

Prof. Stan llie

Colegiul Tehnic “Anghel Saligny”, Rosiorii de Vede, Teleorman

Despre numerele din sirul lui Fibonacci (0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,...) sau sirul cresterilor
naturale, se cunosc multe proprietati:

- Sir recurent definit prin relatia f,=f,.1+f,, pentru n= 2, f,=0, f;=1.
- Raportul de aur pentru % Ccu n cat mai mare

- Orice termen Fibonacci se scrie ca suma de numere prime. Si multe altele!
Pornind, ca idee, de la ultima proprietate, ne intrebam daca:

a) Orice numar prim se poate scrie folosind termeni distincti Fibonacci?

b) Orice numar natural se descompune in suma de termeni distincti Fibonacci?

Studiem problema mai generala de la punctul b)...poate gasim raspunsuri si pentru a)!
Asadar f0:O, flzl,f2:1,f3=2, f4:3, f5:5, f6:8, f7:13, f8:21, fg:34, f10:55---
Cateva descompuneri si observatii...
1=1+0,
2=1+1,
3=2+1, 4=3+1,
5=3+2, 6=5+1, 7=5+2,
8=5+3, 9=8+1, 10=8+2, 11=8+3, 12=8+3+1
13=8+5, 14=13+1, 15=13+2, 16=13+3, 17=13+3+1, 18=13+5, 19=13+5+1, 20=13+5+2
21=13+8...
Pentru o privire mai de ansamblu, folosim calculatorul si scriem doud programe ajutitoare.
Acestea genereazd descompunerile numerelor naturale utilizdnd metoda Greedy.
Primul afigseaza aceste descompuneri.
Algoritm
N este numdrul maxim pand la care vrem sa urmdarim descompunerea
f-vector pentru termenii Fibonacci
initializari
generare §i afisare termeni Fibonacci
afisare descrescdatoare a descompunerilor
Sfarsit algoritm

15
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¥% Free Pascal IDE

www.mateinfo.ro

Edit Search Run

program desc_in_ny_fibos;
var i.j-nf.n.m.nr:integer;
frarrayli..

1 of integer;

FLil==FL[i—11+F[i-21;
end;
nf:=i-1;
for i:=H to nf do writedf[il.’
for j:=n downto m do begin
nr:=j; nf:=1i—1;
writeine, ' ='>;
while fInfl*" do begin
if nr>=fInfl then begin
write(’ +* fInfl>;
nr:=nr—FfInfl;
nf:=nf—1;end
else nf:=nf-1;
end;
writelns;

F1 Help F2 Save F3 Open

¥2 Free Pascal IDE | % Free Pascal IDy &% Free Pascal IDE | ¥% Free Pascal IDE

Compile

Alt+F? Compile

2h=+21+3+1
24=+21+3
23=+21+2
22=+21+1
21=+21
2A=+13+5+2
19=+13+5+1
18=+13+5

SH=+34+13+3
49=+34+13+2
48 =+34+13+1
47=+34+13
=+34+8+3+1
=+34+8+3
44=+34+8+2
43=+34+8+1

e bug
byfibo2 _pas

Po=+55+13+5+2
74=+55+13+5+1
?3=+55+13+5
72=+55+13+3+1
?1=+55+13+3
PA=+55+13+2
69=+55+13+1
68=+55+13
67=+55+8+3+1
Gh=+55+8+3
65=+55+8+2
64=+55+8+1
63=+55+8
62=+55+54+2
61=+55+5+1
6A=+55+5
59=+55+3+1
LE=+55+3
57=+55+2
Gh=+55+1
55=+55
Ld=+34+13+5+2
53=+34+13+5+1
L2=+34+13+5
51=+34+13+3+1

F? Hake

ptionz Window

Alt+F1H@ Local menu

1HA=+87+8 +3
FP=+89+8+2
F8=+87+8+1
77=+89+8
Th=+89+5+2
PL=+89+54+1
74=+879+5
P3=+89+34+1
F2=+89+3
71 =+89+2
=+§9+1
29=+89
B8=+55+21+8+3+1m
B7=+55+21+8+3
Bh=+55+21+8+2
BL=+55+21+8+1
B4=+55+21+8
B3=+55+21 +5+2
B2=+55+21+5+1
B1=+55+21+5
BA=+55+21+3+1
79 =+55+21 +3
7B =+55+21+2
7P=+55+21 +1
7b=+55+21

Am afigat descompunerile numerelor pana la 21=fg(calculatorul a facut-o pana la 100).
Acestea sunt exemple pentru prima parte a demonstratiei prin inductie.
Presupunem adevarata Py
Px:Toate numerele mai mici ca fi pot fi scrise ca sume de f; neconsecutive.

16
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Verificam Py

Orice numar x se afla intre 2 termeni Fibonacci consecutivi.

Fie fr1<x<fys2

Avem X = g + (X - fia)

fir1-Trrn <X-Tis1 <fis2-frs1 = fi deci x-fis1< fi care se poate, conform Py, descompune.
Rezulta Py.; adevarata. qed

Rezultatele programului anterior ne induc intrebarea:

“Exista un numar maxim de termeni Fibonacci la descompunerea oricarui numar natural?”
Folosim al doilea program pentru a afisa doar numerele unde creste necesarul de termeni
Fibonacci.

Algoritm
n este nuMmdarul maxim pdnd la care vrem sa urmdarim descompunerea
f-vector pentru termenii Fibonacci
a-vector pentru pastrarea numdrului de termeni Fibonacci necesar fiecarui numadar
initializari
generare termeni Fibonacci
completare vector a
afisarea primelor valori ale lui a unde creste numdrul termenilor necesari
Sfarsit algoritm

T - -~

File Edit Search Run i g Tools Options Window Help
Nl m_—m—_mmm-- hyf'ihn:]_p;‘g =ﬂ=[1]ﬁ
program desc_in_nr_Ffibo;
const n= H
var i.j.k.nf.m.ne.nazlongint;
fravrayli.. 1 of longint;
azarravlli..nl of byte;

3 Pascal 11

ler Uers:

onf igul

RS :

Flilz=FL[i—-11+f[i-21;

end;

nf:=1i-13;

for j:=n downto m do begin

nr:=j; nf:=i-1;
while fInfl*" do begin
if nr>=fInfl then begin
aljl==aljl+i;
n¥r:=ny—F[nfl;
nf:=nf-1;end
else nfz=nf-1;

=11 to n do
if alkl=na then bhegin
writelndk.,.” 'ealkl.’
na: =na+
end .

17
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Gasim sirul {sn}0,1,4,12,33,88,232,609,1596,4180...
Incercam sa gasim regula de generare:

n Sn Regula
0 0
1 1
2 4
3 12 4*3
4 33 12*3-3
5 88 33*3-11
6 232 88*3-32
7 609 232*3-87
8 1596 609*3-231
9 4180

Deducem regula $,=3Sp.1-Sn>+1
Regula ce se verifica si pentru urmatorii termeni ai sirului sp,.
O relatie recurenta(desigur...doar foloseste termeni Fibonacci!), o relatie frumoasa si interesanta
dar nu o relatie facila!
Privind din nou sirul {s,}0,1,4,12,33,88,232,609,1596,4180..., observam ca este format din
numere aflate in preajma unor numere Fibonacci!
Mai exact 1-1, 2-1, 5-1, 13-1, 34-1,89-1,...
Adica fi1-1, f5-1, fs-1, f7-1, fo-1, f11-1,...f5041-1 pentru n numar natural
Deci {sn}={ fon+1-1}
Putem asadar enunta:
Este nevoie de n termeni Fibonacci la scrierea ca suma pentru numere > fyn.3-1.
Sau reformulénd mai riguros:
Tn intervalul [fon+1-1, fonss-1), exista numere ce necesita n termeni Fibonacci in
descompunerea lor ca suma.
Dar in matematica, si nu numai(!), afirmatiile trebuie sustinute cu demonstratii!

0=fo 12=f+f,+f; 25=fg+f,+f;
1=f, 13=f; 26=fg+fs

1=f, 14=f;+f, 27=fg+f5+f,
2=f3 15=f+f3 28=fg+f5+f3

18
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3=f, 16=f;+f, 29=fg+fg
4=f,+f, 17=f+f,+f, 30=fg+fe+f,
5=fs 18=f+f5 31=fg+fg+fs
6=f5+f, 19=f;+fs+f, 32=fg+fg+fs
7=fs+f; 20=f7+fs+f3 33=fg+fe+fstf
8=fo 21=fg 34=fq

9=fg+f, 22=fg+f, 35=fq+f,
10=fs+f3 23=fg+f3 36=fg+f3
11=fg+f4 24=fg+f, 37=fq+fy

Tabelul de mai sus poate fi considerat bun pentru prima parte a unei demonstratii prin inductie
pentru n=2,3,4

Presupunem ca fan41-1 este primul numar ce are nevoie de n termeni Fibonacci.
fons1-1=fontfonotfonat.. . sty

Urmatoarele numere naturale, se obtin cu 1,2,...,n termeni Fibonacci

fonta-1= fonsot fonsi= Fonsot fontfonotfonat.. . +Ha+f Adicd n+1 termeni. qed

Sa incercam sa folosim si diferente nu doar sume! Poate reusim obtinerea unei relatii cu un
numar fix de termeni in descompunere.

12 era primul numar ce necesita 3 termeni in descompunere 12=fg+f,+f,

Acum poate fi scris cu doar 2: 12=13-1=f;-f,

17 1nsa se scrie tot 17=13+3+1.

Cu ajutorul programului de mai jos — program neoptimizat — putem determina numarul de
termeni Fibonacci necesar in descompunerea de forma fiy+fip£fisfistfist...

program s[f[i1]:=1;

desc_in_suma_alternanta_de_nr_fibonacci_max_5; end;

var i,j,k,1,i5,nf,m,n:longint; [[fj+fi sau fj-fi
f:array[0..1000] of longint; nf:=m-4;
s:array[0..400000000] of integer; fori:=1to nfdo

begin for j:=i to nf do begin

n:=400000000;m:=46; S[fLi]+fI1]:=2;

for k:=0 to 1000 do f[k]:=0; S[fLi1-fLi1]:=-2;

for k:=0 to n do begin s[k]:=0;end,; end;

f[0]:=0;f[1]:=1,; 1Hk+-fj+-fi

m:=42; for i:=1to nf-2 do

/lgenerare vector f cu termeni fibonacci for j:=i+1 to nf-1 do

for i:=2 to m do begin for k:=j+1 to nf do begin

f[i]:=f[i-1]+f[i-2]; S[FK]+[]+f[i1]:=3;
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S[FK]+f[j]-f[i1]:=-3;
S[FIK]-f[j1+fLi1]:=-3;
s[fIK]-f[j1-fLi1]:=-3;
end;

I+ fk+-fj+-fi

for i:=1 to nf-3 do
for j:=i+1 to nf-2 do
for k:=j+1 to nf-1 do
for I:=k+1 to nf do begin

S[F{IT+FIK]+F[T+fi1]:=4;
S[FLI+K]+[1-f[i1]:=-4;
S[F[I]+FIK]-f[1+fi1]:=-4;
s[FI]+fK]-fL1-fLi1]:=-4;
S[F[I]-fK]+f[i1+f[i1]:=-4;
s[F1]-fIK]+f1-fLi1]:=-4;
s[f[1]-fk]-fO1+fLi]]:=-4;

if f[1]-f[K]-f[j]-f[i1<0 then
S[-fI+F[K]+F[j]1+f[i]]:=-4 else
s[FLI]-FIK]-fL1-fLil]:=-4;

end;

/fi5+-fl+-fk+-fl+-fj+-fi
for i:=1 to nf-4 do
for j:=i+1 to nf-3 do
for k:=j+1 to nf-2 do
for I:=k+1 to nf-1 do
for i5:=I+1 to nf do begin
S[F[i5]+f 1]+ K]+ i1+ [i1]:=5; S[fi5]+f1]+f[K]+f[j]-
f[i]]:=-5;
S[[iIS]+FIT+FIK]-f[j1+F[i1]:=-5;s[f[i5]+f[ 11 +FK]-f[j]-
f[i]]:=-5;
S[f[iIS]+I]-fIK]+F[j1+i11:=-5;s[f[i5]+f[1]-f K] +f[j]1-
f[i]]:=-5;
S[f[i5]+f[1]-f[K]-f[i1+f[i1]:=-5;
if f[i5]-f[1]-f[K]-f[j]-f[i]<O then s[-
LS+ +FK]+[j]+f[i]]:=-5 else
S[f[i5]-f[1]-FIK]-fj]-fLi1]:=-5;

if f[i5]-f[1]-f[K]-f[j]+f[i]<0 then s[-f[i5]+f[I]+f[K]+f[j]-
f[i]]:=-5 else
S[fi5]-f[1]-F[K]-f[j] +H[i]]:=-5;
S[f[i5]-f[1-fIK]+f[j1-f[i1]:=-5;s[f[i5]-f[1]-
fIK]+]+f[i]]):=-5;
S[FLi5]-fI+fK]-f[1-fLi1]:=-5;s[f[i5]-f[1]+f[K]-
f[j]+f[i]]:=-5;
S[fTi5]-fI+f[K]+fTi]-f[i]]:=-5;
if f[i5]-f[1]-f[K]-f[j]-f[i]<0 then s[-
fLi5]+H [ +FIK]+FLi]+f[i]]:=-5 else
S[f[i5]-f[1]-f[k]-f[j]-fli]]:=-5;
end;
for i:=0 to 2000 do if s[i]=0 then write(i,-");
end.
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Pentru fi;+fi; obtinem n=4 ca fiind primul numar ce necesita 2 termeni Fibonacci.
Pentru fi;xfi,xfi3 obtinem n=17 ca fiind primul numar ce necesita 3 termeni Fibonacci.
Pentru fjytfi,xfis£fis obtinem n=72 ca fiind primul numar ce necesita 4 termeni Fibonacci.
Pentru fiytfi,xfizxfiy£fis obtinem n=305 ca fiind primul numar ce necesita 5 termeni Fibonacci.
Se pare ca nici cu aceasta descompunere nu vom avea un numar fix de termeni...
f0:O, f1:l,f2:l,f3:2, f4:3, f5:5, f6:8, f7:13, f3:21, f9:34, flO:55
Sa construim intervalele Iy, Iy, I3,14,...1 ce necesita 1,2,3.4,...k termeni Fibonacci in
descompunere.
f,=3=2+1=f3+f, este ultimul numar(cel mai mic ultim numar...) ce se scrie ca suma a 2
termeni consecutivi Fibonacci.
1,.={0,1,2,3} evident.
4=1+3=f,+f, este primul ce necesita 2 termeni Fibonacci.
Fie A=N\I;={4,5,...} Din aceasta vom alege multimea I,.
Cum
{fs-3,... . f5+3} n{fs-3,...,fc+3}= @
({5-3,...,5+3}n{8-3,...,8+3}+ @ adica {2,...,8} }n{5,...,11}+ @) si
{fs-3,....f6+3} N{f7-3,...,57+3}= 0
({8-3....,8+3} n{13-3,...,13+3}++ @ adica {5,...,11}n{10,...,16} = @) iar
{f:-3,...,5+3} n{fg-3,...,fz+3}=0
({13-3,...,13+3} n{21-3,...,21+3}=@ adica {10,...,16} N{18,...,24}=0) =
B:{f5-3,. . .,f5+3}U{f5-3,. . .,f6+3}U{f7-3,. . .,f7+3}:{f5-3,. . .,f7+3}:{5-3,. .., 1343 }:{2,16}
I,=ANB={4,5,...,16}
Similar se construieste I3 pornind de la
{16+1,.. .,fg,fgilG,...,fgil6,...,floil6}
{17,...21,...21+16,...,34-16,...,34+16,...,55-16,...,55+16}={17,...,71} samd
Vom avea: 1;={0,1,2,3}, 1,={4,5,...,16}, I5={17,...,71}, ,={72,...,304}, 1=={305,...,1291}
samd
- - 1 1 1 1 1 1

Observam ca: |1:{0, Ef?’-l" . .,Efe-l}, |2:{Ef6" vy Efg'l}, |3:{Ef9" ces Ef12'1}a

1 1 1 1
li={zf12,..., SF1s-1}, 1s={fus,..., SFie-1}
Singurul care pare cd nu se Incadreaza, direct, in regula este I,
O scurta analiza si o mica ajustare conduc la Io:{%fo,. . .,%fg-l} si 11:{%1:3,. . .,%fe-l}respectiv
lo={0} si ,={1,2,3}
Tn general Ik={§f3k,..., %fg(kﬂ)-l} pentru orice numar k natural.

lp are un element(1=f;), I, are 3 elemente(3=f,), I, are 13=f;, I are 55=fy,...

In general card(lx)=Ffsk+1

Altfel enuntat: Oricare dintre cele f3x1 numere naturale din intervalul [%fgk, ifg(k+]_)),
necesita maxim k termeni Fibonacci in descompunerea in suma pseudoalternant:.
Concluzii studiu:

Orice numar intreg n se descompune ca sume respective diferente de termeni Fibonacci.
Numarul acestora este dependent de marimea lui n.
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5.PATRATE MAGICE PITAGOREICE

Prof. Stan llie

Un patrat magic are aceeasi suma pe fiecare linie, coloana sau diagonala. Fiecarei litere din
patrate 11 corespunde un numar conform descrierii ce urmeaza.

Trei numere naturale, ce verifica teorema lui Pitagora, determina o tripleta pitagoreica.
Toate raspunsurile se afla in triunghiul dintre patrate!

Fiecarei litere din patrate ii corespunde un numar natural conform descrierii ce urmeaza.
Unele numere au mai multe descrieri.

A Produsul maxim a doua laturi

B Numarul punctelor determinate de intersectia laturilor, inaltimilor, medianelor
Produsul dintre raza cercului circumscris si una dintre catete

C Ipotenuza+una dintre catete
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Numarul unghiurilor ascutite ce apar datorita triunghiului median

D Aria triunghiului; Perimetrul triunghiului median

Numarul triunghiurilor echivalente determinate de punctul G si laturi
E Ipotenuza + cealalta cateta

Patratul uneia dintre catete

F Numarul total al laturilor, Tnaltimilor, medianelor, bisectoarelor si mediatoarelor distincte

G Numarul triunghiurilor determinate de laturi si inaltimi; Cea mai mica latura

H Numarul laturilor reprezentate prin numere prime

Numarul unghiurilor ascutite

Raza cercului exinscris corespunzator celei mai mici catete

I Perimetrul triunghiurilor determinate de liniile mijlocii

Suma catetelor primelor doua triunghiuri pitagoreice ce nu sunt asemenea

J Minimul produsului a doua laturi

Perimetrul triunghiului

K Numarul perechilor de unghiuri complementare

Numarul unghiurilor drepte; Raza cercului inscris

L Suma catetelor primului triunghi pitagoreic ce are aria si perimetrul reprezentate prin

acelasi numar

M Media aritmetica a minimului si maximului laturilor

Numarul punctelor de intersectie al laturilor, inaltimilor

N Produsul a doua laturi

Numarul triunghiurilor determinate de mediane cu laturile

O Patratul celeilalte catete

Aria patratului ce are ca laturd una dintre catete

P Numarul poligoanelor din figura geometrica determinata de triunghi si triunghiul median

R Diametrul cercului circumscris

Cea mai mare latura

S Suma patratelor catetelor; Patratul ipotenuzei

Aria patratului ce are ca latura ipotenuza

T Numarul punctelor de intersectie determinate de laturi, mediane

Suma catetelor celui mai mic triunghi pitagoreic

U Numarul punctelor determinate de intersectia laturilor, medianelor, bisectoarelor

Suma catetelor celui de al treilea triunghi pitagoreic (ca arie)

V Suma catetelor celor mai mici doua(ca suprafata) triunghiuri pitagoreice

W Lungimea totala a liniilor din figura determinata de triunghi si triunghiul sdu median

X Numarul punctelor de intersectie determinate de laturi, Tndl{imi, bisectoare, mediane

Y Suma razelor cercurilor exinscrise si a laturilor corespunzatoare
Z Suma diametrelor urmatoarelor trei cercuri: inscris, circumscris §i exinscris corespunzator
ipotenuzei.

23



REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — NOIEMBRIE 2016 www.mateinfo.ro

6. ASUPRA UNOR IDENTITATI IN TRIUNGHI

Prof. Cantemir lliescu®

a+b+ec
2

Consideram triunghiul ABC si notdm: a, b, ¢ - lungimile laturilor, p=

_— ] abc . . S e
semiperimetrul, S - aria, R = T cercului circumsecris, r =— - raza cercului inscris,
P
s -b){p-c) .
r,o= = (p-b)(p=c) s1 analoagele - razele cercurilor exinscrise, S§,=2S-ctgd.

p-a I3
S, =25-ctgB, S, =25-ctgC.

Presupunem cunoscute urmétoarele relati valabile in orice triunghi:

a b c . .
= = = 2R (teorema sinusurilor).

sind sinB sinC

—-a . . .
cos. A =————— g1 analoagele (teorema cosinusulur).

.4 . B . C R+
ZcosA:cosA+cosB+cosC:1+4sm—sm—sm—: r.
2 2 2 R

Z:a.m‘s2 A=cos” A+cos’ B+cos* C=1-2cos AcosBcosC .

S sin® 4=sin* 4+sin’ B+sin’ C=2+2cos Acos BeosC.

Zab=ab+bc+ca=p: +r° +4Rr
Zrn =r,+n+r.=4R+r

DI = AR AL, =

p
L =rp

In continuare, ne propunem si demonstrim o serie de identitati valabile in orice triunghi:

! Profesor, Scoala Gimnaziala , Matei Basarab”, Pitesti.
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Z ctgActgB = ctgActgB + ctgBctgC + ctgCctgA = cth[

cos A cosC) cosC cos A
+ + . =

sind sinC sinC sin4
1 cosB .
=— ——-sin(A4+C)+cosCcos A |=————[cos B+cosCcos 4] =
sinAsinC| sinB sinAsmC
1
=+[—COS(A+C)+COSCCOSA]=
sin AsinC
=%[—COSACOSC+SinASinC+COSCCOSA]=1.
sin AsinC

cosC —cos(A+B) < sin Asin B—cos Acos B
2 = =) (1-cigActgB) =
ZsmAs.mB 2 sin Asin B 2 sin Asin B 2. (1-cigdcigB)

= 3—ZCIgActh= 3-1=2

cos’ A+ cos’ B)cos(, —cos(A4+B)

(
Z sin Asin B

(c:-:)s:.2 A+cos’ B) =

=2

sin Asin B

_zsinAsinB—cosAcosB

: : (cos2 A+ cos’ B) =
sin Asin B

=Y (1-cigAcigB) [((:092 A+cos” B+cos C) —cos’ C':| =

=" (1-crgAcigB)[ (1-2cos Acos BcosC)—cos* C | =

=(1-2cos Acos BcosC) > (1-ctgdeigC) - cos’ C+ > cigdcigBeos’ C =

=2(1-2cos Acos BcosC)—(1- 2cosAcosBcosC)+cosAcosBcosCZ&—
sin Asin B
=1-2cos Acos BcosC +2cos AcosBeosC =1.
2 2 2 2 2 2
4. S, =2Scigd=2§08A bt ma bHCod 4064 i analoagele
sin 4 a 2
—-2bc
S-p_ S8 S(pryr.=Sr,)
S, = —a b c =—— "¢ A —py —rF
A p(p ) (p )(p ) Fa I‘}’I‘; I‘;rbf; b e a
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5. S,+S.= + € -4 sianaloagele.

=2}

. >SS, =453 ctgActgB=45".

7. > a’S,=> (S;+S8)S,=2->85,S, =85".

8. ZaSA=2S-22RsinA.cf’sj=4RS-ZcosA=4RS-R”=4S(R+r)_
Sin
2 2 2 in’ A
9. 5,=2 ”’2“ :4R22512n =4R2Z(HCOSA;OSBCOSC):432(1+cosAcosBcosC)
P 4p* =2(p* +r* +4R
Z,‘Sﬂz(a+i'7+c) 22(ab+bc+ca): p (Pz r r)=p2—r2—4Rr

de unde se poate deduce:

p’ =1 —4Rr- 4R’
4R’ '

a +b +c’ =2(p2—r2—4Rr) si cos Acos BeosC =

10. Zazﬂ_* cos” A= Z(SB +S.)S, cos” 4 =ZSASB ((:032 A+cos’ B) =

=ZSASB[(1—2cosAcosBcosC)—cuszC1=

=(1-2cos AcosBcosC)-» S, S, =D S S, cos’ C=

cosC

=458 (1—2(:03A'(:-:)SB-::OSC)—4.5'2 cosAcosBcosC-Zﬁ=
sin Asin

=48 (1- 4cos Acos BeosC).

11. > a’S, cos A= (S, +5.)S,cos 4= S,S, (cos A+cos B) =

R;r—cosC‘J= R;r-ZSASB—ZSASBCUSC=

=Zg&(

1

sin Asin B -

_ 482 R+r

—458? cosAcusBcusC-Z
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=452 M—ﬂl-}i‘2 ||::|:|sAn::ns,-'3'||::USC-ZLJ=4.5.'2 M
R ab R

—4R*cos Acos Beos C -

a+b+cj_
abc

=4SZ(R;}‘—4RE COSACOSBCOSC_42;gj=453[f{+r_2Rr.:usAcusBcusCJ_

R r
12. Y a’S, cos’ Beos’ C=» (S, +S.)S,cos’ Beos’C=)_S,S, (t::c:ns,2 A+cos’ B)COSE C=

(c032 A+ cos’ B)cosC‘

sin AsinC

=45 cosAcosBcosC-Z =485*cos Acos BeosC .

cos A

13. Z’.ﬂfJS.4 cos BeosC =Za2 .28 cos BeosC = 4RScosAcosBcosC-Za =

sin A

o

k.

=8pRScusAcusBcosC=8 cos Acos BeosC .

¥

CI,JSAE:DSA =4RS-ZC052A=4RS(1—QCOSACOSBCOSC).
S

14. ZGS__I cosA=Za-2S- lnA

cos A

15. Z:.fAfS_4 cosBcosC=Za-25- cos BecosC =12RScos Acos BeosC .

sin A
16. > a’S, cos’(B-C)=>a’S, (cosBcosC’+sinBsinC]2 =
=Y a’S,cos’ Beos’ C+2- > a’S, cos BeosCsin BsinC+ Y a’S, sin” Bsin® C =

2 2
COSAcnsBcnsCii+ a’s V¢ __

=45 cos Acos BeosC+2-D a’ 28— s
sin A 2R2R 4R° AR

292 2
=457 c:|:|sAc:os.JE:‘fc:i:rs.C'+2141FE.S‘$::|35Acn:rsBc:|:rsti‘+a]f;,,%};"1 -Z’S_4 =

=45 cos Acos Beos C +245” cos Acos BeosC +4S” (1+cos Acos BeosC) =
=457 (1+8cos Acos BeosC).

17. 3 a’S, cos(B-C)=> a*S, (cosBcosC +sin BsinC) =
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8RS* abc
2 2 - -
=>"a’S,cosBeosC+) a’S, sinBsinC = ; cosAmsBmsC+4R22aSA=
2 45 (R 1 08 Acos BcosC
=8RS cos Acos BeosC + ( +r‘)=45__(R‘;r_l_QRcosAcosBcosfﬂ)_
r r

18. > a’S, =4RS-> a’cos A=4RS-Y (S, +5.)cos A=

=4RS-Y S, (cos B+cosC) =4RS-ZSA(R;"

—COSAJ=

=4RS-[R;rZSA ->8, CDSA}=4S(R+F)(p2_r2 —4Rr)—4RSZbccos2A=

= 4S(R+r](p2—r2—4Rr)—4RS(Zbc—Zbcsin2 A) =

2

- 454 r) (51 )5 S~

=4S[(R+r)(p* =1 —4Rr)=R(p*+r +4Rr)+2mp’ |=
=4rS(3p” -8R = 6Rr—1).
19. > a’S,cos A=4RS-) a’cos’ A=4RS-Y (S, +S.)cos’ A=
=4RS-Y S, (cos’ B+cos’C)=4RS Y S, (1-2cos Acos BeosC —cos’ A) =
=4RS-YS,(sin® A-2cos Acos BecosC)=4RS| Y S, sin® A—2cos Acos BeosCY_ S, | =

=4RS‘:41?20254—QCOSACOSBCOSCZSA:F%[:LS?_4R2cosAcos.B£:05C(p2 -7 _4Rrﬂ=

=B [45 (- -ttt 40

20. ZaE‘SA cosBeosC =4RScosAcosBcosC-Za= 8RSpcos Acos BeosC

21. ) a'S, =4R*-Y @S, sin* A=4R*- Y a’S, (1-cos’ 4) =
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=4R’ (ZQESA —z.:rzSA cos’ A) =4R’ [852—432 (1-4cos 4 CUSBCDSC)]=

=16R*S* (1+4cos Acos Beos (') =8S” (92 +b* +¢° —6R2)= lﬁSj(pz—r2—4Rr—3Rj).

22, er =(Zrﬁ)2 —22:;?3 ={4R+.i*‘)j -2p°

23. Construim ecuatia de gradul al treilea cu solutiile r,, r,, r.:

P

—(-‘-1R+r);vc2 +p'x—rp’ =0
si inlocuind ob{inem

(Zr) —(4R+7) (25)2+pzzra—3rp2 =0.
(Zn) =(@R4r)(En) - L4300 =

=(4R+I‘)l -2p* (4R +r)-p* (4R +r)+3rp’ =|[4R+.i“)3 —12Rp”.

24. Z L -1
.

FhF rp

a b o

ZLE L, 20 _ 1 8R+2r_ pl-2r -8Ry
n) Tt 8

1

25. — =
S

26. Cu ecuatia de la exempul 23 obtinem:

| 5 1 1
3—(4R+r]2:+p‘zr—2—rpzzr3 =0

p' -2 —8Rr 4R+r 3}_;)2—12131‘

I 1 4R+r
R R G e i

r pp

27. ZSAJ‘H =Z(Qrf -rr;)ra =3rnr. —rer = Srpz —r|:{4R+r)2 - 2p2]= r[sz —(4R+r)2:|
28. ZS_HL: =Z(rbr:_ —rr ) = r;rbrcz;‘a —rz:i"“3 =mp {4R+r)-r[(4R+r}3 - 12Rp2:| =
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=r| P (16R+r)-(4R+r)' |

S Ky —FF, nr 1 p’=2r" —8Rr p’=5r" —8Rr
29. Zr—A =Z"F7=Z ; —3r=r;r,,r;_zr—2—3r=—r _3r:—r

a a

P4 _ r 2 s
30. Z?A z:'?‘c%=§ rb—?_rﬁ:i_rarbﬂ-z 13 1=P —122Rr P 1—12Rr
a T Ta I, T, r F

3. 3 °a'r, =D (Sy+Sc ), =2 .8, (n+1)=2. S, (4R+r-r,)=(4R+r)D .S, - > Sr, =

=(4R+7)(2p" =27 =8Rr) =1 5p* = (4R+7)" | = p* (8R=3r) = r (4R+7)"

32. > aS,r,cos A=4RSY r,cos” A=4RS (D r, = Y r,sin’ 4)= 4RS[4R+r— 4;2 Zazra)z

P (8R=3r)—r(4R+r)’

= 4RS| 4R +r - i
4R

J - %[(4R+r)(2R+r)2 -p (8R—3r)]_
33. ) aS,r,cos BeosC =4RS cosAcosBcosCZrﬂ =4RS(4R+r)cos Acos BeosC

1

R

34.

[ =9
[™]
hI d

|

Il
]
—
e
+
z

ta

p’ =5r"=8Rr B p+3r

- 2 - 2 2
35, ZaSAu)sA=4RSst A=4RS[ 1 osin AJ=4RS(1— lqza_J=

_aps[1__L Pyt _ (4R -pt-3r)
r 4R*  r R
36. ZaSA cosBeosC _ 435;;03,4@058(:05(_"21: 4Rpcos Acos BeosC
r, T

3. T =5, 50 =S () =TS (4R 2=
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=[(4R+r) 2P |38, =X 8.0,7 =[(4R+r) =2p" |(p* =1 = 4Rr) =1 p* (16R+7)-(4R+7) |=
- p [(4R+r)2—r(16R+r)]—r(4R+r)3-2p4+2p2r(4R+r)+r(4R+r)j =
= p*(16R* =8Rr)-2p* + p* (8Rr+2r*) =2p7 (8R* + 17 - p*).
38. > a'Sr, =X d (nr.—m Yy, =rnr> d —ry a’r] =
=rp*(2p* =217 —8Rr)-2rp* (8R* + 17 = p*) = 4ip® (p* =" —4R* —4Rr).
39. Yasr, =—ZaS ZaS ab+ac)5_4+¥25’1 _

P 4rp(R+r)- Zbc{S +5.) 4R”p{

r*—4Rr) =

=4p3(R+r)—8p3R+4pR(p2—r2 —4Rr)=4rp(p2—Rr—4R3)_
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7. COORDONATE BARICENTRICE
- STUDIU DE SPECIALITATE -

Oprea Elena Georgiana- Liceul Tehnologic “Puiesti” Vaslui

Definitia 1. [1] A,B ed fiind doua puncte fixate ale unei drepte d, pentru un punct

M ed numerele unic determinate o, 8 € R cu proprietatea cd o+ 8 =1 siPM = aPA+ SPB,
pentru orice punct P ed , se numesc coordonatele baricentrice absolute(sau ponderile)
punctului M n raport cu reperul afin R, =(A,B).
Propozitia 1.[1]Fie ABC un triunghi cu laturile a,b,csi P un punct din planul
111

triunghiului, atunci coordonatele baricentrice absolute ale centrului de greutate sunt G (5,5,5) .

Demonstratie. Cautam «, 8,7 cu a + f+y =1 astfel incét
PG =aPA+ ﬁ@ + y?C.

n . AG
Tinand cont ca — =2, avem

GA
PG = PA+ AG = PA+2GA .
Deci
PG = PA+2(GP+PA) = PA—2PG+ 2 8FPC
< PG +2PG = PA+PB+PC = 3PG = PA+PB+PC .
Astfel

PG -1pA+1ipPE+1pC.
3 3 3

Deci coordonatele baricentrice ale centrului de greutate sunt G(

Wl
Wl

w| -
N—
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Propozitia 2.[1] Fie ABC un triunghi de laturi a,b,c si P un punct din planul triunghiului.
Atunci coordonatele baricentrice ale varfurilor triunghiului sunt A(Z,0,0), B(0,1,0),C(0,0,1).

A

C

B a

Demonstratie. Pentru a determina coordonatele baricentrice ale punctului A, cautam
scalarii «, 8,7 cu a+ B+y =1 astfel incat PA=aPA+ SPB+yPC. Obtinem
a=1,8=0,7=0 deci A(0,0).

Pentru a determina coordonatele baricentrice ale punctului B, cautam scalarii «, 3,y cu
a+ B+y =1 astfel incat PA=aPA+ BPB+yPC.Obtinem «=0,3=1y=0 deci B(11,0).

Pentru a determina coordonatele baricentrice ale punctului C, cautam scalarii «, 8,y cu
a+ B +y =1 astfel incdt PA=aPA+ 8PB+yPC . Obtinem «=0,8=0,7 =1 deci A(0,0,1).

Bibliografie
e Chis, M.,Smale, Coordonate baricentrice,(http : ==www:viitori
olimpici:ro=uploads= attachdata=68=17=25==coordinate baricentrice:pdf).
e (., Coanda, Gazeta matematica, nr. 8, 2005.

e N., Teodorescu,Culegere de probleme pentru concursurile de matematica, vol. 5,
Bucuresti, 1977.

e https://prezi.com/que6exwocfjc/iaccoordonate-baricentrice/.
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8. iNVATATREA PRIN DESCOPERIRE LA MATEMATICA

Prof. Florea Maria Luminita- Scoala Gimnaziala ,,Sf. Andrei” Vaslui

Scopul predarii matematicii este de a-i1 face pe elevi sa gandeasca si mijlocul 1l reprezinta
rezolvarea problemelor care cer un anumit grad de creati. Relativ la conditiile pedagogice pe care
trebuie sa le indeplineasca problema se subliniaza:

e sdaiba sens i sd fie adresata In cel mai oportun moment din punctul de
vedere al elevului;

e satina seama de cunostintele Tnsusite anterior de elevi, sa trezeasca
interesul, sa fie clar enuntata, sa solicite efort din partea elevului.

Problematizarea avand o sferda de existenta comuna cu conversatia euristica, intrebarile
frontale sau individuale utilizate in etapa de pregatire a introducerii unei notiuni sau chiar in
etapa prezentarii materialului nou, se adreseaza gandirii sau rationamentului si determina situatii
conflictuale numite situatii — problema.

Organizarea acestor situatii-problema trebuie sa fie astfel incat intrebarile sa apara in
mintea elevului fara ca acestea sa fie formulate de catre profesor.

Evenimentele implicate Tn rezolvarea de probleme sunt:

e prezentarea problemei;

e clevul defineste problema, adica distinge caracteristicile esentiale ale
situatiei, isi insuseste enuntul, gaseste legatura intre date;

e elevul isi formuleaza ipoteze care pot fi aplicate in vederea gasirii unei
solutii;

e realizeaza verificarea ipotezelor sau a catorva ipoteze succesive, pana
gaseste una care sa-1 duca la solutia cautata.

Dintre toate patrulaterele de perimetru dat, sa se afle cel de arie maxima.

Solutie:

De la inceput, elevul isi pune intrebdrile:

e Care este necunoscuta? Un patrulater.

e Care sunt datele? Perimetrul patrulaterului este dat.

e Care este conditia? Patrulaterul cautat trebuie sa aiba aria mai mare.

e Care patrulater are aria cea mai mare ? Este de asteptat ca elevul sa fi auzit ca, dintre
toate figurile cu acelasi perimetru, patratul are aria cea mai mare. Asadar, ipoteza de
lucru construitd este patratul iar elevul va demonstra valoarea ei de adevar.

Pentru usurarea demersului de rezolvare se poate recurge la rezolvarea unei probleme
asemanatoare. Este posibil ca elevului sa-1 vina ideea ca, daca patratul are o situatie privilegiata
in cadrul patrulaterelor, el trebuie, In virtutea aceluiasi fapt, sa aibd o situatie privilegiatd si
printre cercuri.

Elevul nu a rezolvat inca problema initiald, dar a facut anumite progrese considerand in mod
corect respectiva situatie.

Prin aplicarea in predare a problematizarii, rezultatul final este Intotdeauna descoperirea
solutiei problemei puse. Ea solicitd elevul sa gandeasca, ii pune la incercare voinga, i dezvolta
imaginatia si-1 imbogateste experienta rezolvarii de diverse probleme.
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9. REZOLVARE PROBLEMA LUNII OCTOMBRIE 2016
WWW.MATEINFO.RO

[/

maticd 51 rmatti
din invitdmantul  manesc

Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D' cu AD =a; AB=Db; AA'=c; AC'=d. Se iau
punctele distincte M, N, P, Q care apartin fetelor (ADD'A"), (DD'C'C), (BB'C'C) respectiv

=
(AA'B'B) . Si se demonstreze ca: A;CD <P <242(c*+d?),unde P=MN + NP + PQ + QM

Prof. Manea Cosmin si Petrica Dragos, Pitesti

1 a
B C
1
1
1
1
1
1
! P
1 P
1 .- [
1 - R4 N
LT : DY
.- ' -7
Q _-=" : -7
< 1 -7
:\\ IB : PR
1 -
e B it Eeat NS N SN c
h )z S ~~o_
| S0 “,—":,/’ \\\\\
| . -- - ‘\\\
1 /b—“,—’ M”¢ ::
<5 T N,
7 1\‘~\~ _______
. I PP
A Ml a D
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Demonstratie autor:

PABCD:2a+2b:>M:a+b

P=MN + PN + PQ+QM
Fie M, N,, B, Q,, - proiectiile punctelor M, N, P respectiv Q pe planul (ABCD).

Deoarece PP, L (ABCD), NN, L (ABCD), MM, L (ABCD), QQ, L (ABCD), avem ca segmentele
[MM,], [NN,], [PR], [QQ,] sunt coplanare doui céte doua.

Avem: MQ+PQ>MP >M,P,

Pe de altd parte M, P, > DC =D ( se arata usor).

In concluzie, din ultimele doua relatii
=MQ+PQ>M,P,>2b=MQ+PQ>Db.

PQ+PN >a
Analog, se arata: PN +MN >b . insumand cele patru relatii, membru cu membru

MN +QM > a

:>2(MN+PN+PQ+MQ)>2a+2b<:>P>%.

Aratam in continuare ci: MN + PN + PQ+QM < 2,/2(c? +d?),cu d =+/a® +b* +¢? .

Avem:
(MN + PN +PQ+QM)? =[(MN +PN) + (PQ+QM)J <
2|(MN + PN)? + (PQ+QM)? |< 2-[2- (MN? + PN?) + 2. (PQ? + QM ?) | =

4-(MN?+PN? +PQ* +MQ?%) = = P> <4-(MN? +PN? + PQ* + MQ?); ()

in cele ce urmeaza, vom arita ca 4-(MN? +PN? + PQ* + MQ?) < <8-(a®+b*+2c?), de
unde va rezulta imediat concluzia.
4-(MN? + PN? + PQ? + MQ?) =4-[ (NN, —=MM, ¥ + M,N,? + (PP, = NN, J’ +
+ I:)1N12 +(PP1 _QQI)Z + RI.QlZ +(QQ1 - MM1)2 +QlMl2 ]= 4'[ (NN1 - MM1)2 +
+(PR NN, + (PR, -QQ, f +(QQ,~MM, ' ]+4(M,D” + DN? +RC” +
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+N,C?+BQ,"BP? ++AQ,’ + AMf); Notim AM, =x; DN, =y; PC=1z;

BQ, =t; x,y,z,telR.
Tn continuare, suma va fi:
4-[ (NN, —MM, ) +(PP,—NN, }* + (PP, —QQ,)* +(QQ, —MM, }’ ]+
+4-[ (@-xP+y*+2%+(b-yf +t* +(a—zf +(b-t) +x* ]
Fie S, =4-[ (NN, —=MM, }’ +(PP,— NN, + (PP, —QQ, ¥ +(QQ, - MM, )’ si
S,=4-[ ¥+@-x+y*+(b-y)f +22+(@a—z)] +t* +(b—t) ]
Avem inegalitatile consecutive :

NN, <c= NN, -MM, <c
MM, <c= MM, -NN, <c=-c<NN, -MM, <c < NN, -MM,|<c <

2 2 2
JINN, —MM,)" <c < (NN, - MM, ) <c

Analog, se demonstreaza si relatiile omoloage, de unde prin insumarea lor, vom avea:
4|(NN, — MM, + (PP, = NN, ¥ + (PR, —QQ, f +(QQ, - MM, ¥ |<
<4-4¢c” =16¢° < S, <16¢%; (i)

De asemenea, avem:

AM, < AD & x<a < 2x° <2ax< x* +a° —2ax+x’ <a’ <
x? +(a-x)* <a?;

DN, <DC < y<b« 2y? <2by < b’ -2by+y* +y’ <b* <
y?+(b-y)’ <b?;

Analog, se demonstreazi ci: z° +(a—z) <a? si t? +(b—t)* <b?

Prin insumare: 4lx2 +(@a—xf+y* +(b—y) +2° +(a-z) +t° +(b—t)2J<

<4(a?+b? +a%+b?)=S, <8(a” +b?); (ii)
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Din (i) si (i) = S, +S, <8(a? +b? +¢? +¢? )< S, +S, <8¢’ +d?) =

4(MN? + PN + PQ? + MQ?)<8(c? +d?) ()
Din () si (B)= P? <8(c2 +d2)<:> P<22(c? +d?).
Reunind concluziile gasite, rezulta: % <P< 21/2iC2 +d? ’

Observatie: In cazul in care ABCDA'B'C'D'-este cub <>a=Db=c, relatia gisita mai sus, devine:

2a<P<4ay?2.

Alte solutii:

1) PROF. ANGHEL VALENTIN

a MKTN Z" . "

/1 Q

P =MN + NP+ PQ+QM , are valoare minima daci punctele : M, N, P,Q, sunt coplanare

situate Intr-un plan paralel cu planul bazei. in acest caz sunt evidente inegalititile :
AM <MQ,MD < MN, DN <MN,NC < NP,CP <NP,PB < PQ,BQ < PQ, AQ <MQ

Prin adunarea acestor inegalititi se obtine 2a+2b <2MN +2NP +2PQ + 2QM , de unde rezulta

)
prima parte a inegalitatii —22 < P

Pentru a demonstra partea a doua a inegalitatii se tine seama ca perimetrul patrulaterului
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MNPQ ,inscris in dreptunghiul ABCD, este maxim daca punctele M,N,P,Q, reprezinti
mijloacele laturilor dreptunghiului . Atunci suma P =MN + NP + PQ + QM poate fi maxima

daca punctele : M, N, P,Q, sunt situate pe segmentele determinate de mijloacele perechilor de
laturi ale paralelipipedului [AD],[A'D'];[DC],[D'C'];[BC],[B'C'];[AB].,[A'B]

a’> b’ a’> b’
Rezulti inegalitatile : MN < RS = 7+I+C2 ., NP<LST = 7+?+C2 ,

a’ b? a’® b?
PQ<TU =,/]—+—+¢C* si QM <UR=,[—+—+¢C’
Q 4 4 s Q Va2

Adunind aceste inegalititi rezulta

2 2
P=MN +NP+PQ+QM 341’%+%+c2 =2ya? +b? +4c? = 24/a? +b? +c2 + 3¢ =
2Jd? +¢2 +2¢2 < 24/d? +d? + 2 :2,/2(c2+d2)

S-atinut seama ci d?=a’+b*+c? i c?<d?

=
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2) PROF. FLORIN PARASCHIV

Daca M,N,P-necoliniare,atunci MN + NP >MP

M e (A'ADD"),P € (B'BCC") ,iar (A’ADD’) si (B’BCC”) sunt plane paralele.

Distanta dintre 2 plane paralele este lungimea perpendicularei dintr-un punct al unui plan pe celalalt plan.
Distanta dintre (A’ADD’) si (B’BCC”) este a.

DeciMP<a=MN+ NP >a

Analog M,Q,P-necoliniare,atunci MQ+QP>MP = MQ + QP > a

MQ+QP >a

= 2a<MN + NP + MQ + QP
MN + NP > a

Daca M,N,Q-necoliniare,atunci MN + MQ >QN

N € (D'DCC"),Q € (A'ABB') ,iar (D’DCC’) si (A’ ABB’) sunt plane paralele.
Distanta dintre (D’DCC’) si (A’ABB’) este b.

Deci QN<b = MN +MQ >Db

Analog N,Q,P-necoliniare,atunci NP+PQ>QN = NP + PQ > b

MN +MQ >b

= 2b < MN + NP + MQ + QP
NP +PQ>b

Pagco _ 2a+2b - MN + NP + PQ+MQ+ MN + NP + PQ+MQ _ 2(MN + NP + PQ+ MQ)

=MN+NP+PQ+MQ=P
2 2 2 2 Q+MQ

Deci%< P

P < Pacea = AC+CCHC'A+A' A=+a? +b? +c+va? +b? +c=2(Va? +b? +c)

Vom arata ca va® +b? +c<4/2(d2 +c2) unde d? =a® +b? +c?

va® +b? +c<\/2(d2 +c2) e a’ +b? +c<~/2a2 +2b2 +4c? < a’ +b? +c? +2cya’ +b? <

<2a® +2b% +4c? < a® +b® +3c?® > 2cy/a’ +b® < a* +b* +9c¢” +2a’b? + 6a’c’ +6b°c? >

>4a’c® +4b°c® < a’ +b* +9c¢” +2a’b® + 2a’c® + 2b°c? > 0,ceeaceesteadevarat pentru oricenumere
a,b,c>0

Deci P<2(va? +b? +c) <2y2(d? +¢?)
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In concluzie % <P <22(d* +c?)

3) PROF. STAN ILIE, ROSIORII DE VEDE
Proiectim MNPQ pe baza ABCD a paralelipipedului ABCDA’B’C’D’.
Obtinem M’N’P’Q’ si relatiile MN=M’N’, NP=N’P’, PQ=P’Q’, QM=Q’M’ (&) respectiv

M’N’>M’D, M'N’>N’D, N'P’>N’C, N’P’>P’C, P’Q">P’B, P’Q">Q’B, Q'M™>Q’A,
QM>M’A(B)

Dupa insumarea relatiilor (¢) gasim Pyenprg=Pmnpg 1ar pentru cele din (B) =

2(M’N,+N’P’+P’Q’+Q,M’)>AB+BC+CD+DA adica 2PM’N’P’Q’>PABCD Sau %PABCD <PM’N’P’Q’
Asadar %PABCD <Pmnpg

Fie D:€D’D ai MD1+ D;N sa fie minim. Avem desigur MN< MD;+ D;N

Din desfasurarea fetelor laterale ale paralelipipedului se intelege cd M, D; si N sunt coliniare.
Analog pentru C, , By, A;

Avem PMNPQ:MN+NP+PQ+QM< MD,+ D1N+NC1+C]_P+PB]_+B]_Q+QA1+A1M <
<D’A+AB’+B’C+CD’(linia rosie)=2(D’A+AB*)=2(vVa? + c2+V b2 + ¢2)

Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz (mx+ny)? < (m?+n?) (x*+y?), cu m=n=1,
x=vaZ + ¢, y=VBh2 + ¢ 22(VaZ + 2B + ¢2) <24/2(a% +b% +2¢%) =2,/2(c? +d?)

.1 2 2
Avem deci EPABCD < Pmnpg < 24/2(c% +d?)

Interpretarea desfasurarii din figura ce urmeaza:

Cu linie albastra groasa este cazul MNPQ coincide cu D’C’B’A’.
Cu linie verde este cazul M=D’, N=D’, P=B, Q=B.

Cu linie rosie este cazul M=D’, N=C, P=B’, Q=A.

Cu linie portocalie este proiectia de lungime minima a lui MNPQ pe fetele paralelipipedului.
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4) PROF. STAN ANA GABRIELA DOINA, DRACSANE|I TELEORMAN
A(0,0,0); B(b,0,0); C(b,a,0); D(0,a,0); A’(0,0,c); B’(b,0,c); C’(b,a,c); D’(0,a,c);

M(0,yM,zM); N(xN.a,zN); P(b,yP,zP); Q(xQ,0,2Q); M’(0,yM,0); N’(xN,a,0); P’(b,yP.0);
Q’(xQ,0,0);

0<zM,zN,zP,zQ<c, 0<yM,yP<a, 0<xN,xQ<b, 1n ideea ca punctele M,N,P,Q nu se gasesc pe
laturile paralelipipedului.

Folosim MN=,/(xM —xN)? + (vM —yN)* + (zM — zN)? si analoagele pentru NP, PQ, QM .

Prelucrand MN avem

MN = /xN? + (a — yM)2 + (zM —zN)? <yxN2+ [(a—yM)? +,/(zM—zN)> <xN +a -
yM + ¢

respectiv

MN >/ (xM — xN)% + (yM — yN)? = M'N’ > ,/(xM — xN)? = XN respectiv MN > a-yM

>[= | <
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atxN— }H

b—xNta—yP

Obtinem <MN < XN +a—yM + ¢ si in mod analog <NP< b-xN+a-
XP +c,

xQ+}H

ETxETE < PQ < b- XQ +XP +c, <QM< xQ+ yM+c

Insumand relatiile anterioare obtinem: a+b<MN-+NP+PQ+QM<2a+2b+4c

2a+2b

< MN+NP+PQ+QM<4a+4b+4c -2(a+b) adica

1 . . .o A o o e
~Pagcp < Pmneg < Pascpa's'cp’ — Pascep (relatie mai puternica decat cea propusa initial )
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10. PROBLEMA LUNII NOIEMBRIE 2016

Conf. dr. Gheorghe PROCOPIUC, Universitatea Tehnica Iasi

Fie ABC un triunghi oarecare. Bisectoarele interioare AA;, BB1, CC; ale triunghiului ABC
intersecteazad a doua oara cercul circumscris triunghiului in punctele A, By, C,.

Sa se demonstreze dubla inegalitate

3(4r)" < AA? + BB! +CC! <3(2R)",Vne N
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11. MODEL PENTRU LUNA NOIEMBRIE 2016
EVALUARE NATIONALA LA MATEMATICA

SUBIECTUL | - Pe foaia de examen se trec doar rezultatele. ( 30 de puncte)

(5p) 1. Rezultatul calculului 10—2:2 este egal cu....

(5p) 2. Numerele intregi din intervalul [—6;7] sunt In numar de ....

(5p) 3. Patru kilograme de mere costa 10 lei.Trei kilograme de mere de aceeasi calitate costa
.. lei.

(5p) 4. Un triunghi echilateral are latura de lungime 6m.Aria triunghiului este egala cu... m?
(5p) 5.0 prismia dreapti ABCABC  are ca baze triunghiurile echilaterale ABC si ABC' .
Daci AB = AA =3 m,atunci suma lungimilor tuturor muchiilor prismei este egali cu ... m.

(5p) 6. Numarul elevilor din clasa a VIII-a a unei scoli si notele obtinute la teza la matematica
sunt reprezentate in tabelul de mai jos.

Nota 3 4 5 6 7 8 9 10
obtinuta
Numar 1 2 3 4 7 5 5 2
elevi

Numarul elevilor din clasa este egal cu....

SUBIECTUL Il — Pe foaia de examen scrieti rezolvarile complete. ( 30 de puncte)
(5p) 1. Desenati, pe foaia de examen, o piramida patrulatera regulata de varf V si baza ABCD.

(5p) 2. Media aritmetica a doud numere naturale este 10 si unul dintre numere este cu 8 mai mare decéat
celalalt. Determinati cele doud numere.

(5p) 3. In vacanta, Mihai a economisit o suma de bani. Dupa ce a cheltuit doud cincimi din aceasta
suma, lui Mihai i-au mai ramas 72 de lei. Calculati suma de bani pe care a economisit-o Mihai In vacanta.

4. Pretul unui telefon mobil a scazut cu 10% si,dupa o saptaméana, noul pret a scazut cu
15% .Dupa cele doua modificari de pret, telefonul costa 153 lei.

(5p) a) Aratati ca pretul initial al telefonului a fost de 200 de lei.

(5p) b) Cu ce procent din pretul initial s-a micsorat pretul produsului dupa cele doua ieftiniri?

1 1Y .
(5p) 5. Calculati x? +—, stiind cﬁ(x——j =14,unde xeR".
X X
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SUBIECTUL 11l — Pe foaia de examen scrieti rezolvirile complete. ( 30 de puncte)

1. Figura 1 reprezinta schita unei gradini formata dintr-un dreptunghi ABCD care are lungimea
AB =80 m si litimea de BC =40 m si dintr-un semicerc de diametru [DC]. E este mijlocul

arcului CD.

(5p) a)Gradina este inconjurata de un gard.Calculati lungimea acestui gard.
(5p) b)Verificati daci aria gradinii este mai mare decat 5712m’ (3,14 <=3 15) .

(5p) ¢)O vrabie zboara din punctul A la punctul C,apoi la punctul E si se intoarce la punctul A.Aflati
distanta parcursa de aceasta vrabie.

Figura 1

2. 1Infigura 2 avem ABCD un trapez cu AB||CD , AB=12 cm, BC = CD = DA = 6¢m si un punct E
astfel incat EA L (ABC) , EA=6 cm.

a) Aflati lungimea segmentului [AC];
b) Aflati lungimea segmentului [EC];

c) Aratati ca BC L (EAC).

Figura2

BAREMUL VA APAREA TN CEL MAI SCURT TIMP PE https://www.facebook.com/www.mateinfo.ro/
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12. MODEL PENTRU LUNA NOIEMBRIE 2016
BAC MATEMATICA MATE-INFO

SUBIECTUL I (30 de puncte)

(5p) 1. Calculati ¥/64 +log, /64 .
(5p) 2. Se considera functia f :R—> R, f(x)=2"". Si se calculeze f(2)+ f(3)+---+ f(10)

(5p) 3. Siserezolve in R ecuatia \/x* —6x = 3X.

(5p) 4. Sa se calculeze probabilitatea ca, alegand un numar din mulfimea A= {8, 9,10,-- -40}
acesta sa fie divizibil cu 4.

(5p) 5. Se considera vectorii u=23i- 5] si V=—4i— 2] . Determinati coordonatele vectorului

W=20+1v.
2
(5p) 6. Intr-un triunghi ABC se cunosc AB =12, BC =8, AC =6. Sa se calculeze cosB.

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

. . 2x-1 —-x+1
1. Fie matricea A(x):(zx 1 X+1]eM2(R), xeR.

(5p)  a) Sase calculeze A(-1)+A(1).
(5p)  b) Notam matricea (— ) (l) BeM ( ) Sa se determine B",n>1.

(5p)  c) Si se calculeze suma Z A(k).

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie

x*y=4xy—2x—2y+§, vXx,yeR.

(5p) a)Sdsearatecd X*y= (2X—1)(2y—1)+%, vx,yeR.
(5p) b) Sa se verifice daca ,, *” este o lege de compozitie asociativa pe R .

(5p) c¢) Sa se demonstreze ca X*X*X*...*X:Zn_Z(ZX—l)n-l-%, VxeR, VheN, n>2

n ori
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SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

X3

1. . Se consider functia f :D — R, f(x)=w, abeR.
ax +

: . oA 1 .
(5p) a) Sa se determine a si b, numere reale, astfel incat dreapta y = Zx+1 sa fie asimptota

la graficul functiei.
(5p) b) Pentru a si b gasiti la a). sa se stabileasca domeniul maxim de definitie al functiei si
apoi sa se studieze monotonia functiei.

X—o\ X

f(x)
(5p)  c¢) Si se calculeze Iim[g- f (X)j :

_ X’ +ax+1,x<1 o oo
2. Fie F:R->R,F(x)= , astfel incat F sa fie o primitiva pentru
X2+ x> —4x+b,x>1

o functie f :R > R

(5p) a) Determinati a,beR.
(5p) b) Pentru a=-1si b=3 aflati functia f :R > R.
(5p)  c) Calculati j e (X% — X +1)dx



