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Din nou despre Teorema Beatty si cateva aplicatii ale sale.
Triunghiul vietii.

NECULAI STANCIU?

Matematicianul american Sam Beatty a publicat in [1] urmatoarea problema:

“Dacd a este un numar irational, atunci sirurile m(1+a),m=212,...si n(l+a™"),n=12,...sunt
disjuncte, dar, reunite contin un numar si numai unul din fiecare interval
(k,k+1),k=123,..”

Problema a fost rezolvata de Ostrowski si Aitken in [3] iar apoi generalizati de Lambeck si
Moser in [2].La adresa [5]se gésesc liber doud variante de demonstratie a teoremei
Beatty.Mai tarziu, a mai fost generalizatd de Holshouser si Reiter pentru sirurile de functii
continue (vezi [4]).Prezentém mai jos ultima varianta a demonstratiei (2006) care se poate
consultaliber |a adresa [6].

Teorema Beatty.Dacd a,be R-Q astfel incat 1+% =1si (a,),,=na, (b,).,=nb
a
atunci exact un element din {(a, )., }u{(b,).., } se gaseste in intervalul (N,N +1).
Demonstratie.Observam ca a,#b,(in caz contrar na=mb=b=1+ Ne Q,
m

contradictie).Vom demonstra cd VYN >1, exact un element din {(a,)_,}u{(b,)..,} se gaseste
inintervalul (N,N +1).Fie N >1 si notam cu S(N) numarul elementelor din {a_}u {b, } mai
mici decat N .

a,<Nona<Ne n<N Deci exista [E} demente din {a,} mai mici ca N si analog
a a

[%} dementedin {b, }.Din relatjile:

N {N} N
—-1<|—|<—
a a a

N N N
—=-1<|—|<—
b {b} b
adunate membru cu membru obtinem :

N -2< S(N) < N = S(N) = N —1.Rezultd c& numérul elementelor din {a,}u{b,} aflate in
intervalul (N,N +1) este S(N +1) - S(N) =1.

Teorema Beatty.Alta varianti([5]).

Dacd r,se R—Q astfel incat 1.1, si A=[nr].,, B=][ns|.,, atunci A si Brealizeaza
r s

0 partitie a multimii N*.

Demonstratia 1.

! Prof., Scoala “George Emil Palade”, Buzau
stanciuneculai @yahoo.com
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|.presupunem prin reducere la absurd ca 3Jj>0,jeN,kmeN" astfd Tncét
j <kr<j+1lrsrRQ

je ANB=1" , = cd nu avem egalitati, deci
JSms< 41 ix0

{J <kr< J_+1 :i< k<J—Jrl Si 1 m<J—+1 care adunate membru cu membru dau

j<ms<j+1 r r S S

j<k+m< j+1, contradictie(nu putem avea un numar natural ntre doud numere

naturale consecutive).

[I.presupunem prin reducerelaabsurd j ¢ Asi j ¢ B.Deci 3j >0, e N,k,me N”
kr < j

o 1+ (k+Dr _ _ R

astfel incat ms< | , deorece j =0, iar r,se R—Q- in precedentele nu avem
J+1<(Mm+Ds

egalitati.Rezulta:

k<l
;
kr < | i
j+1
j+1< (k+1)r —<k+l o
. = _ care adunate membru cu membru dau k+m< j si
ms< j m<
j+1<(m+Ds S
J—+1< m+1
s

j+1l<k+m+2.Rezultd k+m< j <k+m+1, iarasi contradictie.

Din I. si Il. teorema este demonstrata.
Demonstratia 2.

)

Se determina pozitia acupata de fractiile = si k (j,k e N") asezate Tn ordine crescatoare pe
r S

axanumerelor reale pozitive.

Se observa ca 1 # 5.

r S

in caz contrar 3Jj,ke N’ astfel ncét . i,L: r(1_l) =r-1e R-Q, iar
r s ks r
% € Q;, ceea ce este imposibil.Deci nu exista doua numere care sa ocupe aceiasi pozitie.

Pentru orice l, 3j numere astfel Tncét Esi Si [E} numere astfel incat — <
r rr r

K .Rezulta
S

= |—.

deci ci pozitia lui % in sir este j +[$} = j+[i(s-n]=[js]

. c e Ko s % <
Analog se obtine faptul ca pozitia lui — n sir este [kr].RezuIta ca orice numar natural nenul
S

ocupd numai o pozitie in sir fiind de forma [nr] sau [ns] dar nu sub ambele forme.
Remarca 1. Reciproca teoremel Beatty
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Daca p si g sunt doud numere reale astfel incat [np] si [ng] ocupa pozitii diferite(apar o
singuré data in unul si numai unul din sirurile [np] ., respectiv[ng] ) atunci p si q sunt

irationale si verifica relatia 1 + 1 =1; este de asemenea adevarata.

P q
Aplicatia 1.Tindnd cont de teorema Beatty, Problema datd la concursul interjudetean
“Nicolae Paun”, Rm. Vélcea, 2009 (publicata si Tn RMT nr. 1/ 2010, pag 43 , cu nr.
0.1X.195) , se poate extinde astfel:

Dacd a,be R—Q notdam cu M (a,b) :{[na]u[nbE+%:Lne N*}.

a) Sa se determine multimea [ne], multimea |[ne?| si multimea [ne]u |ne?|(unde ¢
este “numarul de aur™).
b) Sase arate ca M (a,b) este infinita.
Solutie.
a) Se obtine [n(p]= {l3,4,6,8,9,1],12,14,16,17,19,...}- care se numeste sirul Wythoff inferior,
respectiv |ng?|= {2,5,7,10,1315,18,20,23,26,28,31,34,36,39,41,44,47,...} - sirul  Wythoff
superior.Observam ca [n(p] Si [n(pz] realizeaza o partitie a multimii N~ (deoarece se verifica

ipotezele teoremei Beatty: ¢, p” € R—Q,i+i2:1).
¢ o

[no]u [n(pz]: N*.
b) conform Teoremei Beatty multimile {[a,[2al,[3a]....}, {{b],[2b],[30]....} contin fiecare numar
natural o singurd data.Deci M (a,b) = N".
Aplicatia 2. Triunghiul Vietii(numit astfel de catre Fibonacci).
Configuratia de mai jos contine numere naturale asezate pe trei randuri.

2
3 5
4 7 8 13

a)Gasiti regula de asezare a numerelor si construiti urmatoarele doua randuri(configuratia
este infinita).
b)Gasiti o portiune generald pentru un numar natural oarecare si aratati ca orice numar
natural nenul apare o singura data in triunghiul infinit.
Solutie.
a)

A

D E F G
Dacad se cunosc numerele A si B putem construi ntreg triunghiul
astfe:C=A+B;D=A+B-LE=B+D;F =B+C;G=C+F . Maiobservam ca

C-D=LF-E=1.
Completarea ceruta este urmatoarea:

3 5

6 10 11 18 12 20 21 34
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9 1516 2617 2829 4719 31 32 52 33 5455 89
b) Pentru un numar oarecare n avem urmatorul triunghi:
n

[no] Ing?]
[o[ne ] lo2[ne]]  folne?] lo?[no ]
1++/5
2

unde ¢ = (numit “numarul de aur”) si [x] reprezinta partea intreaga a numarului

1 1 : . o .
x.Deoarece —+—; =1, conform teoremei Beatty orice numar natural nenul apare odata si
¢ o

numai odata tn unul din sirurile [n(p] respectiv [n(pz].PIecénd de la relatiile intre
A B,C,D,E,F,G seobtine sirelatiile :

n+[no]= [no?flno]+[ne?|=lo[no? [ ne |+ lolno[|=lp2[ne>]

o2 |- elne ]l =1 ko[ne ? [~ ko 2[ne]| =1, care sunt adevarate.
Exercitiu. Fie a=1++/5 si b=3++/5.Dac pentru orice ne N* asezdm pe axa (OX a
numerelor reale pozitive toate fractiile de tipul 2 respectiv E atunci ce pozitie(a cata

2012

este ) ocupa fractia 2012 respectiv ?
a

Solutie. Se aplicd Teorema Beatty(vezi demonstratia 2.).

n cazul nostru 2012 _ 1006 i 2012 _ 1026 unde ¢,¢? € R—Q,1+i2:1, Q= 1445
a ® b ¢ o 2
« x ” . . . y 1006
este “numarul de aur”.Conform teoremei de mai sus pozitia ocupata de —— este
¢

10060 2 | = 2633 si pozitia fractiei % - @ este [1006¢ | =1627.
¢

Remar ca 2.Demonstratii diferite de cele din acest articol a Teoremel Beatty sunt prezentate
de Vasile Pop si Viorel Lupsor in articolul “Partitii ale multimii numerelor naturale” din
Gazeta Matematica seria B nr. 3/2006(paginile 113-121) precum si de Adrian Reisner in
articolul “Asupra teoremei lui Beatty, sirurilor lui Wythoff si cuvantul lui Fibonacci” din
Gazeta Matematica seria A nr. 3/2009(paginile 182-194).
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APLICATII ALE ANALIZEI MATEMATICE IN GEOMETRIA TN SPATIU (3)

Prof. Poenaru Dan, Colegiul Economic ,,1.Pop” Cluj -Napoca

Aplicatie:

Se da un dreptunghi ABCD de laturi AB = a
si BC=b (a>b).1n D se ridici o perpendiculara
pe planul dreptunghiului pe care seiaun punct
M mobil M. Fie Rsi Sproiectiile punctelor Asi C pe
dreapta DB iar P si Q proiectiile acelorasi puncte A
si C pe dreapta MB.
Sa se studieze variatia ariei patrulaterului PRSQ.

Solutie:

Din punct de vedere metodic, rezolvarea problemei poate fi prezentata in doua etape
distincte:

(*) Rezolvarea unei probleme de geometrie:
1. Se determind mai intai forma particulara a patrulaterului; Tn acest scop, prin
reciprocaintai ateoremei celor trei perpendiculare, se demonstreaza relativ usor ca

PRL DB s QSL DB. In consecintd, patrulaterul PRSQ este un trapez dreptunghic.

2. Calculul ariei trapezului PRSQ:

Conform formulei cunoscute Ao = w
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Lungimile segmentelor prezentate Tn formula de mai sus se vor exprima in functie de
dimensiunile dreptunghiului (asi b) dar si in functie de lungimea segmentului MD pe
care 0 vom nota cu X ; aceasta caracterizeaza pozitia punctului variabil M pe dreapta
perpendiculara pe plan.

Utilizand succesiv teoremal lui Pitagorain triunghiul dreptunghic MDB
S apoi teorema catetei Tn triunghiurile dreptunghice MAB, respectiv MCB, obtinem:

(@ -17)

JaZ+b?+x?

M MB=+a’+b’+x* s PQ=

Utilizand asemanarea triunghiurilor MDB, PRB si QSB, obtinem:

a’x b?x

PR= s QS=
JaZ+b% \Ja? +b? + X2 JaZ+b% \Ja? +b? + X2

a*-b* X

Ao ™ 7 p7 a? 107 1

Astfel se gjunge la ceea ce sugereaza

0 a doua etapa:

(**) Construirea si rezolvarea problemei de analiza ma tematica:
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1. Construirea functiei

4 4
f:[040)> R, f(x)= a-b : X2 -
2nJaZ+b? a“+b +x

2. Studiul variatiei functiei
Comportamentul functiei la ,,capete”: f(0) =0 si respectiv  lim f(x) =0
a*-b*  a’+b*-x°

2va? +b? '(az +0? + x?)°

Derivata functiei este f'(x) =

iar ecuatia derivateli

2 2
f(x)=0 conducela x, =a?+b? si f(x))== 4b
Tabel de varidtie:
X |o va®+b? + oo
f'(x) +++++++++++ 0  ————————

f) o AAAAAA AR & ;bz OO 0

Pentru ca etapa (**) sa fie elocventa in ce priveste utilitatea studiului propus, se
considera necesara prezentarea unui caz numeric :

Fie a=2 si b=1; obtinem functia:

f :[0,4) > R, f(x):ﬁ avand derivata
2(x° +5)
_ 2
f:[040) > R, f'(x):3*/§- >=X
2 (x°+9H)

Valoarea maxima a ariei trapezului se obtine pentru  x, = NCI (\/5) = %

Se prezinta n continuare tabloul de variatie si graficul functiei pentru acest caz
particular ilustrandu-se conexiunile aferente
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ASUPRA UNEI PROBLEME DE CONCURS

Corneliu Manescu-Avram

6. Inegalitati intre laturi

Fie T multimea tripletelor (a,b,c) de numere reale strict pozitive astfel incat existd un

triunghi nedegenerat cu laturile de lungimi a, b, c.

1. Fie n>3 unintreg si a,,a,,...,a, numere reale strict pozitive satisfacand inegalitatea
2 2 2\? 4 4 4
(al +a, +...+an) > (n—l)(a1 +a, +..+a, )
Aratati ca orice triplet (ai,a j,ak) cu indici distincti 1 <4, j,k <n apartine lui 7.

2. Pentru un intreg pozitiv dat n, sd se gaseasca marginea inferioara si marginea superioara a
expresiei

Q/a" +b" +</b” +c" +4/c” +a"
a+b+c

dupé toate tripletele (a,b,c)eT.

3 . Sa se descrie multimea numerelor reale pozitive x astfel incat inegalitatea a* <b* +¢* sa fie
adevarata pentru orice triplet (a,b,c)eT cu a>b>c.

4 . Pentru un intreg pozitiv dat n, sa se gaseascad cel mai mare numar real k = k(n) astfel incat

inegalitatea
a"+b"+c" > k(a +b+c)"
sd fie adevarata pentru toate tripletele (a,b,c)eT.

5. La punctele 2 — 4 se poate Inlocui multimea 7" prin

a) multimea 7, a tripletelor (a,b,c) pentru care exista un triunghi ascutitunghic cu laturile de

lungimi a, b, c;

b) multimea 7, a tripletelor (a,b,c) pentru care existd un triunghi obtuzunghic cu laturile de

lungimi a, b, c;

¢) multimea 7. a tripletelor (a,b,c¢) de numere reale pozitive pentru care a’ =b*+c’.

Aceastéd problema a fost postati pe site-ul [3] la 14 aprilie 2011 si propusa pentru Primul
Concurs Francez al Tinerilor Matematicieni, 22 - 25 aprilie 2011, Orsay, Franta. Ea a fost postata

1
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si pe site-ul [2] la 13 aprilie 2011 si propusé pentru Al III-lea Concurs International al Tinerilor
Matematicieni, 30 iunie — 7 iulie 2011, Minsk, Belarus (ITYM). Concursurile sunt intreceri pe
echipe care ce adreseazi elevilor de liceu. Problemele ITYM sunt publicate anterior cu mai
multe luni §i contin parti cu solutie necunoscuta. Participantii isi prezintd lucrdrile la concurs
intr-un fel de dezbatere de cercetare, iar rezultatele sunt afisate pe site-ul oficial [2].

Se remarca structura eterogena a subiectului : primul punct este algebric in forma, dar
geometric in fond, urmétoarele trei puncte sunt in esenta analitice i sunt inserate artificial, fard o
legatura directa cu primul punct, iar ultimul punct, menit sa aduca unele clarificari si completari
aspectelor geometrice, se refera la punctele 2 — 4 si nu la primul punct, asa cum ar fi fost firesc.

Punctul 1 este de departe cel mai important si corespunde, contrar aparentelor, spiritului
geometriei euclidiene elementare, prin caracterizarea algebrica pe care o da existentei
triunghiurilor. Intr-adevir, toate proprietitile geometrice importante au fost caracterizate prin
egalitatea a doud numere, deci algebric : Tales — paralelismul, Pitagora — perpendicularitatea,
Menelaus — coliniaritatea, Ceva — concurenta, Ptolemeu — conciclicitatea. Acest rezultat a facut
obiectul problemei saptamanii 6 — 19.09.2010, unde a primit o solutie remarcabila din partea
doamnei profesoare Silvia Mugsatoiu si a fost extins la patrulatere inscriptibile Intr-un articol
publicat in revista Mateinfo.ro din octombrie 2010. Legatura dintre triunghi si patrulaterul
inscriptibil este una fireasca, Intrucat triunghiul este un patrulater inscriptibil degenerat. Este de
asteptat astfel ca unele rezultate referitoare la triunghi sa poata fi extinse la patrulaterul
inscriptibi, cum este de exemplu teorema tangentelor, care face obiectul problemei saptdmanii
5—-11.07.2010. Un alt exemplu este dat de formulele pentru calculul ariilor, cu toate ca in acest
caz ar fi mai natural sa considerdm formula lui Heron ca un caz degenerat al formulei lui
Brahmagupta.

Ideea rezultatului de la punctul 1 a aparut in solutia la problema saptdmanii 17 —23.05.2010 si
a prins contur dupa lectura urmatorului rezultat din [1] :

Exemplul 2.2.2. (i) Daca q, b, ¢, d sunt numere reale strict pozitive si
2 2 2 2\? 4 4 4 4
(a +b"+c +d ) >3(a +b"+c" +d ),
atunci oricare trei dintre ele sunt lungimile laturilor unui triunghi.

Scopul acestei note nu este restabilirea prioritatii rezultatului si nici rezolvarea problemei asa
cum a fost ea formulata pentru concursuri. Prima chestiune ar fi o munca de Sisif, intrucat
internet-ul transforma sistematic creatiile originale individuale in folclor, iar cea de-a doua este
sarcina tinerilor matematicieni (rezultatele activitatii lor vor fi postate pe site-ul [2]). Problema
nu si-a epuizat insa toate resursele, iar examinarea consecintelor punctului 5 asupra punctului 1
este in masura sa produca rezultate interesante, dintre care unele vor fi prezentate in continuare.

Lema 1. Fie a > b > ¢ > 0 numere reale. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente :

a) existd un triunghi ascutitunghic avand laturile de lungimi a, b, ¢;

b) (a4+b4 +c4)2 >2(ag-|-b8 +cg);
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c) a’<b*+c.

—a*+b*+¢?

DEMONSTRATIE : @) = b) Din €084 = >0 g analoagele, rezulta

2bc

(a2 +b2+cz)(—a2 +b* +cz)(a2 —b? +cz)(a2 +b* —cz):
=(a4+b4+c4)2 —2(a8 +b8+c8)>0.

b) = ¢) Daca in produsul de mai sus doi factori sunt negativi, de exemplu al doilea si al treilea,
atunci suma lor este un numar negativ,

(—a2 +b* +c2)+(a2 -b’ +cz) =2¢* <0,
contradictie. Rezulta ca toti factorii sunt pozitivi, in particular al doilea factor este pozitiv.

2 2 2 2 e
¢) = a) Avem @ <b" +c <(b+c) sdeundea<b+c;b<a<c+a,c<b<a-+b,deci exista
un triunghi cu laturile de lungimi a, b, c. Acest triunghi este ascutitunghic, deoarece cosinusurile
masurilor unghiurilor lui sunt pozitive :

at<b’+c*, b <a’ <t +a’, A <bP<a*+b .

Nota. Un tetraedru se numeste semiregulat (isoscel, echifacial) daca are muchiile opuse
congruente. Conditiile din lema 1 sunt echivalente cu urmatoarea :

d) exista un tetraedru semiregulat cu muchiile de lungimi a, b, c.

Intr-adevar, din patru triunghiuri ascutitunghice congruente se poate construi un tetraedru
avand ca fete triunghiurile respective, deci a) implica d).

Volumul V al unui tetraedru semiregulat se exprima (cf. [5] [6]) in functie de lungimile a, b, ¢
ale muchiilor tetraedrului prin formula

72V = (—a2 +b’ +cz)(a2 -b’ +02)(a2 +b’ —cz).
Toti factorii sunt pozitivi §i primul factor este cel mai mic dintre ei, deci d) implica c).

Lema 2. Fie a > b > ¢ > 0 numere reale. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente :

a) exista un triunghi dreptunghic avand laturile de lungimi a, b, c;
b) (a4 +b* +c4)2 = Z(a8 +b° +cg);
c) a’=b"+c’.

DEMONSTRATIE : a) = b) Din a > b > ¢ rezulta ca lungimea ipotenuzei este egald cu a, deci



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 — 6432 Septembrie 2011

@ =b+ cz, de unde
(614 +b* +c4)2 —2(a8 +b° +cg) :(a2 +b’ +cz)(—a2 +b’ +(:2)(a2 -b’ +cz)(a2 +b’ —cz) =0.
b) = ¢) Cel mai mic factor in produsul de mai sus este al doilea, deci —a’ +b*+c* =0.

. 2 _ 12 2 o _ 2 2 . .
¢)=a)Din @ =b"+¢ rezulta a=Vb"+¢" <b+c. Avemsib<a<c+a,c<b<a+b,deci
existd un triunghi cu laturile de lungimi a, b, c. Conform reciprocei teoremei lui Pitagora, acest
triunghi este dreptunghic.

Lema 3. Fie a > b > ¢ > 0 numere reale astfel incat a < b + c¢. Urmatoarele afirmatii sunt
echivalente :

a) exista un triunghi obtuzunghic avand laturile de lungimi g, b, c;
b) (a4 +b* +c4)2 < ?_(a8 +b° +c8);

c) a’>b*+c’.

DEMONSTRATIE : Asemanatoare cu cea a lemei 1.

Propozitia 4. Daca /' = 3 este un numir natural si 41>4,---, 4, sunt numere reale strict pozitive
astfel Incat

2
(al4 +a; +...+a:) > (n—l)(al8 +a; +...+af),
atunci oricare trei dintre aceste numere sunt lungimile laturilor unui triunghi ascutitunghic.
DEMONSTRATIE : Pentru n = 3 proprietatea rezulti din lema 1. O demonstram pentru 7 = 4:

2
(n—l)(al8 +a§+...+a3)<(al4+a§+...+a3) =

2
4 4 4 4 4 4
a, +a, +a a, +a, +a
:[1 L At 3+a:+...+a2j <

2 2
4 4 4 4 4 4
a +a, +a a +a, +a
<(n-1) [ L 3} +( L2 3} +a; +..+a

2 2 "

unde a doua inegalitate rezultd din inegalitatea dintre media aritmetica i media pétratica.
Simplificam, reducem termenii asemenea $i obtinem

2
8 8 8 4 4 4
2(a1 +a2+a3)<(a1 +a, +a3) ,
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deci se poate construi, conform lemei 1, un triunghi ascutitunghic cu laturile de lungimi ay, a»,
asz. Cum expresiile din enunt sunt simetrice, rezultd ca proprietatea raimane adevarata pentru
oricare trei dintre numerele ay, as, ..., d,.

2
) 4 4 4 8 8 8 . e .
Note. i) Inegalitatea (al ta, +..+a, ) = ”(a1 Ta, ..+ an) este adevarata, oricare ar fi

numerele reale %>%,5---,4,-

ii) Inegalitdtile obtinute din teorema cosinusului pentru patratele lungimilor laturilor unui
triunghi ascutitunghic sunt de acelasi sens, astfel ca nu vom obtine propozitii similare pentru
triunghiurile dreptunghice sau obtuzunghice.

Printre triunghiurile obtinute din aplicarea punctului 1 exista triunghiuri ascutitunghice, dupa
cum reiese din

Propozitia 5 Daca oricare trei dintre numerele reale strict pozitive ¢>%>---»4, sunt lungimile
laturilor unui triunghi, atunci printre oricare cinci dintre ele exista trei care sunt lungimile
laturilor unui triunghi ascutitunghic.

DEMONSTRATIE : Alegem numerele aj, ..., as si presupunem ci % <@, <@; <d, < ;. Daci
triunghiurile cu lungimile laturilor printre aceste numere nu sunt ascutitunghice, atunci, in
particular, triunghiurile cu lungimile laturilor a,, az, as, respectiv as, as, as nu sunt
ascutitunghice, deci

2

2 2 2 2 2
a, 2a, +a,, a;=2a; ta,,

de unde
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
as; 2a; +a, +a; 2a, +a, +a, Z(a1+a2) +(a1—a2) Z(a1+a2) ,

prin urmare 4s 2 a, +a,, gstfel ca nu existd un triunghi cu laturile de lungimi a, as, as,
contradictie. Cum numerele ay, ... , as au fost alese arbitrar, rezulta ca proprietatea este adevarata
pentru oricare cinci dintre ele.

Notd. Numirul 5 este minim cu proprietatea din enunt. Intr-adevir, oricare trei dintre numerele
30, 40, 51, 65 sunt lungimile laturilor unui triunghi obtuzunghic.

Urmatorul rezultat este o generalizare a problemei saptdmanii 25-31.10.2010 (Biro Istvan, [4]).
Propozitia 6 Fie %-4,,----4, numere reale strict pozitive astfel ca
I<a,<a,<..<a,<M,

unde M este un numar real. Daca printre numerele %>%,,--->4, nu exista trei care sunt lungimile

laturilor unui triunghi, atunci marginea inferioard a lui M este egald cu £, al n-lea termen din
sirul lui Fibonacci.
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DEMONSTRATIE:  Daca nu exista trei dintre numerele %>%>---»4, care sunt lungimile laturilor
unui triunghi, atunci & =@, + @, pentru orice ! > /- > k. Avem asadar

a,za,,+a,,, a,,24a,,+a,,, a,,2a,,+a,,, . a;2a,+a,
de unde se deduce

M>a >a, +a, ,>22a, ,+a, ,>23a, ;+2a, ,25a, ,+3a, ;>..2F a,+F ,a, >2F,.

Marginea inferioara a numerelor M este deci egala cu F), si este atinsa atunci cand toate

numerele %1 <I<7 gunt termeni ai sirului lui Fibonacci.

Observatie. Asemanator deducem :

Daca 1 <@ <a, <a;<a, <M gj triunghiurile care au lungimile laturilor egale cu oricare trei

dintre numerele %>4%,>4%,4,nu sunt ascutitunghice, atunci marginea inferioard a numerelor M

este egald cu V3 si este atinsa atunci cand % =4, = La, = \/5, a, = N
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Demonstrarea unor relatii metrice cu ajutorul
vectorilor

Prof.Balogh Erika
Colegiul Tehnic “C.D.Nenitescu” Baia Mare

1. TEOREMA SINUSURILOR
Intr-un triunghi oarecare raportul dintre fiecare latura si sinusul unghiului opus este
constant si anume egal cu diametrul cercului circumscris triunghiului

a b c

SnA snB_snC

D
Fig. 1.
A
R O
B\_y
Fig. 2.
BC =BA+ AC

Consideram un vector unitaru perpendicular pe AC si inmultim scalar relatia precedenta cu U:

sau
BC-cos(90°-C)=BA -cos(90°-A)
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adica
asinC = csinA

deci
a _ ¢c
sin A sinC

b
sinA sinB

analog se demonstreaza ca

Construim cercul circumscris A ABC siluam OM L BC
in A BOM, M=90° = sin BOM = % dar BOM = BAC, BM :% si BO =R

rezulta

Sin A = E/R = _i=2R
2 snA

2. TEOREMA COSINUSULUI
Intr-un triunghi oarecare patratul unei laturi este egal cu suma patratelor celorlalte doua
laturi din care se scade dublul produsului acestor laturi prin cosinusul unghiului cuprins intre ele.

Fig. 3. Fig. 4.
Intre laturile A ABC carora li s-a stabilit un sens 5, B,Eexista relatia:
a=b-c |()
a?= b2+c2-2 b-c
folosind definitia produsului scalari dintre doi vectori rezulta:
az = b2+c2-2-b-ccos(5, E)

az = b2+c2-2-b-ccosA

se mai poate scrie
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a? = b2+c2-2-b-prpc

sau

a? = b2+c2-2-c-preh

daca A este ascutit cos A >0 sau daca este obtuz cos A <0

cind 0 <A <090° BC2 = AB2+ AC2-2AC - AD
BC2 = AB2+ AC?2-2 AB - AE
cind 90°< A < 180° BC2 = AB2+ AC2+ 2 AC - AD
BC2 = AB2+ AC2+ 2 AB - AE

relatiile precedente sunt cunoscute sub numele de teorema lui Pitagora generalizata.
In particular daca A = 90° = a2 = b2+ c? adicateorema lui Pitagora.

Si inversa teoremei lui Pitagora este valabila: daca intr-un triunghi patratul unei laturi este egal
cu suma patratelor celorlalte doua laturi atunci triunghiul este dreptunghic.

In general aceasta teorema se foloseste cind vrem sa demonstram despre un triunghi ca este
dreptunghic.

3. _Relatia metrica in legatura cu centrul de greutate
Sa se arate ca daca G este punctul de intersectie a medianelor unui triunghi oarecare
ABC, avem relatia:

2 (GA%2+GB2+ GC?) = BC?2+ CA%+ AB?

Fig. 5.
G fiind centru de greutate rezulta:
GA+GB+GC=0
prin ridicarea la patrat relatia obtinem:
GA2 + GB2 + GC? = —2GA-GB-2GA-GC-2GB-GC (i)

3
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In triunghiurile GBC, GAC, si GAB aplicam teorema cosinusului si obtinem:

—2@-@ AB2? - GA? - GB?
~2GA-GC = AC?- GA? - GC?
—2GB-GC = BC2- GB2- GC?

Adunind aceste trei egalitati rezulta:

—2GA-GB —-2GA-GC-2GB-GC = AB?+AC? +BC?- 2GA? - 2GB? - 2GC?
Inlocuind aceasta relatie in relatia (i) obtinem:

GAZ2+ GB2+ GC2 = AB2+ AC2+ BC2- 2GA2-2GBz2- 2G(C?
sau

3(GA2+GB2+GC?) = AB2+ AC?+ BC?

analog se poate demonstra 9 ( GA* + GB* + GC*) = a2+ b2+ ¢2

4. Calcularea medianei intr-un triunghi oarecare
Fie triunghiul ABC si medianele AA', BB'si CC'. Daca BC=a, AC=b, AB=c

2(b? +c?)-a? 2(a® +c?)-b? 2(a® +b%) -c?

AA2 = , BB2 = , CC2 =
4 4 4
A
B A Cc
Fig. 6
A" fiind mijlocul laturii BC rezulta:
m _ AB + AC | ( )2

ridicat la patrat relatia obtinem:
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AA2 = (AB2+AC2+2AB-AC )/ 4 (1)
In A ABC avem relatia:
BC2 = AB? + BC2- 2AB-AC

deci -
2AB-AC = AB2+ AC2-BC? (2)

Inlocuind relatia (1) inrelatia (2) obtinem:
AA2 = [2(AB2+AC2)-BC? /4 sau AA2 =[2(b2+c2)-a? /4

Se stabilesc in mod analog si celelalte doua relatii.

5. Relatia metrica intre laturile si diagonalele unui paralelogram
Intr-un paralelogram suma patratelor laturilor unui paralelogram este egala cu suma
patratelor diagonalelor.

Fig. 7.
Fie ABCD parallelogram
Prin notatiile AB=DC si AD =BC (3)
In A ABD si A ABC DB si AC se exprima prin relatiile:

DB=DA+AB i AC = AB + BC

Tinind seama de relatiile (3) obtinem:

DB=DA+AB si  AC=AB-DA
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Prin ridicarea la patrat ai egalitatilor obtinem:

DB2 = DA2 + AB2 + 2 AD - AB
Si
AC? = AB2 + DA2 - 2 DA- AB
Adunind aceste doua egalitati membru cu membru ajungem la relatia:

DB2 + AC2 = 2 (AD? + AB?)

6. Calculul lungimilor Al , Bl , CI unde | este centrul cercului inscris in
triunghiul ABC

Fie P un punct oarecare din spatiu sau din planul A ABC

o= PA, r,=PB 1, =PC
— o+ G/ rc re
PD - b bro+cr

1+Cb b+c

Deoarece BI este bisectoareain A ABD se poate scrie:

ac
BD__b+C__ a

BA ¢ b+c
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prin urmare

— a — bm+cr ara
Bl = PD+b+C'PA_ bic bic _@latb-m+cere
1+ a a+b+c a+b+c
b+c b+c
Pl a-ra+b-ro+c-re (4)
a+b+c
Pentru calcului lui Al presupunem P = A = fa = 0 atunci
A D ABTCAC s 2bec2+ 2bc AB-AC )/ (a+b+c)
a+b+c
= 2b2c2(1+cosA)/ (a+b+c)=4bcp(p-a)/ (a+b+c)?
prin urmare:
— 2 /bc -
| =—./bcp(p-a) = M
2p P
Bl si Cl sededuc prin permutari circulare.
7. Calculul distantei OH | unde O este centrul cercului circumscris

triunghiului iar H ortocentrul

A

Fig. 9.

Stim ca OH =0OA + OB + OC
Dar | O_A| = | OB | = | ocC | = R, deciridicind la patrat relatia obtinem:

OH2 =3R2+2(&-@+@-&+&-@)

|. caz deoarece OB - OC reprezinta puterea punctului O fata de centrul cu
diametrul BC putem scrie:

7
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OB-OC -0OD?-a2/4 = R2-a2/4-a2/4 = R2-a2/2

deci
OH2=3R2+2[3R2-(az+b2+c2)/2]
OH2=9R2- (a2+b2+c?) (5)
ll.caz OA-OB + OB -OC + OC - OA =R2(cos2A+cos 2B +cos2C) =
=R2(-4cosAcosBcosC-1)
deci

OH2=3R2+2R2(-1-4cosAcosBcosC)
OH2=R2 (1 -8 cosA cosB cosC) (6)
Prin urmare relatia (5) este distanta OH? in functie de R si laturile triunghiului iar relatia

(6) estedistanta OH? infunctie de R siunghiurile triunghiului ABC.

8. Calculul distantei Ol dintre centrele cercului circumscris si al cercului inscris
ale unui triunghi.

Utilizind relatia (4 ) din paragraful 6.incare P = O siobtinem:

a-OA+b-OB+c-OC
a+b+c

a:

ridicam la patrat si obtinem:

Ol2=R2 (a2+ b2+ c2)/4p2+ 2 (ab OA- OB + bc OB - OC + ca OC - OA) / 4p2
Tinind seama de expresiile pentru

OA. @, OB . OC Si oC - OA putem scrie:

Ol2 = R2(az+b2+c?2)/(a+b+c)2+2[ab(R2-c%/2)+bc(R2-a2/2)+ca(R2-b?/2)]/(a+b+c)?2

Ol2 = R2(az+b2+c2)/(a+b+c)2+R2(2ab+2bc+2ac)/(a+b+c)2-abc(a+b+c)/(a+b+c)?

OlI2 = R2(a+b+c)?2 / (a+b+c)? - abc (a+b+c) / (a+b+c)?2

abc L o
Olz2=R2 TS dar abc = 4RS = 4R pr S = aria triunghiului
p
r = raza cercului inscris
Ol2=R2-2Rr

OR=R(R-2r)

9. TEOREMA lui EULER
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Intr-un patrulater oarecare suma patratelor laturilor este egala cu suma patratelor
diagonalelor la care se aduna de patru ori patratul segmentului care uneste mijloacele
diagonalelor.

Fig. 7.
AB=a, BC=b, CD=c, DA=d, AC=3,, BD=35,, EF=m
Fie ABCD patrulater oarecare E mijlocul lui AC si  F mijlocul lui BD
EF = EA+ AB + BF = EC+CD + DF

adunate cele doua relatii:

2 EF = AB+CD (7)
pentru ca

EA+EC=0, BF+DF =0
dar

AB+BC+CD+DA=0 = AB+CD = AD+CB
deci

2 EF = AD +CB (8)
Ridicind la patrat relatia (7) si (8) rezulta:
4EF2=AB2+CD2+2 AB-CD =AD2+CB2+2 AD-CB (9)

pe de alta parte adunind relatia (7) cu (8) obtinem:

ridicind la patrat rezulta:

16EF2=(AB2+CD2+AD2+CB2+2 AB -CD + 2 AD -CB)+2(AB - AD + AB-CB+CD- AB + CD-CB)

3|
o

Tinind seama de relatia (9) atunci:
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8 EF2=2 (AB-AD + BA-BC +CD-DB+ DC-DA)

Dar o
2 AB-AD =2adcosA = a2+ d?-3,2
2 BA-BC =2abcosB = az+ b2 - 5,2
2 CD-CB =b2+c2-d,?
2 DC-DA =c2+d2-d,2

deci
4EF2=a2+b2+c2+d?-5.2-3,2

prin urmare

a?+b2+c2+d?2 = §,2+93,2+4m?, caresenumeste sirelatia lui Euler

10. Calculul distantei de la centrul O al cercului circumscris unui patrulater
ABCD pina la anticentrul sau

Anticentrul unui patrulater inscriptibil este punctul de concurenta ale dreptelor duse din
mijlocul fiecarei laturi, perpendicculare pe latura opusa

Fig.8.
Daca ABCD este inscris in cercul cu centrul O si E anticentrul sau atunci:

OA+OB+0OC+ 0D = 20E (10)

Fie M, N, P, R mijloacele laturilor AB, BC, CD si DA
MM' 1 CD, PP L AB, si E = MM' n PP' rezulta OMEP paralelogram

OA+OB=20M si  OC+OD=20P

adunind rezulta:
10
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OA+OB+0OC + 0D = 2(0OM + OP)= 20E
Analog se poate demonstra dacaluam NN' L AD si QQ' L BC si E' = NN' n QQ
OA+OB+0C+0D = 20E deci E = E'

Prin ridicarea la patrat a relatiei ( 10 ) rezulta:

4 OE2=4R2 + 2 (OA-OB+OA-OC + OA-OD + OB-OC+OB-OD+0OC-0D) (11)

insa OA-OB reprezinta puterea punctului O fata de cercul cu diametrul AB decifind M
mijlocul laturii AB

avem: OA.-OB = OMZ—%ABZ = R2 —%ABZ —%ABZ = R2-AB? 2,

analog si pentru celelalte produse scalare.

Dacanotam AB = a, BC =b, CD =c¢, DA =d sidiagonalele AC = m, BD = n
relatia (11) devine:

4OE2=4R2+2[6R2-(a2+b2+c2+d2)/2 -(m2+n2)/2]
OE2 = 4R2 - (a2+b2+c2+d2+ m2+n2)/4

Pe baza teoremei lui Euler a2+ b2+c2+d2 = m2+n2+4e2 unde e estedistantadintre
mijloacele diagonalelor, prin urmare:

40E2 = 16 R?2 - (2m2+2n2+4e?)
sau

OE2 = 4R2 - ( m2+n2) /2 -e?

11. Distanta intre centrul cercului inscris si centrul de greutate la un triunghi
oarecare

Pornim din relatia
1A+ 1B+ IC=3IG

ridicind la patrat obtinem:

91G2=1A2+IB2+IC2+ 2 ( IA-IB+IB-IC+IC-1A) (12)
dar stiind ca:

E\EB = -c2/4 unde F mijlocul lui AB

E\E = [2(1A2+1B2)-c2] /4-c2/4

IA-1IB = (IA2+1B2-¢c2)/2

11
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Analog se pot deduce relatiile:

5|
5
|

Si

5|
>|
1

Inlocuind cele trei produse

91G2 = 3 (IA2+IB2+1C?) - (a?+b2+c?)

1A-1B,

(IB2+1C%2-a2)/2

(IC2+1A2-a2)/2

IB-IC, IC-1A  obtinem:

(13)

Dar in acest capitol in puntul 6. am demonstrat:

Az = bc(p-a) :
p

op < D), abp-0)
Y p

Folosind aceste relatii la relatia (46 ) rezulta:

G2 =
3

dar

ab+bc+ca

_(a2+b2+c2)/9 - &:

a?+b2+c2 = 2(p?-4Rr-r2)

ab+bc+ca= p2+4Rr

abc= 4RS=4Rpr

care rezulta;

IG2 = (P2-5r2-16Rr)/9

1. Gh.D.Simionescu:

2. G.Simionescu,V.Stefanescu:
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Prof.Balogh Erika
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TEOREME DE MEDIE

Prof. Descultu Sanda — Mioara
Colegiul National “Unirea”— Turnu Magurele, Teleorman

Capitolul 1.- PRINCIPALELE TEOREME DE MEDIE PENTRU
INTEGRALE

TEOREMA | DE MEDIE (Primaformulade medie)

Daca f,g:[a,b]— R suntintegrabile, m=inf f(x) ,M =sup f(x) ,

xe[a,b] xe[a,b]
g(x)>0,(v)xe[a,b] (sau g(x)<0,(v)xe[a,b] )

b b
Atunci (3)y e[mM] ai. [f(x)-g(x)dx=y - [g(x)dx

a
Demonstratie

Presupunem ca g(x)>0,(V)xe[a,b] .
f integrabilape [a,b] = f marginita =

= (3A)MM e R ai. m< f(x)<M (v)xe[a,b]. Dar g(x)>0,(V)x<[a,b]

= m-g(x)< f(x)-g(x)<M-g(x) (v)xelab] =

= ?m. g(x)dx < ?f(x). g(x)dx < ?M g(x)dx =
a a a
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b b b
= m-[g(x)dx < [ f(x)-g(x)dx< M - [ g(x)dx
a a a

Functia g esteintegrabila, g(x)>0,(V)xe[a,b] = tj)g(x)dxzo.
Se disting doua cazuri : i
Cazul | : I?g(x)dx=0 = Os?f(x)g(x)dxso = ljjf(x)g(x)dx=0

a a a
Deci y sepoateaegeoricenr.din [mM] , s y-?g(x)dx=y.0:0

b b )
= [f(x)-g(x)dx=v - [ g(x)dx.
a a
Cazul Il : ljjg(x)dx>0 =
b ) b b
m- [g(x)dx < [ f(x)-g(x)dx<M - [g(x)dx <
a a a

b

J £(x)- g(x)ax
& m<@ . <M =

J9(x)ax
a
b
I f(X) g(X)dX b b
= @)= clmM] ai [1( gy [l
J g(x)dx 2 2
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Analog daca g(x)<0,(V)xe[a,b] .

COROLARUL 1.

Daca f,g:[a,b]>R
f este continuape [a,b]
g esteintegrabilape [a,b]

g(x)> 0,(V)X€[at;b] (sau g(X)i 0,(v)xelab] )
Atunci (J)cefa,b] ai. [ f(x) -g(x)dx= f(c)- [g(x)dx .

Demonstratie

f continuape [a,b] = f integrabilape [a,b] = f marginita , cu:
m=inf f(x) ,M =sup f(x) .
xela,b] xela,b]

Avem: f,g:[a,b]—> R integrabile s g(x)>0,(V)xe([a,b]

b b
> () e[mM] ai. [f(x)-g(x)dx=y - [g(x)dx .
a a
f continua pe [a,b] =interv.compact=> f isi atinge marginile pe [a,b] =

th.l.medie

= (3),B ela,b] ai. m="f(a), M=f(B).
yelmMM] = m<y <M = f(a)<y<f(B).
f continuape [a,b] =interval = f are P.D. pe [a,b] .

f aeP.D.pe[ab], f(a)<y <f(B),a,p elab] =
= (I)celab] ai. y =1(c).
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b b
Deci (I)cela,b] ai. [f(x)-g(x)dx= f(c)- [g(x)dx.

COROLARUL 2.

Daca f:[a,b]> R, f estecontinuape [a,b]
b
Atunci (3)cela,b] ai. | f(x)dx= f(c)-(b-a)
a
Demonstratie
In corolarul 1. particularizam pe g, si consideram g(x)=1 (V)x[a,b] .

f continuape [a,b] , g integrabilape [a,b] , g(x)>0,(V)xe[a,b] =

corolarl. s (Q)celab] ai. ?f(x).g(x)dxz f(c).?g(x)dx =
a a
b

= (I)cela,b] ai. [ f(x)dx= f(c)-(b-a)

COROLARUL 3.

Daca f:[a,b]—> R, f integrabilape [a,b]
Atunci (3)y e[mM] ai. I?f(x)dx:y-(b—a)
a

Demonstratie

Particurarizamg s consideram g(x)=1 (V)xe[a,b] .

Avem: f,g:[a,b]—> R integrabile, g(x)>0,(v)xe[a,b] =
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th.l .medie >(EI)Y e[m,M] ai. ?f(x),g(x)dxzy .?g(x)dx =

a a

= @)y e[mM] ai. I?f(x)dx:y-(b—a) .

In demonstratia teoremei |1 de medie ,se utilizeaza ur matoar ea lema:

LEMA

Daca f,g:[a,b] > R , f,g integrabile s
b-a
An=(a=xg<x <..<Xp=b) ,xk:a+k-T,O§k£n,

m(f)= inf f(x) , Mj(f)= supf(x) ,i=Ln

xe[x—1,% | xe[x—1,% |
m(g)= infg(x) , Mj(g)= supg(x) ,i=1Ln
xe[x—1,% | xe[xj—1,% |

Atunci (V)aij €[my(f).Mi(f)] s (v)Bj [mi(g).Mi(g)] .i=1n

b
im % oq-Bi <04 —x-1)= | 1(0)-glt)e
n—ool=1 a
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TEOREMA Il DE MEDIE (adoua formula de medie)

Daca f,g:[a,b]—>R
f,g integrabile pe [a,b]
g Mmonoton descrescatoare
9(x)>0,(V)xe|a,b]

atnd (Gcefab] ai. 1100 gxd=gla)- | f(x)ex.

Demonstratie

Fiene N* s fiesirul dediviziuni echidistante:
Ap=(a=xg<x <..<Xxn=Db) , Xk :a+k'b;na,03k£n :

Notam: my(f)= inf f(x) , Mj(f)= supf(x) ,i=1n.
Xe[—1.% ] Xe[x1.% ]

m ()< f)<Mi(f) . (V)xelxi-1.x] , (Vi=Ln.

f mtegrabllape [a,b],[x_1,%]c [a b]= f integrabilape[xj_1,x ],i =1,n.

S mfxe [1(exe Mk L (Vi-Tn =

X-1 X-1 X-1
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()04 =)< ] F()ex Mi(1)-04 ~_1) , (V)

=1ln =
XN-1
1 X R
= m(f)s——— [f(x)dx<M;j(f), (V)i=Ln .
X—X-1 Xj_1
Notam : — 1_ : )?f(x)dx:oci ,(V)i=Ln s g(x_1)=Bi ., (V)i=1n.
X —XN-1 Xi_1

Avem: f,g:[a,b]— R, f,gintegrabile,

An=(a=xg<x <..<Xp=b) ,xk:a+k-b;na,03k£n
aj e[m(f)Mi(f)] s Bje[m(g)Mi(g)] .i=1n

lema
—
b n n
JEO)-g(x)dx = lim X oj-Bi-(x —x-1)= lim Toj-9(x-1) 0§ —%-1)
a n—ooj=1

n—ooi=1

Fie F:[ab] > R, F(x)= | f(t)ct

a
Fq)- Flx_1)= [ f0)ct— TTd= [Htdts [FOdt— [t =
a a a Xj_1 a

= F(x)-F(4-1)= )}if(t)dt—(xixil)'{ __1_ : )?f(t)dt] N
Xi_1 X —X-1 X _1

= F(x)-F(%-1)=04 —%-1)-aj , (V)i=1n.
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Notam Ly = S -005-1)-05 1) = Z(FG8)~F 5-1) o(s-1)-

= 2 F5)-o05-1)- 2F05-1)-o(s-1)-

= F (a)a(x0)+ F ()alx) + FOa)al0)+ .+ F (xn)alxn1)-
- F(0)a00)- F(x1)904)- F(xa)g(2) .~ Fin-1)g(1-1)=
- F(3)-(9(x0)- 90a))+ FOx2)-(900) - 902 ))+ .+

ot F(xn-1)-(9(xn—

)= 9(xn-1))+ F(xn)-(9(n-1))- F(x0)- 9(x0) -
Dar F(xp)=F(a)=f

2
a
[f(t)dt=0 =
a

n-1

= Lp= le( X X9(x-1)- 904 )+ F(xn)a(xn-1)

Fie M =supF(x) , m=inf F(x) = m<F(x)<M , (V)i=1n
xe[a,b] xe[a,b]

g monoton descrescatoare, Xxi_1 <X ,(V)i=Ln=

= g(x-1)29(x), (V)i=Ln

= 9(x-1)-9(x)=0, (V)i=1n .

Dinnm<F(x)<M , (V)i=4n-1 s g(x_1)-g9(x)=0, (V)i=4,n-1=

m-(9(xi—1)-9(x )< F(x)-(a(xi—1)- 90 )) <M -(g(x-1)-9(x)),
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n-1 -1

:m~_§l(g(><i—1) g(x )< § (6)-(9(x-1)—9(%)) <
<m-Sol2)-00x) =
m-(900)- 9m1)) < _”gllFm )-(904-2)- 506))< M -(9(0) - 03 1)

Adunam F(xn)g(xn—1) incei trei membri =

= F(xn)a(xn-1)+m-(g9(x0)- 9(xn-1)) <
n-1
<F(xn)9(xn-1) + _§1F( % )-(9(-1)—-9(x))
< F(xn)a(xn-1)+ M -(9(x0)— 9(xn-1)) =

IA

<

= F(xn)a(xn-1)+m-(g(a)-9(xn-1))< Ln
< F(xn)9(xn—1)* M -(g(a)- g(xn-1)) =

Majoram al I11-lea membru :
F(*n)a(xn-1)+ M -(g(a)- 9(xn-1)) <M - g(xn-1)+M -(g(a) - 9(xn-1))=

=M -(g(xn-1)+ 9(a) - 9(xn-1))=M - g(a) .

Minoram membrul I:
F(xn)9(xn-1)+m-(9(a)- 9(xn-1)) = m- g(xn-1)+ m-(g(a) - 9(xn-1))=

=m-(g(xn-1)+ 9(a)- g(xn-1))=m-g(a)
Deci m-g(a)<Lp<M-g(a).

9(x)>0,(V)xe[a,b] = g(a)>0 = analizam 2 situatii: g(a)>0,g(a)=0.
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Cazul I): g(a)>0
m-g(a)<Lp<M-g(a) & m<—F<-Lh<M

= msi- lim Lpn<M = m< .
a(a) N—>00 a(a)

X
F:[a,b] > R ,F(x)=[ f(t)dt = Fderivabilasi F'(x)= f(x),(¥)xe[a,b].
a
F derivabilape[a,b]= F continua pe[a,b] = Fisi atinge marginile pe [a,b]

= (Au,vela,b] ai. F(u)=mF(v)=M =

< 1 bf dx <

= F(U)—@-{{1 (x)g(x)ax < F(v)

L2 (x)g(ek F(U) s - TF(x)g(xek— F(v) s
gl T ey T
sau F(u)<—— bf( )a(x)dx < F(v)

A g(«'ﬂ)f{1 °
Daca F(u)< ﬁa) : zf (x)g(x)dx < F(v) ,cum F este continuasi are deci
Prop. Darboux = (I)ce[a,b] a.. F(c)_ﬁ Zf (x)g(x)dx.

X C b C

DarF(x)=] f(t)dt = F(c)= ] f(t)dt = ia); (x)g(x)dx = | f(x)dx.

b C
Deci (3)ce(a,b] ai. [f(x)g(x)dx=g(a)- | f(x)dx

Cazul 1) : g(a)=0

10
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a<x<b=g(a)>g(x)>g(b)=0>g(x)>g(b)>0 =
b
= g(x)=0,(V)xe[a,b] = | f(x)g(x)dx=0
b

Dar g(a)- | f(x)dx=0.

Deci relatia l?f(x)g(x)dx: g(a)-(j:f(x)dx se verificapt. (V)ce[a,b] .
a a

TEOREMA BONNET-WEIERSTRASS

Daca f,g:[a,b]—>R
f continuape [a,b]
g monotona

Atunci (3)cea,b] ai. ljjf(x)g(x)dx= g(a)- (j: f (x)dx+ g(b)- tf) f (x)ox .
Demonstratie ] ) ’

Cazul 1) : g descrescatoare

Fie xe[a,b] = a<x<b g-descrescatoare | g(a)> g(x)

>g(b) =
= g(x)-g(b)=0,(V)xe[a,b] .
Fie h:[a,b] > R, h(x)=g(x)-g(b) = h(x)>0,(V)xe[a,b] .

h=g-g(b) ,g descrescatoare, g(b) constanta = h descrescatoare .

f continua pe [a,b] = f integrabilape [a,b] .

11
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h monotonape [a,b] = h integrabilape [a,b] .

Avem: f, h:[a,b]>R
f,h integrabile pe [a,b]
h monoton descrescatoare

h(x)>0,(V)xe[a,b]
thil.medie " 5\c[a,b] ai tj)f(x).h(x)olx: h(a)- [ f (x)x =
— F1(0)-(900)- glb)x=((a)- b)) | F(xkx =
b b C C
= [ f(x)-g(x)dx—g(b)- [ f(x)dx=g(a)- | f (x)dx—g(b)-[ f (x)dx =

= ?f(X) alx)ex= ga)- |  (xcc+ g(b)-(? f ([ (x)dxj =

= 20 g(a= g(a)- 1 (s g(b)-((j: (0 T () 1 1 (x)dxj

b C b
= [1(x)-g(x)dx=g(a)- [ f(x)dx+g(b)- [ f(x)dx .

Cazul Il) : g crescatoare — analog.

12
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Capitolul Il -APLICATII

TEOREMA DE EXISTENTA A PRIMITIVELOR UNEI FUNCTII
CONTINUE _( AplicatielaTh. | demedie — Corolarul 2. )

X
Daca f :[a,b] > R, f estecontinua s F:[a,b] >R, F(x)=[ f(t)dt

a
Atunci F este o primitiva a lui “f” care se anuleaza in “a”.

Demonstratie

Aratam F derivabilasi F'(xg)= f(xg),(V)xg €[a,b] . Fie xg € [a,b], x = xg.

)j( f(t)dt — onf (t)dt
a

azul ) : x<xg .= Fx)- F(XO) a -
X=X0 X=X0
)j(f (t)at — [)j( f(t)dt + onf (t)dt} _ onf (t)dt )j(f (t)at
_a a X X _X0
- X=X X=Xg X=X

13



Revista Electronici Matel nfo.ro | SSN 2065 — 6432 Septembrie 2011

X X0
[ f(t)dt— [ f(t)t
Cazul I1): xg<X .= F(0)-F(x0)_a a =
X=X0 X=X0

[onf(t)du)j(f(t)dt]—xjof(t)dt Tttt
(x0) _\a

F(x)-F ~ X0 a X0
X-X9 X=XQ CX=X9
X
[ f(t)at
Deci F(X_F(XO):XO , (V)xe[a,bl,x=xg .
X—X0 X—=X0
Cn
[ f(t)dt

- F(cn)-F(x0) _ %0
Fie (cp).cn € [a,b].cn # X0, 6 — =2 5 xg . —N =

n)Cn n n Ch—X0 S
f continuape [a,b], xg [a,b], cnela,b] =
= f continuapeintervalul de capete xg S ¢ =

corolarz | (3 ninint.de capete xg si cn L.
Cn
Jf(t)dt=(En) (cn—x0)
X0
C
jnf (t)dt
Dec F(cn)-F(x0) _ %o _fEn)-(cn—x0) _ fen) .
Ch = X0 Ch—=X0 Ch = X0

Deoarece : cnn;mo &n este inintervalul de capete xg S ¢y =

= o - 0| <[cn — X0 ————0 = & ———

14
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Avem : f continuain xg , &n——2 s xg = f(En)——"2 f(xg) .

Deci (V)(Cn) y Cn € [a,b],Cn E= XO,Cnﬂ)XO =

_ F(cn)-F(xg) n—ow s F(x0) |

Ch = X0
= (3) |im F(x)-F(xg)

—F
x—xg *7X0

= f(xg) = (@)F'(x0)=f(x0) -

EXERCITIUL 1.

( Aplicatiele Th. I.de medie-Corolarul 2. )

_ K1 n+1
Cadlculati : |im n - [ Inl 1+ dx , keN , k>2.

N— o0 n 1+ Xk
Solutie
Fie f:[0,0) >R, f(x)=Inl1+— > |, s f este continua
1+ xk

Fiene N .[n,n+1]c [0,:0) s f continua = f continua pe [n,n+1] =

Thl .corolar 2 >(3)cn . [n,n+1] Al nﬁ(x)dx: f(cn).[(n+1)—n] =
n

15
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n+1 X c
= [ In1+—=ldx=In 1+—nk =
n 1+ X 1+(cp)

n+1
= lim nk—1. [ In£1+ ijdx: lim nK=L.1n 1+C—nk :
N—o0 n 1+ X N—o0 1+(cp)

. N—c0 N—o0
cnzn(Vn=ls n—"s0 = ¢f———©

In(1+anJ
Deci ;N . D% 0 = L+ (cn) =% .1,
1+(cn) (Cn)k
1+ Cn
n+1
= lim nk—1. | In£1+ ijdx: lim nK=L.1n 1+C—nk =
N— 0 n 1+ X N—c0 1+(cp)
In[1+ ‘n kj
= Jim | nk1 1+(cn) Cn = im n< 1S _
N—>00 “n 1+(cn )k n—oo 1+(cn )k
1+(Cn)k
_ _ 1
= |jm nk1 tn ~ im nK1 _
N—o0 1 N—o0 _ 1
(Cn)k[ K 1} (Cn)k 1 [ k+1J
(cn) (cn)

16
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n—oo\ tn +1

(Cn)k
ngcn£n+1:>isislz>isislz> N2
N+l cn N n+1 cCn Cn
= lim|—| | —|71=
N—o0\ ©n k+l
(cn)
K_1 n+1
= limn" ~ | In1+ K dx=1 ***
Nn—oo n 1+ x

EXERCITIUL 2.
( Aplicatiela Teoremal de medie —Corolar 2.)

1
. _ N sinx
Ceculati : |im | —de.
n—o 1 X
n+1
Solutie
Fie f:R >R, f(x)=22%
2

Fiene N*.{niﬂ,ﬂc(o,oo) , f continua pe (0,0) =

17
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: 1 1 Th.I.corolar 2
= f continuape.| —,— >
n+1 n

n+ln N (cq)? \n n+1
n+1
1
N .
:(H)Cne[i,l} ai. | ﬂzxdx: SN Cn 5
n+ln 1 x n-(n+1)-(cp)
n+1
1 o<t wner, Lo g 1 o, dese
n+1 n n+1 n
= |im CnZO.
N—0o0
sincn

Trebuiesacalculam: |im
n—oo N-(n+1)-(cp)

2

1 1 T T :
——<cp<-<l<T —|,(V)n>1 >1.
0<n+1 Cn < 1<2 , = Cp 6(0,2}( Jn>1=>sincy >0,(V)n>1
1 1 o 1
———<cp<,(Vn=l = <(cn) <%.,(Vn=1=
n+1 (n+1)2 n2

18
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2 . sincp 2 . . :
= n“-sincp < <(n+1)¢-sincy,(¥)n>1; inmultim cu =
(cn )2 n(n+1)
n2-sincn< sincn <(n+1)2-sincn (V21 =

n-(n+1) n-(n+1)-(cn)2 " n-(n+1)

& N gngyz— S+l
n+1 n.(n_|_1).(cn) n

n . n+1 .
lim ——-sincp =1.0=0, |im —-sncp=1.-0=0
n—oo N* N—o0

cleste lim sincp
n—soo N-(N+1)-(cn

EXERCITIUL3.
(Aplicatiela Teoremal. de medie — Corolarul 2.)

n
Daca P:R— R, P(x)= Yay -x<

k=0

,ageR (V)k=0,n ,

sasearate ca (I)c(0,1) ai. a0+%+2+...+a—n— P(c) .

Solutie

19
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1 1

jP(x)dx:j(ao+a1-x+a2-x2+...+an~xn)dx:
0 0
1 1 1
ZaOX‘1+611-X—2 +a X—3 +..+a -Xn+1 —ag+ R, 2, L 4n
07| TR T Iy Ty Ty T
0 0 0
: Corolar.2 1
P continua pe [0.1] > (I)ce(01) ai. [P(x)dx=P(c) .
0
1 ap ap a
Dar [P(X)dx=ag+ ~+ % +.+— 1 =
0 2 3 n+1

: al a2 a.n
3 01 ) =4+ <4+ . . +——=P )
= (I)ce(0]) ai a0+2+3+ +n+l (c)

EXERCITIUL 4.
( Aplicatiela Teoremal de medie-Corolarul 1.)
1N
Sasearateca |im [-——dx=0.
Nn—>wQ +X
Solutie
: 1 N
Fie f,g:[01]> R, f(x)=— , g(x)=x".
g:[01] (=1 9

20
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Deoarece : f continua pe [0,1]
g integrabila

g(x)>0,(v)x e [0]]

Corolar.1. , (El)CE[O,l] ai. ;lgf(x)-g(X)dXZ f(c).(})g(x)dx =

1

1yn n+1
s Geclor] ai g 1M1 1
01+x 1+c n+1‘O 1+c n+1

1.n

X 1 1

= |im I—dX= l[im (—-—j=0
N—>0 () + X N—>00 1+c n+1

EXERCITIUL 5.
(Aplicatiela Teoremal de medie — Corolarul 1.)

Fie f :[01]— R, o functie de douaori derivabila, cu f continuape [0] .

Sasearateca (I)c[0]] ai. if(x)dx= f(0)+%- £ (0)+=-f (c) .
Solutie

21
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f este de douaori derivabila= f derivabila= f continua.
Fie h(x)=x-1h:[01]—> R
Avem: f, h derivabile, cu f',h' continue =

1 1

= (j)f(x)dx:(j)(x—l)'-f( X)dx = ( ){ JX 1)- f (x)dx =
- (1=1)f ()= (0 1)f(0)—(})[(x_21)2} ' (x)ax =

A i NEE R
vem: [f(x)dx= f(0)+=-f (0)+=-[(x=2)-f (x)dx
0 2 20
1 "
Caculam: [(x—1)2-f (x)dx
0

Fie g(x)=(x-12, g:[01] > R
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Deoarece : f" continua
g integrabila
9(x)>0,(V)xe[0]]

Corolar L., (3)ce[0]] ai. }f"(x)-g(x)dx: f"(c)-}g(x)dx =
0 0
— (3)celod] ai. }f"(x).(x_l)zdx: £ (c)- }(x 1)2dx =
0 0
A |
= ' () L
0
Dar [ (x)ax = f(0)+%-f'(0)+ T2 1" (x)d
0 0
. 1 1 ., 1 »
Deci (F)cel0] ai. [ f(x)dx= f(0)+5-f (O)+6-f (c) .
0
EXERCITIUL 6.

(AplicatielaTeoremall de medie )

f:[0,0)> R, f continua,s
F:[0,00 )—>R F oprimitivaalui f, cu F(0)=0.

23
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* C
Dacane N ,n>1,demonstrati ca (3)ce[l,n] ai. [ f(Inx)dx=F(Inn).
1
Demonstratie

neN ,n>1= [Ln]c[0,).Fie h(x)=Inx , h:[L,n]—[0,Inn].

1Ln]—" 5[0, Inn] [0,0)— s R=> foh:[Ln]—> R

h, f continue = f oh continua. Fie g:[ln]—>R, g(x)=

X | =

foh, g continuepe [Ln] = foh,g integrabile pe [1,n]

Deoarece: foh,g integrabile pe [1,n]
g descrescatoare

g>0 pe [Ln]
Thilmedie | o 11l ai. E(f - hY(x)- g(x)cx = g(1)- i(f - h)(x)x
= (A)ce[Ln] ai. rj]f(lnx)-%dx:}:f(lnx)dx =
1 1
Gleein] a_i.(j:f(lnx)dx=?f(lnx)-%dx:?f(lnx)-(lnx)'dx:F(Inx)ﬁ]:
1 1 1

= F(Inn)-F(In1)=F(Inn)-F(0)=F(Inn)-0=F(Inn) . ***

24
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INEGALITATILE LUI CEBASEV

(leutilizam la exercitiul urmator)
Fie f,g:[a,b]> R, functii monotone .

a) Daca f s g sunt de aceeas monotonie,

a

b L (b b
atunci [ f(x)-g(x)dx>———- {j f (x)dx} [ [ g(x)dx]

b) Daca f s g sunt de monotonii diferite,

b 1 b
atunci 11(x)- gxides - [n( " } [Jg<x>dx] |

a b

EXERCITIUL 7. ( Aplicatiela Teorema Bonnet-Weierstrass )

Fie f,g:[a,b]— R, derivabile, cu f (x)>0s g (x)<0 (¥)xe[ab].

25
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Aratati ca (3)p,q,r €[a,b] a.i.

r b
f(p)-g(Q)Z%l'[g(a)' J £ (x)dx+ g(b)°If(X)de -
Demonstratie

f,g derivabile = f,g continue.

f >0 pe[ab]= f strict cresc; g <0 pe [a,b] = g strict descresc
inegalitatile.Cebasev

. f,g monotone, f,g de monotonii diferite

= 1160- gl a[If() [?g<x>dx]

A 4

a

f continua pe [a,b] _Tnl. , (I)pelab] ai.

g continua pe [a,b] _Tnl. , (I)gelab] ai.

-
N———
—
—~~
©
—
-~
(@x
Q
—
«Q
—_
O
~
—_
@y
Q
~—
—
(@y
Q
~—
—
—~~
©
~
«Q
—
O
~

= jf(x)-g(x)dxs(b_a :

1 b

= f(p)-g(Q)Zﬁ- J £(x)- g(x)dx

jab)

. . Th.Bonnet—\Welerstrass
f continua s g monotona >

= (I)r [a,b] ai. I})f(x)- g(x)dx = g(a)- } f (x)dx + g(b)-tj)f(x)dx

a a r

r b
= f(p)-9(a)> bfa-(g(a)'ff(X)dH g(b)- | f(X)dXJ -

a r

EXERCITIUL 8. (AplicatielaTeorema Bonnet-Weierstrass)
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Daca f :[01] > R, f derivabila, f continua, f (x)=0,(V)xe[04],

s }f(x)dx: 0 , demonstrati ca (I)k €[01] ai. k- F(0)=(k-1)- f(1) .
0

Demonstratie
f continuape [01] = f are P.D.pe[0]] ,dar f (x)=0,(¥)xe[01] =

— f are semn constant pe [01] =

= f (x)>0,(v)xe[01] sau f (x)<0,(v)xe[0d] =

— f drict crescatoare pe [0,1] sau f strict descrescatoare pe [0,1] =
= f strict monotona pe [0/1] .

Fie h:[01] >R, h(x)=1 .
Deoarece h, f :[01] > R
h continua

Th.Bonnet—\Weierstrass
f monotona, >

1 Kk 1
= (Ike[01] ai. [h(x)f(x)dx= f(0)- [h(x)dx+ f(L1)- [h(x)dx =

0 0 Kk
=3k [0] a_i.}f(x)dx: f(O)-lfldx+ f(l)-}ldx Dar }f(x)dx:o
0 0 Kk 0

= @)k e[0] ai.0= F(0)- xS+ f (1)-

— @)ke[od] ai. k- f(0)=(k-1)- (1) .

EXERCITIUL 9.
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Sasearate ca daca f :[a,b]— R esteofunctie continua,

atunci (3)cea,b] ai. tj)x- f(x)dx = a-?f(x)dx+ b-tj)f(x)dx .
a a c

Solutie

f continuala, b] Th.existenta. primitivel or

> F:[a,b] > R,F(t)= } f (x)dx,

F primitivaptf,s F(a)=0 = F derivabila s F (x)= f(x), (V)xe[a,b]

b b : b
[x- f(x)dx=[x-F (X)dx = x- F(X){g— [F(x)dx=
a a a
b b b b
=b-F(b)-a-F(a)- [F(x)dx=b-F(b)- [F(x)dx=b- [ f(x)dx— [ F(x)dXx.
a a a a
F derivab=> F cont, —-medie (I)cela,b] a.i.tj)F(x)dx: F(c)-(b-a)
a
b b b b
= [x- f(X)dx= b- [ f(x)dx— [F(x)dx=b- [ f(x)dx—(b—a)-F(c)=
a a a a

C b C C
= b-[j f(x)ox+ [ f(x)dxj—(b—a)- [f(x)dx = a- | f(x)dx+tj)f(x)dx

c a a c
b C b

Deci (F)cela,b] ai. [x- f(x)dx = a- [ f(x)dx+b- [ f(x)dx . ***
a a c
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