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1. Other solutions for two problems
of REOIM and La Gaceta de la RSME

by Titu Zvonaru, Comanesti and Neculai Stanciu, Buzau

Problema 229 from REOIM, No. 47, Noviembre 2012 — Febrero 2013

Problema 229 (propuesto por Marcel Chirita, Bucarest, Rumania)
Sea ABC un tndngulo v A4, BB, CC) tres cevianas concurrentes en un

punto O interior al tridngulo.

Sean
4 = [AGC]] —_ ['C-rGAI] )
= [BOA;|—[AOB,],
[COB,| - [BOC,].
Probar que s1 v + 0+ =0, entonces o 7= 0.

Nota: [PQR] es el drea del triangule PQR.

Our Solution:

We denote:
[AOC1] = SID[COAI] = Sz;[BOAI] = Ss >[AOB1] = S4 a[COBl] = Ss a[BOCJ = Saa
and then:
a=35,-5,,=8,-5,,7y=5;-5.
Also we denote:

BA, s CB, _y AC,
AC 'BA °'CB
and then by the theorem of Ceva we deduce that:
Xyz=1.

L = 7, we obtain that

Because the triangles AOC, and BOC, has the same high and

1
S, =125, and similar S; =xS,, S, =V§,.

From the same reson we have [ABA, ] = x-[AA C], which is write:
S, +S,+S, =xS, +xS; +xS, & 25, +S, = xS, +xyS,, i.e.

z+1
S, Zm% (1)
Analogous we obtain that:
[BCB,]=Yy-[BAB,]< S, +S, +S, =VS, + yS, +V¥S, & XS, +S, =yzS, +VYS,,

1.€.
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S, = Y(Z+1)S6 (2)

X+1
If a+ B +y=0,then by (1) and (2) we obtain successively that:
S, +S,+S,=5,+S,+S, < 25, +xS, +YyS, =S, +S,+S,
S (Z-DS,+(x=DS, +(y-DS, =0
L =DyEH) | (y=DE+D
X+1 X(y+1)
S XAXTZHIHXZ = XY =X = XY =X+ XY+ XY+ X+ XYy —y—Xy* —1—Xxy+1+
+Xy+Yyz+y—x2—-X-z-1=0
S X=X+ XY =xy*+yz-2=0
S X=X +XY —1+1-z2+yz-Xxy* =0

2 2
<:>x2(z—1)+1 22 +1—z+y-Z L
z

> 7I-

@(z—l)(xz—H—zz—H y-Z—Hj:O
z z
S (EZ-DX =Xy =xy-1+y+xy*)=0
S E-DX =1-y(x=D=xy’(x=D]=0= X-Dz-D(X+1-y—-xy*)=0
SX-)(y-D(z-D(xy+x+1)=0.
Therefore, if o+ f+y =0, then at least one of numbers X,Yy,z are equal with 1. We assume

that X =1. Then by (1) we obtain that:

z+1 yz+y 1+y
S;.=yS,=y- S, = .S, =——=-§5,=S,,
s =¥ =Y x(y+1) ¢ y+1 ¢ y+1 ° ¢
where we use the fact that: x=1= yz =1.

Hence,
y=0 and afy =0,

and the proof is complete.

Problema 197, Vol. 16 (2013), No. 1, pp. 107-116

ProBLEMA 197. Propuesto por José Luis Diaz Barrero, Universitat Politécnica de

Catalunya, Barcelona.
- g n 2 2
Sean a, b y ¢ tres niimeros reales positivos tales que a® 4+ b® 4+ ¢ = 3. Demostrar

que
b c a__ _ /9(a + b+ c)?

+—+
V213 Vie13 vair3 -V l6abe

Our Solution:
By Cauchy-Buniakovski-Schwarz’ s inequality we have:
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1

1 Y
[b.\/a2+3+c.\/b2+3+a.\/cz+3] :
g(b2+c2+a2{[ ! ] +[ ! ] +[ ! ]}
var+3 Vb2 +3 Je2 +3

and then is sufficient to show that:

2
(8.2+b2+C2 21 4 21 N 21 < [9(a+b+c)
a~+3 b°+3 ¢ +3 16abc

o 1 N 1 N 1 <a+b+c
a’+3 b*+3 c*+3  4Jabc

a’+3=a’+l1+1+1>4-Ya*-1-1-1 =4/a,

Since:

it remains to show that:

%[(ﬁ_%)z +(«/B-«/E)2 +(JE—\/E)2} >0, which is true.

We have equality if and only if a=b =c =1, and we are done.
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2.Asupra unei probleme de matematica data la concursul interjudetean
“Trident-Petru Morosan” 2009 Braila

Profesor Serban George-Florin
Liceul Tehnologic ““ Grigore Moisil * Braila

La clasa a 7-a a fost propusa urmatoarea problema de geometrie:

“Fie triunghiul ABC ascutitunghic si D € BC piciorul inaltimii din A. Bisectoarele unghiurilor
Z ABCsi Z ACB intersecteaza AD in E respectiv F, astfel incat BE=CF. Aratati ca triunghiul
ABC este isoscel”.

Voi prezenta in continuare 3 metode de rezolvare a acestei probleme.

Metoda 1

In AABD si AADC aplic formula bisectoarei.

2AB”‘BD"‘cosE 2AC”‘DC"‘cosE

BE= 2 §iCF= 2 dar BE=CF .
AB + BD AC + DC

AABD , BD=ABcosB , AADC , DC=ACcosC . Din T sinusurilor avem AB=2RsinC ,
AC=2RsinB. Inlocuiesc BD, DC, AB si AC in formulele lui BE si CF.

2*2R*sinC*AB*cosB*cosE 4RsinCcosBcosE .
BE= 2 _ 2 _2RsinCcosB

AB(1+cosB)

B B B
2C0S—COoS— coS—
2 2 2

2”‘2R"‘sinB"‘cosC”‘cos9 4RsinBcochos9 IR
CP= 2 _ 2 _2RsinBcosC

AC(1+cosC)

.Dar BE=CF

C C
2Cc0S—COS— coS—
2 2 2
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2RsinCcosB _ 2RsinBcosC

deci thcosE = thcosE.
cos— CoS— 2 2
2 2

Fie functia F:(0,I1/2)—>R , F(X)= thcos% .Derivata lui F este

2cosl—sin X cos X siné

F'(X)= >0 , numitorul este mai mare ca 0, iar 2cos£ -
2cos X cos X 2

sianosXsin% >0 implica sianothg§<2 deoarece X€(0,I1/2), X/2 € (0,I1/4),

X . X : : .
0< tg? <1 deci szcothg? <1<2 .Deci functia F este strict crescatoare pe (0,11/2)

deci este injectiva F( £ B)=F( £ C) rezulta ca m( £ B)=m( £ C) deci AB=AC.
Metoda 2.

In reperul cartezian xoy Fie punctele A(0,a) , D(0,0) , B(b,0) si C (c,0).

In AABD si AADC aplic teorema bisectoarei.

DE _BD =cosB si EzgzcosC ,E(O,—aCOSB ) ,F (0 acosC

E_E AF AC 1+cosB ’1+cosC)

BE=b4+ a*a*cosB*cosB F—clt a*a*cosC*cosC dar BE=CF
(1+cosB)(1+cosB) ~ (14 cosC)(1+cosC)

2, a*a*cosB*cosB _ 4 a*a*cosC*cosC
(14+cosB)(1+cosB) (14+cosC)(1+cosC)

Impart prin a°.

b*b+ cosB*cosB :C*CJr cosC *cosC
a*a (I+cosB)(I+cosB) a*a (1+cosC)(1+cosC)
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) cosB*cosB —ete?C + cosC *cosC

ctg"B + =ctg
(14+cosB)(1+cosB) (1+cosC)(1+cosC)

cos’B(— ! — ! )=cos’C(— ! —+ ! )
sinBsinB (14 cosB)(1+cosB) sinCsinC  (1+cosC)(1+cosC)

2cosBcosB(1+cosB) B 2cosCcosC(1+cosC)
sin Bsin B(1+cosB)(1+cosB) sinCsinC(1+cosC)(1+cosC)

cosBcosB cosCcosC

Rezultaca — - =— .
sinBsinB(1+cosB) sinCsinC(1+cosC)

%
Fie functia F:(0,1)>R , F(x)= X=X .Derivata functiei F este
1-X*X)1+ X)

XA+ X)X *X =X +2)
A=X*X)1=X*X)1+ X)(1+ X)
(0,1) deci F este injective F(cosB)=F(cosC), B si C sunt unghiuri ascutite rezulta ca
m( £ B)=m( £ C) deci AB=AC avem ca A ABC este isoscel .

Metoda 3 .
In AABD si AADC aplic teorema bisectoarei.
DE BD <B . DF _CD

F'(X)= >0 pe (0,1).Rezulta ca F este strict crescatoare pe

—=——=C0 si ——=cosC
AE AB AF AC
———)BD +(cosB) ———)BA
In AABD , > =
BE 1+cosB
——>+(cosC)————>
In AACD, = CD CA
CF 1+cosC
y |= N 1 < 2= L2
Dar | 5E > |=| CE >| Deci | 5E > | = CF'l
Dar BA 7 = BD >+ DA > S1 CA 7 = CD >+ DA 7
— >+ B)——+ B)——
Deci _TBD (cosB) =D (cosB) BA
BE 1+cosB

Analog se obtine

. T‘F(COSC)T‘F(COSC) T

CF 1+cosC
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CF cp ’ 1+cosC
| , P ,) +(cosB)(cosB) 52 DA >+2(c0s(B)) 55 DA
BE BD (1+cosB)(1+cosB) 1+cosB
1 ; 5 3 s —
Dar AD--BC deci s A 0
(cosB)(cosB) > >
| > |2 =] > "+ DA DA Analog se obtine
BE BD (1+cosB)(1+cosB)
| = P+ (cosC)(cosC) Y TN
CF Ch (1+cosC)(1+cosC)
| R (cosB)(cosB) x> oA y 2 (cosC)(cosC) 5A " DA
BD (1+cosB)(1+cosB) CD (1+cosC)(1+cosC)
impart prin
2. . BD *BD cosB*cosB CD*CD cosC *cosC
| ———>|" si obtinem + = +
DA DA*DA (1+cosB)(1+cosB) DA*DA (1+cosC)(1+cosC)
cte’ B + cosB*cosB 204 cosC *cosC

(1+cosB)(1+cosB) e (1+cosC)(1+cosC)

am obtinut aceiasi formula ca si in metoda 2 .(continuarea este in metoda 2 ).

Comentariu:

AABC fiind isoscel avem ca AD inaltime rezulta ca AD este bisectoare . Folosim faptul ca
intr-un triunghi bisectoarele sun concurente . Avem ca ADNBENCF={I} ,

I este centrul cercului inscris (punctul de intersectie al bisectoarelor A ABC ).

Rezulta ca [=E=F , deci punctele E si F coincid. Desi din enuntul problemei . Bisectoarele
unghiurilor £ ABC si £ ACB intersecteaza AD in E respectiv F” se intelege ca punctele E si F
sunt distincte.

Bibliografie: Subiect dat la concursul interjudetean
“Trident-Petru Morosan” 2009 Braila
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3.Formula lui Cardan pentru rezolvarea ecuatiei de gradul 3

Profesor Rezmive Daniela Florina, gradul didactic 2
Liceul Tehnologic ,,Aurel Vlaicu ,, Lugoj, jud. Timis

Fie ecuatia
x>+ px +q =0, ecuatia de gradul 3 cu . ¢ € K. (1)

Notdim X=U+v=x>=U+Vv)’ = x> =u? +V} +3uvu+v) = x> —u* v = 3uvu +v) =0

T
Avem cd
x> —3uvx—u® —v? =0 ()
Pentru —3uv=p si u> +v> = —(, ecuatia (2) este echivalenta cu ecuatia (1).
—3uv=p uv:—£:>u3v3:—p—3
Pornind de la sistemul {u3 +v? =—q obtinem ci ; 33 27
u’+v’ =q

Notand u® = X1 vi= X, 51 folosind relatiile lui Viete obtinem cd X, X, sunt solutiile ecuatiei
3
X2+qx -2 2003
X - 3)

3
Calculand A = q2 +42L7 , ecuatia (3) are solutiile

X1: =——++
2 2
3
2, 4p
J— — +7
“ g-—4/9 27 |
5= - _
2 2

Din u’® = X, rezulti ci
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u* = X; = u? = X;(cos0+isin0) =

Uy :i/X_l(coso+isinO):\/X_1
U, :%/X_l(cos%ﬂsm%[j —\/X_{—%HgJ

Us :3«/X1(cos4?+lsm4?ﬂ) —JX{—%H?)

Analog din Vv* = X, , rezultd ca
V2 = X, (cos0+isin0)=
v, =3/X, (cos0+isin0)=3/X,

v, =3 szcosz—”+isin2—”):3 X, —l+i£]
3 3

=3/X,| cos%ﬂsin%jzﬂxz —%—i%)

SOt

S P OROReae) R ORG)
Qe SR ORORC S R ORD)

Se intalnesc urmatoarele situatii:
a) DacB& @ atunci X, ,3/X, ER, decig, ER, x,, X3 ECsi X, =X,

b) Dacd & = @ atunci 3/ X; =3/X, , deci &; € R, iar X, = X3 =3/ X,

¢) Dacid & = @ atunci X, X, 8L si X;=X,.

Fie X; =r(cos¢@+ising), (pe[O 277):> X, =r(cosp—ising) = r cos )—isin(—¢)):>

0o ), 4535

10
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Cum 31[)(1 . 31[X2 :?{/r_zz—?p:%:,‘ _?p'r‘? - g:)
Obtinem astfel
X1=1¢X1 +13[X =

Zi/F(cos +isin j+\/_[cos( +|sm ]

3r cosZ +\/_I sm +3Ir cos[—gj—i-i/?i sin(—g) =

3
=%cos§+i/?i sin§+%cos§—%i sin§=

= 2%cos§ =

X| = 21/—B cos2
2 3
2r 4

Xy =3 Xl(cos%ﬂsmT) +3 sz cos4T7r+isin?ﬁ)=2 ~Peos

X3 = 3«/X1(cos4?+|sm47”j +3/X5| cos%+isin2§j=2 —gcos¢g4ﬂ

Si cele 3 solutii sunt reale.

Expresiile radacinilor X, X,, X3 pot fi exprimate printr-o singura formuld numita formula lui Cardan
2 3 2 3
co3l A, ffay () [ 1,3} a ((a) (P
2 2 3 2 2 2 2 3
Exemple:

Exemplul 1) x> —51x—104=0.

Avem ca p=-51,q=-104, folosind notatiile de mai sus ajungem la forma ecuatiei (3)
X2 -104X +17° =0

A=1042-4.17°> =-4.2209=-4-47>< 0

+2-47i ) _
Solutiile ecuatiei (3) vor fi X, = M =52+471= (4 + I)3 .

Din formula lui Cardan solutiile ecuatiei initiale vor fi x =3/ X; +3/X,

11
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X =@+)+(4-i)=8

Xo = (4+i cosz—ﬂ+isin2—” +(4-i cos4—ﬁ+isin4—ﬂ ——4-3
3 3 3 3

X3:(4+i{cos%+isin4§j+(4—i{cos%+isin%rj:—4+\/§

Exemplul 2: x> —21x-20=0
Avem ca p=-21,q=-20, folosind notatiile de mai sus ajungem la forma ecuatiei (3)

X2 20X +343=0
A=—4.3 =D

+2-94/3i
Solutiile ecuatiei (3) vor fi X, = M =10+9+/3i.

Din formula lui Cardan solutiile ecuatiei initiale vor fi x =3/ X, +3/X,

x; = 10+9iy3 +310-9iy3

Scriem forma trigonometrica pentru X, , € C

10+9iv/3 =r(cosp +ising) in care:
10 10 . 93 93 ( nj
r=\X|=+4343=747, cosp=——=—+—, snp=———=——~==>¢¢c| 0,—

| M TR NN Y e RN, i N

Asadar:u = 310+9i/7 = g/7—3(cos ¢+32k” +isin (/)+32k7rj = ﬁ(cos ¢+32k” +isin ¢+32k”jsi

v=\3/10—9i\/7=§/7_3(cos¢+32kﬂ+isin¢+;kﬂj:ﬁ(cos¢+;kﬂ+isin¢+32kﬂj k=0,1,2

Qp+2r Q+4r

,X3:2«/7cos 3

Solutiile ecuatiei date vor fi: X; = 2.7 cosg, Xy = 24/7 cos

Reducerea unei ecuatii de gradul 3 la ecuatia de tipul (3) Fie ax® +bx> +cx+d = 0,

a beclk a=0.

12
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. : . b . .
Reducem termenul de grad doi prin schimbarea de variabild X — y "3 ecuatia aducandu-se la
a

forma

X+ px+q=0.(1)

Exemplul 3: x> +9x +42x+196 =0
Facem schimbarea de variabild X — y—3 si obtinem ecuatia Yy’ +15y +124 = 0(*)

Avem p =15, q=124, folosind notatiile de mai sus ajungem la forma ecuatiei (3)
Y2 +124Y —125=0

A=126=0

Solutiile ecuatiei (3) vor fi Y; =1, Y, =—-125.
Din formula lui Cardan solutiile ecuatiei (*) vor fi y = \/f + {/E
Deci

y =1+3-125=1-5=—4
Y, :1(_%@}—5[—1—%}2%\/3

2
1 iv3 1 i3 .
=5 -——+— |+l ————— |=2-3i/3
V2 L 2 2 ] ( 2 2 ] B
Tinand cont de substitutia facutda X — Y —3, obtinem solutiile ecuatiei initiale:

X, ==7, % =—143i3, X, =—1-3i/3.

Exemplul 4: XX =x*+1=0

Facem schimbarea de variabila X — y +% si obtinem ecuatia y3 —% y+ §—§ =0.

Avem p= —l, q= 2—3, folosind notatiile de mai sus ajungem la forma ecuatiei (3)

25 1

Y24+22Y 4 —=0.
27 27
—-25+
A:Q::nﬂ .Decinzzzs_—%z—éi@.
81 . 54 547 18

Din formula lui Cardan solutiile ecuatiei (*) vor fi y = \/ﬁ + i/@ .

13
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Rezulta u =

Solutiile ecuatiei in necunoscuta y sunt

_3\/ g+@+3\/ 25 69

D=5 g

54 18

2 54 18 2 2 54 18

y_(l iﬁ} 25 69 [1 iﬁ} 25 69
5 = _E+_ -+ +|—=——B-=

2 2 N sa 18 | 2 2 54 18

T

Din X — y -3, obtinem solutiile ecuatiei initiale.

Bibliografie:
ROSCULET , M. --Analiza matematica , vol I, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti 1964

14
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4.Rezolvarea CONJECTURII lui D.H.LEHMER referitoare la
ECUATIA k@[N] ==N -1

de NICODIM A. NEGREA
Liceul Teoretc Traian DEVA

Mamei mele , Elisabeta

Reproducem urmatorul articol de pe INTERNET :
“ Wolfram Library Archive
MATHSOURCE

Title

Computational Evidence for Lehmer’s Totient Conjecture
Author

John Renze

Organization : Wolfram Research , Inc.
Department : Information Reources

Revision date

20gd — 11 —23

Description

In 1932, D.H.Lehmer considered the equation
R‘[H] mm ¥ — 1, for positive integers N and k

If N is Priame , then the equqtion has asolution with f == 1 .
He conjectured that these are the only solutions .
Conjecture : Let a be a positive integer .

Then [N] divides N—1 ifandonlyif Nizprime.

The conjecture remains open to this day .

The current best result , due to Cohen and Hagis , is that N must have at
least 14 prime factors and be greater than 10 & 22 .

The code in this notebook carries out a search for a counter-example to
Lehmer’s conjecture and extends these limits .

Subiect

= Mathematics > Number Theory

Downloads

Lehmer Article.nb (12,1kB) —

Mathematica Notebook [ for Mathematica 5.0 | “

C [4 )

Au fost multe incercari de rezolvare ! ( de exemplu : in [4]si [2] )

15
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“Solutionarea” mea publicata in [F] nu a fost unanim acceptata .
Incercam aici ,din nou, rezolvarea Conjecturii , inspirati de [3] .
* = =
In prima parte aflam multimea solutiilor unei ecuatii in numere intregi , care va fi
esentiala in partea a doua pentru rezolvarea Conjecturii .
Notam pentru un numar intreg fix oarecare &, t=2 :

(1) L,= { (TgWqsTgyw Me_qpTa) i Tl Tigs wep Menq, Z, SUNt NUMeTe intregi
15'“;., Eiﬁlﬂﬂzﬂ'"ﬂnrlﬂzt,
ng (ot — L0 — 1) (1 — D(Z— 1) = 175 ety T — 1 b

£ S =

Pentru t=2 si (myny,zg) €L, obtinem:
gl — 1M(Zp— 1) = myz;— 1
reglre, — 1z, — 1} — wyCzp — 1) Fwy—1 , unde =, — 1 =8

:"-:: - ﬂﬂ{:ﬂl — 1} - ﬂ'l N ul’lde 'I’E:L - 1 5 ’z - ..I. Sl
o
my(m. — L) 4w, —1  sunt
trei numere intregi, % —L =@ , Z;—1»0 , deci si

ﬂu{ﬂl_l}'l'ﬂl_l:‘ﬂ
:5_15 TE:L—'I.

T m My
Din (1} obtinem #%, = =z, . Rezulta z,= n; ,apoi 1= mglm —1}— n,

, deci

nu{:nj_—'].}= TE:L'I".I., nu{:nl_-l}= 'ﬂ-l_'l'l'g , l:ﬂﬂ—1}£ﬂ1—1}= 2,
unde

my—1 si my — 1 sunt doua numere intregi , 7y —1l=1

my—1=1, my—1=2 sau my—1=2 , n;, —1=1

Mg =24 , Wy =Z,=3F sau Mg =3 , W =2,=4&
(a) Daca t =2, (Wgty,ZJ&E Ly, , atunci: z,= ny

si

L,= { (233),(323) }
Pentru  (Tiq, 184, Thgs enp Mpeq 2o ) E L, , £2 2, obtinem :

ng (my — D mg — 1) e (mpy — D)z — 1) = mymg wattpy 7 — 1

ng (ot — L0105 — 1) o (0Tmg — (T — 1) = 0705 e Ty (2 — L) 189305 sy — 1

unde Z.—1=0
Salpetipe=d = (g = 1J(mg = 1) e (Mg — 1) = Ny Ty ey

=1
ul’lde “lﬂz wen “E‘- 1 1 , Ep 1 , T '|:: Ty 1:“:: Tig '1: ---'l:: Them '1}
TEy Ty v Them g
sunt trei numere intregl , Hqtg walfpmq— 1 =0 | z.—1 =8  deci
'n-u 'I:_IF:L - 1_}':_ nz_ 1(1' ---':_ TE:._-]_ - 1;[' - ﬂlng "'nf_l e ﬂ
't -— 1 'l:_l-|I 'ﬂl’ﬂz lllnt\_l_ 1

16



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — MARTIE 2013 WWW.MATEINFO.RO

T & M e Ty

(3} Daca  (WigeWiys Wyr srMipmy  Fat € Ly , t= 3 | atunci :
E o ) T NP
1y (o = LI 01 = L) e Bmg — L) — Ty Tlg enllp_y = 0,
vig (g = L0 weg — L) e wbpq — L) 2% Tuqilg watlony

'I’].u >ﬁ+|ﬂi| ..Ih:ﬁ ﬂ*lﬂ*l ...l&:ﬂ] IIIHHAI&:Q
ﬂl-l 'ﬁa-l 'ﬁf-l-l 'ﬁl-l ﬂa-l 'ﬂf-a-l ﬂl-l ﬂa-l

—_— iy
'Hl-l
Ty - '1
. — 1) = n,
mglm, — 1)(ry — 1) = mymy

tegley, = L)(reg = L} en (rtpmg — L) % wbq 0ty elbomg
thiglaty, — 1J(xg — 1) e (3pmq — 1) = Ty Thg wnThy g

Ty = A
TE.]{:TE:_ - l.l} E TE:L"' l.I.

mglmy  L(mg  LJwe(lpey 1) & 0qlig mtipeg | 1

ngln, —1)(n, — 1) o (220 — 1) 20 28,705 oty + 1

wg(wy — 1} (g — 1) e (g — L(2 — 1) = W0y00 ey 7 — 1
ttg(1ey — LIty — L) e (Fpmg — LI(Z — L) 2 28y Ty v BEe g X,

L i g e 1 i 7 010 7 i . e .ﬁ;l_.;ﬂ'nu.;_ﬁl_.ﬁi_. . T

Hl-l ﬂl-l HH-L Hl-l Ha-i e ﬂf.l-l H‘-l Ha-l 'Hf.l-l

=1

(4) Daca (g, Ty p¥hgp s Typue ) € Ly, £2 3 | 7 este un numar intreg ,
Z=v= L—1 6 pentrucare este adevarata egalitatea :
mu{ml - 1}(:'1"“3 —-1) -..(:m_, —1) = T Ty . TR, T
atunci :
M, = M, Mg P,y + 2

Intr-adevar,

mg(my — 1)(my — 1) e (3, — 1) = 1y e Wy (0, — 1) FgMg ety +1
unde m,.=— 120

mlmﬂi.. ﬂi:_:l- wifl _ mufmj_ - 1}1:'1}13 - 1} e 1::'1]‘1’,_1 -_ 1} = Mg walfpy >
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unde Mytfg welfiymg +1 , W —1
molmy — L)(my — 1) (e — 1) — Mg My
sunt trei numere intregi , M. Mg wmtfie_y +1 >0 , M,—1>=T | deci
riglrey — L) (erig = L) wer (ortgeny = L} = GroqTreg wntft oy 2= @
si
e = 1 28 regireg s thip—g + 1
m_r E mlma ---m,._i + z

(5) Daca (g Ty, Mor v, M pue ) EFoy , 23 , 22728 —1
mglmy, — Li(m, — 1) w(m,. — 1) = m,my cem,.+ 1 si m,
= mlmz lllnlf,_l+ z s
atunci :

wig(imy = D0ny = 1) we (Mg — 1) = WMy iy +1

Intr-adevar, din
P P T
el mg(my — Ti(my — 1) oo (g — 1) —mymg oy
si
m, =M,My .M, + I
rezulta :

Mgy = L)(m; = 1) e (g = 1} = 1My e My + 1

Daca in (fig, ¥y, gy e Tipmy 1 Zed € Ep, unde £ 3
cel putin unul dintre numerele m,,Mg, w.,M._4, Z, ar fi par, atunci :
Thq 3T weile &y €Ste par
Thy Tl e il gZ — 1 este impar
wglre, — L) (g — L) s (omq — L)(z.— L) este impar
Tty — Litig — Ly wytlecg — 1, Z,—1 sunt impare
Ty p ¥y pue pHWamq ¢ Zp SUNE pare si m, este impar
In caz contrar ,
g pilgs warflpmq, Zp SUNt iMpare
(&) Daca (#g,#q, ey o, Hoe . Z.) E L., unde ¢ = 2 | atunci toate
numerele
Ty o Hige we n He— 1. Iy AU ACEEASI paritate
Sunt numai doua CAZURI :
CAZUL 1° : #y, Mg, Hemq, 2, SUNt impare
25'”[] , 7= ﬂlﬂﬂzﬂ'"ﬂﬂ,,
CAZUL 2° : 1,5, v, Moy, £, sunt pare si 1, este impar ,
Tawy , = oy WMAg S LW = I,
Nu mai exista alte cazuri, in afara de “1%” si “29” .

(7} Daca (Jtg. 1y Tigr wer M 4. Zo) & k., unde £ =3 | atunci numerele
Mg Tig, Thyp wer Mg, T, sunt  in CAZUL 1° ori in CAZUL 2°
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Daca (Xge®q,Xgs wer X, Fe) EL, , t™ 3, spunemca :
x, este pe pozitia “0” , x, este pe pozitia “1” , x, este pe pozitia “2”

X,_4 este pepozitia “t—1” , ¥, este pe pozitia “t” .
Cele mai mici numere pesibils intr-un CAZ fixat dintre cele doua
CAZURI
posibile , oricare ar fi acest caz , pe pozitiille “0” , “1”, “2”, ... , “t—1",
“r
se noteaza , respectiv , CU Gy iy, tigp o p Gy, G, Unde
(g @y Rgpvonp gy @0 )E Ly
Obtinem :
—inCAZUL1Y: ay=2,@, =3 ;
— inCAZUL2" . @y,=9%,a, =2
In ambele CAZURI :
agla; — L) =a,+1 (Intr-adevar, 2(3-1)=3+1 si 3(2-1)=2+1 .)
Reciproc , daca @glay — 1) =@y +1 , atunci :
agla, —Ll=a, —1+2 , (ag—L}( a;—1 ) =2 , unde
ap—1z=1 gy—1=1,a,—1=2 sau @ay—1=2, a;—1 =]
CAZUL1": az=2, a,=3 sau CAZULZ%: @, =3, a,=2 .
Fixam un CAZ (CAZUL 1° ori CAZUL 2?%) , apoi continuam astfel :
Pentru (eg ey,g, )} € Loounde t= 3 |, dintr-o inegalitate nestricta
alui {3) obtinem :
ag (@ = j(x— 1) = ayx; +1
(@ + D(x,=1) 2 a,x,+ 1
@qx; 2 @ L1zxaxgll

g 2@, +2
Cel mai mic x, pasthbil este
g4; =a;+2

daca (@@ @l €L,
pentru care inegalitatile nestricte din ultima parte sunt realizate
prin egalitati , deci :
a, (@, — Lifa; — 1) =a,e, +1
daca (@g @y ag, wm ) C L,
Pentru (@g. &,,85.%5.w ) € k.. unde t= 4 , dintr-o inegalitate nestricta
alui {3) obtinem :
ap (@ — L)@, — Llx; — 1) = @ @2, + 1
(@@, + Li(xy;— 1 2 ajame,+ 1
B eXnyt+ Xg— @@y — 12 @@, +1
&g = iy Eg +2
Cel mai mic x; pasibil este
@y = @gdg + T
daca (ag a,,a;. 05 .)€ L,
pentru care inegalitatile nestricte din ultima parte sunt realizate
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prin egalitati , deci :
ap (@, — 1) (a; — L@, — 1) = a,aa; +1
daca {ﬂw ﬂl.rﬂ:,r ﬂw lll} = EE 5 unde t= 4

Procedam analog , pas cu pas . Obtinem :
Pentru (&g, @y, @gp wes @pmyr Kpr o | € L, unde 7 este numar intreg, 2L r < t—1 |
si
a, (@, — Liaz — 1w (@pey — L = @y ey +1
dintr-o inegalitate nestricta a lui {2) obtinem
ﬂ'lil f_ﬂi - l].:I"':ﬂg - l].} ---'l:ﬂ-,,.._g_ - '.I.:I"l,r_-,'k'-,i.._ l].:I' E ﬂﬂ.ﬂﬁ wen ﬂin— g_.'x'-.,. 'I' '1
(@@ @y T L — L) 2 @185 @yt + 1
@y g meelyug B T Xy = @y lg e lyeg — 1 2 @ g v @y g X, + 1
K 2 @@y ey T3
Cel mai mic x, pozibil este
d, = fqlg malp_q +2 ,
daca (@g @y @grmr@pren) EE, , unde ZE2T&Ei—1
pentru care inegalitatile nestricte din ultima parte sunt realizate
prin egalitati , deci :
a, (@ — L)(a; — 1} w(@.— L) = @y @i, +1 , unde ZEmr=t—1

Pentru ¥ =t—1 si #& 3 obtinem :
@pmy = @3 ey T2,
dace  (@g @q8gp mr@omqree ) E Ly
si
ag (a, — Liaz — 1) (@ y — 1) = aya; wea, g +1
Daca (g by gy mey b g, 08 € L., atunci
agley — 1) (ag — 1) . (mymy — 1ax, — 1) = agag a,_gom, —1
{Eiﬂﬁ ) + 1:1' {:ﬁ": - 1} = @y e, g0k — 1
Qg o By g Wy F O — @0 @y — L = @gay @, — 1
ik ™ @ @ i gy
Numarul w, este determinat de (@ge @qp@grmmr@eeq) , Unde (@ge @yrblg, wr @y g ) € K,

Toate conditionarile (care incep cu daca ... ) de pe parcurs si toate cele pastbile sunt
indeplinite ,
deoarece apartenenta
(@ @ 8q, wr @y @) & B, este adevarata .
Constatam :
@y =a +2= (a, +1)¥ 1 , daca t=3 ;
Gy = Gy | 3=(a, Ja; | 3=@a® Ba; 11 11l=(a; L)* | 1=
. 2
[iay 1 2%°]7 12
Gy =@y @y +2=(a,+ D% +1 | daca tz=d
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n, =@y Gy + 2= (@, aplay + 2= (a; —Aag+ 2= (@ -1 +1 =
. 2
[iay +10%°]" + 1

a, =@ agag+2= (@ +1¥ +1 , daca t=5
Pentru un numar intreg r , Z2Lrst—1 ,
G, =@ Gyl +2= (@ +1)¥ +1 |, daca 2sr=t—-1
Obtinem :

(g @ypun ) € Ly
wp (o — 1) — ey + 1
In CAZUL1": @, =2, a, =3 ,
a,={:ﬂl+1}af-a'l'1- | , pentru ZEmr=t—1
o, = (g + D —1m #To1
In CAZUL2°: a,=3, a, =2 ,
a, —(u,+ 0¥ +1= B 41 | pentru EErEi—1
w, = (ag+ ¥ —1m 37T
Consacram notatiile @y, @4, @ap we » @y, k. pentru aceste numere , in orice
CAZ
( CAZUL 1% sau CAZUL 2% .Nu mai exista alte CAZURI ! )

Parcurgem drumul in sens invers , insituatia t = 3 ,
fara sa schimbam numerele cu notatiile consecrate anterior , @g, @1, &gy vy Gpmg, @y
intr-unul dintre cele doua CAZURI , oricare ar fi CAZUL ( CAZUL1° sau
CAZUL2Y) .
Obtinem :
¢ Sy By p gy wer p Epm """r:} L,
agla, — (@, — 1) wl@y — Llon — 1) = @85 wllpq ity — 1
@g(@y — L}(ay— 1) w (@pmg — D)(er, — 1) =
@y &g ey q (02, — L)+ @y &g ety — 1

el GV P VRN CPES VEO O NP

Wy = @qlg emllpeq .
Din acestea si {3) rezultaca:
numarul @, = @y @5 w@q este cel mai mare numar pesibil pe pozitia “t” ,
pentru
care obtinem :
a.uf:a.l - 1:}{:9.3— 1) “'{:g'n-:l. —1) = By g o @ymq + 1
si
Bymq = @ flg . @y_p + % este cel mai mare numar paesthil pe pozitia “t—17

conform relatiei (4} .
Din ultimele doua egalitati si (5) rezultaca :
ag(a; — 1(ag— 1) v (@pug — 1) = @@ e @pag + 1
Procedam analog , pas cu pas .
Din
gy = L@y = 1) e (e psy =10 = @y@g uloepaq +1 ,pentru Z2 st -1,
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99

Tymypg = Ayl @, + % este cel mai mare numar pasthil pe pozitia “t—s+1”

si (5)
obtinem :
agla, — (e, —1)..(a, . — 1) = a,a;, .a.,+1
Notam :
r=t—s+1 , pentru = s=mt—1 |,
2nr=i—1
Rezulta ca :

Din (4) si (5) obtinem: numarul a,= @@y wmlu_q +2 este cel mai mare
numar
postbtl  pepozitia “‘r”, unde Z=r=t—1
pentru care obtinem :
aglay — L@o— 1) wi(@p— L) = @q@qma,+1 |, Z2=2r=Zt-1
agle, — L), — 1) . (i, — ) =a,a; ., +1 , 2272 t—1

Pentru =t -1 ( sau r=2 ) rezulta :
Numarul a5 = & | 3 este cel mai mare numar pe pozitia “2” , pentru
care obtinem :
oglery — Li(ag — 1) — e.eig +1
agla, — 1= a, +1
Din ultima egalitate obtinem @, , care este cel mai mare numar pe pozitia
“1” si
ag , care este cel mai mare numar pe pozitia “0” , in CAZUL 1° ori in
CAZUL 2 .
Numerele ey, @pmqr Epm g wer &z o8- &y Sunt toate simultan in acelasi CAZ ,
oricare ar fi
acest CAZ ( CAZUL 1* ori CAZUL 2® ) . Acestea au fost calculate anterior .

Intr-un CAZ fixatag, @y, 1., ..., a,_, , @, suntsicele mai mari si cele
mai
mici , deci sunt mamea pe pozitiile , respectiv, “0”, “1”,“2”, ..., “t—17,“t”
Rezulta :

25,4 + 146" +1, w14 =1 ,(82,5 41,85 41,85 4
L ={(%¥ 1)

¥
pentru & &= F
Din aceasta si cele de pe tot parcursul , inclusiv {2), rezulta :
TEOREMA 1.  Daca (g, 80, wi,Be_y, i) €L, ,unde t = 2 , atunci :
o= By ..b,
4= # *
Presupunem ca exista numere intregi N si k&, N2> 2 , k2 1 , astfel
incat :
(8) k(K] =N-1 , unde N si k sunt numereintregi , ¥ =2 |
k=1 .
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Fixamun ¥ si un k astfel incat (f) este adevarata , in conditiile impuse , pe
care nu le schimbam pana la sfarsit , oricare ar fi acestea .
Pentru acest M exista si sunt unice urmatoarele numere intregi cu
proprietatile alaturate lor :
numarul intreg t, t=l
numerele Frine 2., Pas v, Ps 25w = e P (daca
t=32) ,
respectiv , numerele intregi Ty, Fyr wer T3
I P A R A | ,
astfel incat

(%) N =pq@y™ wpp™ :
C [1], p.74)
Pentru (%) obtinem :
(10) eIN]=p™ Y(m — U™ (py — 1) P Mg — 1)

¢ [1].p.118 )

Presupunem ca ar exista cel putin un numar intreg # , 1 €2t ,
astfel incat ¥, = 2 . Pentru un astfel de s ,din (1), (%) si {8) obtinem :

numarul p, ar divide 1 , care contrazice 2= p, . Deci presupunerea facuta
este
falsa. Inconsecintaty =1, == =1 si
din (%), (10) si (8) obtinem urmatoarele trei egalitati , respectiv :
(11) N=pp .5
(12} ¢N]=(m -1 (7 — 1wz —1)
(13) k(-1 (g — 1)l — U =pypg e — 1
Presupunemca #= 2 . Din (1) si (13} , tinand seama de proprietatile
numerelor care sunt in (L¥) , obtinem :
(14} (k. prgp ot JE K, :
Deoarece £ & 2 , din [14] si TEOREMA 1. rezulta :
(15} Pe = PPy vl
[ ] Daca ¢ — 2 , din {15} obtinem w; — g, , care contrazice
Ty P .
Deci t =2 .
[ ] Daca #= 3 , din (15 obtinem :
Pr ™ Py wefp—q ;unde & 123 |
care contrazice p, este prize . Deci ¢t & 3
[ ] Deoarece teste numarintreg , t= 1, t=2Z si t& 3
rezulta ca
t=1 |, situatiein care din (11) ,{12) , (13) obtinem,
respectiv :
(16) N=p,,unde Db, este prim , py = 2
(17) SIN]= gy —1
(18) B(py 1) mp 1 ,unde @ 1=1
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Din (18) obtinem :
(k=1)(p —1)=@ , unde g, —1 =0

kE—1=1
k-1
Din (8] am obtinut N este pritn si k=1 . Aceste conditiisunt mnecssars

pentru (8) .
Reciproc, daca N este prtim , W=2 , si k=1, atunci :
pN]l=N 1, 1-(FN 1)= N 1 | deci k@[N]=N 1  careeste
chiar (8) .
Am demonstrat suficienta conditiilor . Obtinem :

TEOREMA 2. Fie numereleintregi N si k , N=2 si kz1
(L] k[N]=N—1 dacasinumaidaca N este prim si k=1
(it} [N] divide K—1 dacasinumaidaca N este prim

Am demonstrat (£} . Din (£} rezulta (i) .

Prin TEOREMA 2. am rezolvat Ecuatia [k[&] ==& 1 si Conjectura lui
D.H.Lehmer referitoare la aceasta
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5. Teorema lui Lagrange ; Aplicatii ale teoremei lui Lagrange in
demonstrarea unor relatii trigonometrice

Prof. Voinea-Axinte Costica
Liceul Tehnologic ”Elie Radu” Botosani

Notiuni teoretice

Teorema (Teorema lui Lagrange sau teorema cresterilor finite)

Fie f o functie Rolle pe un interval compact [a,b], atunci existi ¢ e (a,b) astfel incat

froy == 1@ (bg :;(a) .

Demonstratie: Consideram functia auxiliara F :[a,b] > R,F(x) = f(x)—k - X, unde k este o

constanta reald pe care o determinam astfel incat F(a) = F(b).

F(a)=F(b) < f(a)-ka= f(b)—kb@kzw.

b-a
Pentru k = % functia F :[a,b] > R,F(x)= f(x)—k-x verifica conditiile teoremei
lui Rolle = 3 ¢ € (a,b) astfel incat F'(})go.
Dar F'(x)= f'(xX)-k,vxe(a,b), f'(c)-k=0= f'(c)=k = f'(c) :%

Observatie (Interpretarea geometricd a Teoremei lui Lagrange)

Fie f o functie Rolle pe un interval compact [a, b] , atunci exista cel putin un punct € € (a, b)
astfel incat tangenta la graficul functiei f in (C, f (C)) este paraleld cu coarda determinata de
punctele (a, f(a)) si (b, f(b)).

A

y

><V
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Observatia Se poate aplica teorema lui Lagrange restrictiei functiei f la orice subinterval [a, X]

c [a, b], unde a <x <b. In acest caz 3c, e (a, X) care depinde de x astfel incat
f(x)— f(a)=(x-a)f’(c,). Daca x —» a atunci ¢, > a.

. < . . o C—a . .
Obsservatia Dacd in formula cresterilor finite notdm A = b 3’ obtinem 0 < A <1 si

c=a+ /l(b — a) . In acest caz concluzia teoremei lui Lagrange se mai scrie:
f(b)-f@)y=(-a)-f'(a+A(b-a)),cu 0<A<I.

Consecinta functii cu derivata nula. Daca o functie are derivata nula pe un interval, atunci ea
este constanta pe acest interval.
Demostratie: Fie f : E > R o functie derivabila in punctele din interiorul lui E si continua pe

E, E interval si a e E fixat. Daca x € E este arbitrar, atunci conform teoremei lui Lagrange

aplicata functiei f pe intervalul [a,x] sau [x,a] exista un punct C € (8, X) sau C € (X,a) astfel incat
f(x)- f(a)=(x—a)f'(c). Cum f'(c)=0 avem f(x)=f(a), oricare ar fi x din E, ceea ce arata ca

f este constanta pe E.

Consecinta functii cu derivate egale. Daca doua functii au derivatele egale pe un interval,

atunci ele difera printr-o constanta pe acel interval.

Demonstratie: Fie f,g: E — R derivabile pe interiorul lui E si continue pe E,E fiind interval,

cu f'(x)=g'(x),Vx € E. Aceasta conditie scrisa sub forma (f —g)(x) =0,Vx € E arata ca se
poate aplica consecinta 1. Deci exista o constanta k € R astfel incat f(X)—g(x)=k,VxeE,

altfel spus cele 2 functii difera printr-o constanta pe intervalul E
Consecinta monotonia functiilor. Fie f : E - R, E interval, o functie derivabila.

1) Daca f'(x)>0,Vxe E atunci f este crescatoare pe E:

2) Daca f'(x)<0,Vx e E atunci f este descrescatoare pe E;

3) Daca f'(x)>0,Vx e E atunci f este strict crescatoare pe E;

4) Daca f'(x)<0,VxeE atunci feste strict descrescatoare pe E
Demonstratie: Fie X,,X, € E;X, <X, si f'(X)>0,VXx e E. Aplicand teorema lui Lagrange pe
intervalul [x;,X,], exista € € (X,,X,) astfel incat f(x,)— f(X,)=(X, —X,)f'(C) >0 ceea ce arata
ca f(x,) < f(X,), deci functia este crescatoare pe E.

Prima parte a acestei teoreme poate fi intarita in sensul ca exista functii astfel incat
f'(x)>0,Vx € E, dar f sa fie strict crescatoare pe E , exemplul uzual fiind cel al functiei putere

f:R>R,f(x)=x".
f'(x) =3x* > 0,Vx € R, dar functia f este o functie strict crescatoare.
Asadar avem teorema: Functia f este strict crescatoare daca f'(x) >0,Vx € E si multimea
punctelor in care derivata se anuleaza nu include nici un interval nedegenerat.
Consecinta derivata unei functii intr-un punct. Fie f : E — R ,E interval si x, € E . Daca: 1) f

este continua in Xo;
2) f este derivabila pe E-{xo};
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3) exista lim f'(x) =1 e R
atunci f are derivata in xq si f (xo)=l1

Consecinta Fie f o functie definita pe o vecindtate V a punctului X, , derivabila pe V \ {XO} si

continud in X, . Daca exista limita 4 = lim f'(x), atunci f'(x,) existasi f'(x,)=A.Dacda 4

X=X

este finita, atunci f este derivabild in X, .

Demonstratie Din teorema lui Lagrange aplicata functiei f pe un interval [X,X,]cV,X <X, =

)= T _ F(0-F(x,)

3 ¢, €(X,X,) astfel incat f'(c,) =

X, — X X— X,
f(x)—f(x
Prin urmare: f/(x,) = limM = lim f'(c,) =4 (deoarece ¢, — X, daca
X=Xy X —_ XO X—>Xp

X<Xq X<Xo

X = Xy, X< Xp)-

Din teorema lui Lagrange aplicatd functiei f pe un interval [X,,X]cV,X> X, = 3 ¢, €(X,,X)

FO) = T(x)

astfel Tncat f ’(Cx) =

. . F(x)—f(x .
Prin urmare: f](X,) = hmM = lim f'(c,) =4 (deoarece ¢, — X, dacd
X=Xy X=X, X=X

X>Xo

X = Xy, X > X,).

f continua

Din f/(x,)=4si fj(x,)=4 =  farederivatiin X, si f'(x,)=41.

definitiei  derivatei
Dacad in plus A este finit = f este derivabild in X, .

Aplicatii ale teoremei lui Lagrange in demonstrarea unor relatii trigonometrice

Aplicatia 1. ¢cosfx = %{1 + cosdx), flntx - %{1 — coslx)
Solutie: Considerdm functia f(x) = cos®x — %ca&ﬁx, o functie derivabild cu derivata

Flx)m =Zrinxcoss — %{—E}E‘ME m . {%)}x € R, deci conform ”Consecinta functii cu

derivata nula” f este constantd. Cum f(@) =% rezultd ca f = % ,adici cosfx = %El + cosZx)
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Analog alegem g(x) — sle=*2x + %m&ix, functie derivabila cu derivata

g(x) = Zstnxcosx + =(—2)sin2x = 0, {¥)x € R deci conform “Consecinta functii cu derivata

nula” f este constantd. Cum g(0)=1/2 rezult ci g=1/2 , adic, stu®x = 2(1 - cosZx)

Aplicatia 2. mﬂwwi;—iz = Zarctgx
Solutie: Cum |:;:: % 1,{¥)x € R, relatia dati are sens. Considerim functia
flxl= c:rr:c‘es‘%— Zorctgx.
—2afl—x%)—2x{1l +a®)
Fla)m = G+ A )= 2 da 2

- = S m
Ll L — 8 1545 (14x8) da8 LTad
ol 1=+x

deci conform ”Consecinta functii cu derivata nula” f este constanta.
Cum 1(0)=0, rezulta ca =0
Aplicatia 3. arcsine + arccosx = "_1, (v)x & |:— f—,‘E]
. . . . 1 1 .
Solutie: Consideram functia f(x) = arcsiny 4+ arceasy. Cum L —— m  deci
tia f(x. + um ffx) T T
conform ”Consecinta functii cu derivata nula” f este constantd. Cum £(0)) = 'ﬂi, rezultd f = 3
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