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DIVIZIUNI SI FASCICULE ANARMONICE
NECULAI STANCIU'

“Geometria proiectiva este toata geometria”
Arthur Cayley

I. DIVIZIUNI ANARMONICE

Aceast articol, este dedicat geometriei sintetice (fundamentelor geometriei si
geometriei proiective), $i se adreseaza studentilor, elevilor, profesorilor de matematica, si
in general, oricui este interesat de geometrie.

In prezent, geometria din liceu este introdusa via algebra liniard (adica vectorial
nu sintetic).Articolul, vine sd detalieze notiunea de diviziune §i fascicul armonic definita
in articolul -“Aplicatii ale teoremei lui La Hire” - G.M. - 3 /2008 ; notiuni care pot fi
intelease de orice elev din clasaa VI-a.

Diviziunea si fasciculul armonic, sunt tratate in capitole de fundamentele
geometriei, s$i in geometria proiectiva, unde metoda utilizatd este cea axiomatica
sintetica.Alte notiuni legate de acestea sunt:polaritate, dualitate, etc.

Consideram punctele coliniare 4, B si C cain fig.1 .

x' A B C X

»
|

Fig.1

Avem relatiile: (1) 4B=-BA si (2)AB+ BC = AC; AB+ BC + CA =0.Fie acum patru

puncte coliniare A, B, C si D cain fig. 2, astfel Incat (3)% = —D—A.
CB DB
x' A C B D x |Spunem ca perechea (CD) este armonic

»
>

conjugata cu perechea (AB) si reciproc
Fig.2 | deoarece:

AC BC _CA CB _CA DA
AD BD DA DB CB DB
lui B inraport cu C si Dsau, B este conjugatul armonic al lui 4 inraportcu C si D

sau, C este conjugatul armonic al lui D in raport cu 4 si Bsau, D este conjugatul
armonic al lui C Inraportcu 4 si B.

=—1.Se mai spune cd A este conjugatul armonic al

! Profesor, Scoala ”’Geoge Emil Palade” & Scoala nr. 6 - Buziu


Dobre
Text Box
Revista Mateinfo.ro ISSN  2065 – 6432 nr. ianuarie 2010

http://www.mateinfo.ro

In continuare vom numi biraport sau, raport anarmonic sau, diviziune anarmonica

raportul (4) %3—; Z(ABCD)Zr.Se observd cd daca r =1 atunci (ABCD)este

diviziune armonica.

Teorema I.1. Raportarea la o origine de pe axa.

x' O A B x | Dacd avem axa x'x cu originea O si punctele
X A O B X A si B pe axa atunci (5) AB=0B—-0A.
x' A B O x | Demonstratie.Avem cazurile din fig. 3.
Fig.37 Cazul O-A-B.OA+ AB+BO=0=>

AB=-BO—-0A=0B-0A4.
Cazul A—O - B .Din relatia (2) avem AO+OB+ BA=0—=AB=0B+ A0 =0B—-04.
Cazul A—B-0.AB+BO+0A4A=0= AB=-BO—-0A=0B-04.
Cuarte de punte coliniare.
x' A B C D x | Avem configuratia din fig. 4:
» | ABsi CD sunt segmente care se separd;
AD si BC sunt segmente care se includ iar;

Fig.4 AC si BD sunt segmente care se incaleca.

Teorema 1.2. Echipolenta lui Euler.

(6)AB-CD+ AD-BC = AC-BD

Demonstratie.

AB-CD+ AD-BC - AC-BD = AB(AD — AC)+ AD(AC — AB)— AC(AD — AB) =

= AB(AD - AC — AD+ AC)+ AD(AC — AC)=0.

Teorema 1.3.Punctul care imparte un segment intr-un raport dat.

Fie segmentul AB, M € AB, O € AB origine aleasa arbitrar si k = IZ—A;

Avem (7) OM = (1-k)OA+ kOB .

Demonstratie.Presupunem ordonarea O—A4—-M —B,cu AM =k - AB .Rezultd imediat din
teorema 1,0M — OA =k - OB — k - OA4 .Celelalte ordonari se trateaza analog.

04+ OB

. : : 1 .
Consecinta.Daca M este mijlocul segmentului 4B, atunci k =3 si OM = 5

Teorema 1.4.Unicitatea punctului care imparte un segment intr-un raport dat.
Fie pe axa x'x, segmentul AB si punctele C, D in interiorul sau in exteriorul segmentului

AB dar de aceeasi parte a lui.Daca A = b4 atunci D=C.
CB DB

Demonstratie.Consideram ordonarea 4 —C—-D —B.
Din ipoteza rezultd AC - DB = AD-CB .Din (6) avem AD-CB = AC-DB+ AB-CD .Rezulta
AB-CD =0, de unde, deoarece AB # 0 obtinem CD =0, adicda C=D.



In cazul in care C si D sunt ambele exterioare si situate de aceeasi parte a segmentului 4B,
se procedeaza analog.Cazul in care C si1 D sunt separate de segmentul 4B, adicd ordonarea
C—-—A—-B—-D sau D—A—B-C se exclude deoarece AB #0.

Teorema L.5.Diviziuni anarmonice egale, cu trei perechi de puncte comune.

Dacad (ABCD) = (ABCD'"), atunci D=D".

def "' T4
Demonstratie.(4BCD) = (ABCD")= (4. DA _CA D4 DA _b4 =D=D".

& CB DB CB DB DB "~ D'B
(q.e.d).

Teorema 1.6. Valoarea biraportului r nu poate fi nici 0 nici 1.

Demonstratie.r = (4BCD) = % g—A #(0  deoarece punctele fiind distincte

CA#0,CB#0,DA=0,DB=0.

CA DA 1= CA DB 1= AC-BD 1= AC-BD-BC- AD”AB CD

CB DB CB DA BC-AD BC-AD BC-AD ”
=r=+l.
In continuare, vom calcula valorile biraportului obtinute prin permutarea punctelor unei
diviviuni anarmonice.
Teorema 1.7.0 transpozitie a doua puncte din aceeasi pereche inverseaza raportul
anarmonic.

+ = (4BCpy - €4, DA _ CA DB

Demonstratie. leA DClil (;fA DCAB =>rn=l=rn= l
= (ABDC) === =2 = 4
DB CB DB-CA
Am demonstrat (4BDC) = ; (BACD) = Q: DB = CB-DA = ! (q.e.d).
(ABCD) CA DA CA-Db (ABCD)

Teorema 1.8.0 transporzitie a doud puncte din perechi diferite ne da un raport anarmonic
complementar .

Demonstratie.» = (4BCD) = 4. D4 _AC. BD i r, =(ACBD) —ﬁ % =

CB DB BC- AD BC DC

= —% .Sumam cele doud egalitati si aplicand echipolenta lui Euler(teorema 2)
obtinem:r +7r, = AC-BD- 4B CD _ AD-BC =l=r=1-r=>(ACBD)=1-r.
BC- Ad AD-BC
Analog se aratd ca (DBCA)=1-r.
Transformarile precedente ale raportului anarmonic, definite in feoremele 1.7 §i 1.8,

compuse succesiv cu ele insele il reproduc pe 7.
Adica :

n=—=r'=—=r ,respectivr, =1-r=r"=1-r,=r.
r z
1

Vom numi transpozitii complementare acele transformari care compuse cu ele insele ,
lasa raportul anarmonic neschimbat.



Teorema 1.9. Dacd (4BCD) = (ABDC) sau (ABCD) = (BACD) atunci (ABCD) =—1.

T1.7 1

Demonstratie.Fie » = (ABCD)=(ABDC) =—, (BACD) = l
r

r
r#l
Daca r =l:> r’=1=0=r=-1.(q.e.d).
r

Deoarece cu 4 obiecte putem face 24 de permutdri, pentru fiecare diviziune de 4 puncte
avem 24 de valori ale rapoartelor anarmonice corespunzatoare cate unei permutari.

Dintre toate acestea numai 6 valori sunt distincte, iar restul se obtin prin transpozitii
complementare .Dintr-o permutare datd putem selecta alte trei de acelasi raport
anarmonic.Obtinem:

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA) =r

(ABDC) = (BACD) = (DCAB) = (CDBA) = -
r
(ACBD) = (CADB) = (BDAC) = (DBCA) =1~ r
(ADBC) = (DACB) = (CBDA) = (BCAD) =~
r
(ACDB) = (CABD) = (BDCA) = (DBAC) = !
—-r

(ADCB) = (DABC) = (BCDA) = (CBAD) =

I1. FASCICULE ANARMONICE

Consideram fig.1 unde S(a,b,c,d)sau S(A4, B,C, D)reprezinta un fascicul convergent, cu
punctul S propriu de raze a,b,c,d sau SA,SB,SC,SD si fig.2 in care S(a,b,c,d) este
un fascicul paralel de raze a,b,c,d sau SA,SB,SC,SD cu punctul S impropriu.

Fig.1 Fig.2




Daca diviziunea (ABCD) este diviziune armonica atunci fasciculul atasat S(ABCD)se
numeste fascicul armonic.

Biraportul atasat unui fascicul convergent.

Fie fasciculul S(abcd) taiat de secanta J(vezi fig.1) 1In punctele

not

A=0na,B=06nb,C=6nc,D=0Nd Dacd S(XYZ) = aria triunghiului de varfuri
X.Y siZ, XY= XSV, h=d(S,5), atunci <4 = CAh _2-5(C54) _ S(CSA).
CB CB-h 2-S(CSB) S(CSB)
g DA _ S(CS4)  S(DS4) _ SC -SA-sin(ca) ) SD-SA-sin(dAa) 3
CB DB S(CSB) S(DSB) '

(ABCD) =

SC-SB-sin(ch) SD-SB-sin(db)

 sin(ca) _sin(da)

sin(ch) sin(db)

Daca S(abed) = sin(ca) Sm(d“) . atunci rezultd (ABCD) = S(abed) .
sm(cb) s1n(a’b)

Teoreme de invariantd
Teorema II.1.Fiind date pe dreapta 6 , punctele fixe 4,B,C,D .Pentru orice S ¢,
notaim a = SA4,b=SB,c =S8C,d =SD .Biraportul atasat fasciculului S(abcd) este
invariant.
Demonstratie.Fie S,S' ¢ 0, ca in fig.3.

Fig.3




Din S(abcd) = (ABCD) si S'(a'b'c'd")y = (ABCD) rezulta
S(abed) = S'(a'b'c'd") (q.e.d).

Teorema II.2.Fiind dat fasciculul fix de varf S si raze a,b,c,d .Pentru orice secanta o
care intersecteaza razele fasciculului in 4=and,B=bnNno,C=cno,si D=dnNo,
biraportul atasat diviziunii (ABCD) este invariant.

Demonstratie.Fie 0 si 6’ doud secante oarecare (fig.4), care intersecteaza razele
fasciculului in punctele 4,B,C,D si A',B',C',D".

Fig.4

Avem (ABCD) = S(abcd) si (A'B'C'D") = S(abcd) .Rezulta
(ABCD) =(A'B'C'D") .(q.e.d.).

Fasciculul taiat de o secanta paralela cu una din raze.

Fie fasciculul S(abed)si 5| a (fig.5).



Fig.5

(P!
W

(1)S(abed) = (A'BCDY =S4 DA oy aciars ~ acBe = E4 254
CB DB CB_ CB
(3)AD'A'S ~ AD'BD = DA”_ 54 .Din (1),(2) si (3) rezulta :
DB DB
S(abedy =L 3L L. 1 _ ypepy.

CB DB CB DB




1
Avem urmatoarea regula mnemotehnica pentru scrierea valorii biraportului E —

DB’

Deoarece 5||a scriem 6 Na = A; (punctul impropriu pe directia paralelelor 5||a ),

C4,
S(abcd) —C— siluom C4, : DA, =1 (trecerea la limita 4" — A4,).
S(abcd) = 1. L

C "DB’

) =c, SD = d .
Atunci VS € a,S(abcd) este invariant.
CA;, D4,

Demonstratie.Fie 4, =d na.S(abcd)=(4,BCD)=——:—— = €. L—cons‘[ant

CB DB CB DB
Teorema IL.3.Fie A4,B,C,D puncte fixe pe C(O;R)si M e C(O;R)(fig.6).Daca

MA=a,MB=b,MC =c,MD =d atunci, VM € C(O;R) M (abcd) este invariant.

sin(ca) sin dAa
(A ): ( A)Zconstant, deoarece 4,B,C,D sunt puncte

sin(cb) sin(db)

Demonstratie. M (abcd) =

fixe si cAa = %th.,cAb = Q=ct., a;a = DCBA =ct., a?b = DCB =ct.
2R 2R 2R
Fig.6




Observatie. Din figura 6 rezultd M (ABCD)= M (A'B'C'D").

Teorema I1.4. Fie 4,B,C, si D puncte fixe pe C(O;R)iar ,a,b,c, si d tangentele in
cele patru puncte la cercul C(O;R) .Atunci oricarea ar fi tangenta ¢ la cercul C(O;R)in
punctul 7' e C(O;R), punctele 4, =ant,B, =bnt,C, =cnt si D, =d Nt formeazd o
diviziune anarmonicd (4, B,C,D,) invarianta.

Demonstratie.Consideram fig.7.

Fig.7

Avem (A4,B,C,D,)=0(4,B,C,D,).Formdm apoi fasciculul cu vérful in 7 si raze
TA L OA,, TB L OB, TC L OC, si TD 1L OD, .Deci T(ABCD) = O(4,B,C\D,).

N

Obtinem (4,B,C,D,) =T(ABCD) = (sin (;BA

_CB. . DA . BC
:sin—) : (sin—: sin
2R 2R
Teorema II.5.Pe cercul C(O;R)consideram punctele distincte 4,B,C,D si tangentele

a,b,c,d in aceste puncte la cerc (fig.8).Avem egalitatile:
A(aBCD) = B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd) .

) =constant.

Demonstratie. 4(aBCD) = (sin C;Ia :sin C;lB) :(sin D;Ia :sin D1A4B) =

DA . BC. . DA . BCD

:sin——) : (sin——:sin
2R 2R 2R

= B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd) (din egalitati de sinusuri).

=(sin ) = r =constant=



Fig. 8

Observatie. Teorema 11.5 reprezinta cazul limita a teoremei 11.3 in care punctul M de pe
C(O;R) coincide cu unl din punctele 4, B,C sau D.

Teorema I1.6.Pe cercul C(O;R) se considera punctele distincte 4,B,C,D si tangentele
la cerc in aceste puncte: a,b,c,d (fig.9).

Daca notim E=anb,F=bnc,G=cnd,H=dna,l=bnd si J=anc, atunci
avem egalitatile: (AEJH) = (EBFI) = (JFCG) = (HIGD) .



Demonstratie.Consideram fasciculul cu varful in O si raze OA,OE,0J si OH

\

Fig.9

OAEJH , apoi fasciculul cu varful in A si razele perpendiculare pe razele fasciculului
anterior :a L OA,AB 1 OE,AC 1 OJ respectiv AD L OH , A(aBCD)si avem :

(AEJH) = O(AEJH) = A(aBCD) .

Analog se obtin si relatiile:

(EBFI)=O(EBFI)= B(AbCD),

(JFCG)=O(JFCG) =C(ABcD);

(HIGD) = O(HIGD) = D(ABCd).

Acum aplicam relatii intre sinusuri, ca in teorema 5, pe care aici le detaliem astfel:

Cﬁa:cfsA:céA:% si Cha=ABC _,_CDA

N

, rezulta:

o)

CDA
2R

N

sin(CAB) = sin(CBb) = sin(¢cCB) = sin(CDB) = sin(g—g)

) si analoagele

sin(CAa) = sin(CBA) = sin(cCA) = sin(CDA) = sin



N

sin(DAa) = sin(DBA) = sin(DCA) = sin(dDA) = sin(?—;:)

sin(DAB) = sin(DBb) = sin(DCB) = sin(dDB) = sin( 1)2 /;B

).

Tinand seama de aceste valori putem scrie:

A(aBCD) = B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd) = (sin €D :sin Q} : (sin—A :sin DAB)
2R 2R 2R 2R

(q.e.d.).
Observatie. Teorema II.6 reprezinta cazul limitd al teoremeill. 4 in care tangenta ¢ la

cercul C(O;R) coincide cu una din tangentele a,b,c,d .

Teoreme de concurentd si coliniaritate.
Teorema IL.7. Daca doua diviziuni anarmonice egale (ABCD) = (AB'C’'D’) au un punct

comun A, atunci dreptele BB',CC" si DD' sunt concurente.
Demonstratie.Avem fig.10.

Fie O =BB'nCC' si D" =0D N 6" .Din teorema I1.2 rezulta (ABCD) = (AB'C'D") iar,
din ipoteza avem (ABCD) = (AB'C'D").Deci (AB'C'D")=(AB'C'D"), apoi din teorema
1.5 se obtine D" =D" .(q.e.d.).

Teorema I1.8.Dacd doua fascicule anarmonice egale S(abcd)=S'(ab'c'd") au o raza
comunda SS'=a, atunci punctele de intersectie ale celor trei perechi de raze
corespondente: B=bNb',C=cnc',D=dnd" sunt coliniare.

Demonstratie.



S’

Fie A= BCna,D=BCd si D' = DCd (fig.11).

Din ipoteza rezulta (1) S(abed) = S'(ab'c'd") .Intersectand fasciculul S(abced) cu secanta
BC rezulta (2) S(abcd)=(ABCD) .Inersectand fasciculul S'(ab’c'd’)cu secanta
BCrezulta (3) S'(ab’c'd"y=(ABCD") .Din cele trei relatii avem (4ABCD)=(ABCD'),
apoi din teorema 1.5. se obtine D = D' .(q.e.d.).

Teoreme clasice.

Teorema I1.9. Prima teorema a lui Papus.
In AABC fie A',B',C' trei puncte coliniare situate pe laturile BC,CA,AB si

BB'NCC'=M, AM N BC = 4, .In aceste conditii A" si 4, sunt conjugate armonic in
raport cu B si C, adica (BCA'4,) = —1(fig.12).
Demonstratie.

Fig.12




Fsciculul de varf M si raze MB,MC,MA', M4, il taiem mai intai cu secanta BC si apoi
cu secanta B'C’ si aplicam teorema I1.2.
()M (BCA'A,) =(BCA'A,) =(B'C'A'N) .
Fasciculul de varf A determinat de diviziunea anarmonica (B'C'A'N)1l taiem cu secanta

BC si aplicdm teorema I1.2.
(2) (B'C'A'N) = A(CBA'A,) = (CBA'4,) .

Din (1) si (2) avem (BCA'A)=(CBA'A,) apoi din teorema 9. rezulta
(BCA'A)) =-1.(q.e.d.).
Teorema I1.10. A doua teorema a lui Papus.
Pe doud drepte 0 si o' luom trei siruri de puncte arbitrare A,B,C € respectiv
A',B',C" € 6" Intersectiile U =BC'NB'C,V=CA'nC'A4 si W=AB'n A'B sunt trei
puncte coliniare (fig.13).
Demonstratie.

a) cazul dreptelor incidente(d N ")

Fie X=B'AnA'CsiY=BC=C4.

Consideram fasciculele de varfuri 4" si C' ale caror raze trec prin punctele diviziunii
(OABC) .Din teorema II.1 rezulta (1) A'(OABC)= C'(OABC).Intersectand primul
fascicul cu secanta B'A , din teorema II.2. rezulta (2) A'(OABC) = (B'AWX) .Analog,
intersectaind al doilea fascicul cu secanta B'C ,din teorema IL2. rezulta (3)
C'(OABC)=(B'YUCQ).

Din (1),(2) si (3) rezultd (B'AWX) = (B'YUC), diviziuni anarmonice egale, cu B’ punct
comun.Conform teoremei I1.7 si schemei de mai jos:

Puncte corespondente

B B' punct comun
A Y dreapta AY
W U dreapta WU
X C

dreapta XC



Rezulta AY N XC = AC'nCA'=V =V eUW (q.e.d).
b) cazul dreptelor paralele (& ||5 "o

5!

Consideram fasciculele de varfuri 4" si C':

(1) A(SABC)=C'(SABC); (2) A'(SABC)=(B'AWX)(3) C'(S4BC) = (B'YUC).
Rezulta (B'AWX)=(B'YUC), cu B'punct comun, analog ca in cazul a) deducem
VeUW .(q.e.d.).

Teorema I1.11. Teorema plana a lui Desargues, directa si reciproca.
Daca doua triunghiuri au varfurile asezate pe trei drepte concurente atunci laturile lor
corespunzatoare se taie in trei puncte coliniare §i reciproc daca intersectia perechilor
de laturi a doud triunghiuri sunt coliniare atunci varfurile corespunzatoare sunt
asezate pe trei drepte concurente.
Avand 1n vedere ca teorema ramane valabila si in cazul 1n care punctul de concurenta
al celor trei drepte este impropriu iar unul sau toate cele trei puncte de intersectie pot
f1 improprii enuntul poate fi reformulate astfel:
Fie trei drepte a,b,c pe care luom : 4,4"'€a; B,B'eb; C,C'ec Dreptele a,b,c
sunt concurente in O (propriu sau impropriu) dacd si numai dacd intersectiile
A, =BCNB'C'", By=CANnC'A" si C,=ABNA'B" sunt situate pe o dreapta
(proprie sau improprie).Spunem cd AABC si AA'B'C' sunt omologice , O este
centrul omologiei si 6 = B,C, este axa omologiei.

Demonstratie.

Necesitatea.Fie D =bNAC, D'=bn A'C'.Consideram fasciculul O(abcOB,)taiat de

AC respectivde A'C' (fig.15). Din teorema II.2., avem relatiile:

(1)(A'D'C'B,) =(ADCB,); (2) (ADCB,) = B(AbCB,); (3) (A'D'C'B,)=B'(A'bC'B,).

Din relatiile de mai sus rezultd B(AbCB,) = B'(A'bC'B,)), cu razd comuna.

Din teorema I1.8. si schema de mai jos:

Raze corespondente
BA B'A’ BANB'A"'=C,



b b raza comuna
BC B'C’ BCNB'C'=4,
BB, B'B, BB, " B'B, = B,
rezultd A4,,B,,C, sunt coliniare.Analog se procedeaza pentru O punct impropriu.
(q.e.d.).

Co

BO

AO

Suficienta.Fie A,,B,,C, coliniare pe & .Pe fasciculul de varf B, si raze J,B,C,B,A’
consideram perechile de puncte : B,,C,€0;C,4¢e B,C;C'A' € B,A' .Deoarece
triunghiurile A4,CC" si AC,AA" sunt omologice, din teorema Desargues (directd)

rezulta :
A4,CNCyA=B,CC'"NAA" =0 si C'4, N A'C, = B' sunt coliniare; O € BB’ .(q.e.d.).

Teorema I1.12. Teorema lui Desargues directd —cazul spatial.



Fie Oabc fasciculul de varf O- propriu (fig.16)sau O, - impropriu(fig.17) si
A,A' e a;B,B' e b;C,C' ec.In aceste conditii, punctele proprii sau improprii
A, =BCNB'C',By=CANnC'A'",C,=ABNA'B" sunt coliniare pe dreapta d
(proprie ) sau d, (improprie).

Demonstratie.

Fig. 16

O —punct propriu

A0

Co BO

Oi

Fig. 17
Oi — punct impropriu

C'l
B7
d %
AO Co BO
a C




Distingem urmatoarele plane determinate de triplete de puncte necoliniare si perechi de
drepte concurente sau paralele: (ABC),(A'B'C"),(a,b),(b,c) si (c,a).

Avem: (ABC)N(A'B'C")=d,(bc)nd = A, €d,(ca)nd =B, ed,(abynd =C, €d ,

rezultd A4,,B,,C, coliniare. (q.e.d.).

Dacd axa omologiei este dreapta improprie d,, rezultd AB‘

A'B',BC|B'C’,C4|C'A’, iar
daca wvarful O este propriu avem omotetic de centru O si  modul
AB BC CA

A'B" B'C' CA’

Teorema I1.13. Teorema lui Desargues reciproca —cazul spatial.

Fie 4, =BCNB'C',By,=CANC'A",C, =ABN A'B" coliniare pe dreapta d (proprie )
sau d, (improprie).Atunci AA'NBB'NCC'=0.

Demonstratie.Consideram fasciculul de varf B ale cdrui raze sunt determinate de
tripletele de puncte coliniare (B,,C,,4,);(B,,C,A4);(B,,C',A")si triunghiurile
omologice AA4,CC’', AC,AA'.In continuare se aplicd teorema 12 si rezulti ci
B'=4,C'nCA35B=4CNCA si O=CC'nAA" sunt coliniare, deci
AA'"BB'nCC' =0 (q.e.d.).

Observatie. Si in cazul plan (teorema 11.11.), omologia de centru O - propriu si axa

improprie este o omotetie, iar omologia de centru impropriu $i axa improprie este o
translatie.

Demonstratie./). Daca anbnc=0 si d, - dreaptd improprie, rezultd
AB|4'B', BC|B'C,CAlC'A’,  deci AOAB ~ AOA'B',AOBC ~ AOB'C' si
o4'" OB" ocC'

AOCA =~ AOC'4’' De aici avem

= = =k, de unde A',B',C'" sunt
04 OB OC
omoteticile punctelor 4, B,C in raport cu centrul O de modul % .(q.e.d.).

1l). Daca alp|e si AB|4'B',BC|B'C',CA|C'A’, rezulta ABB'A',BCC'B',CAA'C’ sunt

paralelograme.De aici A4A' = BB'=CC'=t, deci avem o translatic a AABC in directia

comuna a”b”c pe distanta ¢.(q.e.d.).

Teorema I1.14.Teorema lui Pascal pentru hexagon.

Intr-un hexagon inscris intr-un cerc, laturile opuse se taie in puncte coliniare.
Demonstratie.Pentru claritatea desenului vom considera hexagonal stelat 4B'CA'BC’
inscris in cercul C(O;R) cu perechile de laturi opuse (AB', A'B); (B'C,BC");(CA',C'A)
(fig.18.).Fasciculele de varfuri 4 si C ale caror raze trec prin 4',B',B,C" sunt egale
(conform teoremei I1.3.).



(1) A(BA'B'C"Yy=C(BA'B'C").

Fie X = BA'n AC' si taiem fasciculul de varf A4 cu secanta BA', apoi din teorema I1.2,
rezultd :

(2) A(BA'B'C"Yy=C(BA'B'C").

Fie Y=BC'n A'C si taiem fasciculul de varf Ccu secanta BC'.Din teorema II.2,
rezulta :

Fig.18

(3) C(BA'B'C"y=(BYUC").
Din relatiile (1), (2) si (3), rezulta (4) (BA'WX) = (BYUC'")= diviziuni anarmonice egale
cu B punct comun..

Din teorema II. 7., s1 schema de mai jos:
Puncte corespondente

B B comun

A Y dreapta A'Y

w U dreapta WU

X C’ dreapta XC'

rezulta  A'Y WU, XC' sunt  concurente.Deoarece, A'YNXC'=V, avem
VewU .(q.e.d).

Teorema I1.15.Teorema lui Pascal pentru patrulatere inscrise.

Intr-un patrulater inscriptibil, inersectiile laturilor opuse si cele ale tangentelor la cercul
circumscris duse prin perechile de varfuri opuse sunt 4 puncte coliniare.

Demonstratie.

Fie U=A4ABNCD,V =BCNAD, iar asi c tangentele in A si C la cercul
C(O;R) (fig.19).

Consideram W =anc.

Din teorema 3, A(BaDC) =C(BADC), dar din teoremele 17. si 18 avem
A(BaDC) = A(CDaB), C(BADc) = C(ABcD) .Rezulta A(CDaB) = C(ABcD),
fascicule anarmonice egale cu raza comuna AC .



Raze corespondente:

AC CA raza comuna

AD CB ADNCB =V
a c anc=W

AB CD ABNCD=U

Rezulta ca: (1) U,V ,W sunt coliniare.

Rationand analog pentru tangentele b si d, duse prin punctele B si D de pe C(O;R),
cu T=bnd, deducem (2)T €UV .Din (1) si (2) rezultd ca U,V,W,T sunt
coliniare.(q.e.d.).

Teorema I1.16. Teorema lui Brianchon.

Intr-un hexagon circumscris unui cerc diagonalele sunt concurente.
Demonstratie.Fie ABCDEF un hexagon circumscris cercului C(O;R) .Consideram

tangentele a,c,e si  ftaiate, pe rand, de tangentele b si  d, unde
G=bnf,H=bne,l=dnf si J=dna (fig.20).Aplicand teorema II1.4, rezulta
(BCHG)=(JDEI) , si permutand convenabil (vezi partea [) obtinem
(GHCB) =(IEDJ) .

In continuare, considerdm fasciculele anarmonice cu vérfurile in F si 4:

F(GHCB) = A(IEDJ) , egale si curaza comund FG = Al = f .



Conform teoremei I1.8., 1 schema de mai jos
Raze corespondente:

FG Al raza comuna
FH AE FHNAE =E
FC AD FCnAD =P
FB AJ FBNAJ =8B

rezultd P € EB, adica diagonalele 4D, FC si EB sunt concurente in P .(q.e.d.).
Teorema I1.17.Teorema lui Newton.

Intr-un patrulater circumscriptibil, cele doud diagonale impreund cu cele doud drepte
determinate de punctele de contact ale perechilor de laturi opuse cu cercul inscris, sunt
patru drepte concurente.

Demonstratie.Fie ABCD patrulaterul circumscris cercului C(O;R); E,F,G,H punctele
de contact ale laturilor 4B, BC,CD,DA cu cercul C(O;R) ;I =ABNCD,J = BCNAD
(fig.21).Aplicam teorema I1.6. tangentelor in H si F la cerc, avem: (HAJD) = (JBFC),
si permutind convenabil (HAJD)=(JDHA), deci :(JDHA)=(JBFC), diviziuni
anarmonice egale, cu un punct comun J .Conform teoremei I1.7. si schemei de mai jos:



Puncte corespondente

J J punct comun
D B dreapta DB

H F dreapta HF
A C dreapta AC

Q=ACnNBD,rezultd (1)Q € HF .

Rationam analog pentru diviziunile de pe tangentele in £ si G la cerc, si obtinem
(IBEA) = (IDGC), apoi cu schema de mai jos:

Puncte corespondente

1 1 punct comun

B D dreapta BD

E G dreapta EG

A C dreapta AC

Cum ACNBD =Q,rezultd (2) Q € EG.

Din (1) i (2) rezultd AC,BD,EG, si FH sunt concurente in punctual Q.

Teorema IL18.Intr-un trapez isoscel, intersectia laturilor neparalele si intersectiile
tangentelor duse prin varfurile opuse la cercul circumscris trapezului, sunt puncte
coliniare pe o dreapta paralela cu bazele.

Demonstratie.Fie 4ABCD ,un trapez isoscel cu AB||CD ,51 AD = BC.

Consideram a,b,c si d tangentele la cercul C(O;R) circumscris trapezului,duse prin
varfurile  trapezului.Notdim:U = AD "BC,W =anc,T=dnb s1 ABNCD=V,
(punctul impropriu pe directia paralelelor AB si CD, V, € AB 1 V, € CD ) — vezi fig.22.



Fig.22

Din teorema 11.5., avem sirul de
egalitati: A(aBCD) = B(AbCD) = C(ABcD) = D(ABCd), care grupate cate doud si
permutand convenabil A(aBCD) = C(ABcD), rezultd A(CDaB) = C(ABcD), fascicule

anarmonice egale cu raza AC comund.Conform teoremei I1.8., din schema de mai jos:
raze corespondente:

AC CA raza comuna

AD CB ADNCB=U

a c anc=wW

AB CD ABNCD =V,

deducem ¥, € UW Rezulti (1) UW|4B|CD.

in continuare se procedeaza ca mai sus,

B(AbCD) = D(ABCd) = B(DCbA) = D(BAdC), fascicule anarmonice egale cu raza

BD comuna.
Raze corespondente:

BD DB raza comuna
BC DA BCNnDA=U
b d bnd=T

BA  DC  BANDC=Y,
rezultd ¥, € UT , deci (2)UT|4B|CD .

Din (1) si (2) rezulta ca punctele W,U si T sunt situate pe o dreapta paraleld cu 4B si
CD .(q.e.d.).

Teorema II.19.Raportul anarmonic al unui fascicul este egal cu raportul anarmonic al
coeficientilor unghiulari ai razelor fasciculului.

Demonstratie. Fie O(abcd) fasciculul de varf O si raze a,b,c si d.Consideram o

dreaptda OX , astfel incat :a = xa, f = xb,y = xc,0 =xd .



Cl_-c
b
L—a
O X X
Fig.23
Ducem 0 dreapta pLOx si notam

X=pNnOx,A=pna,B=pnb,C=pnc,D=pnd (vezitig.23).
Rezulta  » = O(abcd) =(ABCD) = %: b4 = XA = XC : XA = XD , insa notand
CB DB XB-XC XB-XD

OX =x,tga =m_,tgff =m, tgy =m_,1gd =m,, avem
m,—m, m;—m

XA =xm,,XB=xm,,XC=xm,, XD =xm,.Deci r=— : ~ (q.e.d.).
m.—ny, m;—m,

Aplicatie.Polara unghiulara.
Fie (xy), un unghi de varf O si laturi x,y, iar 4 un punct nesituat pe laturile 1ui.O

secantd mobila care contine punctul A taie laturile unghiului in punctele X si Y.
Se cere locul geometric al punctului M , conjugatul armonic al lui 4 in raport cu X
siY.

Solutie.Se aplica teorema I1.19., pentru :

not not not

a=x,b=0M,c=y,d=04,m, =0,m, =m,m, =my,m, = =m,, 51 r=—1.

m m 2 1 1
Lt —A ==t —.
my—m m,—m m m, m,

Rezulta :

Deci m = constant.Locul geometric este OM , de directie fixd, cu coeficientul unghiular
fatd de OX egal cu media armonica ai coeficientilor unghiulari ai dreptelor OY si OA
fatd de OX .



Justificarea motto-ului ales este :

Pentru constructia geometriei proiective se utilizeazd metoda axiomatica
sintetica.Dupa ce se construieste corpul coordonatelor asociat unui spatiu proiectiv sau
plan proiectiv desarguesian, se poate trece, in cazul unui corp comutativ, la dezvoltarea
geometriei analitice (in coordonate ) proiective.Geometria afind se recupereaza pe
complementara unui hiperplan al spatiului proiectiv;se poate face deci trecerea de la
proprietati proiective la proprietati afine $i reciproc.
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[1] Nicolescu, L., Boskoff, W., Probleme practice de geometrie, Ed. Tehnica, Bucuresti,

1990.
[2] Mihaileanu, N. N., Complemente de geometrie sintetica, E.D.P., Bucuresti, 1965.
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Asupra unor numere “extreme”

-de Marcu Stefan Florin profesor Calarasi-

\VVom spune ca patru numere reale a,b,c,d sunt numere extreme daca
indeplinesc conditiile
1) a>0,b>0,¢c>0,d>0

2) a+b: 2 \/a

2 1.1
b ¢

Relatiile 2) exprima faptul ca media aritmetica dintre a si b este egala cu

media armonica dintre b si ¢ si cu media geometrica dintre ¢ si d.

Consecinte ale definitiei:
1) d=0

2) Daca a=0 atunci b=3c si d=%c

Demonstratie:

1) Daca d=0= 1—2120<:> bz—bcc=0:> b=0 sau c=0 (absurd), deci sid=0
+
b ¢
b_ 2bc _

2) Dacaa=0 = ERrTS cd =b(b+c)=4bc=b?*=3bc=b=3c

: b _3c 9c? 9
Din Jed==== =cd==-= d==c.
2 2 = 4 = 4

In continuare vom prezenta o serie de proprietati remarcabile ale acestor

numere si vom arata cum se pot gasi acestea.
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PROPRIETATEA 1
Daca doua numere extreme sunt egale atunci toate patru sunt egale.
SOLUTIE:

VVom studia toate cazurile posibile:

1) a=d= 220 = 2 = G = (atb)=dca si (a+b)(b+c)=4be

b+c

Evident a+b = 0 si impartind cele doua relatii obtinem :

Z—J“b:% —b?=zac=> b:\/a:a%b —a=b=b=c. Deci a=b=c=d.
+C

2) a=C= aTH’:Zit;: ad = a=b(deoarece daca media aritmetica a doua
a+

numere este egala cu media lor armonica cele doua numere sunt
egale). Deci a=+ad = a=d (daca a=0 atunci c=0 absurd) si conform
cu 1) avem a=b=c=d.

3) a:b:>a=%=\/a =a’=ac si cum a=b= 0=a=c si conform cu 2)
+

avem a=b=c=d
2
4) b=c— 2P =25 — jid — a=h=d.
2 2b

5) b=d= aTm::—bCf Jcb = b=c (deoarece media geometrica dintre b si
+

c este egala cu media lor armonica) si din 4) avem a=b=c=d.

6) c=d= 2P =2 —¢_ h=c gj a=b.
2 b+c

PROPRIETATEA 2

Daca a,b,c,d sunt numere extreme atunci au loc inegalitatile:

I. at+b<c+d

Ii. ab<cd
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iii. a<c

iv. b>d

V. cza—+b
3

DEMONSTRATIE:

Folosind inegalitatea mediilor avem:

Dina%bz@:n/az\/%:abscd

Din 22 < Jeb = +ed < /ob = b>d

b+c

Din Jed < C;d - a;b < C;d — a+b<c+d

Din (a+b)(1 +£):4: aLb+a_+b:4:> a+h =4- a+b
b c b C C
c> a+b
3

PROPRIETATEA 3

Daca a,b,c,d numere extreme strict pozitive cu b=d atunci:

DEMONSTRATIE:
Din definitia numerelor extreme avem relatiile :
(a+b)?=4cd si (a+b)(b+c)=4bc

Impartind cele doua relatii avem : atb_d
b+c b
i _ a—-c_ 4c
Scazand relatiile avem (a+b)(a-c)=4c¢(d-b) = T ab
- +

=3-%sS:>a+b33c:
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PROPRIETATEA 4
Daca a,b,c,d numere extreme strict pozitive cu c-a=b-d atunci a=b=c=d.
DEMONSTRATIE:

Din c-a=b-d avem a=c-b+d si inlocuind in definitia numerelor extreme

avem.

c—-b+d+b_ 2bc _\/—

—\/_:c d si din P1 avem a=b=c=d.
2 T h+c

PROPRIETATEA S
Daca a,b,c,d numere extreme strict pozitive cu c-a=2(b-d) atunci
a=b=c=d.
DEMONSTRATIE:
Din P3 avem (a+b)(a-c)=4c(d-b) si din ipoteza = 2(a+b)(d-b)=4c(d-b)

—d=b sau c= aTer— Jed =c=d. In ambele situatii din P1 = a=b=c=d.

CONSECINTE:

1) Daca a+b=c+d sau ab=cd unde a,b,c,d numere extreme strict pozitive

atunci  a=b=c=d.

2)Nu exista patru numere extreme in progresie aritmetica sau geometrica.
DEMONSTRATIE:

1) Din at+b=c+d = c-a=b-dsidin P4 = a=b=c=d

Din ab=cd si din "”b Jod=+ab —a=b — a=b=c=d

2)Lasam ca exercitiu aceasta demonstratie care este evidenta folosind P2.
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TEOREMA

Daca a,b,c,d numere extreme strict pozitive si distincte doua cate doua

atunci (3) p,ge(0,+x) cu p>4?q si p=2q astfel incat :

a=PABP-49) |, A (P (P-0) 449 (P-0)
(p—20) (p-20) (p-20) (p-20)

DEMONSTRATIE:

Din P2 avem a<c si b>d (deoarece sunt distincte)

Sa notam c-a=p si b-d=q Evident p>0 si g>0.
Se observa ca p= 2q deoarece in caz contrar am avea c-a=2(b-d) si din P5

avem a=b=c=d contradictie.

Sa mai aratam si ca p>%q < 3p>4q <« 3(c-a)>4(b-d)

DinP3stimca 2-¢=_4°
d-b a+b
Din P2 avem c>2%2 4 4 gioptinem 2=¢ 2 o 3(c-a) >4(b-d)
a+b 3 d-b 3

VVom mai arata ca inegalitatea de mai sus este stricta , altfel daca 3(c-a)=4(b-

d) obtinem czaT+b

Din (a+b)(b+c)=4bc = 3c(b+c)=4bc= b=3c si cum a+b=3c am avea
a=0(absurd).
In continuare avem c=a+p si b=d+q . Inlocuind pe c si b in relatiile din P3

a+d+q
a+d+p+q

aq+q’
p—(

obtinem: =% si prin calcul direct obtinem d=

Din a doua relatie din P3 avem P = 4@+ P)

si prin calcul direct obtinem
q a+d+q

d= a(4q - E) +3pq Egaland cele doua relatii obtinem a= W
p —
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2 —
In continuare inlocuind pe a obtinem g=2a(pP=0)

(p—20)°

p’q

LN i) (=207 prin calcul direct .

Dar c=a+p= P ) si b=d+g=
P (p—20q)° q

OBSERVATII:
Se pot construi oricat de multe astfel de numere , de exemplu daca luam p=5
si g=3 obtinem a=45, b=75, ¢=50, d=72.

PROPUNEM CELOR INTERESATI SA GASEASCA SI ALTE
PROPRIETATI INTERESANTE ALE ACESTOR NUMERE.
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BREVIAR TEORETIC CU EXEMPLE CONCRETE,
PENTRU PREGATIREA EXAMENULUI DE
EVALUARE NATIONALA, clasa a VIII-a - 2010

Propunitor: Prof. IGNATESCU VIOREL OVIDIU

Scoala cu clasele I-VIII Matesti, com. Sapoca, jud. Buzau

I. MULTIMI

.1 MULTIMI; RELATII
Multimea e un ansamblu de obiecte, numite elemente, grupate fie prin indicarea tuturor
elementelor, fie prin formularea unor proprietati caracteristice lor i numai lor.
Exemple:
C = {multimea caietelor scolare}
M= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
E= {e, I, v elementele cuvantului elev}
D = {x/x este elev in clasa a VIII a}
Observatie: un element Intr-o multime apare numai o singura data.
Exemple:
1. 9eM;l2¢ M se citeste 9 apartine multimii M, respectiv 12 nu apartine multimii M
2. ecEag¢gE
3. B={x/xeN,x<3}

Multimea care nu are nici un element se numeste multimea vida. Multimea vida este notata

-

cu @.
Observatie. Existd o singurd multime vida.

O multime A este inclusa intr-o multime B daca si numai daca fiecare element al lui A este
element si pentru multimea B.

Notatie: ACB si se citeste ,,A este inclus in B”
D ¢V, siciteste ,,D nu este inclus in V”

O multime A este submultime a multimii B daca toate elementele lui A sunt si in B, sau
altfel A este inclus in B.

Multimea @ este submultime pentru oricare multime .
Exemple P=1{1,2,3,4}; O={1,23} Qc P

Doud multimi sunt egale daca au aceleasi elemente.
Notatie: 4 =B

1.2 OPERATII CU MULTIMI

Intersectia

Multimea elementelor comune multimilor A si B (fiecare element comun multimilor A si B
figurand o singura data) se numeste intersectia multimilor A si B.
Astfel: AnB={x/xe Asi xe B}
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Notatie: 4N B, si se citeste ,,intersectia multimilor A si B”.
Exemple: A4={1,3,5,} iar B={1,2,5} atunci AN B ={1,5} (se iau elementele comune o singura
data).

Doua multimi sunt disjuncte daca intersectia lor este multimea vida.
Exemple: P={2,8,7} iar 0 ={13,5} PNnQO=4¢

Reuniunea

Multimea in care se afla toate elementele multimilor A si B, si numai ale lor (fiecare element
comun multimilor figurand o singura datd), se numeste reuniunea multimilor A si B.
Astfel: AU B={x/xe€ Asau x € B}

Notatie: se citeste ,,reuniunea multimilor A si B”.
Exemple: A ={1,3,5} iar B=1,2,5} atunci AU B={1,2,3,5,} (se iau toate elementele o singura
data).
Diferenta
Multimea elementelor care apartin multimii A, dar care nu apartin multimii B, se numeste
diferenta dintre multimile A si B.
Astfel: A—B={x/xe A si x¢ B}
Notatie: 4 — B sau A\B si se numeste ,,diferenta multimilor A si B”.
Exemple: A4 ={1,3,5} iar B ={1,2,5} atunci 4— B = {3}.

1.3 MULTIMI FINITE, MULTIMI INFINITE
Observam ca existd multimi vide si multimi cu un numar finit de elemente, numite multimi finite.
Cardinalul unei multimi finite este numarul finit de elemente, numite multimi finite.
Exemple:
1. 4={2,4,6.8,}, vom scrie card 4 =4
2. Daca A=¢, vom scrie card 4=0

O multime infinita este o multime pentru care sirul elementelor este nesfarsit.
Exemple:

N — multimea numerelor naturale N={0, 1, 2, 4, ........... }

N* - multimea numerelor naturale nenule N*={ 1,2, 4, ......... }
Z — multimea numerelor intregi Z={....,-2,—1,0,1,2,......}

Q- multimea numerelor rationale (care pot fi scrise sub forma de fractie)
R — multimea numerelor reale

Observatie. Intre multimile de mai sus, exista relatia: NCZCQCR

1.4 PROPOZITII
Un element a carei valoare de adevar este bazat pe reguli explicit exprimate se numeste
propozitie.
O propozitie se numeste propozitie adevarata daca ea exprima un adevar.
Exemple:
Orasul Nehoiu se afla in judetul Buzau.
5X3=15
O propozitie se numeste falsa daca ea exprima un neadevar.
Exemple:
Municipiul Buzau este in Africa.
12:2=17
Notatie: Cu A se noteaza o propozitie adevarata, iar cu F se noteaza o propozitie falsa si se spune ca
valoarea logica sau valoarea de adevar a unei propozitii este A sau F.
Operatia de schimbare a valorii de adevar a unei propozitii se numeste negarea propozitiei.

2
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Exemple:

Orasul Nehoiu nu se afld in judetul Buzau. (F)
5:3#15 (F)

Municipiul Buzau nu este in Africa. (A)

.5 MULTIMEA NUMERELOR NATURALE

Numerele naturale sunt reprezentate prin cifre sub forma urmatorului sir: 0,1,2,3, ....... ,
10,11, .......
Observatie: Semnul ,,......”, indica faptul cd am omis sd scriem unele numere naturale. Nu putem
scrie toate numerele naturale, dupa un numar natural urmeaza inca unul si asa mai departe.
Proprietate: Sirul numerelor naturale este infinit.
Observatie: Numerele naturale se pot reprezenta pe o dreapta.

O dreapta pe care am fixat o origine, un sens §i 0 masurd, se numeste axa numerelor.

1.5.1 Inegalitatea dintre numerele naturale
Vom spune cd un numar natural a este mai mare decat un numar natural b s1 vom scrie a >
b, daca existd un numar natural c, diferit de numarul 0, astfel incat sa avem a =b+c. Acest lucru
se mai numeste si inegalitate stricta. Daca avem doud numere naturale a , b si dorim a indica faptul
ca ,a mai mare sau egal cu b’scriem a > bsi citim ,,a este mai mare sau egal cu b”. Acest lucru se
mai numeste inegalitate nestricta.
Exemple:
2 mai mare ca 1, deoarece exista c=1 care adunat cu 1 sa fie egal cu 2.
Criterii de inegalitate a numerelor naturale:
1. Este mai mare numarul in care o cifrd este mai mare decat cifra de acelasi ordin din cel de-al
doilea numar, cifrele de ordine superioara fiind egale doua cate doua.
2. Dintre douad numere naturale, care au acelasi numar de cifre, este mai mare acela care are
mai multe cifre.

1.5.2 Scrierea numerelor naturale in baza 10
Orice numar natural admite o descompunere in baza 10.
Exemple:
5307 =5000+300+7
=5-1000+3-100+7 =
=5-10°+3-10°+0-10' +7-10°
In general, numarul abcd, unde a, b, ¢, d, sunt cifre, cu a#0, se scrie sub urmitoarea
forma:
abed =a-10° +b-10* +c-10+d - 10°
Membrul sting al egalitdtii de mai sus reprezinta scrierea unui numdr natural in baza zece,
iar membrul drept, scrierea aceluiasi numar sub forma zecimala desfasurata.

1.5.3 Operatii cu numere naturale
Adunarea
Prin suma a doua numere naturale a si b numite termenii sumei se obtine al treilea numar
natural notat s =a+b.
Proprietatile adundrii numerelor naturale:
1. Oricare ar fi numerele naturale a si b avem: a + b =b+a (comutativitatea adunarii).
2. Oricare ar fi numerele a, b, si c avem: (a +b)+c =a+(b+c) (asociativitatea adunarii).
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3. existd numarul natural 0 numit element neutru care nu modificad prin adunare valoarea
oricarui numar natural.

Scaderea

Daca a si b sunt doua numere naturale, astfel incat a > b, diferenta dintre a si b, notata prin
a—b, este acel numar natural ¢, pentru care a =b+c. Termenul a se numeste desciazut iar b se
numeste scazator.

Inmultirea
Produsul unui numar natural, diferit de 0 si de 1, se exprima printr-o suma in care primul
apare ca termen de atdtea ori de cate ori aratd al doilea numar natural.
Exceptii:
1. Produsul unui numar natural 0 este 0.
2. Produsul unui numar natural cu 1 este numarul natural considerat.
Proprietatile Inmultirii numerelor naturale:
1. Oricare ar fi numerele naturale a si b avem:
a-b=>b-a comutativitatea inmultirii
2. Oricare ar fi numerele naturale a, b si ¢ avem:
(a-b)-c=a-(b-c)asociativitatea Inmultirii
3. Exista numdrul natural 1 numit element neutru care nu modifica prin inmultire valoarea
oricdrui numar natural
4. oricare ar fi numerele a, b 51 ¢ avem: a-(b+c)=a-b+a-c distributivitatea inmultirii
fata de adunare.
Exemplu: 2-(3+4)=2-3+2-4=6+8=14
5. Oricare ar fi numerele a, b 1 ¢ avem: a-(b—c)=a-b—a-cdistributivitatea Tnmultirii
fata de scadere

A

Impartirea
Operatia inversd a inmultirii, cdnd se cunoaste produsul si trebuie aflat unul din factori e

impartirea. Semnul operatiei este ,,:”

Exemplu:

Deimpirtit Impirtitor Cat
12 23 = 4
Observatii:

1. Impartirea nu are totdeauna rezultat in multimea numerelor naturale
Exemplu: 7 nu se poate imparti exact la 3 (nuexisti ne Na.i3-n=7)
2. impirtirea cu 0 nu este posibili deoarece nu exist nici un numar natural care, inmultit cu
0 sd dea un numar diferit de 0.
3. Catul dintre 0 si un numar natural a, diferit de 0, este 0.
Teorema impartirii cu rest a numerelor naturale Oricare ar fi numerele naturale a i b, cu
b # 0, exista si sunt unice doud numere naturale q sir astfel incat a =b-g+r, unde r <b .

Puterea unui numar natural
Daca a si n sunt numere naturale, unde n este diferit de 0 si 1; atunci:

a"=a-a-a.......... a
n factori
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in care se numeste baza puterii, iar n se numeste exponentul puterii.
Exemplu: 5*=5-5-5-5=625
Exceptii:

1. orice numar natural ridicat la puterea 0 este 1

2. orice numadr natural ridicat la puterea 1 este numarul insusi.
Proprietatile puterii numerelor naturale:
Daca a, m, n sunt numere naturale, atunci:

1' am .an — a”1+71
2. (am)n — an'Vl

3. a":a"=a

1.5.4 Divizibilitatea numerelor naturale

Un numar natural a este divizibil cu un numar natural b # 0 daca existd un numar natural c,
astfel ca @ =b—c. Se mai spune ca ,,a se divide cu b”, ,,b se divide pe a” sau ca ,,a este multiplu al
lui b”.
Notatie:
b/a si se citeste ,,b divide pe a”
a : bsi se citeste ,,a este divizibil cu b”
Exemplu: 6 este divizibil cu 2, pentru ca exista 3 astfel incat 6=2-3

Toti divizorii unui numar natural poartd denumirea de multimea divizorilor acelui numar
natural.
Exemplu: Fie n =12 D, =1{1,2,3,4,6,12}
Observatie: Orice numar natural m are divizori improprii 1 si m. Orice alt divizor este numit
divizor propriu.
Proprietatile ale divizibilitatii numerelor naturale

1. Orice numar natural este divizibil cu 1. Astfel: 1/a oricare ar fi aeN
0 este divizibil cu orice numar. Astfel: a/0, oricare ar fi aeN

2.
3. Orice numar natural se divide cu el insusi. Astfel: a/a oricare ar fi aec N
4. Fie a si b doua numere naturale. Daca a este divizibil cu b si b este divizibil cu a, atunci
a=>b
Astfel: daca a/b si b/a, atunci a =b oricare ar fi a,b e N

5. Fie a, b, ¢ trei numere naturale. Daca b se divide cu a, iar ¢ se divide cu b atunci ¢ se divide
cu a.

Astfel: daca a/b si b/c, atunci a/c oricare ar fi a,b,c e N

Exemplu: 2/6 si 6/12, atunci 2/12

6. Daca un numar natural se divide cu un numar natural, atunci primul se divide cu toti
divizorii celui de-al doilea.

Exemplu: Numarul 24 se divide cu toti divizorii lui 12 adica 1,2,3,4,6,12

7. Daca fiecare termen al unei sume de doud numere naturale se divide cu un numar natural,
atunci si suma lor se divide cu acel numar natural. Daca: m/a si m/b, atunci m/(a +b),

oricare ar fi a,b,m e N

Exemple: 12 se divide cu 3; 15 se divide cu 3
124+15=27 iar 27 se divide cu 3
8. Daca unul dintre termenii unei sume de doud numere naturale se divide cu un singur numar
natural, iar celalalt termen m se divide cu acel numar natural, atunci suma nu se divide cu
acel numar natural.
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9. Fie a, b, m numere naturale, a >b. Daca a se divide cu m si b se divide cu m, atunci si
a—b se divide cu m. Astfel:

Daca m/a si m/b, atunci m/(a —b) oricare ar fi a,b,meN, a>b

Exemplu: Fie diferenta 10—4, 10>4, 10 se divide cu 2, 4 se divide cu 2. Diferenta
10-4 =6 se divide cu 2.

10. Daca un numar natural a se divide cu un numar natural m, atunci produsul lui a cu orice
numar natural se divide cu m.

Astfel: Daca m/a , atunci m/ab, oricare ar fi a,b.m e N
Exemple: 6 se divide cu 2 6-7=42 sedivide cu?2

1.5.5 Criterii de divizibilitate

1. Criteriul de divizibilitate cu 10

- Un numar natural care are ultima cifra egala cu 0, se divide cu 10

- Un numar natural care are ca ultima sa cifra pe 0, se divide cu 2 si 5

Exemple: 130 se divide cu 10 130-10=130, deci se dividecu2 i 5; 65-2=130; 26-5=130

2. Criteriul de divizibilitate cu 2

- Daca ultima cifra a unui numar natural este o cifrd para, atunci acel numar se divide cu 2.

Exemplu: 220, 222, 224, 226, 228, se divid cu 2, deoarece au fiecare ultima cifra para: 0, 2, 4, 6,

8.

3. Criteriul de divizibilitate cu 5.

- Daca ultima cifrd a unui numar natural este 5 sau 0, atunci acel numar se divide cu 5.

Exemplu: 435 se divide cu 5; 190 se divide cu 5.

4. Criteriul de divizibilitate cu 4.

- Daca numarul format din ultimele doua cifre ale unui numar natural este divizibil cu 4,
atunci numarul considerat este divizibil cu 4

Exemplu: 224 se divide cu 4 deoarece 24 se divide cu 4

5. Criteriul de divizibilitate cu 25

- Daca numarul natural format din ultimele doua cifre ale unui numar natural este divizibil cu
25, atunci numarul considerat este divizibil cu 25.

Exemplu: 225 se divide cu 25, deoarece 25 se divide cu 25.

6. Criteriul de divizibilitate cu 3

- Daca suma cifrelor unui numar natural este divizibila cu 3, atunci acel numar este divizibil
cu 3.

Exemplu: Numarul 47193 este divizibil cu 3, deoarece 4+7+1+9+3=24 si 3/24

7. Criteriul de divizibilitate cu 9

- Daca suma cifrelor unui numar natural este divizibilad cu 9, atunci acel numar e divizibil cu 9

Exemplu: numarul 47160 este divizibil cu 9 deoarece 4+7+1+9+3=18, care se divide cu 9.

[.5.6 Numere prime
Se numeste numar prim orice numar natural , diferit de 1, care are divizori numai pe 1 si pe
el insusi.
Astfel: Se numeste numar prim acel numar natural care are numai doi divizori.
De aici: Se numeste numar compus numarul cu cel putin 3 divizori.
Observatie: Numarul 1 nu admite decat un singur divizor, deci el nu este nici prim §i nici numar
compus.
Algoritm pentru a stabili dacd un numar este prim sau nu:
1. Impartim numarul pe rand, la toate numerele prime in ordine crescitoare incepand cu 2,
pana obtinem un cat mai mic sau egal cu Impartitorul. Dacd numarul se divide cu unul din
aceste numere prime, este evident ca el nu este prim.
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Tabel cu numere prime pana la 1000

61 149 | 239 | 347 | 443 | 563 | 659 | 773 | 887
67 | 151 | 241 | 349 | 449 | 569 | 661 | 787 | 907
71 157 | 251 | 353 | 457 | 571 | 673 | 797 | 911
7 |73 163 | 257 | 359 | 461 | 567 | 677 | 809 | 919
1179 167 | 263 | 367 | 463 | 583 | 683 | 811 | 929
13 |83 173 1269 | 373 | 467 | 593 | 691 | 821 | 937
17 (89 179 | 271 | 379 [479 |599 | 701 | 823 | 941
19197 | 181 | 277 | 383 | 487 | 601 | 709 | 827 | 947
23 1101 | 191 [ 281 | 389 |491 | 607 | 719 | 829 | 953
29 1103 | 193 | 283 | 397 [ 499 | 613 | 727 | 839 | 967
31 1107 | 197 | 293 [401 | 503 | 617 | 733 | 853 | 971
37 1109 | 199 | 307 [ 409 | 509 | 619 | 739 | 857 | 977
41| 113 | 211 | 311 | 419 | 521 | 631 | 743 | 859 | 983
43 | 127 | 223 | 313 | 421 | 523 | 641 | 751 | 863 | 991
47 | 131 | 227 | 317 | 431 | 541 | 643 | 757 | 877 | 997
53 1137 229 | 331 [ 433 | 547 | 647 | 761 | 881 |-

59 1139 233 | 337 [ 439 | 557 | 653 | 769 | 883 |-

DN (W

1.5.7 Descompunerea numerelor naturale in factori primi (C.m.m.d.c. si C.m.m.m.c.)
A descompune un numadr natural in factori primi inseamna a scrie acel numar ca produs de
puteri ale caror baze sunt numere prime distincte.
De obicei, factorii se scriu In ordinea crescatoare a bazelor. Aceasta scriere este unica.
Exemplu: 60=2°-3-5
Cel mai mare divizor comun al numerelor naturale a si b, nu ambele nule este numarul
natural care:
1. divide pe a sipe b si
2. este divizibil cu orice numadr ce divide pe a si pe b.
Acesta se noteaza cu (a; b).
Pentru a afla ¢ m m d ¢ al mai multor numere procedam astfel:
- descompunem numerele in factori primi
- facem produsul factorilor primi comuni tuturor numerelor, cu exponentii cei mai mici i am
obtinutcmmd c.
Observatie: Daca doua sau mai multe numere naturale au ¢ m m d c egal cu 1, atunci ele se numesc
numere prime intre ele.
Exemplu: (360; 2100; 1980) = ?
360=2°-3.5
2100 =2%-3-5*.7
1980 =2°-3*.5-11
360;2100;1980 =27 -3-5 = 60
(6;15;10) =1 deci (6;15)=3 (15;10)=5 si (6;10) =2
Cel mai mic multiplu comun al numerelor naturale a si b este numarul natural care:
1. este multiplu al lui a si al lui b si
2. divide orice alt multiplu al numerelor a si b
C.m.m.m.c. al numerelor naturale a si b se noteaza [a;b]

Observatie: [a;0]= 0, oricare ar fi numarul natural a
Exemple: [3;5] =15, [6;2]=6, [8;14] =56
Pentru a afla c.m.m.m.c. al mai multor numere procedam astfel:
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- descompunem numerele date in factori primi
- ludm toti factorii primi o singurd datd, cu exponentii cei mai mari care apar in
descompuneri. Produsul lor este c.m.m.m.c.

1.6 MULTIMEA NUMERELOR INTREGI

Numerele intregi reprezinta un sir de forma:
..... ,-11,-10..,-2,-1,0, 1,2, ......., 10, 11, ..............
unde prin semnul ,,-,, am Tnsemnat numerele negative.

Multimea numerelor intregi se noteaza cu Z. Evident, NCZ.

[.6.1 Valoarea absolutd: Orice numar negativ (-a) are valoarea absolutid (modulul)a, iar
orice numar intreg pozitiv a are valoarea absoluta a sau daca a este 0, atunci modulul este 0.
Astfel:
|a| {a,dacd aeZ,a>0

—a,daca acZ,a<0
Exemple: [2|=2 =3 0/=0
1. Modulul unui numar intreg este un numar negativ: |a| >0

2. |— a| > |a| oricare arfi a e”Z

1.6.2 Operatii cu numere intregi

Adunarea

Fie a, b doud numere intregi. Se spune ca S =a + b este suma celor doud numere si ea este
tot un numar intreg.

Valoarea lui S se obtine astfel:
Cazul I a,b >0, deci termenii sumei sunt numere intregi si pozitive S =a + b, adunandu-le si doua
numere naturale
Exemple: 2+3=5 4+7=11
Cazul Il.a, b <0, deci termenii sumei sunt numere negative 3 =—d unde d = |a| + |b|

Exemplu: —-2-3=-5 —-4-7-11
Cazul Il a=0,b <0, deci un termen pozitiv iar celdlalt negativ:
Daca: |a| = |b| atunci S =0

o] = b
mai mic iar s =d daca numarul al carui modul este mai mare este pozitiv, sau s=-d daca
numarul al carui modul este mai mare este negativ
Exemple: —4+8=4; 9-7=2; —-109+11=-98 12-23=-11

Inmultirea

Prin inmultirea a doud numere Intregi a si b se obtine un al treilea numar intreg notat
p=a-b sau p =axb numit produsul numerelor intregi a si b.

, atunci se calculeaza d ca fiind diferenta dintre cel mai mare numar in modul si cel

Semnul numarului p este :

+ (plus) daca numerele a si b au acelasi semn
—(minus) daca numerele asi b au semn contrar
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1.6.3. Divizibilitatea la numere intregi

Un numar intreg aeste divizibil cu un numar intreg b dacé exista un numar intreg c astfel
incdt a=b-c.
Obs: in raport cu divizorii unui numadr natural se adaugd si numerele cu semnul —(negative).
ex: divizorii lui 6 sunt: -6, -3,-2,-1,1,2,3,6

divizorii lui 11 sunt: -11, -1, 1, 11.

I. 7. MULTIMEA NUMERELOR RATIONALE
O fractie reprezintd una sau mai multe parti dintre partile egale in care a fost impartit un
intreg (sau mai multi Intregi identici)
1

ex:—:
4

. . a
O fractie se numeste (sau fractia 5 cu ae N,be N*este):
o < . o . . 2
-subunitara, daca numaratorul e mai mic decat numitorul (a <b) ex: 5
Ce < . . 3
-echiunitara, daca numaratorul este egal cu numitorul (a =b) ex: 3
. < . . . . 7
-supraunitara, daca numaratorul este mai mare decat numitorul (a > b) ex: 5

Fractii echivalente: Fie a, b, ¢, deZ, b#0,d # 0. Fractiile % si 2 se numesc echivalente daca si
numai daca a-d =b-c.

ex: Ezi pentruca 2-10=4-5
5 10

. a . g oqw A . . o«
O fractie 3 cu a €Z, beZ*se numeste ireductibila atunci cand numitorul si numaratorul

sunt numere prime intre ele, adica c.m.m.d.c. al lor este 1.
15 21
ex:—;—
7 25
. < . . a
Numerele reprezentate printr-un raport de doud numere intregi a,b cu forma 3 cu b#0
reprezintd multimea tuturor numerelor de forma datd mai sus si formeaza multimea numerelor

rationale, care se noteaza cu Q.
Un numdr rational poate fi reprezentat pe o axa a numerelor ocupand o pozitie in raport de valoarea
sa.

1.7.1. Egalitatea numerelor rationale
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< . m .a g .. m _.a . .
Doud numere rationale notate cu _Slg sunt egale daca fractiile —si— sunt fractii echivalente
n n

adica daca m-b=n-a.
Relatia de egalitate in domeniul numerelor rationale are proprietatile:
1. Reflexivitatea egalitatii:
YV acQ avem a=a
2. Simetria egalitatii:
Va,be Q,daca a=batunci b=a
3. Tranzitivitatea egalitatii:
Va,b,c €Q,daca a=bsi b=c,atunci a=c.
4. Relatia de egalitate In domeniul numerelor rationale avand proprietatile de reflexivitate,
simetrie, tranzitivitate este o relatie de echivalenta.

1.7.2. Operatii cu numere rationale

Adunarea
Suma a doud numere rationale 7 i L este data de fractia mb + na .
n b nb

ex:

—_5+£_ (-5)-3+2-2 _—15+4 11

2 3 2-3 6 6

=74 (7)(3)+44 21416 -5 5

4 -3 4-(-3) -12 -12 12

Adunarea numerelor rationale are urmatoarele proprietati
1. Comutativitatea adunarii:

VabeQ,atunci a+b=b+a
2. Asociativitatea adunarii:

V a,b,c €Q,atunci (a+b)+c=a+(b+c)
3. Exista elementul 0 numit element neutru cu proprietatea ca:

VaeQ, atunci a+0=0+a=a
4. Exista elementul opus oricarui numar rational a, notatcu —a astfel incat:

VaecQ,3-acQ a.i. a+(—a) :(—a)+a =0

Scaderea

Oricare ar fi numerele rationale asib avem a—b=a+(-b). Astfel, dacd dorim si scidem
dintr-un numadr rational a un alt numar rational b, adundm la numarul rational a opusul numarului
b adica (—b)

ex: 7-3=7+(-3=4)

Obs:
1. Operatia de scadere se poate efectua intre oricare ar fi aceste numere rationale
2. Oricare ar fi un numar rational avem: a—0=a, 0—a=—-a
3. Oricare ar fi a,b,c numere rationale, daca avem a=b,avem:a—c=b—c
4. Oricare ar fi a,b,c,d numere rationale, daca a=bsi c=d,avem:a—c=b—-d
Inmultirea

10
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. 9 . m . a . . Y
Prin produsul a doud numere rationale — si 3 se obtine un al treilea numar rational notat

n
cu c astfel: ¢= m-a
n-b
ex:
-2 (-2)-5 -10

3 3.7 21

2 -1 2(-1) 2 2

-5 11 (=5)11 -55 55

Proprietatile Tnmultirii numerelor rationale:
1. Comutativitatea Tnmultirii:

Va,beQ atunci a-b=b-a

2. Asociativitatea inmultirii:

Va, b, ceQ,atunci (a-b)~c =a -(b'c)

3. Distributivitatea Tnmultirii fatd de adunare:

Va,b,ceQ, avem a'(b-c) =ab+ac

4. Exista elementul 1 numit element neutru cu proprietatea ca:

VaeQ,atunci a-1=1-a=a

. . D - 1 1 1
5. Existd elementul invers oricdrui numar rational anotat cu — astfelia-—=—-a=1
a a a

Obs:
1. Oricare ar fi a rational avem:

a-(—l):(—l)-a =—qa
2. Oricare ar fi a,b,c rationale, daca a=batunci a-c=b-c
3. oricare ar fi a,b,c,d rationale, daca a=b, c=d atunci a-c=b-d
fmpértirea

A 9 : m .a : : S
Prin catul a doud numere rationale — si 3 cu a,b,n # 0 se obtine un al treilea numar rational

n
n
notat ¢ astfel: c= % =2, b deci se inmulteste deimpartitul cu inversul impartitorului.
n a
b
2
3 27 14
eXi==——=—
5 35 15
7

Proprietatile Tmpartirii numerelor rationale
. . a
1. Oricare ar fi @ numar rational, avem: a:1= n =a

. . |
2. Oricare ar fi a rational, avem: l:a=—=a"'
a

1.8 MULTIMEA NUMERELOR REALE
Multimile de numere cunoscute sunt:

N={0, 1,2, 3, ....} -numerele naturale

11



ALGEBRA-Evaluare Nationala 2010 Prof. IGNATESCU VIOREL OVIDIU

7={...,-3,-2,-1,0,1,2,3, ...} -numerele intregi
Q= {ﬂ,m eZ,nelZ- {0}} -numerele rationale
n

Multimea numerelor reale reprezintd reuniunea dintre multimea numerelor rationale si cele

irationale, notata cu R.
Este evident cd toate multimile studiate sunt submultimi ale multimii numerelor reale:
NcZcQcR
Multimea numerelor irationale se obtine prin R—- Q.
Obs:

1.Din punct de vedere geometric, multimea numerelor reale reprezinta o dreapta careia i se
asociaza un punct numit origine corespunzator valorii 0 si un sens de parcurgere corespunzator
numerelor pozitive, iar sensul opus corespunzator numerelor negative.
2.Multimea numerelor reale este infinitd in ambele sensuri: pozitiva si negativa

(—o0,00), unde:
—o0 se citeste ,, minus infinit”
400 se citeste ,,plus infinit” sau infinit

1.8.1 Relatia de ordine pe R
Oricum am alege doud numere asib reale, existd cel putin una din relatiilea > bsau a <b, astfel,
oricare doud numere reale pot fi comparate.

Astfel (R, <) este o multime total ordonata in raport cu relatia de ordine ,,<” (mai mic sau egal).
Proprietatile relatiei ,,<™:

1. Oricarecarfia eR,avem a<a
Oricare ar fi a, beR, daca a<bsi b<a,atunci a=b

Oricare ar fia, b, c eR, daca a<bsi b<c,atunci a<c
Relatia de ordine este compatibila cu adunarea si Inmultirea numerelor reale in sensul
ca:

Eal e

1) Dacaa,b,c eR si a<b,atunci a+c <b+csireciproc

2) Dacaa,b,c eR sia<bh,atunci: a-c<b-c daca ¢>0si a-c>b-cdaca c<0si
reciproc

5. Daciaa,b,c,d eR sia<bh, c<datunci:a+c<b+d

1.8.2. Valoarea absoluta, valoare maxima,
valoare minima; partea intreaga si partea fractionara

Numarul pozitiv notat |x| reprezinta valoarea absoluti a numarului real x si este definit

astfel:
x,x>0
|x| B {—x,x <0
ex:|-7|=7 3]=3 0[=0
Obs:

1.  Valoarea absoluta se mai numeste si modulul numarului respectiv
2. Din punct de vedere geometric, valoarea absoluta semnifica distanta pe axa reald dintre cele
doud numere

12
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Fie a, b €R ,atunci prin max (a,b) notim maximul dintre numerele reale asi b definit

astfel:

max (a,b)Z{
ex: max (-2,-3)=-2
5)=|5]=5

Fiea,b €R , atunci prin min (a,b) notam minimul dintre numerele reale asi b definit

a,dacaa>b

b,dacaa<b

max (—5,

a,dacaa<b

astfel: min(a,b)= {b p )
,daca a >

1.8.3 Intervale de numere reale
Fie a si b numere reale cu a <b

Notam cu [a;b] multimea {xeR |a<x<b}. Acest interval se numeste interval inchis cu

extremitatile a, b.
Notam cu (a;b) multimea {xeR| a<x<b} Acest interval se numeste interval deschis cu

extremitatile a, b.
Obs. Intervalele deschise spre deosebire de cele inchise nu-si contin extremitatile.

ex. [-14]=(-14)U{-14}
Notam cu (a,b] multimea {xeR|a<x<b}. Acest interval se numeste interval semideschis cu

extremitdtile a, b deschis la stanga si inchis la dreapta.
Notam cu [a,b) multimea {xeR|a<x<b}.. Acest interval se numeste interval semideschis cu

extremitdtile a,b, inchis la stanga si deschis la dreapta.
Intervalele de forma:(a;b);[a;b];[a,b);(a,b] cu a si b date explicit se numesc intervale

marginite.

Intervalele de forma:
(@;+00) adicd multimea {x|xeR, x>a}
(—o0;a] adica multimea {x|xeR, x<a}
[a,+00) adicd multimea {x | xeR, x=a}
(—o0,a)adicd multimea {x [xeR, x<a}
(—o0,+0) adicd multimea {x |xeR}
se numesc intervale nemarginite.
Fie aeR.
A={xeR / |x|<a}=(-a, a)
B={xeR / |x|< a}=[-a, a]
C={xeR/x>a} = (-, -a) U (a, »0)

D={xeR/x>a} = (-, -a] U [a, )
Obs: Intervalele sunt multimi asupra carora se pot aplica toate operatiile studiate in capitolul
multimi, ca rezultat obtindndu-se tot intervale de numere reale sau multimi vide.

[.8.4.0Operatii cu numere reale

13



ALGEBRA-Evaluare Nationala 2010 Prof. IGNATESCU VIOREL OVIDIU

Adunarea
Prin adunarea a doud numere reale se obtine un al treilea numar real notat cu s =a+5 unde s
reprezintd suma, iara sib termenii sumei.
Proprietatile adunarii numerelor reale:
1. Comutativitatea: a+b=b+a ,a,belR
2. Asociativitatea: (a +b) +c=a+ (b + c) ,a,b,celR

3.  Elementul neutru: a+0=0+a=a, acR
4. Existd elementul opus: a+(-a)=(-a)+a=0
Astfel se poate defini scaderea:
Prin scaderea a doua numere realea,b se obtine un al treilea numar natural numit diferenta
iar a scazator si b descazut, definit astfel: d =a—-b=a+ (—b)

Inmultirea
Prin inmultirea a doud numere reale a,bnumiti factori se obtine un al treilea numar real

p numit produs si definit astfel: p=a-b

Proprietatile produsului numerelor reale:

1. Comutativitatea: oricare a,b eR , a-b=b-a
Asociativitatea: oricare a, b, ¢ €R, (a-b)-c = a-(b-c)

2
3. Distributivitatea fata de adunare: oricare a,b,c €eR a-(b+c)=a-b+a-c
4

Exista elementul 1 numit element neutru cu proprietatea cd oricare a €R , atunci
I=1-a=1

a .
L ) e . 1 ) .
5.  Exista elementul invers oricarui numar real notat cu — astfel: oricare a eR , existi- a eR
a

. n 1 1
astfel incat a-—=—-a =1
a a
Ridicarea la putere cu exponent numar intreg:
Daca a este un numar real, iar » un numar natural astfel incat n=#0 si n#1 atunci:

a"=a-a....... a,unde a este baza iarn exponentul
—_—————

1. Oricare ar fi acR*, a° =1

2. Oricare ar fiacR*, a' =a
Proprietati :

1. DaciaeR sim, n eR, atunci ¢” -a" =a™""

. . n .
2. DacdaeR sim, n €R, atunci (a'”) =a™"
3. Puterea produsului este egald cu produsul puterilor (q, - a,...... a) =a"-a....a" oricare a;,
1 2 i 1 2 i

a, ..., a, €R, neR

m—n

4. Dacia eR* m,neR, atunci a” :a" =a

n

5. Dacaa eR*,neR atunci a" =

n

a

Partea intreaga a unui numar real x, notata [x] este cel mai mare numar intreg mai mic sau

egal cu x.
14
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x—[x] se noteaza cu {x}si se numeste partea fractionard alui x. {x}=x—[x]

Exemplu:
23] =2 [-4,37]=-5
’ [-4,37]=-4,37-(-5)=6,63
{2,3}=0,3
Observatie:

1) DacakeR, xeR si ka<k+l,[x]:k
2) 0< {x} <loricare ar fi xeR
3) Dacd {x}<0,5, atunci rotunjirea la unitati a lui xeste[x].

4) Daca 0,5<{x}, atunci rotunjirea la unitati a lui xeste[x] +1

1.9 PUTERI SI RADICALI

1.9.1. Radacina patrata a unui numar natural patrat perfect
Puterea a doua a unui numar natural se mai numeste si patratul acelui numar. Numarul natural

care este patratul altui numar natural se numeste patrat perfect.
Exemplu:
1) 49=7°

2
2) 526 _ (513)
2
3) a?t = (ak)
Teorema: Patratul oricirui numar natural se termind numai cu una din cifrele 0,1,4,5,6,9 .

1.9.2 Radacina patratd a unui numar rational pozitiv
Patratul unui numar rational este totdeauna pozitiv sau zero (adica negativ).

Fie a un numdr rational negativ (a > O) . Numarul negativ x se numeste radacina patrata a

numarului a dacd x> =a.
Notam radacina patrata a numarului acu Ja . Atunci:
1) @>0 si Va =x inseamni x> =a si x>0

2) (x/g)zza, a>0

1.9.3 Proprietatile radicalilor
Numerele irationale nu pot fi explicit scrise cu orice precizie si din aceasta cauza se prefera

a fi lasate sub forma +/2,+/3 numita notatie cu radicali. Radicalii au cateva proprietati remarcabile:
1. Radicalii se Tnmultesc astfel: \/; . \/Z =4a-b, unde a,b>0

Exemplu:\/a-\/g:\/2-3 =6
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2. Radicalii se impart

astfel:v/a :\b =\Ja:b, unde a=0,b>0 sa”%:\/bz’”nde a>0,b>0
8 \/§
Exemplu: ~—— = |2 =4 =2
PR T2

3. Dacaa eR*avem |a| =a si deci \/a_2=a

B =T3-\T3-23

Exemplu:
V180 =/4-9.5 =+/22.32.5 =2.3./5 =65

Observatie: Proprietatea 3 este adevarata si reciproc atunci cand dorim a introduce sub
radicali anumiti termeni.

Exemplu: 5v/3 =573 =+/25-3 =475

Numim operatie de rationalizare a numitorului unei fractii, care contine la numitor radicali,
amplificarea acestuia astfel ca numitorul sa nu mai contina radicali. Astfel pentru:

a _a\/z

N
a _al¥x-{)
Jx+fy  x-y

am amplificat cu Jb

am amplificat cu \/;—\/;

1.9.4 Ordinea efectudrii operatiilor

1) Adunarea si scaderea sunt numite operatii de ordinul |

2) Inmultirea si impartirea sunt numite operatii de ordinul II

3) Ridicarea la putere si radicalii sunt numite operatii de ordinul III

Ordine de efectuare:
A. Daca 1n expresie nu existd paranteze, iar operatiile sunt de acelasi ordin, ele se efectueaza de la
stanga spre dreapta.
B. Daca in expresie nu existd paranteze, iar operatiile nu sunt de acelasi ordin, prima data se
efectueaza operatiile de ordin III, iar apoi de ordin II si ultimele operatiile de I.
C. Daca 1n expresie existd paranteze ,se efectueazd prima data operatiile dintre paranteze, acolo
unde este posibil.

1.9.5 Medii
Media aritmetica a doua sau mai multe numere reale este numarul real obtinut prin impartirea
sumei numerelor respective la numarul lor.

Pentru numerele realea,, a,,......,a, avem:
a+a,+..+a
ma — 1 2 n
n
2+5+8 15
Exemplu: pentru 2,5,8: m, = — = Y =5

Media geometrica sau proportionala a doud numere negative este egala cu radacina patrata
din produsul lor.

a0, =20 mg:\/a-b
Media geometricd a doud numere negative este cuprinsa intre cel mai mic si cel mai

mare dintre numerele respective
16
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Daca 0<a<b, atunci a<~a-b<b
Exemplu: pentru 2,8 m, = V2.8 = \/E =4
_G-p+a,pt.ta,-p,

P+ p,+...tp,

m,

C2J5.24342-5 454152

Exemplu: pentru 25 si 32 cu ponderile 2 §i 5 m, = 215 -
+

1.9.6. Rapoarte si proportii
Numarul rational a:b, unde a si b sunt numere rationale si b0, se numeste raportul

S . _._a . . .
numerelor a §i b si se noteaza prin 3 (a si b se numesc termenii raportului).

1

Exemplu: 5,4 ;—4
2,871

2

. o . a C
Egalitatea a doua rapoarte se numeste proportie: =7

O proportie are 4 termeni: 2 mezi (b si ¢) si 2 extremi (a si d).

Proprietate: Proprietatea fundamentala a proportiei:
Fie a,c€Q, U{O} si b,deQ:

Daca g=£, atunci a-d =b-c sireciproc, dacd a-d =b-c, atunci a_c
b d b d
Exemplu:
. 2,5 1,5
din =

2 =2,5-18=6-7,5

din 7~9=21-3:>Z=2
3 9

Daca intr-o proportie se cunosc trei din cei patru termeni, 1l putem afla pe al patrulea astfel:
produsul  mezilor

un extrem= ~
celalalt extrem

produsul  extremilor

un mez=
celalalt mez
Exemplu:
10 5 5
7 11 7 7

Doud marimi variabile care depind una de cealaltd astfel Incat daca masura uneia creste (
descreste) de un numar de ori, atunci si masura celeilalte creste (descreste) de acelasi numar de ori,

se numesc marimi direct proportionale.
M1 a b
M2 C d

17
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_C Ssau a-d=b-c sau a_b

b d c d
Doud marimi variabile care depind una de cealaltd astfel incat daca masura uneia creste (
descreste) de un numar de ori, atunci masura celeilalte descreste (creste) de acelasi numar de
ori, se numesc marimi invers proportionale.

Mirimile M, si M,suntinvers proportionale daca:

M1 a b
M2 C d
£=i sau a-c=b-d sau ﬂzﬁ
b c 1 1
c d
Numarul p din proportia AP numeste procent si reprezintd cat la sutd din numarul

b#0 este numarul ¢ sau catlasuta este a din b; p:(a‘IOO):b.

Se scrie p urmat de semnul ,,%  si se citeste ,,p la suta”.

Exemplu: 25 este 4% din 625 deoarece 25 = i
625 100

Pentru a afla p% dintr-un numar se inmulteste numarul cu %: p% din a este % ‘a

< . . D . . p 100
Daca p% din x este a, atunci =—-x=a,deci x=a:—=—=a-—

100 100 P
Exemplu: 5% din 20 este i'20 = L~20 =1
100 20

Calculul probabilitatii de realizare a unui eveniment: Dacd: p este probabilitatea realizarii

. ) g . . 5 . o . m
evenimentului, m- numarul cazurilor favorabile; n- numarul cazurilor posibile, atunci: p = —
n

II CALCULALGEBRIC

I1.1 Reguli de calcul prescurtat

1. ab+ac=a(b+c)
(a+b)’ =a’ +2ab+b’
(a—b)’ =a*-2ab+b’
(a—b)a+b)=a’>-b’
(a+b)’ =a’ +3a’b+3ab’ +b’
(a-b) =a’ -3a’b+3ab’> -1’
a’+b’ =(a+b)a’ —ab+b*)
a’—b’=(a-b)a’*+ab+b*)
(a+b+c) =a’+b* +c* +2ab+2ac+2bc
(a=b+c) =a’+b* +c* —2ab+2ac—2bc
(a+b-c) =a’ +b* +c* +2ab—2ac—2bc
(a—b—c) =a’ +b* +c* —2ab—2ac+2bc

A S A o

—_ = =
N o= o

18
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I1.2 Inegalitati

O inegalitate reprezintd o relatie matematicd adevaratd sau falsd care se stabileste intre doua

expresii matematice. In general, cu inegalititile se respectd urmitoarele reguli specifice:

A. Daci a,b,c sunt numere reale astfel incat a <b, atunci a+c<b+c

B. Daca a,b,c sunt numere reale astfel incat a <bsi ¢ >0, atunci ac < bc

C. Daca a<b si ¢>0, atunci ac > bc

D. Dacd inmultim ambii termeni ai unei inegalitdti cu un numar negativ, sensul inegalitatii se
schimba (se inverseaza).

Observatie: Regulile A,B,C,D sunt valabile si dacd inlocuim semnul < cu <, respectiv > cu >.

Exemplu: -6 <7
-Prin urmare la ambii membri cu 5 : -1 < 13adevarat
-Prin inmultire cu 2: -12 <-14 adevarat
-Prin inmultire cu -2 12>-14 adevdrat

I1.3. Calcul cu numere reale reprezentate prin litere

Produsul dintre un numar real si o suma algebrica se efectueazd inmultind acest numar cu
fiecare termen al sumei, respectand regula semnelor de la inmultire, dupd care se aduna noii termeni
astfel obtinuti.

Exemplu:
k(a+b—c)=ka+kb—kc
—k(—a+b—c)=ka—kb+kc
Produsul dintre doua sume algebrice se efectueaza inmultind fiecare termen al unei sume cu
fiecare termen al celei de-a doua si Insumand noii termeni astfel obtinuti.

Exemplu:
(a+b—-c)d—-e)=ad —ae+bd —be—cd +ce

III. FUNCTII

Daca printr-un procedeu oarecare facem ca oricdrui element din multimea A sa-i corespundad un
singur element dintr-o altd multime B, spunem cad am definit o functie de la A la B.
A se numeste multimea (domeniul) de definitie a functiei.
B se numeste multimea 1n care functia ia valori (codomeniul).
Procedeul se numeste lege de corespondenta

Notatie :  f:A—B citit ““ fdefinit pe A cu valori in B”
Exemplu: f:R—R, flx)=2x+3

Observatie : Pentru a caracteriza o functie trebuie date trei elemente :
1) multimea de definitie ;
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2) legea de corespondenta ;
3) multimea in care ia valori ;

Doua functii sunt egale daca:

1) au aceeasi multime de definitie

2) fix)=g(x) pentru orice element din multimea de definitie ;
3) iau valori in aceeasi multime.

Multimea de puncte avand coordonatele in plan (x,y), unde x este un element din multimea de
definitie A, iar y=f(x) se numeste graficul functiei /.

O functie f:R—R descrisa de o lege de forma f{x)= ax+b , unde a si b sunt constante reale, se
numeste functie liniara.
Observatie: Graficul unei functii liniare este o dreapta.
Pentru reprezentarea grafica a unei functii liniare urmarim algoritmul :
1) Se calculeaza f(0)=b. Se reprezinta punctul (0,b). Acest punct reprezintd punctul de
intersectie dintre graficul functiei si axa ordonatelor Oy.

2) Se rezolva ecuatia ax+b=0. Se reprezinta punctul (_—b,O) Acest punct reprezinta punctul de
a

intersectie dintre graficul functiei si axa absciselor Ox.
3) Se traseazd dreapta care uneste cele doud puncte obtinute si astfel se traseazd graficul
functiei liniare f{x)= ax+b.

Observatii :

1) Dacd a=0 si b=0 obtinem functii de genul f{x)=b ale caror grafice sunt paralele cu axa Ox.
Aceste functii se numesc constante nenule.

2) Daca a#0 si b=0, se obtin functii de forma f{x)=ax , functii care trec prin originea sistemului
de axe.

3) Pentru a=b=0, se obtine ca grafic chiar axa absciselor Ox.

Proprietati ale functiilor liniare :
Fie functia f:A—B definita printr-o relatie f(x).
Proprietatea 1: Dacad pentru oricare ar fi r,se A cu r>s, avem f(r)> f(s) si spunem ca
functia este strict crescitoare
Proprietatea 2: Dacad pentru oricare ar fi r,se A cu r>s, avem f(r)< f(s) si spunem ca
functia este strict descrescatoare.
Observatie: In general, o functie descrisa de legea f{x)= ax+b poate fi:
- strict crescatoare dacda a >0,
- constanta daca a=0,
- strict descrescatoare dacd a <0.

IV.ECUATII SI INECUATII

O ecuatie este o propozitie cu o variabild (propozitiile cu o singurd variabild se mai numesc si
predicate) in care apare , o singura datd semnul de egal.

Exemplu: 2x-1=5cu x € {0, 2,3,5}
2x+3

ﬁzl;XER
x —

20



ALGEBRA-Evaluare Nationala 2010 Prof. IGNATESCU VIOREL OVIDIU

O ecuatie cu o necunoscuta are forma generald: S(x)=D(x), xeM; necunoscuta fiind x, iar S si D
se numesc membrul stang si respectiv membrul drept al ecuatiei, iar M este multimea solutiilor
ecuatiei.

Observatii:

1. Orice valoare din multimea M poate fi inlocuita in ecuatie §i se poate obtine o propozitie
adevdrata sau falsa. Daca propozitia obtinuta este adevarata atunci valoarea respectiva este solutie
a ecuatiel.

2. Prin rezolvarea ecuatiei intelegem gasirea tuturor solutiilor ecuatiei, din multimea M.

Exemplu: din 2x-1=5, xe {O, 2, 3,5} prin Inlocuirea lui x obtinem o propozitie adevarata doar

pentru x=3.

Doua ecuatii sunt echivalente daca au aceleasi solutii .

Notatie: "< " semnul echivalentei dispus intre doua ecuatii, adicd: S(x)=D(x) <
S'(x)=D'(x)

Exista o serie de proprietdti pe care ne bazdm in rezolvare si pe care folosindu-le obtinem
ecuatii echivalente si astfel gasim multimea de solutii ale ecuatiei.

Proprietate : Adunand la (sau scazand din) ambii membri ai unei ecuatii acelasi numar real
obtinem o ecuatie echivalenta cu prima.

Consecintd : Se pot trece termenii unei ecuatii din membrul sting in membrul drept si invers
schimband doar semnul termenului.

Exemplu : 3x+1=2x+1 | +(-1) < 3x=2x

Proprietate : Inmultind (sau impartind) ambii membri ai unei ecuatii cu acelasi numar real,
diferit de zero, se obtine o ecuatie echivalenta.

Exemplu : 4x-2=5 | 2 < 8x-4=10

Proprietate : O ecuatie este nedeterminatd daca existda mai mult de o valoare din multimea M
care genereaza propozitii adevarate prin inlocuire in ecuatie.

Exemplu : 2x-1=(6x-2)-4x+1, xeR echivalent cu 0=0, adica adevarat pentru orice x real.

IV. 1. ECUATIA DE GRADUL I

O ecuatie de forma ax+b=0, xeR in care a #0; a,beR poartd denumirea de ecuatie de gradul

< . . . b
I cu 0 necunoscuta. Solutia ecuatiei este unica , x = ——

a

Exemplu : 2x-2=0 ©2x=2 < x :% & x=1

IV.2 SISTEME DE ECUATII DE GRADUL I
Un sistem de ecuatii reprezintd o colectie de doud sau mai multe ecuatii care au aceleasi
necunoscute.

Observatie : Daca in ecuatii necunoscutele sunt la puterea 1, atunci sistemul este un sistem de
ecuatii de gradul I.
Rezolvarea unui sistem de ecuatii se bazeaza pe proprietdtile enuntate la capitolul ecuatii.
Astfel, distingem douad metode devenite clasice :
1.Metoda substitutiei :
Se exprima una din necunoscute dintr-o ecuatie si se inlocuieste in cea de-a doua rezultand o
ecuatie cu o singurd necunoscuta care se rezolva si apoi se exprima si cea de-a doua necunoscuta.
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{2x+y:4 {y=4—2x r
Exemplu :

=
X+2y=6 x+2(4-2x)=6 y=

Wl W]

2. Metoda reducerii:

Se inmultesc ecuatiile cu expresii a cdror valoare este astfel aleasa Incat in urma adunarii
ecuatiilor obtinute , sa rezulte o ecuatie cu o singurd necunoscuta.

{2x+y:4|(—1) {-2x-y=-4 I
Exemplu : =

&3y=8&
x+2y:6|2 2x+4y =12

X =

W[ W] oo

IV.3 ECUATIA DE GRADUL AL-II-LEA
Ecuatia de forma ax” +bx+c=0,a,b,c € R,a #0,x € R poartd denumirea de ecuatie de gradul
al II-lea. Se numeste solutie a ei un numar real oc astfel incat : aa” +ba +c=0
Rezolvarea ecuatiei de gradul al II-lea:

Se calculeaza discriminantul ecuatiei cu formula: A =5° —4ac
In functie de semnul acestuia, avem cazurile:
I. A< 0= ecuatia nu admite solutii reale

II. A=0= ecuatia are o rddacina reala dubla: x = ——2b
a
N [1.2
III. A>0 = ecuatia are doud radacini reale distincte: x, = b+vb —4ac  _—b=Vb" —4dac

2a 2 2a

2 _
Exemplu: a)x Frel=0

A=1"—-4-1-1=1-4 = -3 <0 = nu avem solutii reale

4x* +4x+1=0
b)
A=4 —4.41=16-16=0=x —x, —————_L
4.2 2
X' =5x+6=0
C) —(—5)+ _
A (5)_\ﬁjxl:5+1:§:3 e B
21 2 2 2

IV. 4 INECUATII
O relatie de tipul f{x) rel. g(x), unde rel. reprezinta o relatie de tipul <,>,<,> iar f{x) si g(x) sunt
functii definite pe numere reale cu valori reale se numeste inecuatie.
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A rezolva o inecuatie inseamnd a gasi toate valorile lui xeR, pentru care este adeviratd inegalitatea. Pentru
rezolvare se transforma inecuatia in inecuatii echivalente mai simple pe baza unor proprietiti ale inecuatiilor.
Proprietati:

1. Daca a<b,atunci a+c<b+csia—c<b-c

2. Dacd a<bsi ¢c>0,atunci a-c<b-c sia:c<b:c

3. Dacaa<bsic<0,atunci a-c>b-csia:c>b:c

4.  Daca vrem, in loc de a <b putem scrie si b > a

Observatie: Aceleasi proprietdti sunt valabile si daca inlocuim semnul < cu< sau semnul >
cu 2.

Doua sau mai multe inecuatii grupate se numesc sistem de inecuatii.

A rezolva un sistem de inecuatii inseamnd gdsirea acelor valori ale necunoscutei care
indeplinesc simultan conditiile din inecuatiile respective. Aceste valori se determind prin
rezolvarea fiecdrei inecuatii §i apoi determinarea prin operatia de intersectie a multimii de solutii
comune.
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Scoala cu clasele I-VIII Matesti, com. Sapoca, jud. Buzau

V. 1. Masurare si masuri (lungime, arie, volum, masa, capacitate, timp)

Unitatea de masura pentru lungime este metrul (m). El are multiplii urmatori : decametrul
(dam), hectometrul (hm), kilometrul (km) si submultiplii urmatori: decimetrul (dm), centimetrul
(cm), milimetrul (mm).

Multiplii Unitatea Submultiplii
km hm dam prmi:lipala dm cm mm
0,001 | 0,01 0,1 1 10 100 1000
1 10 10° 10° 10* 10° 10°

Ex. de transformari:
321,15 dm=32,115 m=3211,5 cm = 32115 mm,;
9485 m=948,5 dam= 94,85 hm=9,485 km.
Perimetrul patratului P = 4l ; perimetrul dreptunghiului P= 21 +2L.
Unitatea principald pentru masurarea suprafetelor este metrul patrat (m?), care reprezinti
aria unui patrat cu latura de 1m. Multiplii sunt :dam?, hm?, km?. Submultiplii sunt : dm?, cm*, mm®.

Multiplii Unitatea Submultiplii
km? hm? dam? prml;l%) ala dm? m> mm’
100 | 10 10° 1 10 10* 10°

Ex. de transformari :

2,75 hm* =275 dam” =0,0275 km®
15,25 dm* =152500 mm”* =1525 cm’
1 hectar =1 ha =1 hm?

1 ar=1 dam®

Aria patratului A =I*; Aria dreptunghiului A =I -L.
Unitatea principald pentru masurarea volumului este metrul cub (m’), care reprezinti
volumul unui cub cu latura de 1 m.

Multiplii Unitatea Submultiplii
km® hm? dam’ prln:;l? ala dm’® cm’ mm’
107 | 10° 10° 1 10° 10° 10°

Ex. 0,021 dm® =21 em® =21000 mm®
49 dam’® =0,049 hm® =49000 m’
Volumul cubului V =1
39
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Volumul paralelipipedului dreptunghic : V =I -L -h.
Unitatea de masura a capacitatii (volumul ocupat de un lichid) este litrul (1) .
11=1 dm’.

Multiplii Unitatea Submultiplii
Kl hl | dal p“ncllpala dl o | ml
0,001 | 0,01 0,1 1 10 100 | 1000

Ex. 145 1= 1,45 h1 =14500 cl
4,18 h1 =0,418 k1 =418 1 =41800 cl.

Unitatea principald de masura pentru masa este gramul (g) care are submultiplii : dg, cg, mg
si multiplii :dag, hg, kg.

Multiplii Unitatea Submultiplii
kg hg dag prlnzpala dg cg mg
0,001 | 0,01 0,1 1 10 100 | 1000

Ex. 25,3 hg =253 dag =2,53 kg =2530 g
Unitatea principald de masura pentru timp este secunda (s).
1 ora (h) =60 minute (min) =3600 secunde (s)
Ex. 372 s =60 min 12 s
0,4 h =0,4x60 min =24 min =24x60 s = 1440 s
48 min 27 s + 5h 56 s = 5h 48 min 83 s = 5h 49 min 23 s

V. 2. Dreapta

Punctul, dreapta si planul sunt notiuni geometrice fundamentale care nu se definesc.

X A < punct

—dreapta

—plan

Axioma dreptei: prin doud puncte distincte trece o dreapta si numai una.

d A B




GEOMETRIE-Evaluare Nationali 2010 Prof. IGNATESCU VIOREL OVIDIU

Vom scrie A, B ed, C&d.
Doua drepte pot fi: concurente (cand au un singur punct comun), paralele (daca nu au nici
un punct comun, dar fac parte din acelasi plan), necoplanare (daca nu sunt situate in acelasi plan).
Semidreapta este o parte dintr-o dreapta, limitata de un punct numit origine.

Segmentul este multimea punctelor de pe o dreapta aflate intre doud puncte ale
dreptei, numite capete. Lungimea segmentului este distanta dintre capetele segmentului. Doua
segmente se numesc congruente dacd au aceeasi lungime. Mijlocul unui segment este punctul care
imparte segmentul in doud segmente congruente.

Trei sau mai multe puncte se numesc coliniare daca apartin aceleiasi drepte. Se numesc
puncte coplanare punctele care se afla in acelasi plan.

O dreapta poate fi: continuta intr-un plan (daca cel putin 2 puncte ale ei apartin planului),
paralela cu planul (dacad ea nu are puncte comune cu planul), incidenta ( daca are un singur punct
comun cu planul).

V. 3. Unghiul

Figura geometrica formatd din doud semidrepte care au originea comuna se numeste unghi.

exteriorul vnglinlu

latura

mteriorul unghiuli
(varf) O

latura B

Unghiul poate fi: nul (cand laturile sale coincid), alungit (cand laturile sunt semidrepte
opuse), propriu (cand nu e nici nul, nici alungit).

Masura unui unghi este datd de deschiderea dintre laturile sale. Unitatea de masura a
unghiului se numeste grad (sexagesimal) cu multiplii : minutul (1° =60) si secunda (1°=60°").
Instrumentul de masura este raportorul.

Unghiul poate fi : ascutit (cAnd misura sa este mai mica de 90°), obtuz (cand misura sa este
mai mare de 90°) sau drept (cand are 90°).

Ex. a) 62°45°57"" +18%29°36°°= 80"74°93"’= 81°14°93>’= =81°15°33"
b) 135°18°12”" — 42°36°25°°=134°77°72"" - 42°36°25"°= 92°41°47"

c) 3 -14°53°=42"159""=42"2"39"’

d) 125°: 4=124%0" : 4=31°15

Doud unghiuri care au masurile egale se numesc unghiuri congruente. Doud unghiuri
proprii care au varful comun si o laturd comuna situata in interiorul unghiului format de cele doua
unghiuri se numesc unghiuri adiacente.

A
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Bisectoarea unui unghi propriu este semidreapta cu originea in varful unghiului, situatd in
interiorul acestuia, care formeaza cu laturile unghiului initial doua unghiuri congruente.

Doui unghiuri se numesc suplementare daci suma misurilor lor este de 180°. Doua
unghiuri se numesc complementare daci suma masurilor lor este de 90°.
Ex. Suplementul unghiului de 75°29°17"" este
180°-75°29°177°=179"59°60">-75"29°17°°=104"30°43"’
Complementul sau este
90°-75°29°17°°=8959°60""-75"29°17°"=14"30°43"’

Doud unghiuri cu acelasi varf care au laturile unuia in prelungirea laturilor celuilalt se
numesc unghiuri opuse la varf. Doud unghiuri opuse la varf sunt congruente. Suma masurilor
unghiurilor formate in jurul unui punct este de 360°.

V. 4. Congruenta triunghiurilor ; perpendicularitate in plan : paralelism

Figura geometrica formatd din cele trei segmente determinate de trei puncte necoliniare se
numeste triunghi. Suma lungimilor laturilor unui triunghi se numeste perimetrul triunghiului (P),
iar jumatatea acestuia este semiperimetrul (p). Dupa laturi triunghiul poate fi: scalen (laturile au
masuri diferite), isoscel (doud laturi sunt congruente), echilateral (toate laturile sunt congruente).
Dupa unghiuri triunghiul poate fi: ascutitunghic (toate unghiurile sunt ascutite), dreptunghic (un
unghi este drept), obtuzunghic (un unghi este obtuz). Suma masurilor unghiurilor in orice triunghi
este de 180°. Unghiul care este adiacent si suplementar cu un unghi al unui triunghi se numeste
unghi exterior al triunghiului.

C D

Doua triunghiuri sunt congruente daca laturile triunghiurilor sunt respectiv congruente si
unghiurile sunt respectiv congruente. Cazurile de congruenta pentru triunghiuri oarecare:
-L.U.L. (latura-unghi-latura)
-U.L.U. (unghi-latura-unghi)
-L.L.L. (latura-latura-laturd)
Datorit criteriului 2 si faptului ci suma masurilor unghiurilor in triunghi este 180°, se poate enunta
-L.U.U. (latura-unghi-unghi)

Metoda triunghiurilor congruente ajutd la demonstrarea congruentei a doud laturi sau
doua unghiuri pe care trebuie sa le incadram 1n triunghiri despre care se va arata ca sunt congruente
(conform unuia din cazurile de congruenta).

Ex. In figura urmatoare <ABC =<DCB si ¥ACB = <DBC. Demonstrim ¢ ¥BAC =<BDC si
[AC]= [BD].

D
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Privim AABC si ADCB. Avem <ACB = <DBC (ipotezd), [BC]=[BC] (lat. comuna) si <ABC
=4DCB (ipotezd) = (conform U.L.U.) AABC = ADCB = <BAC =<xBDC si

[AC]= [BD].
Doua drepte concurente sunt perpendiculare daca unul din unghiurile ce se formeaza in

jurul punctului lor comun este unghi drept (d L g).

Fiind dat un punct A exterior dreptei d, atunci punctul B € d a. 1. AB L d se numeste
piciorul perpendicularei din A pe d.

=

Distanta de la un punct exterior unei drepte la dreaptd este distanta dintre punct si piciorul
perpendicularei duse din acel punct pe dreaptd d( A, d) = AB.

Criteriile de congruenta ale triunghiurilor dreptunghice :
-C. C. (cateta-cateta)
-C. U. ( cateta-unghi)
-1. U. (ipotenuza-unghi)
I. C. (ipotenuza-catetd)

Proprietatea bisectoarei: un punct din interiorul unui unghi propriu apartine bisectoarei
unghiului daca si numai daca
Distantele de la punct la laturile unghiului sunt egale.

Concurenta bisectoarelor intr-un triunghi: in orice triunghi cele trei bisectoare sunt
concurente ( punctul lor de intersectie este centrul cercului inscris in triunghi).

Mediatoarea unui segment este dreapta perpendiculara pe segment in mijlocul acestuia.

Proprietatea mediatoarei : un punct apartine mediatoarei unui segment daca si numai daca
are distantele egale fata de extremitatile segmentului.

Concurenta mediatoarelor : in orice triunghi mediatoarele celor trei laturi sunt concurente
( punctul lor de intersectie este centrul cercului circumscris triunghiului).

Doua drepte sunt paralele daca sunt coplanare i nu au nici un punct comun.

Axioma paralelelor (Euclid) : printr-un punct exterior unei drepte date, trece o singurd
paraleld la dreapta data.

Doua drepte intersectate cu o secantd formeazd o pereche de unghiuri alterne interne
congruente, daca si numai daca dreptele sunt paralele.

a\ dr
1

2 43
d" \
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dd’ e x1=32

Intr-un triunghi, segmentul care uneste mijloacele a doua laturi se numeste linie mijlocie a
triunghiului si ea are proprietatea ca e paraleld cu cea de-a treia laturd si jumdtate din lungimea
acesteia.

M MN linie mijlocie<
MN/||BC si 2MN=BC

V. 5. Proprietati ale triunghiurilor

Suma misurilor unghiurilor unui triunghi este 180°.

Masura unui unghi exterior unui triunghi este egald cu suma masurilor celor doud unghiuri
ale triunghiului neadiacente cu el.

O inaltime a unui triunghi este segmental determinat de un varf al triunghiului si piciorul
perpendicularei dusa din acel varf pe latura opusa.

Inaltimile in orice triunghi sunt concurente, iar punctul lor comun se numeste ortocentrul
triunghiului (H).

Segmentul determinat de un varf al unui triunghi si mijlocul laturii opuse se numeste
mediana.

Medianele in orice triunghi sunt concurente; punctul lor comun se numeste centrul de
greutate al triunghiului si se afla la 2 treimi de varf si o treime de baza.

GB=2/3 BM ;
GM=1/3 BM.

Proprietatile triunghiului isoscel :
-Intr-un triunghi isoscel unghiurile alaturate bazei sunt congruente
-Intr-un triunghi isoscel bisectoarea unghiului din varf, indltimea $i mediana corespunzatoare bazei
coincid si sunt incluse in mediatoarea bazei
-medianele laturilor congruente sunt congruente (analog pentru inaltimi, bisectoare)
Proprietatile triunghiului echilateral :
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-intr-un triunghi echilateral toate unghiurile sunt congruente (au 60°)
-Intr-un triunghi echilateral mediana, bisectoarea si ndltimea fiecarei laturi coincid si sunt incluse in
mediatoarea laturii respective.

Proprietatile triunghiului dreptunghic :
-intr-un triunghi dreptunghic isoscel unghiurile alaturate bazei au fiecare 45°
-Intr-un triunghi dreptunghic lungimea medianei corespunzétoare ipotenuzei este egala cu jumatate
din lungimea ipotenuzei
-intr-un triunghi dreptunghic cateta care se opune unghiului de 30° este jumitatea ipotenuzei
-centrul cercului circumscris triunghiului dreptunghic ( intersectia mediatoarelor) se afla la
mijlocul ipotenuzei
-ortocentrul unui triunghi dreptunghic este varful triunghiului drept.

V. 6. Patrulatere. Arii

Suma misurilor unui patrulater convex este este egali cu 360°.
Paralelogramul este patrulaterul convex cu laturile opuse paralele.

B

Dreptunghiul este paralelogramul cu un unghi drept.

Rombul este paralelogramul cu doua laturi consecutive congruente.

Patratul este dreptunghiul cu doud laturi consecutive congruente (sau este rombul cu un
unghi drept).
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Trapezul este patrulaterul convex cu doua laturi paralele numite baze si doua neparalele.

Segmentul care uneste mijloacele laturilor neparalele se numeste linie mijlocie in trapez;

este paralela cu bazele si egald cu semisuma lor.
Proprietatile paralelogramului :

-laturile opuse sunt congruente

-unghiurile opuse sunt congruente

-unghiurile alaturate sunt suplementare

-diagonalele au acelasi mijloc
Proprietatile dreptunghiului :

-are toate proprietdtile paralelogramului

-toate unghiurile au 90°

-diagonalele sunt congruente
Proprietatile rombului :

-are toate proprietdtile paralelogramului

-are toate laturile congruente

-diagonalele sunt perpendiculare si sunt bisectoarele unghiurilor
Proprietatile patratului :

-are toate proprietatile dreptunghiului si ale rombului
Arii :

B-h

-aria triunghiului A= T

-aria triunghiului dreptunghic A= GGy '2C2

-aria paralelogramului A=B -h
-aria dreptunghiului A=l -L
-aria rombului A= B -h =d'TD
-aria patratului A=I*

(B+b)-h

-aria trapezului A=

V. 7. Asemanarea triunghiurilor

Teorema paralelelor echidistante : Daca dreptele paralele d;, d,
secantd segmente congruente, atunci ele determina pe orice altd secantd segmente congruente.

..., dn determind pe o

Teorema lui Thales : O paralela dusa la una din laturile unui triunghi determina pe celelalte

doua laturi segmente proportionale.

5/ .
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MB NC
Teorema paralelelor neechidistante : Dreptele paralele d;, d,, ..., d, determind pe doua

secante oarecare segmente proportionale.
Teorema bisectoarei :Intr-un triunghi bisectoarea unui unghi determind pe latura opusa
doua segmente proportionale cu laturile unghiului.

A

BD AB
DC AC

Teorema fundamentald a asemdinarii: O paraleld la una din laturile unui triunghi
formeaza cu celelalte doua laturi un triunghi asemenea cu cel dat.

[AD bisectoarea ¥BAC <

A

M

5/ .

MN || BC < A ABC -~ A AMN
Criteriile de aseméanare :
-cazul I : doua triunghiri sunt asemenea daca au doud unghiuri respectiv congruente ;
-cazul II : doua triunghiri sunt asemenea dacd au 2 laturi respecriv proportionale si unghiurile dintre
aceste laturi congruente ;
-cazul III : doua triunghiuri sunt asemenea daca au laturile respectiv proportionale.

V. 8. Relatii metrice in triunghiul dreptunghic

Teorema inaltimii: Intr-un triunghi dreptunghic lungimea indltimii corespunzatoare
ipotenuzei este media geometrica a lungimilor proiectiilor catetelor pe ipotenuza.

A
D

BD’ = AD -DC
Teorema catetei: Intr-un triunghi dreptunghic lungimea unei catete este media geometrica a
lungimii proiectiilor sale pe ipotenuza si a lungimii ipotenuzei.
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AB’=AD -DC; BC’=DC -AC

Teorema lui Pitagora: Intr-un triunghi dreptunghic patratul lungimii ipotenuzei este egal cu
suma patratelor lungimilor catetelor.
AC® = AB* +BC’

Definirea functiilor trigonometrice:
sinus(sin) = cateta opusa / ipotenuza
cosinus(cos)= cateta aldturata / ipotenuza
tangenta(tg) = cateta opusa /cateta alaturata
cotangenta(ctg) = cateta alaturata / cateta opusa

Formula fundamentala a trigonometriei:
sin’x +cos’x =1

Valori ale functiilor trigonometrice pentru cateva unghiuri:

sin cos tg ctg

30° 1 3 3 N

2 2 3

45° V2 V2 1 1
2 2

o’ | 3 1 5| b
2 2 3

Cateva formule de trigonometrie:
cos X =sin ( 90-x); tg X = sin X / cos X;
ctgx=1/tgx; ctgX=tg(90-x)

Aria unui triunghi:

_ AB-BC-sinB ; A= AB-BC-sinEcosE;
2 2 2

A

A= \/ p(p—a)(p-Db)(p-c),unde a, b, c sunt laturile triunghiului, iar p = a%bﬂ: .
1243
4

A:

(pentru triunghiul echilateral)

Raza cercului inscris intr-un triunghi: r = —

. . o : abc
Raza cercului circumscris unui triunghi : R =——

4S
V. 9. Cercul. Poligoane regulate

1=centrul cercului
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2=diametrul

3=raza

4=coarda

Unghiuri in cerc:
-unghi la centru (varful este centrul cercului, iar laturile sunt raze) : masura este egald cu masura
arcului cuprins intre laturi.
-unghi inscris 1n cerc (varful este pe cerc, iar laturile sunt coarde) : masura este egald cu jumatatea
masurii arcului cuprins intre laturi.
-unghi cu varful in interior (varful este in interiorul cercului, iar laturile sunt coarde) : masura este
egala cu semisuma masurilor arcelor cuprinse intre laturi si prelungirile lor.
-unghi cu varful in exterior (varful este in exteriorul cercului, iar laturile sunt coarde) : masura este
egald cu semidiferenta masurilor arcelor cuprinse intre laturi.

Pozitiile unei drepte fatd de cerc :
-secantd : are doud puncte comune cu cercul
-tangenta : are un punct comun cu cercul ( raza si tangenta intr-un punct sunt perpendiculare)
-exterioard : nu are puncte comune cu cercul.

Patrulatere inscriptibile (cu varfurile pe un cerc) ; proprietati :
-un patrulater este inscriptibil daca si numai daca unghiurile sale opuse sunt suplementare
-un patrulater este inscriptibil daca si numai daca unghiul format de o diagonald cu o laturd este
congruent cu unghiul format de cealalta diagonala cu latura opusa.

Un poligon regulat este poligonul convex cu toate laturile si toate unghiurile congruente.
Ex : triunghiul echilateral, patratul, hexagonul regulat.

Calculul elementelor in poligoane regulate:

latura apotema(=r) | aria
triunghi RA3 R 3R2./3
echilateral P 1
patrat R2 R2 2R’
2
hexagon R R/3 3R2./3
regulat 5 T,

unde R=raza cercului circumscris, iar r= raza cercului Inscris.

Lungimea cercului : L =2n-R
Aria discului : A= 1t R%.

V. 10. Puncte, drepte, plane.Paralelism in spatiu

Un plan poate fi determinat de:
-trei puncte necoliniare
-0 dreaptd si un punct care nu-i apartine
-doua drepte paralele
-doua drepte concurente
Axioma lui Euclid : Printr-un punct exterior unei drepte se poate duce o paraleld si numai
una la dreapta dataa.
Teoreme de paralelism :
-daca o dreapta este paralela cu un plan, atunci orice plan care contine dreapta si-l intersecteaza pe
primul o face dupa o dreapta paraleld cu cea data.
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-dandu-se doud plane paralele, orice dreapta dintr-unul este paralela cu celalalt.

-dacd un plan intersecteaza doua plane paralele, atunci dreptele de intersectie sunt paralele.

-daca un plan contine doud drepte concurente care sunt paralele cu un alt plan, atunci planele sunt
paralele.

- doua plane paralele cu un al treilea plan sunt paralele intre ele.

- mai multe plane paralele determina pe doua drepte oarecare pe care le intersecteazd segmente
proportionale.

V. 11. Perpendicularitate in spatiu

Se numesc drepte perpendiculare doua drepte care formeaza un unghi drept.

Daca o dreapta este perpendiculara pe doua drepte concurente din plan, atunci ea este
perpendiculara pe plan.

Teoreme :
-doua plane perpendiculare pe aceeasi dreapta sunt paralele
-doua drepte perpendiculare pe acelasi plan sunt paralele
-teorema celor trei perpendiculare: dacd dintr-un punct exterior unui plan se duce o
perpendiculara pe acel plan, iar din piciorul acesteia se duce o perpendiculara pe o dreapta continuta
in plan, atunci dreapta ce uneste punctul cu piciorul celei de a doua perpendiculare este
perpendiculard pe dreapta continuta in plan.

Unghiuri in spatiu:

Prin unghiul a doua drepte in spatiu intelegem orice unghi ascutit sau drept cu varful in
orice punct al spatiului si cu laturile paralele cu dreptele date.

Numim unghi al unei drepte cu un plan unghiul pe care acea dreapta il face cu proiectia ei
pe plan.

Se numeste unghi diedru figura geometrica formata de doud semiplane delimitate de
aceeasi dreapta.

Se numeste unghi plan asociat unui unghi diedru unghiul determinat de doud semidrepte
continute respectiv in semiplanele ce formeaza diedrul avand originea pe muchia diedrului si fiind
perpendiculard pe acestea.

V. 12. Poliedre

-cubul:
A=6l* i .
v=I*

=13 |

\
-paralelipipedul dreptunghic: |
A =2(L+)-h }
A =2(IL+hL+hl) e A
V=1-L-h V7
=P+
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-prisma regulata (prisma dreapta cu baza poligon regulat):

A =Pg -h (Pg= perimetrul bazei)
Aot = Arat T2Ab (Ap=aria bazet)

V=~Ay-h

N

Prisma triunghiulara regulata:

Prisma patrulatard regulata:

Prisma hexagonala regulata:

-tetraedrul regulat (toate muchiile sunt congruente)
3
_We , ang, A=PY3, V=" *2/5

3 1

h
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-piramida regulata (are baza poligon regulat, iar piciorul perpendicularei din varf este centrul
bazei)

Pb 'ap

A= (ap,=apotema piramidei)

Ao=AptAla
ap2 =h’+ay” (ap =apotema bazei)

y=Soh

3

Piramida triunghiulara regulata

Piramida hexagonala regulata
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-trunchiul de piramida (regulata)

_(PB+Pb)'ap U . . . C e
lat_f (Pg=perimetrul bazei mari, Py =perimetrul bazei mici)

Aot =AB TAp HAj
v =2(AB + Ay ++/As Ay ) (As=aria bazei mari, A, =aria bazei mici)

a|[,2=h2+(ag-ab)2 (ag=apotema bazei mari, a, = apotema bazei mici)
Trunchi de piramida triunghiulara regulata

Trunchi de piramida patrulatera regulata
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Trunchi de piramida hexagonala regulata

V. 13. Corpuri rotunde

-cilindrul circular drept:
Alat =27RG

Atot :2T[R(R+G)

V=nR’h

-conul circular drept:
G2 =h2 +R?
Alat =nRG
Atot :T[R(R+G)
R* -h
3

V:

Prof. IGNATESCU VIOREL OVIDIU
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N
_Z

-trunchiul de con:

Ap=ng(R+r)
Atot :T[R2 +7tl’2 +Alat

A =?(R2 +r% +Rr)

-sfera:
A=47R?

47R?
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Problema propusa pentru concursuri de matematica

Clasa a —VI-a

Se da numarul N = abc+bca+cab , unde a,b.c sunt cifre nenule siaz= b # ¢

1) Aflati numarul N , a ,b,c, sunt cifre consecutive in aceastd ordine §i a+b+c=6
el . abc+bca+cab . ... .
i1)Aratati ca fractia 125 se simplifica cu 37 .

iii)Daca a,b,c sunt cifre patrate perfecte si a# b # c, rezolvati in multimea Q ecuatia :

N i x=02.47
185

Solutie .
1) atb+tc=6 si a,b,c, sunt cifre consecutive nenule in aceastd ordine = a=1,b=2,c=3
= N= 123+231+312=666
abc + bca + cab
185

ii)N= abc+bca+cab=111- (atb+c) =37 3 -(atbtc) =

se simplifica cu 37 , pentrucasi 185=5-37
iii) a# b # C ,si a,b,c sunt cifre patrate perfecte = {a,b,c }= {1,4,9 }=

N=111(1+4+9) =111 14 = 111-14

+x=02-47 =x=1

Clasa a-VlI-a

1) Fie AABC cu AC=30 cm , AB=133,(3) % din AC, D este proiectia punctului A pe BC,
M este mijlocul laturii BC si MB =25 cm . Punctul D se proiecteaza pe latura AB in
punctul E . a) Calculati perimetrul triunghiului ATE , unde

{ T} = AM() DE .b)Aflati aria patrulaterului ACDT

Solutia problemei
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a) 133,(3) % = % —AB=30 e %=40 cm

M mijlocul lui BC = MB=MC=25cm = BC=50cm

In OAABC aplicand reciproca teoremei lui Pitagora = 50°=30+40>= AABC m(<A) =
90

AM este mediana din unghiul drept al AABC m(<A)=90" = AM=MB=MC = 25 cm
D proiectia punctului A pe BC =AD1BC si < ADC = <ADB =90 = AADC si
AADB triunghiuri dreptunghice = CD= 18 cm si BD =32 c¢m ( teorema catetei aplicata in
AABC)

AD = 24 cm ( teorema inaltimii aplicata in AABC)

Punctul E este proiectia punctului D pe AB =DE L ABsi < AED= <DEB=90" =
AAED si ADEB triunghiuri dreptunghice in E .

AC1 ABsiDEL AB = AC// ED = AEDC trapez dreptunghic < A=~<E=90°
Calculam AE

In AABC cu AC// ED aplicand teorema lui Thales = AE = cb = AE = 18 AE=14,4
AB BC 40 50

cm
AACD ~AATE ptrca <E=<D=90" si < EAT =< CAD =<ABM ( AMB tr isoscel )

= AC = AD = cD = 30 = 24 = 18 =AT=18cm ET=10,8 cm
AT AE ET AT 144 ET
P AAET =AE+ET+AT = 14,4+ 10,8 + 18 =43,2 cm

b) ACDT trapez , deoarece DE/AC=A = B ; b h= AC ; bT |

DE poate fi calculat fie din asemanarea A BED cu A BAC, fie ca inaltime in AABD
DE =19,2 cm

DT=DE-ET=19,2-10,8=8,4cm

A =276.48 cm’

AE

Prof. , Vasile Uleanu
Scoala cu cls . I-VIII ,,Armand Calinescu” Curtea de Arges
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PROBLEME PENTRU CONCURSURI

Corneliu Méanescu-Avram

1. Sa se demonstreze identitatea : 55y + 2571 = 6552 +87,unde Sy = +2k+ .+ nk, nkeN.

Solutie : Scriem identitatea din enunt pentru # si pentru n - 1
589(n) + 2811(n) = 6S2(n) + S;(n), 5So(n— 1) +2S1(n — 1)=6S2(n—1) + S,(n — 1),

scadem egalitatile obtinute, inlocuim Ss(n — 1) cu Ss(n) — n° i rezulta

5n° +2n'' = 6n°[285(n) — n’] + ', 1)
asadar
1, 1, 5 , 1
=—n"+—-nw+—n"——n.
Ss(n) s Rttt o 2" (2)

Reciproc, scriem (1) sub forma
5n° + 20" =6[S2(n) — SZ(n — 1)] + 1, (3)
dam valori de la 1 la n, adundm si obtinem identitatea din enunt.

Egalitatile (1), (2), (3) sunt echivalente, deci este suficient s demonstrdm (2). Pentru mai
multd usurinta a scrierii elimindm numitorii, prin urmare vom demonstra prin inductie egalitatea

1285(n) = 2n° + 60° + 5n* — 1.
Pentrun=1avem 12=2+ 6 + 5 — 1, care este adevaratd. Presupunem ca egalitatea este
adevaratapentruk — 1, ke N, k> 2
1285tk — D) =2k — D)’ + 6(k — 1)’ + 5(k — 1)* = (k — 1)?

adunam 124 in stanga si in dreapta egalitatii, ridicim la puterile respective cu binomul lui
Newton si obtinem

128s(k) = 12K° + 2(k® — 6K + 15k* — 201 + 15k* — 6k + 1) + 6(k° — 5k* + 10K> —10K* + 5k —1)+
+5(k* — 415+ 61° — 4k + 1) — (K = 2k + 1) =2k° + 6k + 5k* — K2,

deci egalitatea este adevarata si pentru k, ceea ce trebuia demonstrat.

2. Sa se gaseasca cifrele zecimale din egalitatea: 2 - abcdef =11 - defabc .
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Solutie : Fie x = abc, y = def. Se obtine egalitatea 2(10°x + y) = 11(10’y + x), de unde se deduce
(2-10° = 11)x=(11-10° = 2)y, deci 3% - 13 - 17x =2 - 3%+ 13 - 47y, asadar 17x = 94y, cu

solutia x = 94¢, y = 17¢, t € N. Numerele x si y au trei cifre, deci 17¢ > 100, 94¢ < 1000, cu
solutiile € {6, 7, 8,9, 10}. Rezulta urmatoarele egalitati :
2-564102=11-102564, 2-658119=11-119658, 2-752136=11-136752,

2-846153 =11 153846, 2-940170=11 - 170940.

3. Sé se rezolve in NxN ecuatia: Vx + /[y = Va,a e N.

Solutie : Daca a =0, e clar ca x = y = 0 este singura solutie.

Fiea=b’c,cub, c e N*, c liber de patrate. Se arata ca daca (x, y) este solutie, atunci ¢ ‘x si

c | V. intr—adevér, ecuatia devine Vx + \/; = b+/c, deci \/; = bJc — Vx siy= bPc+x -
— 2bVex, de unde Vex € Q7 asadar Vex € N si deci ¢ | x ; similar, ¢ |y.

Fie x = cx1, y = cy; ; rezultd \/x; + /y; = b . Se aratd asemanator cd \/x; =¢ € N, de unde

x1=fy=0b-10)>,0<t<b.

Solutiile sunt x = ¢#*, y=c(b — £)*, te N, 0 < t < b.

: - n(n+1)(n+2) :
4. Se considera multimile 7= {x € Z |x= p ,n e Z}si

Ti={x e Z‘x=t1 +thrt. e, tieT,1 <i<k}j,undek € N este un numar fixat. S se arate ci

a) T = T contine cel putin trei patrate perfecte.
b) 7 contine toate patratele si o infinitate de cuburi perfecte.

C) Ty="7.

. 123, 234 _, 484950 ,
Solutie : a) Avem p =1, p =27, =140°.

b) Prima afirmatie rezulta din identitatea

n(n+1)(n+2) (n-2)(n-)n
— = n .
6 6




Pentru a doua, luam

(n+m-1)(n+m)(n+m+1) ) (n-m-1)(n-m)(n-m+1) _ m(3n?+m?-1)
6 6 3

Daca3n® +m*-1= 3m2, atunci obtinem m® e T, . Rezulti
30 —2m* = 1. (1)

Se considera ecuatia

X =67 =1. )

Ea are o infinitate de solutii (xx, yx) € ZXZ si se poate arata cd acestea sunt

 (5+2v6) + (5-2v8)°  (5+28)“—(5-28)"
N 2 > JET 2v6 '

Daca (x, y) este o solutie a ecuatiei (2), atunci (n, m) este o solutie a ecuatiei (1), unde
n=x+2y,m=x+3y. Intr-adevar, 3n* — 2m* = 3(x+2y)* — 2(x+3y)* =x> — 6)° = 1. Obtinem

Xk

astfel o infinitate de solutii in Zx7Z ale ecuatiei (1) si deci o infinitate de cuburi perfecte in

multimea 75.

c¢) Din identitatea

n(n+1)(n+2)jL (n-2)(n-1)n 5 (n—-1)nn+1)
6 6 - 6

n =
rezultd ca Ty = Z.

Observatie. Se stie ca numerele de la a) sunt singurele patrate perfecte din 7.

- - - n * . . . . . g . .
5. S se arate ¢ numarul 23 + 1, n € N, are cel putin 7 divizori primi distincti.

Solutie : Demonstram afirmatia prin inductie dupa n.
o . 1 .. .
Daci n = 1, atunci 23 + 1 = 3 are un divizor prim.

Presupunem cd afirmatia este adevarata pentru un & natural oarecare fixat si o demonstrdm pentru
k + 1. Este adevarata descompunerea :

234 1 = (23" + 1) (22'3" — 234 1).



Conform ipotezei de inductie, numarul din prima paranteza are cel putin k divizori primi
distincti. Este suficient deci sd ardtdm ca numarul din a doua paranteza are un factor prim care
nu divide numarul din prima paranteza. Vom demonstra o afirmatie mai generala : “Cel mai

.. .2 A o .
mare divizor comun al numerelora+ 1sia” —a+1,a € Z, este 1 sau 3”. Intr-adevar, din

@ —a+1=(a+1)a—2)+ 3 rezultd ci orice divizor comun al celor doud numere este divizor

al lui 3. Numarul din a doua paranteza nu este putere a lui 3, deci are cel putin un factor prim
diferit de 3, ceea ce incheie demonstratia prin inductie.

Comentariu. Am demonstrat astfel cad multimea numerelor prime este infinita.

6.Fien e N si N=22" + 22" + 1. S se arate ci

a) pentru orice k € {1, 2, ..., n}, numerele N si Fj, = 22" sunt prime intre ele;
b) daca n = 3, atunci N se divide cu 3, 7 si 13, dar nu se divide cu 5, 11 si 17;
c) N are cel putin n divizori primi.

Solutie : a) Pentruk <n —1,N—3=22" -1+ 22" — 1 este divizibil cu F, deci N si Fy sunt
prime intre ele, deoarece Fj, =2 (mod 3). Pentruk=n, N=F, + 22n_1, deci sunt prime intre ele,
fiind impare.

b) Este adevaratd descompunerea N= (22 +2 + 1)(2> =2 + 1)2* =22+ 1) ... (22" = 22" *41),
deci Nsedividecu3=2*—-2+1,7=2*+2+1,13=2*— 2>+ 1 si nu se divide cu 5 = F; si
17=F,.In plus, N=7,10,9,2,3,10,9, 2,3, ...(mod 11), deci N nu se divide cu 11.

2771—1 211—1

¢) Se arata c oricare ar fim, n € N” distincte, numerele 22" — 2 + 122" — 2 + 1

27’1—1 211—1

+1+2-2

sunt prime Intre ele. Putem presupune m < n, deci N = 22" — 2

= (22m — 22"y 1)M , unde M este un numdr natural, de unde rezulta ca numerele respective
sunt prime Intre ele, fiind impare. Se alege cate un divizor prim de la fiecare dintre numerele

2m—1

22" — 2

2242+ 1="7, deoarece 22°=2 sau 4 (mod 7) , deci am gasit n divizori primi diferiti ai lui V.

+ 1,1 <m<n-1.Aceste n — 1 numere prime sunt distincte si diferite de

Comentariu. La punctul c) am obtinut o demonstratie a faptului cd multimea numerelor prime
este infinita.

7. Sa se arate cd dacd numerele p, p + 2, p + 6, p + 8 sunt prime (p > 5), atunci restul impartirii
lui p la 210 este unul dintre numerele 11, 101, 191.



Solutie : Numirul prim p este de forma 6k + 5, k eN': intr-adevir, daci p - 1 se divide cu 3,

atunci p + 2 se divide cu 3, deci nu este prim. Ultima cifra a lui p este 1 : intr-adevar, daca ultima
cifrd a lui p este 3, 7 sau 9, atunci p + 2, p + 8, respectiv p + 6 se divide cu 5, deci nu este prim.
Restul impartirii lui p 1a 30 nu poate fi egal cu 1 (p + 1 nu se divide cu 3) sau 21 (altfel p se
divide cu 3, deci nu este prim). Rezulta ca restul impartirii lui p 1a 30 este egal cu 11.

Daca restul impartirii lui p la 210 este egal cu 41, 71, 131, respectiv 161, atuncip + 8, p + 6,
p + 2, respectiv p se divide cu 7. Deducem ca restul impartirii lui p la 210 este unul dintre
numerele 11, 101 sau 191.

Nota. Daca restul Tmpartirii lui p la 210 este egal cu 11, atunci p — 4 se divide cu 7 ; daca restul
impartirii lui p la 210 este egal cu 191, atunci p + 12 se divide cu 7. Obtinem rezultatul : Daca
numerelep — 4, p,p +2,p+ 6, p + 8, p + 12 sunt prime (p > 11), atunci restul impartirii lui p
la 210 este egal cu 101. Astfel de numere existd, de exemplu pentru p = 101, 16061, 19421,
43781, ..., dar nu se stie daca ele sunt sau nu in numar finit. Evident, putem lua ca referinta
primul numar al secventei si deducem ca in orice sextuplu de tipul (0, 4, 6, 10, 12, 16) de numere
prime, restul impartirii primului termen la 210 este egal cu 97. Pentru detalii, a se vedea “Prime
quadruplet” — diverse adrese pe internet.

8. Si se arate ci numirul 5°% + 1 se divide cu 641.

Solutie : Avem 572 — 272 = (5 — 2)(5 +2)(5* + 2%)(5* + 2)(5% + 2*)(5'° + 2'%) se divide cu 641 =
=5+ 2% Numarul 22 +1=2%.2*+1=2%02" . 5+1 -5+ 1 =

=287 5+ 1) —[27-5)' =1=Q2" -5+ D2* = (27 - 5 = (2" - 52+ 1)] se divide cu 641 =
=27.5+ 1. Rezultd ca si numarul 52 + 1 = (5°* = 2*%) + (2** + 1) se divide cu 641.

9. Sa se gaseascd baza unui sistem de numeratie in care este adevarata egalitatea :

*

aaa=a4, aecN.

Solutie : Fie x baza sistemului de numeratie respectiv. Deducem ax” + ax + a = a*, de unde, prin
simplificare, se obtine x* + x + 1 = ¢’. Numirul din stAnga este impar, deci si a este impar. Prin
incercari gdsima =7, x = 18.

10. Fie 4 = (a;) € M,(Z) o matrice astfel Incat det(4’ — 4) nu se divide cu 3. Si se arate cd

pentru orice a € Z sistemul de ecuatii

axy=anx; Tt apxy + ..t ax,

ax; = a1 Xy + (2532 %) + ...+ aAonXy



ax, = amx1 t ampxz + ...+ Qpxy
are solutie unica.

Solutie : Fie / matricea unitate si X matricea coloand a necunoscutelor. Sistemul poate fi scris sub
forma (4 — al)X = 0 (evident, in dreapta avem matricea coloana cu n elemente nule) si el are
solutie unica daca si numai daca det(4 — al) # 0.

Fie P(X) = det(4 — X:I) polinom in variabila X. Evident, P € Z[X]. Prin ipoteza, niciunul

dintre numerele P( — 1), P(0), P(1) nu se divide cu 3 , deoarece det(4’ — 4) =

= det(4 — Idet(4)det(4 + I) = P( — 1)P(0)P(1). Vom arita ci P(a) # 0, Va € Z. Intr-adevar, din
P(X) — P(a) = (X — a)O(X), O € Z[X] si P(a) = 0, rezulta ca cel putin unul dintre numerele
P(—1), P(0), P(1) se divide cu 3, contradictie.

11. Sa se determine a € Z astfel incat polinomul X’ — X + 280 si fie divizibil cu polinomul

X —X+a.

Solutie : Fie f=X' — X +280,g=X>— X+a. Ding ‘f in Z[X], deducem ca g(x) ‘f(x), Vx € Z.

in particular, g(1)| A1), 2 =1) | A =1), deci a| 280 si a + 2| 280 (*).

Fie € o radacina cubica complexa nereala a lui - 1, deci g =— 1,e# — 1, astfel ca g —e=—1
si & —e=0.Rezulti ci g(e) | fle) in Z[¢€], deci si in Z, deoarece € este intreg algebric, iar
numerele A1) si g(1) sunt intregi rationali. Obtinem ca a — 1 | 280 (**).

Multimea divizorilor intregi ai numarului 280 este
Daygo={£1,£2,+4,+£5, £7, 8, £10, £14, £20, £28, £ 35, £40, £56, £70, £140, £280}.

Din conditiile (*) si (**) rezulta ca trebuie sa cautam divizori consecutivi a — 1, a € Doy astfel
incat a + 2 € Dygo. Deducemcaae { —7,—4,—1,2,5, 8}. Avem si g(2) |j(2), deci

at+?2 | 27 —2+ 280, asadar a + 2 ‘ 27—2. Cel mai mare divizor comun al numerelor 2’ — 2 =126
si 280 este egal cu 14, astfelcaa+2 € € Dyg,deundea € { —16,—9,—4,—3,—1,0,5, 12}.
Obtinemcda e{ —4,—1,5}.

Se verifica prrin calcul ca singura valoare convenabila este a = 5, pentru care exista
descompunerea



X — X +280=(X*—X+5)(X°+ X' —4X’ — 9X*+ 11X + 56).

12. Fie p € R[X] un polinom de gradul 2 cu proprietatea ca | p(x) | < 1, Vx € [0, 1]. Sa se arate

ca ‘p(3)| <7, p(15)| < 41% Generalizare.

Solutie : Dacd p = aX>+ bX +¢, a, b, ¢ € R, atunci

a=20) - 4p(5) + 2000, b==3p(0)+4p(3) = p(1). 20+ b=p(0) - 4p(3 ) + 3p(1)

sideci |a| <8, |2a+5]| <8, inipoteza |p(x)| <1, vx € [0, 1].

Avem
p(x)=a(x =1+ Qa+b)(x—1)+p(l), Vxe R
de unde
Ip()] <8(x— 12 +8x—1)+1=22x—1)>—1, VxeR.
In particular, daca (u, v) este o solutie oarecare a ecuatiei u? — 2v* = — 1 (1), atunci

+1
|p(v7) ‘ <u’

Solutia generald in numere naturale a ecuatiei (1) este

- (Vz+)-(vz-1)"  (VZ+1) " +vz-1n
- 2 P T 22 :

n

* . Vpt1 . .
unde n € N este impar. Avem vi=1,vs=5,vs=29, ..., | p ‘ < u2,Vn e N impar si

2
u? —2v2 = —1.

vvvvv

au paritati diferite.

Solutie : Avem P(0)=( — 1)" + (— 1)" =0, deoarece m — n este impar ; P(1) =0, deci P are
radacinile 0 i 1. Vom arita ca P nu are alte radacini reale. Putem presupune, fara a restrange
generalitatea, ca este m par si n este impar.

Dacix € (—oo,—1),atuncix” > 1,x" —1>0six"<—1,x" — 1 <— 2, deci P(x) > 0.



Avem P(— 1)=2"=0.

Dacix e (—1,0),atunci0<x"<1si-1<(x"—1)"<0; —1<x"<0,-2<x"—1<-—13i
1 <" —1)"<2", deunde rezulta ca P(x) > 0.

Daca x € (0, 1), atunci — 1 < (x" — 1)" <0 si facem substitutiile x" — 1 =— )", x" — 1=—Z"

mn

cuy, z € (0, 1), de unde — y™" + 2" =0, asadar y = z. Putem presupune ca 0 <x <y < 1 si daca,

de exemplu m < n , atunci x" <x", )" <y", asadar 1 =x" +)" <x" + )™ = 1, contradictie, deci P
nu are radacini in intervalul (0, 1).

Daca x e (1, o), atunci P(x) > 0.

Observatie. Radacinile 0 si 1 au acelasi ordin de multiplicitate, egal cu min(m, n).

14. Sa se determine numerele m, ne N astfel incat functia /: R — R,

sinMx+cosMx  sin™x+cos™x

fi) = -

m n

sa fie constanta.

Solutie : Daca m = n, atunci f(x) =0, Vx € R.

Daca m # n, atunci putem presupune, fara a restrange generalitatea ca m > n. Avem f{0) = f(r),
deci

R S G DL o V

2

m n m n

asadar m si n sunt numere pare, m =2k, n =20k [ € N " Functia data este constanta daca si

numai daca polinomul

Xk+(1 - x)k xl+(1-x)! .
:T — f Lk e N, k>

este constant. Pentru & par, gradul lui P este egal cu k, pentru k& impar avem in mod necesar
k — 1 =1 TIn acest caz, coeficientul lui X*! trebuie si fie nul

2
- — =0,
k-1

deunde k=3,/=2,asadar m =6, n = 4.
Calcule directe aratd ca pentru aceste valori functia data este constanta.

8



	 Asupra unor numere “extreme”
	Soluţia problemei
	Calculam  AE 

