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1.APLICATII ALE ANALIZElI MATEMATICE IN GEOMETRIA iN SPATIU (7)
LoPIRAMIDA ORTOGONALA”

Prof. Poenaru Dan, Colegiul Economic ,,I.Pop” Cluj-Napoca

Aplicatie

Se da piramida patrulatera regulata VABCD
cu latura bazei AB = a avand inaltimea OV
de lungime variabild (AC ~ BD = 0).

Punctele P,Q,R,S sunt proiectiile punctului O
respectiv pe muchiile VA, VB, VC , VD.
Piramida OPQRS astfe formata 0 vom numi
piramida ortogonald; se cere studiul variatiei
volumului acestei piramide in conditiile date.

SOLUTIE: Notdm ov = x (lungimea variabila a indl{imii piramidei) , 0’ = PR ~n SQ
si h = 00’ Indlfimea piramidei OPQRS .

Din triunghiul dreptunghic VOC obtinem

. \Y
\/ﬁ a\/; ) V2x®+a’ .
CV =4/0C " +0V " = + X = —
2 NE
apoi OrR = oc x =
Y 7\/2x2+a2. X R
Aplicand teorema catetei in triunghiul dreptunghic 0
h
ORV se obtine OR = +/x-h =
0 C
’ OR * a’x
xh =0OR " = h = = h= . >
X 2x" + a

Notam 1 = Qr ( lungimea laturii bazei piramidei OPQRS ).

Din asemanarea unor triunghiuri specifice ce rezulta din paralelismul planelor
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ABC si PQR obtinem:

X —h a(x-h) 2ax’
= =

|
2 2 "
a X X 2X" + a

Trecem la calculul volumului:

. 2 *), ()
APQRS h 12.h O

V OPQRS = 3 = 3 =

4
V OPQRS 3

(2xz + az)3

Tn cele de mai sus am considerat latura bazei fiind egala cu a . Pentru reprezentarea
grafica a variatiei volumului avem nevoie de un caz particular care nu va dauna studiului
propus si anume consideram latura bazei piramidei initiale latura unui patrat inscris  ntr-un

cerc de raza 1.Astfel, latura bazei este a = V2 iar volumul ,piramidei ortogonale” este dat de

2 x°

V OPQRS 3 ' (Xz +l)3

S-au creat n felul acesta toate elementele pentru constructia functiei:

5
X

fi[0,+0)> R, f(x):i-ﬁ
3 (x*+1)

Preliminarii n determinarea graficului:

f(0)=0= 0(0,0)e G, ; lim f(x)=0= Ox este asimptota orizontala.

. .. 2 x'(5-x°
Derivata functiei este f':[0,+ ©) > R, f'(x):—-%
3 (x"+1)
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. L ) 2 254/5
Ecuatia derivatei f'(x) = 0, conduce la solutia x, = V5 = 1 (\/E) =—. Vs = 0,17
3 216
(aproximarea este facuta cu doud zecimale).
Tabloul de variatie al functiei
X 0 \/g + ©

f'(x) ++++++++++++ 0 -7

(0 g S22 11V NOOOOOON NN

25

216

Deducem ca max f(x) =

w | N

Latura bazei si indltimea ,,piramidei ortogonale” este

(V2) 5 25 s

5+/2 :
2~ respective h - =

; oWs) < Wzf = e

Prezentarea graficului functiei si a conexiunile corespunzatoare:
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0,17
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2. Solutions to the problems 5176, 5179 and 5180 posted in the School Science and
Mathematics Journal — November 2011 other than those presented in the School
Science and Mathematics Journal- February 2012

by TITU ZVONARU® and NECULAI STANCIU?

e 5176: Proposed by Kenneth Korbin, New York, NY

Solve: ) S
{:n"+:ny+y‘ = 3°
- 2

Solution:
Subtracting the first equation on the second, the second on the third and the third on the first

we get
[(x = z)(x+y+12)=-7
(y-x)(x+y+2)=-9 1)
[(z—y)(x+ y+12)=16
and we deduce that x = y = z = x, x + y + z = 0 .From the first two equations we deduce that
X2 T 9x_9z- Ty -Tx= 7= Bx-7y , and then replacing in the system
y-x 9 9
equations we obtain one equation
(x—y)(Bx+2y)=8l < B5x° -28xy -2y -8 =0,
which has real solutions for every y, because a = 729 y* + 8100 > 0.
From here we obtain the solutions (exercise!).

! Comanesti
2 Sc. Gen. George Emil Palade, Buziu
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e 5179: Proposed by José Luis Diaz-Barrero, Barcelona, Spain

Find all positive real solutions (z1,xa,...,z,) of the system

Ty + 1o + 11 = /x5 + 76,
r9 + Vr3 + 11 = /x3 + 76,
.rn_l + ‘v""xn + 11 - -\,-"'r.'i'n T ?G.

Tn +vx1 + 11 = /31 + 76.

Solution:
If we denote f(x) = v/x + 76 — +/x + 11 , then the system becomes
X, = (X, x, = F(X;) X = f(x, hx, = f(x)).

n-1

If 1<i<n,then x, e[0,)and f"(x,

) = x,, Where " is the composition f o fo..o f .We
show that x, = 5.We note that f([0,«)) < [0,«) and f(5) = 5.We have

1 1 1 1
fr(x) = — - = f))< ——
2[\/x+76 \/x+11] | | 24/x +1

We denote m = i, and by induction we deduce that
2

1
< —.
2

<M" M <1, for any x = 0,and nis positive integer

(") (0
Suppose by absurd that x, = 5.Then by Lagrange’ s theorem and from above we have that
there exists ¢ e (x,,5) for which

(f"),(c)|xi IR

|xi—5|:‘(f")(xi)—(f")(5)‘= x; - 5|,

contradiction! with m <1.
Therefore, x, =5, for any 1 <i < n.Conversely x, = x, =.. = x, =5 is evidentely a solution

of the given system.
So the solution of the system is

e 5180: Paolo Perfetti, Department of Mathematics, *Tor Vergata® University, Rome,
Ttaly

Let a,b and ¢ be positive real numbers such that a + b+ ¢ = 1. Prove that

l1+4a 1+b 1+c¢ 4 4 il
- - > -

be ac ab T Val+ B —ab VB +EZ—bhe Vai+E—ae

Solution:
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2

3(a—b)’ b)’ b b . .
Because a’ -ab + b’ = (a-b) +(a+ ) z(“ W and ab s(‘“ \lssufﬁuentto
4 4 L2 ) L2 )
prove the inequality
4(l+a) 4(1+b) 4(1+c) 8 8 8
+ + > + +
(b+c)” (a+c)? (a+b)” a+b b+c c+a
2a+b+c a+2b+c a+b+2c 2 2 2
= + + > + + ,
(b+c)’ (a+c)’ (a +b)? a+b b+c c+a
2a+b 2 1
but because —~— +2C = 2 —+ , We need to prove that
(b+c) (b +c¢) b+c
2.512+ 2b2+ 2c22 R 1)
(b +c) (a+c) (a+b) a+b b+c c+a
We have
2a 1 a—-b a—-c¢
- = +
(b+c)>? b+c (b+c)? (b+c)’
2b 1 b-c b-a
- = +
(a+c)2 a+c (a+c)2 (a+c)2
2c 1 c—a c—-b
- = + .
(a+b)>? a+b (a+b)? (a+b)’
Because
a-b b-a (a-b)(a+c)’—(b+c)’] (a-b)’(a+b+2c)
+ el =
(b+c)” (a+c)’ (b+c)’(a+c)’ (b+c)’(a+c)’
and analogous, we obtain the identity
2a (a—-b)’(a+b+2c)
X o2 =2

cyclic (b + C) cyclic a+ b cyclic (b + C)Z (a + C)2

which prove the inequality (1).

We have equality ifand only if a = b = ¢ = r
3

3. Problema lunii MARTIE 2012 - www.mateinfo.ro

Fie p un punct interior triunghiului asc. Dreptele ap, Bp, cp intersecteaza laturile
opuse respectivin A, B,, c,. Prin punctul p se duc dreptele A,8,, B,Cc,,Cc,A, paralele

respectiv la laturile A, Bc,cA, CU A, A, c[BC], B,,B,e[CA], C,,C, e[ AB].

Notam cu s aria suprafetei triunghiulare AscC, §i cu s,,s,, s, ariile suprafetelor

triunghiulare cs ,A,, BA,c, respectiv, Ac ,B, (determinate de varfurile triunghiului si
punctele cele mai apropiate de ele, situate pe laturile alaturate).

Aratati ca au loc inegalitatile:


http://www.mateinfo.ro/

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - Aprilie 2012

(S,+S,+5,)"

1. sc<
98,8,S,
2. 54\/8(Sl+SZ+S3)—27«1818283Sl?S\/S
3 BA, +CA, . CB, + AB, . AC, +BC, >i
BA, +CA, +2A,A, CB,+AB,+2B,B, AC, +BC, +2C ,C, 2

Autor: Prof. Gheorghe ROTARIU — Grupul Scolar ,,Al. Vlahuta” Sendriceni, jud. Botosani

Solutie:
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1.

Pentru a demonstra prima inegalitate vom utiliza trei rezultate din articolul ,,Rezolvarea

geometrica a unor inegalitati” aparut in Gazeta Matematica nr.12/2011, seria B, autori:

Cezar Lupu, Rozalia Marinescu si Steluta Monea.

I. Inegalitatea lui Weitzenbéck (IW). Tn orice triunghi asc, avand aria s, are loc
inegalitatea:

a2+b2+02248x/?.
Egalitatea are loc daca §i numai daca triunghiul este echilateral.

Il. Lema 1. Pentru orice x, y, z>0, avem inegalitdtile:

\/x+y <\/x+z +\/y+z.

Ill.Lema 2. Pentru orice x,y,z>o0, exista un triunghi avdnd laturile

X+Yy,

x+12,yy+z acdruiarie s’ esteegald cu:

, 1
s:—,/xy+xz+yz.
2

Avem:

CA,-CB, sinC BA,-BC, -sinB AC ,-AB, -sin A
S, = , S, = , S. =

2 2 2
s CA-CB-sinC BC -BA-sin B AB - AC -sin A

2 2 2
CA,-CB, sinC
S, 2 :CA3.CBZ (1)
S CA-CB-sinC CB CA
2

BA, -BC,-sinB

52: 2 _BAZ.BC3 (2)
S BC -BA-sin B BC BA
2

AC , -AB, -sin A

S, 9 AC, AB, (3)
S AB - AC -sin A AB AC
2
. CA B.P
Din PA,IB,C = 3 _ Tt (4)
cB B, B

10
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WWW.MATEINFO.RO

CB AP

2 1
= 5
CA A A (%)

1

Din pB, A, C =

Tnlocuim (4 ) si (5) n (1) siavem:

s B.P AP
1: 1 . 1 (6)
S B,B A,A
. BA c.P
Din pPa,cCc.,B = z_ 2 (7)
BC C,C
. BC A P
Din pc ., A,B=> S (8)
BA A A

1

Tnlocuim (7 ) si(8) ™ (2) siavem:

2 1t T (9)

Din teorema lui Gergonne, avem a+b+c=1.

Avem: ab,ac,bc>0 si, conform Lemei 2, existda un triunghi

Jab+ac, vJab+bc , Vbc+ac aciruiarie este egala cu:

, 1 1 a+bh
S=—\/ab~ac+ab-bc+bc~ac=—\/abc(a+b+c) =
2 2

Dar, conform inegalitatii lui Weitzenbock, avem:

+c =1

avand laturile

i\/ abc .
2

ab + ac 2+ ab + bc 2+ bc + ac 2248'\/?:2 ab +ac+bc )=
(V ) (Y ) (N ) ( )

1
24\/3 .—+Jabc = ab + ac + bc > +/3abc.
2

Inegalitatea (12 ) este echivalenta cu:

11

(12)



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - Aprilie 2012

S S S
ab+ac+bc2\/3abcc> L, 22\/3- —1 23
S S

o
S S
4
S, +S,+S S.S.,S (S, +S_+5S Al S.S.,S
PN 1 2 32 3.4 1 2 3<:> 1 2 3 232 1 2 3C>
S N S L S J 52
4
C>(Sl-‘—SZ-*—SS) >9 518253/S3<:>
s* s’
4 4
(S,+S,+S,) S (S,+S,+S,)
= >29.-5,5,5,/- = > S m]
S 9.-5,5,S, 9-5,5,S,

2.

Prelucram, pentru inceput, cerinta problemei:

S,+S,+5S 1«/55 S 17
544/S (S, +S,+S, )-274/8,8,5, <17ss & 22— L 1 P % T
S 2 SAlS 54

Din (6),(9) si(11), inegalitatea de demonstrat devine:

,+8, 14/8,8,8S, 17 s, s, s, 1 [s,;s,s, 17

S, +5S
- — <—o + + - — <—o
S 2 s+/s 54 S S S 2 s? 54
B,P A, .
B,P AP C,P AP B,P s B,B A,A C.,C 17
< . + . + - <—<
B,B A,A C,C AA B,B C,C 2 54
() abc 17
< ab+bc+ac- < —
2 54
Cu alte cuvinte, avem de ardtat ca:
abc 17 .
ab +bc+ac- <—,Va,b,c>0 8la+b+c=1 (13)
2 54

1 o . L
Cazul a =b=c =~ ce corespunde situatiei p = (centrul de greutate), este imediat si avem,
3
in acest caz, egalitate. Analizdm cazul p = G.
. . L A 1
Deoarece a+b+c=1, cel putin unul dintre a, b Sau ¢ este mai mic sau egal decat —.
3
Presupunem, fara a restrange generalitatea, ca:
1

a<—=3a<l=>1-3a=>0 (14)
3

12
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. v . o abc
Observatie: Se poate arata chiar cd ab +bc + ac — >0
2
abc 5abc
ab+bc+ac - >0« ac+ab+(1-3a )bc+ >0 (A)
2 2

Inegalitatea mediilor ne conduce la:

bc<(b+c\2“b:°:1(l—a\2 .
) T L) (1)

Cu ajutorul relatiilor (14 ) si (15 ), membrul stang din inegalitatea ( 13 ) devine:

abc ( a ) (1-a )\ ( a )

, =a(b+c)+bcL1——Jsa(l—a)+k ) J Ll—?J (16)

2
Deoarece am putut exprima membrul stang din (13 ) doar in functie de a, apare ideea de a

ab +ac+bc -

studia variatia functiei:

; (0 1] B . a a 3 1
— a)=- - +—a+ —
L 3 J_) (2) 8 2 8 4
. 3 3
a)=——a " -a+—
(a) . 5
Avem urmatorul tabel de variatie asociat functiei f :
(pentI’Uf':A:E; a,=-3; azzi; algro,iw.)
16 3 L 3J
1
al|0 3
f(a)| + + + + + + + 0
1 17
fla)| (=1 —
(@ |3(=1im f(a)) ~ N
Functia nstratia.

3.

Prelucrdm mai intai inegalitatea:

13
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BA, +CA, CB, + AB, AC, + BC, 3
+ + > — &
BA,+CA,+2A,A, CB,+AB,+2B,B, AC,+BC,+2C,C, 2
BC-A,A, AC-B,B, AB-C,C, 3
= + + > — o
BC+A,A, AC+B,B, AB+C,C, 2
A,A B,B c,C
1- 2 3 1- 2 3 1- 2 3 2
=3 BE ., AC AB . ° (17)
A,A B,B c,C 2
1+ 22 1422 1+ 22
BC AC AB
. T . . . . 1-x
Forma inegalitdtii (17 ) ne impune studiul functiei f:(0, = )> R, f(x)= .
1+ x

Observatie: Se poate considera, pentru cazul nostru, mai degraba, restrictia acestei functii la
intervalul (o, 1).

Avem:
’ 72 ” 4
f (x)=—2; f(x)= ;
(1+x) (1+x)
" 4 o . . -
Deoarece f"(x)=———>0,v x>0, avem ca functia f este strict convexa pe
(1+x)

intervalul (o, ). Ca atare: vx,, x,, x,e(0, @) $i Vvi,,4,,4,

3
=0 CU » 2,=1, are

i=1

loc:
( 3 \ 3
fLZlixiJSZiif(xi) (18)
i=1 i=1
In (18 ) alegem:
1 . A A BB c ., C
11:12:13:—$1X1= 2 3; X, = 2 3; X3= 2 3
3 BC AC AB
A,A, AP B,B B,P c,C c,P .
Avem: x, -—>-——; x,-—F"-—F— x,-—>=-— (vezi problema
BC AL A AC B,B AB c,C

lunii februarie), ca atare x, + x, + x, =1 (Teorema lui Gergonne).
Inegalitatea (18 ) devine:

(2 A [ x +x,+x, )V fF(x )+ f(x,)+f(x,)
f Ziixi sZﬂif(xi)zf ! 2 < - 2 e
s 3
1-x, 1-x, 1-x,
+ +
xatxzxa=too oo N (x )+ f(x, )+ f(x,) 1 1+x, 1+x, 1+x,
P f| — < & —< P=
Ls} 3 2 3
A A B.B c.,C
1_ 2 3 1_ 2 3 1_ 2 3
3 BC AC AB
< —< + + ‘:‘
2 A A B.B Cc.,C
1+ 23 1+ 23 1+ 23
BC AC AB

14
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Alte solutii:

1. Prof. Pacurar Cornel Cosmin , Col . Nat . “I.M. Clain “, Blaj

1.Notam AC,=x,AB4=y,BA,=v,BC4=p,CB,=t,CA,=2,AB=c,BC=a,AC=b,
Aplicand teorema lui Thales in triunghiul ABC ,din C,A; JJAC = E :E = x= ':—:,din

b
ABiIAB= Y= - = y==

: b ai . .
Avem S;= xygzlm =7 _V'E:z_:'s ,analog se obtine ng-s siS

a a 2

-,
2 TRt

Din teorema lui Gergonne in triunghiul ABC cu P apartine interiorului sdu rezulta

PBL B 1 PCL — : A P p R— Pci —
FB, , PA, PG, a ke | =
RE, + . + ce, 1 si notand . o . B. e, Y =ot+p+y=1.

Aplicand teorema lui Thales in triunghiul ABB, ,din C;P||AB; = E = 0.
Aplicand teorema lui Thales n triunghiul ACB, ,din A;PICB; = i = q.

PE,
EE !

-I_Z_ E—E: .EZEI
Dec'.:_a ()L,analogb—El ysi- ==

4 4
AVemsfmﬁ95152535§(51+52+53]4=)pr<(%+:’_5+%) o

95,5, 55 a*b%c® T \a
9a*B*y*<(af + By + ya)* |/ () & 3apy<(ef + By + yo)* <
3apy<(af)® + (By)* + (ya)* +20By(a+ B + v) =3apy<(aB)? + (By)* + (ya)* +20py=
afy<(af)® + (By)* + (ya)*<20py<2(aB)* + 2(By)* + 2(ya)® .
Folosind inegalitatea 2fg = f* + g* obtinem 2afiyB = («f)® + (By)?,
2afyy = (By)? + (yo)?, 2aPya = (ya)® + (af)? si prin insumarea ultimelor trei inegalitati
avem 2aPy(e+ B+ y)<2(af)? + 2(By)* + 2(ya)? si tinand cont de a+p+y=1 obtinem

20By<2(af)® + 2(By)* + 2(ya)?, de unde rezultd S < '(51.:55;*-:3}

15
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2.Avem 54+/S(S, + S, +5;) —27./8,85,8; < 1753

=545 (25 + Zs+35) - —27 [T 53<17SV5
xp , W, E

54(2 + 2 +2) — 27 [T )7

=54(af + By + ya) — 27afy <17

Avem a+B+y=1 si a,B,y>0 =a=1-p—y si o,B,ye(0,1).

Din o=1—f—y

=54(af + By + ya) — 27afy £17<27

[2(B—B* — By + By +v — vB— —¥*) — By + B*v + BY*]<17<0<27

B2 —v) +27B(3y—2—v*) + 27(2y* — 2y) + 17

Ag=27[(27y* + 54y® — 81y*) + (—108y* + 176y — 136)]=

=27[y*(27y* + 54y — 81) + (—108y* + 176y — 136)]=27[v*f(y) + 2(v)].

Din ye(0,1)=>y<1, y*<1=27y* + 54y<81=27y* + 54y — 81<0=

=y (27y* + 54y — 81)<0.

Avem g(y)=—108y* + 176y — 136 , A =—27676,-108<0=g(y)<0,vy€e(0,1).

Din y*(27y* + 54y — 81)<0 si g(y)<0,vye(0,1) =Ap<0 si impreuna cu 2—y<0 =
=0<27B*(2—y) + 27B(3y—2—v*) + 27(2y* —2y) + 17>

=54/S(S, + S, +5;) — 27./8,5,5; < 175V/5.

3.Din AC,PEBEj; paralelogram rezulta PBE;=AC, si din BC;PA, paralelogram rezulta PA,=BC,
de unde avem AB — C,C; = AC, + BC; = PB; + PA;, = B;A,.Analog se deduce
BC — A,A; = C;B, 5i AC— B,B,; = A,C,.

. . A . .. . AP AC AB
Di teorema lui Thales in triunghiurile ABA; si ACA, deducem s A—B“ = p._; de unde
1
- AP AC AB., EC BA cCPp CB CA
rezulta = (—“ } analog se deduc rela‘;nle ( Z 4 —“), —= (—"' + —”'}
. AB AC B, BA Bc /' cC, ca CE
Avem BA_+CA, CB,+AB, Je!|.|:::._+|3csl _
BA,+CA_+24_ A, CB_+AB_+2B,B, AC +BC_+2C,C,
_BC-A A, AC-B,B, A AB-C.C._ CB, | A C Bsfz
BC+A,A, AC+B,B, AB+C1C3_BC+A Ag 'f!u.t:+|3:._|;a AB+c:._c3—
CzByg Aac,. BEAE AP cP 1( z , AB; , BC; | BA, | CBg )
B + =aa, T B8, . + + + + o T
1 FAC, +BC BA +CA, AB, -I-CB 1 o
:E( 5 2+ 2+ - }EE(E+E+E)=E-3=E,deunderezulta
BA,+CA_ CE,+AE, AC;+BC; 3

BA,+CA,+2A.A, CB,+AB +1B,B, AC,+BC,+2C,C. 2
2. Prof. loan Viorel Codreanu, Scoala Gimnaziala Satulung, Maramures

AP BP CP

Fie = X, =y, = z,x,y,z sunt numere reale pozitive. Avem
PA | PB | PC |
PA, 1 PB, 1 PC, 1
AA | x+1 BB y+1 CC z+1

16
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si aplicand Teorema lui Gergonne, in triunghiul ABC, pentru dreptele AA , BB, CC |

concurente in P, obtinem

Sau

Ce se poate scrie

Sx+2=[x (2
sau
S+1)(y+1)=T](x+1) Q)
Din pa, || AB rezulta ~PA,A, = zABC (corespondente). Analog £PA JA, = ZACB .
Atunci AABC ~APA , A, de unde obtinem
A,A, PA, PA

3 2

BC AC AB

Din PA, || Ac aplicand Teorema fundamentala a asemanarii, In AAA C , obtinem

AA,PA ,~AA AC deunde

si tinand cont de faptul ca PB ,CA , este paralelogram (are laturile opuse paralele), deci

PA, = B,C , obtinem

AA, B,C PA, 1  Analog AC BB, 1
BC AC AA, x+1 BC AC y+1
Acum
B,C-A,C-sinC
S, 2 B,C AC !
S AC.ABsnC  Ac BC (x+1)y+1)
2
sau
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S S S
s, =——  Analog s, = S, = .
(x +1)(y +1) (x +1)(z +1) (y +1)(z +1)
Atunci
1
> s, =3 . L 2 bt (4)
(x +1)(y +1) IT(x+1)
si
83
IT s. = - 5)
([T (x+1)
Avem
BC(l— !
BA, + CA, BC - A,A, L x+1) X
= = = si analoagele.
BA, +CA,+2A,A, BC + A,A, ( 1 W X+ 2
BC |1+
L Xx+1)
Atunci
BA, + CA X
2 3 — 6.
Z"BA2+CA3+2A2A3 Zx+2 ()
(¥ s.)

1. Folosind (4) si (5) inegalitatea S < este echivalenta cu (3" (x + 1)) > [T (x+1)

QHS

1

care {inand cont de (3) devine (3" (x + 1) > 3% (x +1)(y +1) aceasta pentru

a=x+1b=y+1c=z+1 fiindcunoscutainegalitate (> a)” > 33 ab echivalenta cu

> (a- b)" > 0 si demonstratia se incheie.

Egalitatea are loc pentru x = y = z = 2, adica atunci cand P este centrul de greutata al

triunghiului ABC .
2. Folosind din nou (4) si (5) inegalitatea 54 /s 3" s, - 27 \[J] S, <175+/s este echivalentd

Cuss> (x+1)-27 <17][ (x+1) (7).

Tinand cont de (2) avem

[T+ =TT x+2 0 +> x+1=2>x+> xy+3 (8)

Acum folosind (8) inegalitatea (7) este echivalentad cu
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20y x+8 <17 xy  (9).
Vom demonstra inegalitatea (9) prin intercalare, aratand ca au loc inegalitatile

Sy =23 x (10

si
Sx=z6  (11).
5 1 1 1 .
Notam =m, =n, =psidin(l)avem m+n+ p=1.
X+1 y+1 z+1
Atunci
X:l—m:n+p'y:m+p’Z:m+n (12)
m m n p
si
n+p m+p n+p s
Sy 223 xe Yy : >2% e Y m +3[[m=Y m(m+n)e
m n m

< Y m(m-n)m-p)=0
care este exact Inegalitatea Schur.

Inegalitatea > x > 6 se aratd usor pornind de la inegalitatea

(Z (x+1))(z X+1}>9

si tinand cont de (1), adicd Y’ o 1, obtinem
X+1

> x26.
Acum folosind (10) si (11) avem
172xy 234Zx:202 x+14Zx2202 X + 84

si inegalitatea (9) este demonstrata.

3. Folosind (6) si substitutiile (12) avem

BA, + CA, 3 X 3 1-m 3

2—<:>z 2—<:>Z > — o

BA,+CA, +2A A, 2 X+2 2 m+1 2
22 1 3>3 Z 1 >9
= -3z —< > —,
m+1 2 m+1 4
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9 .
> —. Pentru cele trei
4

Din [2 1}(2 (m+1))>9 si " m=1 deducemca ¥

m+1
inegalitati din enuntul problemei, egalitatea se obfine pentru x = y = z = 2, adica atunci cand

P este centrul de greutate al triunghiului ABcC .
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