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1. Alte solutii pentru problema G:330 din S.M. IX - 2012-08-27

de Titu Zvonaru, Cominesti si Neculai Stanciu, Buzau

Problema G:330 din revista de matematica Sclipirea Mintii are urmatorul enunt:

"’[n patratul ABCD se considerd punctele E pe (AB)siF pe (BC)astfel incdt AE _BF
Aratati ca /BDE = ZBEF .”’

1

FC 2

Solutia autorului, prof. Constantin Apostol din Ramnicu Sarat, va fi publicata in S.M.
X-2012.

Prezentam in continuare alte solutii:

Solutia 1.

Notam {O} = AC (1 BD i fie T proiectia punctului E pe diagonala BD .
Deoarece EB = 2AE si OA = OB, din asemédnarea triunghiurilor BET si BAO, obtinem
TE EB TB

—=—= :TE:TB:EoOB,adicéTE:TB:EOBDsi DT:E'BD.
OA AB OB 3
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Rezulta 1E :l :ﬁ, deci «BDE = Z/BEF .
DT 2 BE

T

Este usor de vazut ca: /BDE = ZCAF . Ducem prin Aparalela la EF ; aceasta intersecteza
latura BC in punctul M . Avem:
EB FB 2 AB

—— " — = f—

BA BM 3 3-BM
BF-BM AB AB 2 3 AB?

Deocarece—™—M=———.

M :%, adica M este mijlocul laturii BC.

conform reciprocei teoremei lui Steiner

pentru izogonale, rezultd ca AF si AM sunt izogonale in triunghiul ABC , deci
/BEF = /BAM = /CAF = /BDE.

Solutia 3. Notim x = /BEF,y = ZADE, si vom ariita cix + Yy = 45°, ceea ce demonstreazi
concluzia doritd deoarece y + ZBDE = 45°.
1 1 1 1
Avemtgx = —,tgy = —, adica x = arctg —siy = arctg —.
g > gy 3 g > sty g 3

Vom arita pe doui cii ci x + y = 45°.
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(1 o demonstratie *’fara cuvinte’’ pentru relatia: arctg % + arctg % =45°,

« L —

(i) O demonstratie pentru ale carei detalii ne-am folosit de [1].
Avem:
1 1

2"
1-

1 1 §
tg| arctg —+arctg - |= =1;
g[acgz+acgsJ 11
2 3
cum
0<£<1, 0<£<1 ,
2 3

si functia arctg este strict crescatoare, deducem:

0< arctg%< 45°, 0< arctg%< 45°,
adica

1 1 0
0 < arctg §+ arctg 3 <90".

Din aceasta ultima inegalitate i din

1 1
tg| arctg—+arctg— | =1,
9( 92 QSJ

rezulta ca
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1 1
arctg = + arctg = = 45°,
g3 g2

deci
X+y=45°

Bibliografie:
[1] L. Panaitopol, Cum am rezolvat o problema, GM-A, 1973, pp. 31-33.

Nota: Lucrarea citata a fost reprodusa in Didactica Matematica (supliment al GM), anul
I, nr. 1/2012, pp. 11-13.

2. Demonstrarea unor inegalititi geometrice folosind substitutiile Ravi

Profesor Codreanu loan Viorel

Scoala Gimnaziala Satulung, Maramures

In acest articol vom prezenta o metodi de rezolvare a inegalititilor geometrice folosind
substitutiile Ravi si inegalitati algebrice clasice.

Propozitie. Numerele a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi daca si nuumai daca
exista x,y,z>0 astfel incait a=y+z,b=z+x,c=x+Y.

Demonstratie. Daca a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi, ludm
x=p—-a>0,y=p-b>0,z=p-c>0. Avem y+z=p—-b+ p—c=a sianaloagele.
Reciproc, daca a=y+2z,b=z+x,c=x+Y, atunci 2x=b+c—a >0, adicd a<b+c si
analoagele, relatii ce arata ca se poate forma un triunghi de laturi a,b,c.

In concluzie daca a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi atunci pentru orice inegalitate
geometrica existd o inegalitate algebrica de forma F(x,y,2)>0 sau (<,>,<0). Substitutiile

a=Yy+z,b=z+X,c=Xx+Yy sunt cunoscute sub denumirea de substitutiile Ravi.
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Folosind propozitia vom scrie in functie de X, Y,z unele relatii cunoscute din geometria
triunghiului.

_a+b+c
2

«S=,p(p-a)lp-b)p-c) ,/inini

=X+Yy+z

. sin§=\/(p_bb)£p_C) :\/(x+ y);szrz)

p(p-a XZX

(x+y)x+2)

o COS

otg

A:\/(p—b)(p—C) y2

2 p(p-a) XD X

In continuare vom demonstra cteva inegalititi geometrice folosind substitutiile Ravi si
inegalitati algebrice clasice. Notatiile sunt cele obisnuite intr-un triunghi iar unele enunturi

vor fi usor modificate.

1. Sa se arate ca in orice triunghi are loc inegalitatea

[T, —2r)<r?

Marius Olteanu, Arhimede nr. 9-10, 2003

25 21/i2XiHXi .

Solugie. Sa exprimam h, in functie de X,y,z. Avem h, =—=
a y+12

analoagele. Atunci inegalitatea din enunt se scrie succesiv
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2. ). T Ty 22 I

Ultima inegalitate se obtine din aplicarea inegalitatii mediilor MA-MG, mai exact avem

X+Y 22Xy, y+2>2,yz,z+x>2+zx si inmultind aceste inegalitati obtinem

[T(x+y)=8]]x.

2. Demonstrati ca in orice triunghi are loc inegalitatea

2%bc” " R

I.V. Maftei si P.G. Popescu, La Gaceta de la Real Sociedad Matematica Espanola

2
1a>2r

2r
Solutie. Avem Z— >2-— e Z— to2 4. Ultima inegalitate se scrie succesiv

yrzf VXX PR T (R . | ESN
z(x+y)(x+z) [Tx+y) =4 zx+y)(x+z) 1_[(x+y)_4

4Ji2xini

le_[(yxtrzy) +1_E£[+Xy >4 (y+z) +8] [ x= 4] J(x+y)

dupa care folosind identitatile Y (y+ z) = 2> x°+3) xy(x+y) si

[T(x+y)=> xy(x+y)+2[[x ultima inegalitate se scrie echivalent

2> X +3) xy(x+y)+8] [x= 4> xy(x+y)+8][[x = 2D x* 2> xy(x+y) (1)
Ardtam ca x° +y® > xy(x+y). Avem
X2+ yd > xPy+yix o (x— y)(x2 - yz)c> (x—y)*(x+y)>0 ce evident are loc. Similar,

y3+ 23 >y%z+yz? si X} +7° > x*z + xz?, iar dupa suma acestor inegalititi rezulta (1).

3. Aritati ca in orice triunghi are loc inegalitatea
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z(zra)(z%jzgp

D.M. Batinetu-Giurgiu, Gazeta Matematica nr. 4, 2005

Solugie. Inegalitatea din enunt se scrie succesiv

z[zm}[zm}w&@z AT} 2

(y+2)

Z)J >9 X

<2y XV{Z J 29 (% Xy{Zx—lyJ >9

x(y +2)
unde am folosit identitatile (H X(Z%) = z Xy si Z X(y + Z) = 22 xy . Ultima inegalitate

rezulta usor aplicand inegalitatea mediilor MH-MA pentru numerele xy, yz, zx.

4. Demonstrati ca in orice triunghi au loc inegalititile

2 AR < p-BXp-o)<2

R
A. Rosianu,The American Mathematical Monthly, 2007

Solutie. Inegalitatea din dreapta se scrie /yz < y care este tocmai inegalitatea mediilor

MA-MG pentru numerele y si z. Inegalitatea din stanga o scriem succesiv

\/ﬁ (x+y)
y+z DX 4,X/+izy xini <y e y+z 16HI—X[()£[y);+y Iy
4Ji2xini
18] [x-J](x+y)<2(x+y)x+zh/yz < 18] [ x <( x+y)(x+z)(2 yz+y+z)

Folosind inegalitatea mediilor MA-MG, avem y +z > 2,/yz si analoagele.

Atunci

(x+ y)(x+z)(2 yz +y+z)2 2\xy - 2/xz -4\Jyz =16 |

si solutia se incheie.
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5. Sa se arate ca in orice triunghi are loc inegalitatea

Dol <p’
Viorel Gh. Voda, Vraja geometriei demodate, pag. 215

Solugie. Pentru Inceput sa gasim o inegalitate in functie de X,y si z pentru | . Avem

Ia:Z—bC-cosgz Zbe /p(Fl:))c a§ 2:Jbc -Jp(p-a)<4p(p-a), unde am folosit

b+c b+c b+c
2./bc
+

<1,deci I, <,/x) X sianalo
c z | 8

inegalitatea mediilor MA-MG:

S\/@,lC =\/ZZ:7X. Avem
zo, = M s iz s (2222 (o - o

+Z

unde am folosit inegalitatea mediilor MA-MG: /yz <X~ i identitatea > y ;r £ = D x.

6. Tn orice triunghi are loc inegalitatea

Jpd Va2,

George Tsintsifas, Crux Mathematicorum

Solugie. Trebuie sa demonstram inegalitatea

DX (x+y)x+2)= ( XXH x+y)

echivalentd cu

[Tey) 32> G

y+z

care devine

z ZZT.

Folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz, obtinem

z X > (ZX) (Z) ZX
y+z  >(y+z) 2>.x

y+12
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si solutia se incheie.

8. Sa se arate ca in orice triunghi are loc inegalitatea

ey

Ho Quang Vinh, The Mathscope

Solutgie. Inegalitatea din enunt se scrie

H(y+z) y+2) X +2) (y+z)
z z\/(z—xl—[—) XH y ) y )

in continuare folosind identitatile

[TGx+y)=>xy(x+y)+2] I x si Dox(y+2)" =D xy* +3> xy’z+3) xyz’ + )y xz°

ultima inegalitate se scrie

( X( XYX+y)+2Hx) D oxy?+3) xy?z+3) xyz’ +) xz°

care dupa efectuarea calculelor si reducerea termenilor asemenea se transforma in

D oxtyrz (H X)(Z X).

Folosind inegalitatea cunoscuta Zaz > Zaﬂ , obtinem

D oxPy? =y xyyz = (HXXZX)

si solutia se incheie.

9. Demonstrati ca in orice triunghi au loc inegalititile
Or(4R+r)<3p? <(4R+r)’
G. Colombier si T. Doucet, 1872, [3], pag. 103

Solugie. Sa demonstram inegalitatea din dreapta. Dupa inlocuiri si flosirea identitatii

[Tx+y)+]]x= (Zx)(ny)

avem

10



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — SEPTEMBRIE 2012 RWMWA0EAE (o) (SR (0]

e o i (8| e M
<3 Tx)< (X n)

Folosind inegalitatea cunoscuta ( a)2 > 32 af , obtinem

() 235 xyyz =3([TxI> %)

ce incheie solutia.

. . . 2 ~ . .
Inegalitatea din stanga se reduce la (3" x)° >33 xy . Intr-adevar, avem succesiv

I1x [T(x+y JIE XZQ.HX+y+HX<
O R R v
@3%S(EX)Z©(ZX)ZZ3zxy

si solutia se incheie.

10. Aritati cd In orice triunghi are loc inegalitatea
da*->a(b+c)+ ) a’hc=0
Problemi propusi in [1]

Solufie. Folosind identitatea " a’bc = (H axz a) inegalitatea din enunt se scrie succesiv

Sy+z) =D (y+z)(y+z+2x) +2( x+yxz X)> 0
= y+z4—z y+12) —22 y+2) +2( x+y)(z )20
( x+yxz ) x(y+2)
Folosind identitatile
S x(y+z) = Zx(y3 + 23)+ 6(HXXZX) si [J(x+y)=> xy(x+y)+2[]x
ultima inegalitate se scrie echivalent
(z xy(x+y)+2[] XXZ X)> ZX(y?’ +2°)+ 6(H x)(z X)
= (z x)(z xy(x + y))z ZX(y?’ + z‘°’)+ 4(H XXZ x)

Tn continuare, utilizand identitatea

11
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(Z XXZ xy(x + y)): > x(y3 + 23)+ 2> Xy + Z(H XXZ x)

ultima inegalitate se scrie echivalent

25 x2y? 2 T %)= 4 T2 %) = 3 (xy)* = ([Tx)3%).

Avem

S0 > Sy = ([TXEA

ce incheie solutia.

11. Demonstrati ca in orice triunghi AABC, are loc inegalitatea

A A p—-a
tg—+ctg—=>4 |——
g2 g2 p

Cilin Popa, [4], pag. 89

Solugie. Inegalitatea din enunt se scrie succesiv

yz_ . /x2x>4 X yZ+X) X .. JX
XD X yz DX JiHXEZXi_ VDX
@yz+x2x241/xHx<:>yz+x2+xy+xzz4x\/ﬁ

Folosind inegalitatea mediilor MA-MG obtinem

yZ+ X2+ Xy + Xz > ) yzxPxyxz = 4x,Jyz

ce incheie solutia.

12. Demonstrati ca in orice triunghi are loc inegalitatea

[T, <8rR®

Art of Problem Solving, Geometric Inequalities Marathon
. . AL .
Solugie. Folosind egalitatea 11, = 4Rsin > si analoagele, obtinem

[Tn, <8R’ c>64R‘°’Hsin§§8R3 @Hsingéé

12
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) 5 A1 5 : s . <
Inegalitatea cunoscuta HSIn > < g se demonstreaza usor folosind substitutiile Ravi. Dupa

Tnlocuiri aceasta se scrie

H c>8Hx<H X+Y)

(x+ y X+2)
Folosind inegalitatea mediilor obtinem x +y > 2,/xy si alte doua inegalitati similare.

Tnmultind aceste trei inegaliti rezulta H (X + y) > BH X.

Bibliografie:

[1] Mircea Lascu, Inegalititi geometrice demonstrate prin dualitate, Gazeta matematica
nr. 4, 1989.

[2] Mircea Ganga, Teme si probleme de matematici, Editura Tehnici, Bucuresti, 1991.

[3] Viorel Gh. Vodsi, Vraja geometriei demodate, Editura Albatros, Bucuresti, 1983.

[4] Titu Andreescu, Marius Ghergu, Dinu Serbinescu, Ton Serdean, Olimpiadele de

matematicd 2003, clasele IX-X, Editura Gil, Zalau, 2003.

13
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3. PROBLEME REZOLVATE LA CAPITOLUL “ARII SI VOLUME ALE
POLIEDRELOR”
MATEMATICA - GEOMETRIE —clasa a VlIlI-a

Profesor CAMELIA GRIGORAS
Scoala “Petru Poni” IASI

Prezentul articol face parte dintr-o lucrare mai ampla care a fost gandita si conceputa
ca 0 continuare fireasca si de intregire a unei lucrari publicata anterior Arii-matematicd
geometrie pentru clasa a Vll-a. Ea se adreseaza de data aceasta elevilor din clasa a VIII-a, si nu
numai, care stapanesc deja geometria plana si descopera in clasa a VIII-a tainele geometriei in
spatiu.

Lucrarea vine in sprijinul acelui elev ideal care doreste sa-si aprofundeze si sa-si
extindd cunostintele cumulate la clasa, este utild deasemenea si elevului care, indiferent de
pregatire, aptitudine matematica si ritm propriu de dezvoltare poate sa abordeze sarcini
simple sau complexe si oferd tuturor categoriilor de elevi un instrument util in activitatile de
pregatire a examenelor si concursurilor de matematica si interdisciplinare.

In speranta ca, parcurgand aceast lucrare,... rezolvand invatand si invatand
rezolvand..., veti dobandi competente pentru a rezolva orice problema de arii si volume, va
doresc spor 1n apropierea de matematica si obtinerea succesului scolar.

Multumesc mentorului meu, regretatul Prof. Univ. Dr. Dan Branzei, pentru indemnul
de a continua a scrie, pentru observatiile, sfaturile si recomandarile pe care le-am primit la
redactarea lucrarii.

Autoarea

14
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Problema rezolvata 1

Fie piramida triunghiulara regulata SABC cu latura bazei de lungime 10 cm si indltimea
de lungime 5 cm.

a) Calculati aria laterala, totala si volumul.

b) Calculati distanta de la A la planul (SBC).

c) Calculati sin £ (SA,(SBC)).

(figura 1)

Solutie:
a) A =3 AASBC—3 E -BC-SM

SM calculim din ASOM, m( Z SOM) = 90°, SO =5 cm, OM = % cm, aplicand Teorema
lui Pitagora.
SM? = SO* + OM? = SM = Mcm
A=3- E 10 - 10§/_ 50+/3 cm?, Ay = A+ Anasc = 75+/3 cm?,
% Aaasc - SO == 25[ s_ﬁ

b) Fie AQ L (SBC). Cum (SAM) L (SBC), rezultd ca AQ —(SAM), AQ va fi indltime in
ASAM deci, d(A,(SBC)) = AQ. Pentru a calcula AQ, exprimdm volumul piramidei in doua
moduri :

15
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1
Vsagc = 3 Anssc - AQ
1 1 1043 _ 50[

Apssc = =-BC-SM==.10. —== 3%

ASBC 2 2 3 3
125\/_ -1 ﬂ -AQ = AQ = Ecm deci, d(A,(SBC)) = Ecm.

3 3 2 2
c) Tn ASAQ dreptunghic cu m( Z (SQA)) = 90°, AQ = %c SA= £ cm, sin (£ (SQA))
_ AQ_ 321

SA 14

Problema rezolvata 2

Fie SABC un tetraedru regulat si M mijlocul muchiei SC.

a) Sa se demonstreze ca dreapta SC este perpendiculara pe planul (MAB).

b) Sa se afle raportul dintre volumele piramidelor SABM si MABC.

¢) Sa se arate ca ariile totale ale piramidelor SABM si MABC sunt egale.

d) Determinati pozitia punctului M pe SC pentru ca aria triunghiului AABM sa fie
minima.

Solutie:

a) [AM] este inaltime in triunghiul echilateral ASAC, AM L SC (1)
[BM] este indltime in triunghiul echilateral ASBC, BM L SC (2)
AMNBM = @ (3)

Din (1), (2), (3) =>SC 1L (AM,MB) = SC L (AMB).

b) Exprimérn VSABM = % 'AAAMB' SM

o 1
Exprimdm Vcagm = 3 ‘Axams: CM
Cum SM = CM rezulta ca volumele sunt egale deci, raportul volumelor este 1.
C) Aisaem = Aasa + Aasem + Aasam + Axavs
Atcasm = Aaasc + Aacem + Aacam + Axamp
Cum triunghiurile sunt congruente doua cate doua, ariile vor fi egale deci, ariile totale sunt
egale.

d) AAMB este isoscel cu [AM] = [MB]. Fie P mijlocul segmentului [AB], Aaams = % - AB

‘MP va fi minima dacd MP L SC si MP L AB deci, ca MP sa fie minima, se impune ca

MP L SC.

Concluzia finala: daca M mijlocul segmentului [SC] = PM minima deci, aria triunghiului va
fi minima.

16
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(figura 2)

Problema rezolvata 3

Tn cubul ABCDA’B’C’D’ de muchie a cm, O este centrul siu, O; centrul fetei ABCD, O,
centrul fetei BB’C’C, O3 centrul fetei CDD’C’, M mijlocul lui [DC], N mijlocul lui [CC’]
si P al lui [CB]. Cum s-a modificat aria corpului ramas fata de aria totala a cubului?
Dar volumul?

3 b
D|\ ,C
N “ ]
[N 7
i . 27
: ™ 7 /
AT l < 8
‘\\ | N 7 !
~_ | ~ /3/ /
\\! ~ 7 N
[N AN /
I ~ AN !
i O N /
: s N 102
| 4/! o \\;
I pa I e ,i
| /// i \\I\ N
b RERY
< ! [ SN
N M_ |/ 17yc
< i
v ~ - e
/f’// \\\\ s //”’//L
47 . - I
# T A 7 =]
7 //,/” 01 \\\ !
gL N
A B
(figura 3)

Solutie:

17
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Aria corpului ramas va fi egala cu aria cubului initial. Exemplificand, una din fetele pe care
le inlaturam, aria patratului O2PCN, se aduna la aria laterala a poliedrului - OO;MO3
reprezentand fata poliedrului format. Analog si pentru celelalte doua fete.

Veorp :3-3'3'3.3:%'8.3.

oo

Problema rezolvata 4

Se considera un cub ABCDA’B’C’D’.

a) Sa se arate ca varfurile cubului se pot imparti in doud multimi continind fiecare
patru puncte astfel incit oricare doua puncte din aceeasi multime si nu fie extremititile
unei muchii ale cubului.

b) Sa se arate ca punctele din fiecare multime sunt varfurile unui tetraedru regulat.

< < . < 1 ..
c¢) Sa se arate ca fiecare din cele doua tetraedre are volumul egal cu 3 din volumul

. 1
cubului si aria totala egala cu Edin aria totala a cubului.

Solutie:

a) Fie X si Y multimile ale caror elemente sunt varfuri ale cubului si care satisfac conditiile
impuse. Atunci XuY ={A, B,C,D,A’,B’,C’ D’} Ac XuY=>AeXsauAeY.

Daca A e X, atunci B, D, A’ ¢ X pentru ca B, D, A’ sunt extremitati ale muchiilor AB, AD,
AA’. Tnacest caz, B, D, A’eY. Deci, D’,B’, C eXsiD’B’, C ¢ Y. Insfarsit, C’ ¢ X, C’
eY.Vomavea: X={A,C,B’,D’}si Y={B, D,A’,C’}

b) Tetraedrele ACB’D’ si BDA’C’ sunt regulate deoarece au toate muchiile diagonale ale
fetelor cubului cu lungimea a+/2 u.m., daci notdm muchia cubului cu a (u.m.).

- 1 1
c¢) Calculam Vace'>' = Ve — Vases'— Ves'eo — Varas'p - Vorbac = Ve — 4+ 3 % = 3
chb
At =2 \/§a2
Avcup = 63-2
1
A Awcun = ﬁ

18
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Problema rezolvata 5

Sa se arate ca daca un tetraedru are toate indltimile egale si una din ele trece prin
ortocentrul fetei opuse, atunci tetraedrul este regulat.
A

(figura 5)

Solutie:
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Notam cu H ortocentrul fetei BCD unde ,,cade” Indltimea din A a tetraedrului. Toate
indltimile fiind egale, rezulta ca toate fetele au aceeasi arie.

Deci, AA’ = DA’ unde AA’ 1 BCsi DA’ 1L BC.

AAA’B = ADA’C (C.C.), analog AAA’B = ADA’B (C.C.) = [AC] =[CD] si [AB] =[BD]
(D).

Ducem BB’ L CD si obtinem [AD] =[BD] si [AC] =[BC] (2)

Ducem CC’ L BD si obtinem [AD] =[DC] si [AB] =[BC] (3)

Din relatiile (1), (2), (3), tindnd cont ca ca egalitatile sunt disjuncte doua cate doua obtinem
egalitatea tuturor muchiilor. Deci, tetraedrul este regulat.

Problema rezolvata 6

O piramida regulata VABCD are ca baza un patrat de latura a (u.m.) iar muchiile
laterale sunt egale ca lungime cu lungimea diagonalei patratului de la baza. Prin
mijlocul M al muchiei [VA] se duce un plan perpendicular pe muchia [CV].

a) Sa se afle aria sectiunii ficuta de acest plan in piramida data.

b) Care este masura unghiului facut de planul sectiunii cu planul bazei?

Solutie:

Construim AE L CV. AVAC este echilateral cu VA = AC =CV =a~/2, AE = %
1 a6

Construim MP L CV , MP va fi linie mijlocie in AVAE, MP = EAE 2

1 a\/_

Construim QN | BD , Ne[VB], Qe[VD]; QN = gBD = —

Intersectia planului cu piramida este suprafata patrulaterulul MNPQ ortodiagonal ( care are
diagonalele perpendiculare) cu MP L QN.
Justificare: VP L (MNP)

VO’ L QN, conform Teoremei reciproce a celor trei perpendiculare (RT3 L)

=PQ 1L QN
A

12
b) Construim QR L VC, Re[VC].
Avem O’P | OR | MP
QN IBD,QNNMP= 0, BDNOR %= 68 = (MP,QN) | (QR, BD)
= (MNP)I (BRD) = ~ ((MNP),(ABC)) = £ ((BRD),(ABC)) = £ RQC ( de masura 30°),
deci masura unghiului cautat este de 30°.

Awmneq = % ‘MP - QN =" ==
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(figura 6)

Problema rezolvata 7

Tetraedrul VABC are fata ABC un triunghi echilateral cu latura de lungime 8 J3cm.
Stiind ca distanta de la V la planul (ABC) este de 10 cm, sa se afle volumul sau.

Solutie :

1
= 5 Apazei -h

Aparei = %-Iz J3=768+/3¢cm?, V = %-768\/5 . 10 = 2560+/3 cm”.
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(figura 7)

Problema rezolvata 8

Tetraedrul VABC are fata ABC un triunghi echilateral, iar distanta de la V la planul
(ABC) este de 8 cm. Stiind ca raza cercului circumscris triunghiului ABC este R=

4\/§ cm, sa se calculeze volumul tetraedrului.
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(figura 8)

Solutie:
h=8cm

R=4+3cm =1=6cm
Aarc = %"2 V3=9+3cm?,

1

Ve
3

AAABC -h= % 9\/58 = 24\/§C|’n3.

Problema rezolvata 9

Se da tetraedrul regulat ABCD si se noteaza cu G centrul sau de greutate. Se ia punctul
P € (DG) astfel incat DP = PG = a. Sa se calculeze:

a) volumul si aria tetraedrului;

b) volumul tetraedrului cu varful in P si baza ABC.

a)—:% =G0=—-:4,D0=DG+GO= =--a

wlN
w| o
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Vo 8o I:ﬂ-a:AB:AC:BC
3 3 3
V:EP: %f um? A= %az.
12 27 3
b)PO:PG+GO:%-a V:%AAABC-PO:$a3u.m3.

(figura 9)
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Se da cubul ABCDA’B’C’D’ cu muchia de lungime a u.m. Fie M, N, P, Q, R, S

mijloacele muchiilor C’D’, B’C’, BB’, AB, AD, DD’.

a) Sa se demonstreze ca punctele M, N, P, Q, R, S sunt coplanare.

b) Sa se calculeze A, si A;a piramidei cu varful in C si baza MNPQRS.
¢) Sa se afle volumul piramidei CMNPQRS.

D M c
l e
| e
{ //
i Ve N
L
A i/// B
Sy
/1
/o
/1
/ l P
[ > B A S ——— c
T
R
L aum
/// \\\\
A Q B
(figura 10)
Solutie:
a)
1

MN linie mijlocie in AB’C’D’ = MNI B’D’, MN = > B’D’ (1)
RQ linie mijlocie in AADB = RQI BD, RQ = % BD (2)

. : 1
Din (1) si (2) = MNIRQ, [MN]=[RQ] (= Eaﬁ) 3)

Analog, NPI RS, [NP]=[RS] (= %a\/i ) (4)
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MSI PQ, [MS]=[PQ] (= %aﬁ ) (5)

Din (3), (4) si(5) =M, N, R,Q coplanare, N, P, R, S coplanare , M, N, P, Q coplanare deci,
M, N, P, Q, R, S sunt coplanare.
b) Piramida cu baza MNPQRS si varf C este hexagonala regulata cu lungimea laturii de la

baza MN = %aﬁ si muchie laterala %a\/g A =6 Axcwn = %az um’ A= A+ AMNPQRS
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4. A generalization of the problem J209
from Mathematical Reflections 5 (2011)

by Titu Zvonaru, Comanesti and Neculai Stanciu, Buzdu, Romania

If n>1 is a natural number and a, b, c are positive nenule real numbers such that
a+b+c=1,then:

2n+1 2n+1 2n+1 2n+1
(a+i)) + (b+;) + (C+Z) > ;2“ (@b+bc+ca).

Proof. By Bergstrom’s inequality we obtain that

(a+b)2n+l . (b+c)2n+l . (C+a)2n+l B (a+b)2n+2 (b+c)2n+2 (C+ a)2n+2
C a b

c(a+hb) a(b+c) b(c+a) =

o)+ oro) +c+a)f

2(ab +bc + ca) ’
So it is sufficcient to prove that

2n+2
l@+b)™ +(b+c)™ +(c+a)™ [ = ;T(ab +be+ca) ie.

n+1
(@a+b)"™ +(+c)™ +(c+a)"™ > 2"1 (ab+bc+ca)@a+b+c)"*

We prove the inequality (*) by mathematical induction.
For n=1 we have

(*)

(a+b)>+(b+c)®+(c+a)’*>4(ab+bc+ca) & a® +b* +c? >ab+bc+ca, which is true.
We assume that (*) is true and we must to prove the inequality
n+2
(a+b)"* +(b+c)"* +(c+a)"” > 23n (ab+bc+ca)(a+b+c)"

(1)

We multiply (*) with %(a +b+c), so we must to prove that

(a+b)"? +(b+c)"? +(c+a)™? > %(a+b +o)l(@a+b)™ + (b+c)" + (c+a)™]
Which is write successively

3(a+b)"? +3(b+c)"? +3(c+a)"? >[(a+h)+(b+c)+(c+ a)][(a+b)"+1 +(b+c)™ + (c+a)“+1]
2@+b)"? +2(b+c)"* +2(c+a)"*>(a+b)"(a+b+2c)+(b+c)"" (b +c+2a)+

+(c+a)"(c+a+2b)
We have:

(2)
2(@a+b)"? —(a+b)"*(a+b+2c)=(a+b)" (a-c)+(a+b)""(b-c);
20 +c)" —(b+c)"(b+c+2a)=(b+c)""(b—a)+(b+c)"'(c—a);

2c+a)"? —(c+a)"(c+a+2b)=(c+a)"*(c-b)+(c+a)"*(a—-b).
Since:

(a+b)™(a—c)+(b+c)" (c—a) = (a—c)|@a+b)" - (b+c)"*]=
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= (a—c)(a+b—b—c)[(a+b)n +(@a+b)"*(b+c)+..+(a+b)(b+c)"* +(b+c)”]2 0
and analogous:
(b+c)"*(b-a)+(c+a)"*(a—b)>0;
(c+a)"(c-b)+(@+b)"*(b-c)>0,
and by adding we obtain that the inequality (2) is true, so (*) is true.

We have equality iff a=b=c =%.

Remark. For n=2we obtain the problem J209, proposed by Marius Stanean and Mircea
Lascu, Zalau, Romania.

5. Problema lunii august 2012

Existd doua bijectii T, g:Z—Z astfel incat
x=f(x)+g(x), VxeZ?

Autor: Prof. Velcsov Gheorghe Ioan, Grupul Scolar ,,Traian Grozavescu” Nadrag, judetul

Timis

Solutie:

Autor: Prof. Gheorghe ROTARIU — Grupul Scolar ,,Al. Vlahuta” Sendriceni, jud. Botosani

Raspunsul este afirmativ. Pentru a determina (construi) cele doua bijectii, vom realiza o
partitie a mulfimii numerelor intregi nenule, partitie formatd din doud submultimi A si A,

( Z"=A,UA,, AANA, =0 ) pe care le vom construi inductiv.
Aceastd partitie este realizata cu ajutorul a doua functii (h) si (s) care vor fi definite mai jos.

In constructie intervine si multimea N * prin care se asigura pasii inductivi.
Pentru o mai buna vizualizare a celor doud submultimi, vom completa urmatorul tabel.
Facem urmatoarele precizari pentru o intelegere exacta a datelor din tabel:

1)Coloana mulfimii A, este completatd ,in jos” (in ordinea crescitoare a pasilor)
considerand numerele intregi nenule in ,ordinea™: 1,-1,2,-2,3,-3,... si considerand
(luand) elementele care nu au aparut pana atunci in multimea A, .

2 )Functia h este definita astfel: h :{(i , A )‘ ieN* a; €A, }—> Z, data de relatia:
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h(i,a;)=i-sgn(a;), VieN".
Functia h ,,actioneaza pe linie” iar imaginea ei este o submulfime a lui Z .

3)Functia S este definita astfel: S {(ai . h (i ,a; ))‘ ieN* }—)Z, data de relatia:

s(a;,h(i,a;))=a;+h(i,a;), VieN".
Elementele multimii A, se obtin adunand pe linie elementele celor doua coloane (A, si h).
Observatie. Definitia lui h este naturala pentru ca trebuie sa obtinem multimi disjuncte A, si
A, (adunam numere intregi pozitive intre ele si numere intregi negative intre ele, altfel exista
riscul sa obtinem elemente comune in cele doua mul{imi).

N * A, h A,

1 a;=1 1 b, =2

2 a,=-1 -2 b,=-3
3 a;=-2 -3 b,=-5
4 a,=3 4 b, =

5 as =4 5 b, =9

6 a,=—4 -6 b, =-10
7 a, = 7 b, =12
8 ag=6 8 b, =14
i a, i-sgn(a;) b; =a; +i-sgn(a;)

Observatie. In coloana A, , la pasul 3 nu putem lua elementul 2 care urma in ,ordinea

fireasca”, stabilitd mai sus, deoarece acest element a aparut la pasul 1 in coloana A, .
2
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Continuand in acest mod (dupa regula specificatd anterior), vom obtine doud multimi infinite
A, si A, astfelincat (Z°=A,UA,, A NA, =2 |

Nu ne ramane acum decat sa definim cele doua bijectii f si g care sa verifice identitatea din

enunt.
f,9:A UA,U{0}—Z.
=7
0, x=0 0, x=0
f(x)=1b;, x=a; €A, si g(x)=1-h(i.a;), x=a;€A,.
a,, x=b, €A, h(k,a,), x=b, €A,

Evident, f si g astfel definite, sunt bijectii de la Z la Z si verifica identitatea din
enunt.

x |[11-1]-2|3]4] -4]5 0f2]-3]-5]7]9 1'0 12
f(x)|21-3|-5]7]9]-10]12 ol1(-11-2|3)4|-4]|5
g(x) i 2|13|-4)-5] 6 |-7 O[1|-2|-3/4|5|-6]|7

F)+e(x) 1 fal213)4) -4]5 0l2]3|5|7]9] |12
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