
 

 

  

 

 
 

 

 

 

OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 

Etapa locală 

08.02.2020 

Clasa a VI-a 

1.  a) Arătați că numărul 𝑛 =  
1

1+2
+

1

1+2+3
+ …+

1

1+2+3+ …+2020
+

2

2021
 este 

număr natural. 

    b) Aflaţi cifrele nenule 𝑎 şi 𝑏 pentru care 
0,𝑎 𝑏          

0,𝑏 𝑎          =
𝑎+1

𝑏+1
. 

 

2. a) Fie 𝐴 =  𝑛 ∈ ℕ 236 < 𝑛 < 324  și 𝐵 =  𝑛 ∈ ℕ 248 < 𝑛 < 332 . Care 

dintre mulțimile 𝐴 și 𝐵 are cardinalul mai mare? (Numărul de elemente al unei 

mulțimi 𝑋 reprezintă cardinalul mulțimii 𝑋.) 

 

    b) Considerăm mulțimile 𝑋 și 𝑌. Care este cea mai mică sumă a elementelor 

mulțimii 𝑋, dacă sunt satisfăcute următoarele condiții? 

     i) 𝑋 ∩ 𝑌 = 𝜙; 

     ii) 𝑋 ∪ 𝑌 =  8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 ; 
     iii) dacă 𝑎 + 1 ∈ 𝑋, atunci 𝑎 ∈ 𝑌; 

     iv) card 𝑋 ≥ 3 (card 𝑋 reprezintă numărul elementelor mulțimii 𝑋). 
 

3.  Fie 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷,𝐸 și 𝐹 șase puncte coliniare (în această ordine) și un punct 

𝑂,𝑂 ∉ 𝐴𝐵. Arătați că: 

     a) dacă 2𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐷 și 2𝐶𝐹 = 𝐴𝐹 + 𝐸𝐹, atunci 𝐴𝐵 ≡ 𝐷𝐸; 

     b) dacă ∢𝐴𝑂𝐷 ≡ ∢𝐵𝑂𝐸 ≡ ∢𝐶𝑂𝐹, iar [𝑂𝐶 și [𝑂𝐷 sunt bisectoarele 

unghiurilor ∢ 𝐵𝑂𝐷, respectiv ∢ 𝐶𝑂𝐸, atunci 5 ∙  ∢ 𝐶𝑂𝐷 = ∢ 𝐴𝑂𝐹. 

 

4.  În interiorul unghiului 𝐶𝑂𝐷 se duc semidreptele ( 𝑂𝐴 și ( 𝑂𝐵 astfel încât        

( 𝑂𝐴⊂Int(∢𝐶𝑂𝐵) și 𝑂𝐵⊂Int(∢𝐴𝑂𝐷). Dacă  unghiurile 𝐴𝑂𝐵 și 𝐶𝑂𝐷 sunt 

complementare, (𝑂𝑀 și (𝑂𝑁 sunt bisectoarele unghiurilor 𝐶𝑂𝐴  respectiv 𝐵𝑂𝐷, 

se cere : 

     a) Arătați că măsura unghiului 𝑀𝑂𝑁 este aceeași, pentru orice unghiuri 𝐴𝑂𝐵 

și 𝐶𝑂𝐷 ce îndeplinesc condițiile ipotezei. 

     b) Dacă  ∢𝐶𝑂𝐴, ∢𝐵𝑂𝐴 și ∢𝐷𝑂𝑁) sunt invers proporționale cu numerele 

0,25; 0,2 și respectiv 0,1(6), aflați măsura unghiului 𝐴𝑂𝐵 . 
 

 

Notă: 

 Toate subiectele sunt obligatorii;  

 Fiecare subiect se notează cu 7 puncte; 

 Timp de lucru: 2 ore. 



Soluții și bareme de corectare orientative 

Clasa a VI-a 

Orice altă rezolvare se asimilează conform baremului. 

1.  a) 𝑛 =
1

2∙3

2

+
1

3∙4

2

+  …+
1

2019 ∙2020

2

+
1

1010
=

2

2∙3
+

2

3∙4
+  …+

2

2020 ∙2021
+

2

2021
= 

= 2  
1

2
−

1

3
+

1

3
−

1

4
+  …+

1

2020
−

1

2021
+

1

2021
 = 1 ∈ ℕ.                                                     (3p) 

 

     b) Condiţia din enunţ revine la 𝑎,  𝑏        ∙  𝑏 + 1 = 𝑏,  𝑎        ∙  𝑎 + 1 , adică la 

  𝑎 +
𝑏

9
 ∙  𝑏 + 1 =  𝑏 +

𝑎

9
 ∙  𝑎 + 1 , deci  9𝑎 + 𝑏 ∙  𝑏 + 1 =  9𝑏 + 𝑎 ∙  𝑎 + 1 , 

sau la 
9𝑎+𝑏

9𝑏+𝑎
=
𝑎+1

𝑏+1
.                                                                                                                    (2p) 

         Folosind proporţiile derivate, deducem că:  
 9𝑎+𝑏 − 9𝑏+𝑎 

9𝑏+𝑎
=
 𝑎+1 − 𝑏+1 

𝑏+1
, adică 

8 𝑎−𝑏 

9𝑏+𝑎
=

𝑎−𝑏

𝑏+1
 (*). Se vede că orice pereche de cifre identice  

(𝑎 = 𝑏) satisface relaţia.                                                                                                        (1p) 

Dacă 𝑎 ≠ 𝑏, relaţia (*) se mai scrie 
8

9𝑏+𝑎
=

1

𝑏+1
, adică  

8𝑏 + 8 = 9𝑏 + 𝑎, deci 𝑎 + 𝑏 = 8. Obţinem, pe lângă perechile deja găsite, soluţiile: 

𝑎 = 1, 𝑏 = 7;  𝑎 = 2, 𝑏 = 6;  𝑎 = 3, 𝑏 = 5;   𝑎 = 5, 𝑏 = 3;  𝑎 = 6, 𝑏 = 2 şi 𝑎 = 7, 𝑏 = 1. (1p) 

 

 

2.  a) 𝐴 are 324 − 236 − 1 elemente, iar 𝐵 are 332 − 248 − 1 elemente.                             (1p) 

Arătăm că 𝐵 are cardinalul mai mare, adică 332 − 248 > 324 − 236 . Această inegalitate se 

scrie echivalent 

332 − 324 > 248 − 236 , sau 324(38 − 1) > 236(212 − 1).                                                 (2p) 

Această inegalitate rezultă din înmulțirea inegalităților 

324 = 912 > 812 = 236  și 

38 − 1 = 94 − 1 > 84 − 1 > 212 − 1 > 0.                                                                        (1p) 

 

     b  8 ∉ 𝑋 ⇒ 8 ∈ 𝑌. Pentru ca suma elementelor lui 𝑋 să fie cel mai mic număr trebuie să 

avem că 9 ∈ 𝑋.                                                                                                                    (1p) 

Cum 𝑋 are cel puțin 3 elemente, rezultă celelalte 2 numere din 𝑋 sunt 11 și 13. Deci, 

𝑋 =  9, 11, 13  și 𝑌 =  8, 10, 12, 14 .                                                                               (2p) 

 

 

3.  a) Avem 2𝐴𝐶 = 𝐴𝐵 + 𝐴𝐷 ⟺ 2 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 =  𝐴𝐵 + (𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐶𝐷)  ⇒ 

⇒ 𝐵𝐶 = 𝐶𝐷.                                                                                                                       (2p) 

 Dar 2𝐶𝐹 = 𝐴𝐹 + 𝐸𝐹 ⟺ 2 𝐶𝐷 + 𝐷𝐸 + 𝐸𝐹 = 𝐴𝐵 + 𝐵𝐶 + 𝐶𝐷 + 𝐷𝐸 + 𝐸𝐹 + 𝐸𝐹  

⇒ 𝐷𝐸 = 𝐴𝐵 ⇒ 𝐴𝐵 ≡ 𝐷𝐸.                                                                                                 (2p) 

     b) Din ∢𝐴𝑂𝐷 ≡ ∢𝐵𝑂𝐸 ⇒ ∢𝐴𝑂𝐵 ≡ ∢𝐷𝑂𝐸.                                                                (1p) 

 Din ∢𝐵𝑂𝐸 ≡ ∢𝐶𝑂𝐹 ⇒ ∢𝐵𝑂𝐶 ≡ ∢𝐸𝑂𝐹.                                                                         (1p) 

Deoarece [𝑂𝐶 și [𝑂𝐷 sunt bisectoarele unghiurilor ∢ 𝐵𝑂𝐷, respectiv ∢ 𝐶𝑂𝐸 ⇒  

∢𝐴𝑂𝐵 ≡ ∢𝐵𝑂𝐶 ≡ ∢𝐶𝑂𝐷 ≡ ∢𝐷𝑂𝐸 ≡ ∢𝐸𝑂𝐹 ⇒ 5 ∙  ∢ 𝐶𝑂𝐷 = ∢ 𝐴𝑂𝐹.                       (1p) 

 

 

4. a) Notăm  ∢𝐶𝑂𝑀 =  ∢MOA =  𝑎, ∢𝐴𝑂𝐵) =  𝑧 și  ∢𝐵𝑂𝑁 = ∢ 𝐷𝑂𝑁 = 𝑏. 

Din ipoteză avem   ∢𝐶𝑂𝐷 + ∢ 𝐴𝑂𝐵 = (2𝑎 + 𝑧 + 2𝑏)  + 𝑧 =90°,                                (2p)                                   

de unde obținem 𝑎 + 𝑏 + 𝑧 = ∢ 𝑀𝑂𝑁) =45°=constantă.                                                (2p) 

   b) 2𝑎, 𝑧 și 𝑏 sunt invers proporționale cu 
1

4
 , 

1

5
  și 

1

6 
,  𝑎 + 𝑧 + 𝑏 =45°, deci  

2𝑎

4
 =

𝑏

5
=

𝑐

6
 . Se obține   ∢AOB =

225°

13
                                                                            (3p) 



                                                                                                                                                      

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


