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Nota: Fiecare subiect se puncteaza de la 0 1a 7 puncte. Se acorda numai punctaje
intregi. Orice alta rezolvare se asimileaza conform baremului.

Enunt subiect 1, autor Cristian Olteanu
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a) Aratati (i ——————— = 7(\/71 +1—+vn—1),unden € N*
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Detalii rezolvare Barem
asociat
) Ridicand la patrat, obti ! 1(\/ F1-va-1)
a 1dican apara,o llnem—=— n —Vn — (=
n+VnZ—1 2 1p
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1+ 2(B3- VD) + 2 (VE-V2) + Z(V5 - V3) + -+ Z(VaF 1 - Va—1)=
1+ 2 (VaFT+Vn-VZ—VT) = Z(VaF 1 +vn 1)

b) Aplicand a) obtinem 1 +

1 1 1 1 _V2( 550 4 50 1
\/E(\/2020+\/2018 + \/2019+\/2017) + Ti(m—m _ 1) 2 ( 2020 +v2019 1) P
Obtinem vVn + 1 ++/n = ¥2020 + V2019 = n = 2019 1p

Enunt subiect 2, autor Traian Preda
Fie ABCDA'B'C'D' un cub, M si N mijloacele muchiilor AA’, respectiv C'D’, iar O si O’
centrele fetelor BCC'B’, respectiv ADD'A’.

a) Demonstrati ca NO' L (B'CD")

b) Determinati sinusul unghiului dintre dreptele MO si NO'.

Detalii rezolvare Barem
asociat

a) NO' linie mijlocie in AAC'D' = NO' || AC’ 1p

ACB'D' tetraedru regulat = AG L (B'CD"),unde G centrul triunghiului B’CD’ 1p

C'CB’'D’ piramida triunghiulara regulati = C'G 1 (B'CD")

= AC' 1L (B'CD").Cum NO' || AC' = NO' L (B'CD") 1p




BC
b) Fie P mijlocul segmentului CC' = OP . m.in ABCC' = OP || BC si OP = -

) AD BC 2p

Analog MO’ || AD || BCsiMO' = - =5 MOPO'paralelogram =
MO || O'P = m(xMO,NO") = m(«x0'P,NO") = m(«XNO'P)
In ANO'P,NP = aV2,0'P = aV/5,iar NO' = aV/3,unde am notat AB = 2a 1p
Din reciproca teoremei lui Pitagora obtinem ANO'P dreptunghic in N

NP av2 10 1p
= sin(xNO'P) = = =

sin( ) 0P oz 5

Obs. La subpunctul b) se poate considera si Q mijlocul segmentului AB

Enunt subiect 3, autori Mihai Monea, Deva si Mihai Opincariu, Brad, G.M. 11/2019
Se considera multimea M = {a? + 2b?%|a, b € N} si N un numar natural. Daca 100n € M,

demonstrati ca 99n € M.

Detalii rezolvare Barem
asociat
100n=a’*+2b*>=a%?i2=>ai2=>b*i12>bi2 1p
Un patrat perfect poate fi de forma Mg, Ms + 1 sau M + 4 1p
Cum a? + 2b? : 5,convinedoara : 5sib:5=a=10xsib =10y = 1p
100n = 100x2 + 200y > n=x*>+2y’ >neM 1p
In=0Bx)2+2By)2 =>meM 1p
Dacinotim9n =c2+2d? =2 99n =11-9n = (32 + 12 + 1?)(c? + d? + d?) 2p

=Bc+d+d)?+ Bc—d)?+ (Bc—d)? + (d — d)? (Lagrange) =
99 = (3¢ +2d)> +2(Bc—d)>*=>99n e M

Obs. Alternativ 99n = (72 + 5% + 52)(x? + y? + y?), etc.

Enunt subiect 4, autor Traian Preda

Fie VABCD o piramida cu baza ABCD paralelogram. Consideram punctele P,Q pe diagonala
[BD] astfel incat BQ = DP = =%, M mijlocul muchiei [VD], iar N' € (VB)astfel incat VN =

3NB. Demonstrati ca:
a) (MPC)II(AQN)
b) RSI(MPC), unde R si S sunt mijloacele segmentelor [AM], respectiv [NC].

Detalii rezolvare Barem
asociat

a)DP = BQ = a = PQ = 4a.Construim VU || MP = PU =DP =a 1p
uQ _ VN _, RT.Thales 1p

UQ=4a—a=3a:>Q—B—ﬁ—3=>NQ | VU Il MP

AQ |l CP (AQCP paralelogram) = (AQN) || (MPC) 2p

b)Fie {0} = AC n BD = RO linie mijlocie iIn AAMC = RO || MC,MC c (MPC) 1p

= RO | (MPC)(1)

0S linie mijlocie in AANC = OS || AN,AN c (ANC) = OS || (ANC) || (MPC)(2) 1p

Din (1)si(2) = (ORS) | (MPC),dar RS c (ORS) = RS || (MPC)

1p
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