OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 21 februarie 2020
Solutii

Clasa a IX-a

1. (a) Fie m,n € N*, m numir par. Demonstrati ci daca v/2 < o, atunci
V2<m_ L
n mn
(b) Fie a € Q cu proprictatea ci v/2 < a. Demonstrati ca existd o' € Q, astfel
incat v2 < d < a.

Romeo Ilie
Solutie.

(A) 212 < M2 1 punct
22, M2 NUIMETE PATC . ...\ttt et e, 1 punct
2n2 <2 — 2 e, 1 punct
2§f—;—%<(%—#)2:\/§<%—$ ...................... 2 puncte

(b) Fie a € Q, a > /2. Exista p,q € N* astfel ca a = %’ = g—’q’.

Alegem o' = § — ﬁ € Q. Conform (a), V2 <d <a. ............ 2 puncte

2. Rezolvati in R ecuatia
3{z}? + 11{z} = Tz — 5.

Prin {z} am notat partea fractionara a numarului real z.
Ioana Masca

Solutie.
Fie z € R o solutie a ecuatiei.
0<{z}<1=0<3{a}’+1{z} <14=0<Tr—-5<ld=>2<a <

Deci [x] € {0, 1,2} . oo 2 puncte
1) [z] = 0. Atunci * = {z}. Se obtine ecuatia 3{z}* + 4{z} + 5 = 0, care nu are
SOIUG L. oo, 1 punct

2) [r] = 1. Avem z = 1+{x}. Obtinem 3{z}?’+4{z}—2 = 0. Ecuatia 322+42—2 = 0
are solutiile z; = _2%@ €0,1) s 20 = #ﬁ ¢ [0,1).

Rezulta solutia vy =1+ 2, = %ﬁ. ................................... 2 puncte
3) [x] = 2. Atunci z = 2 + {z}. Obtinem 3{z}* + 4{z} — 9 =0.

Ecuatia 32% + 42 — 9 = 0 nu are radacini in intervalul [0,1). ............. 1 punct

14++/10
.

In concluzie, ecuatia are o unica solutie: r1 = =, ....... ... ... ...... 1 punct



3. FieneNn>3keN 0<k<n-—2sia,as,..,a, € N*, distincte doua cate
doua. Demonstrati ca daca

n® +n+ 2k

aL+as+ ... +a, = B s

atunci printre numerele ay, as, ..., a, exista n — k numere naturale consecutive.

Romeo Ilie
Solutie.
Putem presupune a; < as < ... < a,. Atuncia; >4, i=1,n. .......... 2 puncte
Demonstram ca a; =4, 1t =1,n— k. ... 1 punct
Presupunem, prin reducere la absurd, ca exista p € {1,--- ,n — k} astfel incat
(p = Do e 1 punct
Atunci a; > 141, 4 =P, T o, 1 punct
Rezulta

“ _ n?+n n®+n n® +n+ 2k
da;=) it (n—p+1)= tn—p+1> +hk+1> ——
i=1 i=1 2 2

Contradictie. Deci numerele aq,as, - -+ ,a,_j sunt consecutive. ......... 2 puncte

4. Se da un patrulater ABC'D 1inscris in cercul de centru O si fie H, K ortocentrele
triunghiurilor ACD, respectiv BC'D. Fie L mijlocul laturii AB. Stiind ca O este
centrul de greutate al triunghiului H KL, aratati ca ABC'D este trapez isoscel.

Gazeta Matematica

Solutie.
(1) OH 4+ OK + OL = 0 (O este centrul de greutate al AHKL). ...... 1 punct
OH = OA +0C + 0D
(2)¢ ==& = = = (conform relatiei lui Sylvester). ........ 2 puncte
OK =0B+0C+0D
- —_— —
(3) OL = 3(OA + OB) (conform relatiei vectoriale a medianei). ......... 1 punct
— — — —
Din (1), (2) si (3) obtinem 2(OA+ OB) +2(0C +0D) = 0. ......... 1 punct
Fie M mijlocul C'D.
— — —
Avem OM = 1(OC + OD) (conform relatiei vectoriale a medianei).

Rezulta ﬁ = —§O~]\7 , deci punctele L, O, M sunt coliniare. ............ 1 punct
Dar OLLAB i OM LCD, deci AB||CD.
Rezulta ca ABC' D este un trapez inscriptibil, deci isoscel. ............... 1 punct



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 21 februarie 2020
Solutii

Clasa a X-a

1. Se considera functiile f : Z — Z, f(x) =2020z i g : Z — Z, g(x) = [ﬁ} , unde
la] este partea intreaga a numarului real a.
(a) Aratati ca go f = 1z, unde 1z este functia identica a multimii Z.
(b) Este g inversa lui f7 Justificati raspunsul!
Kk
Solutie.
(a) (go f)(z) =[2%] = [z] =, Ve €Z,decigo f=1z. ........... 3 puncte
(b) (fog)(z)=2020" [555], ® €Z. oo, 1 punct
(fog)(1) =0#1.
Rezulta f o g # 17, deci g nu este inversa lui f. ................... 3 puncte

. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

ain? ~ cos? )
QTSIE L 97T —ginx + cos .
Aurel Barsan

Solutie.
Aplicand inegalitatea mediilor, obtinem:
9-sinz | 9—cos’z > 24/9-sin®z—cos?w — \/Z V1 e R.

Egalitatea are loc pentru sin®z = cos®Z. ........coviiiiiiiiiiiil 2 puncte
sinz + cosz = v/2sin(x + 7)< V2,V zeR.
Egalitatea are loc pentru sin (x + %) =1 2 puncte

Rezulta ca, pentru orice x € R,

9-sin*z 4 9—cos’ T — gin g4 cosz < sin®z = cos
sin?z = cos®
sin(z + %) =1
date: S = {% + 2km, k € Z}. ............................................ 1 punct

2z isin(z+ %) =1. .. 2 puncte

Rezolvand in R sistemul { obtinem multimea de solutii ale ecuatiei



3. Fie n un numar natural nenul fixat. Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul

W00/an =y — 2
WO/ =z —x
W/ =g —y

Catalin Ciupala

Solutie.

Daca n este numar par atunci, prin adunarea celor trei ecuatii, obtinem
2019/xn+ 2019/_yn+ 2019/Zn — 0

Deducem ca x = y = z = 0 este solutia unica a sistemului. ............. 3 puncte
Daca n este numar impar, atunci inmultim prima ecuatie cu z, a doua cu y, a treia
cu z gi le adunam. Astfel, obtinem:

2019 2019
V2019 200 /n42019 4 PN/ on42019 — g ap 4 2y — py 4 22 — yz = 0.

Cum n + 2019 este numar par, rezulta ca © = y = z = 0 este solutia unica a
SIStemUIUL. ... 4 puncte

4. Se considera numerele complexe z1,z9 si 23, distincte doua cate doua, cu |z =
29| = |23] = 1. Stiind ca |2} + 23 + 23| = 3, calculati 27920 + 22020 4 22020),

Aurel Barsan

Solutie.

|23+ 23+ 23| = 3 = |23+ 25| +|73| deci exista a, b > 0 astfel incat 25 = az}, 25 = bz}.
Trecand la modul obtinem a=b=1. ......... ... ... ... ... ... ... 2 puncte
Notadm z = 2} = 25 = z3.

Cum |z| =1, exista a € [0,27) astfel ca z =cosa +isina. ............. 1 punct.
Numerele complexe distincte 21, 25 si 23 sunt radacinile cubice ale numarului z, adica
{21, 22, 23} = {20, 20¢, 2082}, unde 2y = cos § +isin g si e = cos %“ + isin %’T

e 2 puncte

Atunci
22020 | 52020 4 ;2020 _ |,2020(] 4 g2020 | SA040)| _ |,2020(1 4 o 4 £2)| = (... 2 puncte



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 21 februarie 2020
Solutii

Clasa a XI-a

1. In reperul cartezian Oy considersm triunghiul echilateral ABC. Aritati ci cel
putin una dintre coordonatele punctelor A, B sau C este numar irational.

kkk
Solutie.

Presupunem, prin reducere la absurd, ca toate coordonatele punctelor A, B si C
sunt numere rationale. Atunci aria triunghiului ABC,

1 TAa Ya 1
o[ABC] = §|A], unde A = |z yp 1],
ro yo 1
este un numar rational. ..... ... . 4 puncte

Dar ¢[ABC] = % € R\ Q, deoarece AB? = (z4 — z5)? + (ya — y)* € Q.
Contradictie. Deci cel putin una dintre coordonatele varfurilor triunghiului este un
numar irational. ... 3 puncte

a b

2. Se considera matricea A = (c d

) € My(R), cu det(A) = 0. Notam cu tr(A) =
a + d urma matricei A.

(a) Aratati ca daca tr(A) < 0 ecuatia X?°% = A nu are solutii in My (R).

(b) Ardtati ca daca tr(A) > 0 ecuatia X?%?° = A are exact doud solutii in My (R).

(c) Ardtati cd ecuatia X299 = A are o infinitate de solutii in My (R) daci si numai

daca A = Os.
Catalin Ciupala
Solutie.
(a) Presupunem ci existd X € My(R) astfel ca X202 = A,
Atunci [det(X)]?*?° = det(A) =0, deci det(X) =0. .....coooiiiiiiii 1 punct
Ca urmare, X% = tr(X)X, de unde A = X290 = [tr(X)]?°19X.
Rezulta tr(A) = [tr(X)]*°%° > 0. Contradictie. .................ccooooo. 1 punct

(b) Avem X220 = A & [tr(X)]?X = A. Atunci [tr(X)]**?*° = tr(A), de unde
obtinem tr(X) = 4+ *%/tr(A). Ca urmare, ecuatia matriceala data are doua solutii:
Xio= e e L 2 puncte

2020 /tT(A)2019



(c) Conform (a) si (b), dacd ecuatia X?°2° = A are o infinitate de solutii in My(R)

atunci tr(A) = 0. ..o 1 punct
Fie Xo € M3(R) o solutie a ecuatiei. Obtinem ¢r(X,) = 0, de unde X2 = O,.
Rezultd A = X3"0 = Oq. oot 1 punct

Matricele X (a) = (8 8

) , a € R, sunt solutii ale ecuatiei X?°2° = O, ... 1 punct

. Se considera sirul (a,),>1 cu a; € (0,1) si apq1 = 2 — 1, pentru orice n > 1.

(a) Calculati lir}rq .

(b) Calculati lim .

n—+oo 9n

Gazeta Matematica

Solutie.

(a) Se demonstreza prin inductie ca a, € (0,1),Vn >1. ............ .. 2 puncte
Functia f: R — R, f(x) = 2" este convexd. Rezulta 2° <x +1, Vz € (0,1).

Ca urmare, sirul (a,),>1 este strict descrescator. .................. ... 2 puncte

Atunci sirul (a,),>1 este convergent, cu limita L € [0,1). Numarul L satisface
relatia L = 2% — 1, obtinuta prin trecere la limitd in relatia de recurenti.

Rezulta L =0, deci lima, =0. ... ... 1 punct
(b) ap — 0 = lim 2= = lirf % =In2 ... 2 puncte

. Se considera numerele naturale nenule p si ¢ si numerele reale strict pozitive ay, as, ..., a,,
by, b, ..., by. Stiind ca

ay +ay + ... +a, =by +by + ... + 0,
pentru o infinitate de numere naturale n, aratati ca

ai +az + ... +a; =07 + b3 + ... + by,
pentru orice numar real x.

Aurel Barsan

Solutie.
Putem presupune ca a; < as < ... < ap si by < by < ... < b, Din ipoteza, deducem
ca exista un gir de numere naturale (n;),,, strict crescator, cu lim n; = oo, astfel

1—00
q

p
ca Z ay = Z by, Vi € N*. Presupunem a, < b,. Atunci obtinem
k=1 k=1

) p ak
1 = lim et G kzl(

by
AN S g T S )"
Zk:l k 1+ 2‘1 (b_k>




Contradictie. Analog, inegalitatea a, > b, este falsa. Deci a, = b,. ..... 3 puncte

p—1 q—1
Atunci Za;‘i = szi, Ve N . 1 punct
k=1 k=1

Repetand rationamentul, obtinem a,_; = b, si asa mai departe. In final, deducem
p=gqsia,="bg, ¥Vke{l,2,---,p}, de unde rezulta concluzia. ........ 3 puncte



OLIMPIADA DE MATEMATICA
Faza locala
Brasov, 21 februarie 2020
Solutii

Clasa a XII-a

1. Determinati functiile continue f : R — R care admit o primitiva F' : R — R cu
proprietatea ca F(x) = {f(z)}, ¥V € R, unde prin {a} intelegem partea fractionara
a numarului real a.

Romeo Ilie
Solutie.
F=f—[fl]=[f] continua. ........... ..o 1 punct
[f] continua = 3 k € Z astfel 1ncat [ ( )] = k: V T € R ............. 2 puncte
f(z) = F(z) =k VzeR = (F(z) ) Y,V eR. ... 2 puncte
Atunci exista ¢ € R astfel incat F(z)-e ™ =c— k: e ”, ‘v’ r e R.
Astfel, F(z) =ce® —k, Vo €R. .o 1 punct
Obtinem f(z) = ce®, Vx € R. Dar f(z) € [k,k+ 1), Vz € R.
Deducem ¢ = k = 0, iar f este functia identic nula. .................. .. 1 punct

1 1
2. (a) Arédtati c& [In(z?+ 2+ 1)dz = [ In(z? — z + 1)dx.
S 21

1
(b) Calculati [ In(z* + 32% + 4)dz.

-1

Ioana Masca

Solutie.
(a) Cu schimbarea de variabila z = —t, obtinem
1 -1 1
[ In(z?+z+1)de = [ In(t* —t+1)(-1)dt = f In(z? —x + 1)dz. .... 2 puncte
—1 1
(b) 2* + 32% + 4 = (a? +2) —2? = (2? +x—|—2)(:v —T+2). ... 2 puncte

1
[ In(z*+32*+4)dx = f In(z?+x+2) dx—l—f In(z?—z+2)dr = 2 f In(2?42+2)dx =
-1

————dx =

2 +x+2 x2+z+2 2+ +2

1
=2 {xln(x2+x+2)}_1— 20% to dx} :61n2—8+f 2ol d:r;—i—?f
1 “1

=7In2 —8+2V7 (arctg?’f + arctg{) .............................. 3 puncte



2

1\" 1

3. Fie I, = / (x — —) - —dx, n € N. Aratati ca

x x
1

3 n—1
2nl, =5 (5) —8(n —1)1,_2, pentrun > 2.

Gazeta Matematica

Solutie.
Fie n E N, n > 2. Integrand prln parti, obtinem
In—f(w—;) (1——)dm—f(x—%)n l(x—i-%)/dx ............... 2 puncte
1 1
2
:(x—%)nfl(x—k%) (n—1)f(z+ ) (x—%)nfzida:..........2puncte
1
n— 1 2 n—2 2
=33 S =) e (=)
=2 (%)n —An =1l o — (=D)L, oo, 2 puncte
de unde rezulta relatia de recurenta din enunt. ............... ... ... ... 1 punct

4. (a) Aratati ca orice grup cu 9 elemente este abelian.

(b) Exista vreun monoid necomutativ cu 9 elemente?
Andrei Cataron

Solutie.

(a) Un grup finit de ordin p?, unde p este un numar prim, este abelian. Prin urmare,
un grup cu 9 = 3% elemente este abelian. ............... ... .. ... ...... 2 puncte
(b) Exista monoizi necomutativi cu 9 elemente.

Exemplu.

Pe multimea M = {e, ay, as,...,as} definim legea de compozitie * prin:
a;xe=exa; =a;, Vie{l,2,--- 8}, sia;xa;=a; Vi,je{l,2,--- 8}

Legea * este asociativa, necomutativa, cu elementul neutru e.

Rezulta ca (M, *) este un monoid necomutativ. ..................... .. 5 puncte
Exemplu alternativ de monoid necomutativ cu 9 elemente:

(M, ), unde M — {(g i) }CMQ(Zg).




