
 

 

  

 

 
 

 
 

OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 

Etapa locală  

8 februarie 2020 
 

 

Clasa a XI-a 

 

1. a)Se consideră matricea 𝐴 =  
1 1 0

−1 1 0
0 0 1

 .Să se determine matricea 𝐴𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ∗. 

     b) Fie șirul  𝑥𝑛 𝑛≥1 dat prin condițiile 𝑥1 = 1, 𝑥𝑛−1 =  
𝑥𝑛

1−𝑥𝑛
, (∀) 𝑛 ∈ ℕ,  

 𝑛 ≥ 2.  Să se calculeze: 
1

lim ln ln !n
n

x n
n

 
  

 
. 

Cristian Moanță 

 

2. Fie 𝑋 ∈ ℳ2(ℝ) o matrice care verifică relația 𝑋3 + 𝑋 =  
1 3
3 9

 . 

a) Să se arate că det 𝑋2 + 𝐼2 > 0. 
b) Să se determine matricea 𝑋. 

Cătălin Spiridon  

3. Se consideră șirul (𝑎𝑛)𝑛≥1 definit prin 𝑎1 ∈ (0,1) și 𝑎𝑛+1 = 2𝑎𝑛 − 1, pentru 

𝑛 ≥ 1. Să se calculeze: 

a) lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 ; 

b) lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
; 

c) lim
𝑛→∞

𝑛 ∙ 𝑎𝑛 . 

Laurențiu Panaitopol G.M. nr. 11/2019 

 

𝟒.   Să se calculeze lim
𝑛→∞

  sin
𝑘

𝑛2
+ cos

 𝑘

𝑛
 

𝑛

𝑘=1

. 

 

 

Cătălin Spiridon  
     

Notă: 

Toate subiectele sunt obligatorii.  

Fiecare problemă se va nota de la 0 la 7 puncte. 

      Timp de lucru: 3 ore 

 



Soluţii clasa a XI-a 

1. a) Avem 

𝐴 =  
1 1 0

−1 1 0
0 0 1

 =  2 ∙

 

 
 

 2

2

 2

2
0

−
 2

2

 2

2
0

0 0
 2

2  

 
 

=  2 ∙

 

 
 

cos
𝜋

4
sin

𝜋

4
0

− sin
𝜋

4
cos

𝜋

4
0

0 0
 2

2  

 
 

 și prin 

inducție matematică se arată că 𝐴𝑛 = ( 2)𝑛 ∙

 

 
 

cos(𝑛
𝜋

4
) sin(𝑛

𝜋

4
) 0

− sin(𝑛
𝜋

4
) cos(𝑛

𝜋

4
) 0

0 0 (
 2

2
)𝑛

 

 
 

. 

b) Relația de recurență se scrie: 
1

𝑥𝑛
=

1

𝑥𝑛−1
+ 1, (∀) 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2. Cum 

𝑥1 = 1 > 0,  prin inducție concluzionăm că 𝑥𝑛 > 0, (∀) 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 1.                             

Din  
1

𝑥𝑘
=

1

𝑥𝑘−1
+ 1, (∀) 𝑘 ∈ ℕ, 𝑘 ≥ 2, dând valori lui 𝑘, obținem:  

 
1

𝑥𝑛
=

1

𝑥1
+ 𝑛 − 1 ⟺  𝑥𝑛  = 

1

𝑛
.                                                                                                  

Limita din enunț se scrie:  

lim
𝑛→∞

 ln 𝑥𝑛 +
1

𝑛
∙ ln 𝑛!  =  lim

𝑛→∞
 ln

1

𝑛
+

1

𝑛
∙ ln 𝑛! =

=  lim
𝑛→∞

 ln
1

𝑛
∙  𝑛!

𝑛
 = ln lim

𝑛→∞
 

𝑛!

𝑛𝑛  

𝑛

. 

Folosind criteriul raportului obținem lim𝑛→∞  
𝑛!

𝑛𝑛   

𝑛
  = 

1

𝑒
 .  

Concluzie:  

lim𝑛→∞  ln 𝑥𝑛 +
1

𝑛
∙ ln 𝑛! =  ln

1

𝑒
=  −1.                                                                            

 

2.  

a) Deoarece 𝑋 ∈ ℳ2 ℝ  ⟹ 

 det 𝑋2 + 𝐼2 = det (𝑋 + 𝑖 ∙ 𝐼2)(𝑋 − 𝑖 ∙ 𝐼2) = det 𝑋 + 𝑖 ∙ 𝐼2 ∙ det 𝑋 − 𝑖 ∙ 𝐼2 =

= det 𝑋 + 𝑖 ∙ 𝐼2 ∙ det 𝑋 + 𝑖 ∙ 𝐼2
            = det 𝑋 + 𝑖 ∙ 𝐼2 ∙ det 𝑋 + 𝑖 ∙ 𝐼2                   ≥ 0.(1) 

Dacă det 𝑋2 + 𝐼2 = 0 ⟹ det 𝑋 + 𝑖 ∙ 𝐼2 = 0. 

Fie 𝑋 =  
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

 ∈ ℳ2 ℝ ⟹ det 𝑋 + 𝑖 ∙ 𝐼2 =  
𝑎 + 𝑖 𝑏

𝑐 𝑑 + 𝑖
 = 



= 𝑎𝑑 + 𝑖 𝑎 + 𝑑 − 1 − 𝑏𝑐 = 0 și deci det 𝑋 = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1 și 𝑇𝑟 𝑋 = 0. Conform 

relației Cayley-Hamilton, obținem că 𝑋2 + 𝐼2 = 𝑂2 ceea ce este fals deoarece 

𝑋3 + 𝑋 = 𝑋 𝑋2 + 𝐼2 =  
1 3
3 9

  și deci, det 𝑋2 + 𝐼2 ≠ 0. (1) 

Din (1) și (2) rezultă că det 𝑋2 + 𝐼2 > 0. 

b)  

𝑋3 + 𝑋 = 𝑋 𝑋2 + 𝐼2 =  
1 3
3 9

  ⟹ det(𝑋3 + 𝑋) = det 𝑋 ∙ det 𝑋2 + 𝐼2 = 0 

însă det 𝑋2 + 𝐼2 ≠ 0 ⟹ det 𝑋 = 0 și conform relației Cayley-Hamilton, rezultă că 

𝑋2 = 𝑡𝑟(𝑋) ∙ 𝑋 ⟹ 𝑋3 =  𝑡𝑟(𝑋) 2 ∙ 𝑋 ⟹ 𝑋3 + 𝑋 = (𝑡𝑟2𝑋 + 1) ∙ 𝑋 ⟹ 

⟹ 𝑡𝑟 𝑋3 + 𝑋 =  𝑡𝑟2𝑋 + 1 ∙ 𝑡𝑟𝑋 = 𝑡𝑟3𝑋 + 𝑡𝑟𝑋. 

𝑋3 + 𝑋 =  
1 3
3 9

 ⟹ 𝑡𝑟 𝑋3 + 𝑋 = 10 și deci, 𝑡𝑟3𝑋 + 𝑡𝑟𝑋 = 10 de unde 𝑡𝑟𝑋 = 2 

deoarece funcția 𝑓: ℝ → ℝ, 𝑓 𝑡 = 𝑡3 + 𝑡 este strict crescătoare, deci injectivă și 

ecuația 𝑓 𝑡 = 10 are soluția unică 𝑡 = 2. 

Deci, 𝑋3 + 𝑋 =  𝑡𝑟2𝑋 + 1 ∙ 𝑋 = 5 ∙ 𝑋 =  
1 3
3 9

 ⟹ 𝑋 =
1

5
∙  

1 3
3 9

 . 

3.  

a) Prin metoda inducției matematice, se arată că 𝑎𝑛 ∈ (0,1), orice 𝑛 ∈ ℕ∗. 

Deoarece 𝑎𝑛 ∈ (0,1), conform inegalității lui Bernoulli, avem că 

 𝑎𝑛+1 = 2𝑎𝑛 − 1 =  1 + 1 𝑎𝑛 − 1 ≤ 1 + 𝑎𝑛 − 1 = 𝑎𝑛  și deci, șirul (𝑎𝑛)𝑛≥1 este 

monoton descrescător și mărginit, deci convergent. 

Fie lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑙 ∈ ℝ. Prin trecere la limită în relația de recurență, obținem că 

 𝑙 = 2𝑙 − 1, ecuație care are doar soluțiile 𝑙1 = 0 și 𝑙2 = 1 deoarece funcția 𝑓: ℝ →

ℝ, 𝑓 𝑙 = 2𝑙 − 1 este convexă, iar funcția 𝑔: ℝ → ℝ, 𝑔 𝑙 = 𝑙 este liniară. 

 Deoarece 𝑎𝑛 ∈ (0,1) și este descrescător, avem că lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 0. 

b) lim𝑛→∞
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= lim

𝑛→∞

2𝑎𝑛 −1

𝑎𝑛
= ln 2. 

c) Fie șirul (𝑥𝑛)𝑛≥1, 𝑥𝑛 = 𝑛 ∙ 𝑎𝑛  , 𝑛 ∈ ℕ∗ ⟹ 

𝑥𝑛 > 0 și lim
𝑛→∞

𝑥𝑛+1

𝑥𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑛 + 1

𝑛
∙
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= ln 2 < 1 și deci, lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 0. 



4. Fie șirul 𝑎𝑛 =   sin
𝑘

𝑛2
+ cos

 𝑘

𝑛
 𝑛

𝑘=1 , 𝑛 ∈ ℕ∗ ⟹ 𝑎𝑛 = 𝑒
ln   sin

𝑘

𝑛2+cos
 𝑘

𝑛
 𝑛

𝑘=1  

⟹ 𝑎𝑛 = 𝑒
 ln sin

𝑘

𝑛2+cos
 𝑘

𝑛
 𝑛

𝑘=1 . 

𝑓:  0, ∞ → ℝ, 𝑓 𝑥 = ln(sin 𝑥 + cos  𝑥) ⟹  

lim
𝑥→0
𝑥>0

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→0
𝑥>0

ln(sin 𝑥 + cos  𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→0
𝑥>0

ln(sin 𝑥 + cos  𝑥)

sin 𝑥 + cos  𝑥 − 1
∙ (sin 𝑥 + cos  𝑥 − 1)

𝑥

= lim
𝑥→0
𝑥>0

sin 𝑥 + cos  𝑥 − 1

𝑥
= 1 −

1

2
=

1

2
. 

Fie 𝜀 > 0. Deoarece lim𝑥→0
𝑥>0

𝑓(𝑥)

𝑥
=

1

2
, există 𝛿𝜀 > 0 astfel încît pentru orice  

𝑥 ∈ (0, 𝛿𝜀) să avem  
𝑓(𝑥)

𝑥
−

1

2
 < 𝜀 ⟹ (

1

2
− 𝜀)𝑥 < 𝑓(𝑥) < (

1

2
+ 𝜀)𝑥.(1) 

Deoarece 
1

𝑛
→ 0, există 𝑛𝜀 ≥ 1 astfel încît 0 <

1

𝑛
< 𝛿𝜀 , oricare ar fi 𝑛 ≥ 𝑛𝜀 .  

Pentru orice 𝑛 ≥ 𝑛𝜀 , avem 0 <
𝑘

𝑛2
<

1

𝑛
< 𝛿𝜀  pentru orice 𝑘 = 1, 𝑛     . 

Folosind relația (1) pentru 𝑥 =
𝑘

𝑛2
, obținem că (

1

2
− 𝜀)

𝑘

𝑛2
< 𝑓(

𝑘

𝑛2
) < (

1

2
+ 𝜀)

𝑘

𝑛2
⟹ 

(
1

2
− 𝜀)  

𝑘

𝑛2

𝑛

𝑘=1

<  𝑓(
𝑘

𝑛2
)

𝑛

𝑘=1

< (
1

2
+ 𝜀)  

𝑘

𝑛2

𝑛

𝑘=1

⟹  
 𝑓(

𝑘
𝑛2)𝑛

𝑘=1

 
𝑘
𝑛2

𝑛
𝑘=1

−
1

2
 < 𝜀 

⟹ lim
𝑛→∞

 𝑓  
𝑘
𝑛2 

𝑛
𝑘=1

 
𝑘
𝑛2

𝑛
𝑘=1

=
1

2
. 

 Deoarece lim
𝑛→∞

 
𝑘

𝑛2
𝑛
𝑘=1 = lim

𝑛→∞

𝑛(𝑛+1)

2𝑛2
=

1

2
, obținem că lim

𝑛→∞
 𝑓  

𝑘

𝑛2 =
1

4

𝑛
𝑘=1 . 

Deci, lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 𝑒
1

4. 

 

 

 



BAREM DE CORECTARE 

 Clasa a XI-a 

Problema 1  

a) 𝐴 =  2 ∙

 

 
 

cos
𝜋

4
sin

𝜋

4
0

− sin
𝜋

4
cos

𝜋

4
0

0 0
 2

2  

 
 

                                                        

        𝐴𝑛 = ( 2)𝑛 ∙

 

 
 

cos(𝑛
𝜋

4
) sin(𝑛

𝜋

4
) 0

− sin(𝑛
𝜋

4
) cos(𝑛

𝜋

4
) 0

0 0 (
 2

2
)𝑛

 

 
 

                          

  

2

p 

     1p 
 

 

 

 

     2p 

 

1 

b)Relația de recurență se scrie: 
1

𝑥𝑛
=

1

𝑥𝑛−1
+ 1, (∀) 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2. Cum 

𝑥1 = 1 > 0,  prin inducție concluzionăm că 𝑥𝑛 > 0, (∀) 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 1.     
                         

Din  
1

𝑥𝑘
=

1

𝑥𝑘−1
+ 1, (∀) 𝑘 ∈ ℕ, 𝑘 ≥ 2, dând valori lui 𝑘, obținem:  

 
1

𝑥𝑛
=

1

𝑥1
+ 𝑛 − 1 ⟺  𝑥𝑛  = 

1

𝑛
.                                                                                                  

 

Limita din enunț se scrie:  

lim
𝑛→∞

 ln 𝑥𝑛 +
1

𝑛
∙ ln 𝑛!  =  lim

𝑛→∞
 ln

1

𝑛
+

1

𝑛
∙ ln 𝑛! 

=  lim
𝑛→∞

 ln
1

𝑛
∙  𝑛!

𝑛
 = ln lim

𝑛→∞
 

𝑛!

𝑛𝑛  

𝑛

. 

Folosind criteriul raportului obținem lim𝑛→∞  
𝑛!

𝑛𝑛   

𝑛
  = 

1

𝑒
 .  

Concluzie: lim𝑛→∞  ln 𝑥𝑛 +
1

𝑛
∙ ln 𝑛! =  ln

1

𝑒
=  −1.                                                              

1p 

 

 

 

 

1p 

 

 

 

 

 

1p 

 

       

      1p 

TOTAL 7 p 

 

Problema 2  

a) det 𝑋2 + 𝐼2 ≥ 0                                                                                 1p                                  

          det 𝑋2 + 𝐼2 ≠ 0                                                                     1p 

b) det 𝑋 = 0                                                                                 1p 

𝑋3 =  𝑡𝑟(𝑋) 2 ∙ 𝑋                                                                   1p 

𝑡𝑟 𝑋3 + 𝑋 = 𝑡𝑟3𝑋 + 𝑡𝑟𝑋                                                      1p 

           𝑡𝑟𝑋 = 2                                                                                   1p 

Finalizare : 𝑋 =
1

5
∙  

1 3
3 9

                                                               1p              

2

p 

 

 

1 

TOTAL 7 p 

  



Problema 3 

a) 𝑎𝑛 ∈ (0,1), orice 𝑛 ∈ ℕ∗                                                                  1p  

          𝑎𝑛+1 ≤ 𝑎𝑛                                                                                1p 

          𝑙 = 2𝑙 − 1 are doar soluțiile 𝑙1 = 0 și 𝑙2 = 1                         1p 

          lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 0                                                                        1p 

b) lim𝑛→∞
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= lim

𝑛→∞

2𝑎𝑛 −1

𝑎𝑛
= ln 2                                            1p   

c) 𝑥𝑛 = 𝑛 ∙ 𝑎𝑛 ⟹ lim𝑛→∞
𝑥𝑛 +1

𝑥𝑛
< 1                                            1p 

Finalizare : lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 0                                                              1p           

2

p 

 

 

1 

TOTAL 7 p 

 

 

Problema 4  

𝑎𝑛 =   sin
𝑘

𝑛2
+ cos

 𝑘

𝑛
 = 𝑒

 ln sin
𝑘

𝑛2+cos
 𝑘

𝑛
 𝑛

𝑘=1𝑛
𝑘=1                           1p  

𝑓 𝑥 = ln(sin 𝑥 + cos  𝑥) ⟹ lim𝑥→0
𝑥>0

𝑓(𝑥)

𝑥
=

1

2
                                        1p 

lim𝑛→∞

 𝑓 
𝑘

𝑛2 𝑛
𝑘=1

 
𝑘

𝑛2
𝑛
𝑘=1

=
1

2
 2p 

lim
𝑛→∞

 
𝑘

𝑛2
𝑛
𝑘=1 =

1

2
 1p 

lim
𝑛→∞

 𝑓  
𝑘

𝑛2 =
1

4

𝑛
𝑘=1  1p 

Finalizare : lim𝑛→∞ 𝑎𝑛 = 𝑒
1

4 1p 

2

p 

 

 

1 

TOTAL 7p 

 

 


