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Clasa a Xl-a

1 1 0

1. a)Se considera matricea A = (—1 1 0).85 se determine matricea A", n € N*.

0O 0 1
b) Fie sirul (x,),>; dat prin conditiile x; = 1, x,,_1 = %, (V)n €N,

n = 2. Sa se calculeze: Iim(ln X, Lo n!j.

n—o n

Cristian Moanta

2. Fie X € M, (R) o matrice care verifici relatia X3 + X = (; g)

a) Si se arate ci det(X? +1,) > 0.
b) Sa se determine matricea X.
Catalin Spiridon

3. Se considera sirul (a, ), > definit prin a; € (0,1) si a,,;; = 2% — 1, pentru

n = 1. Sa se calculeze:
a) lim a,;
n—-oo
. an+1
b) lim ;
n—-oo an
c) limn-a,.

n—oo

Laurentiu Panaitopol G.M. nr. 11/2019

n—oo

n
§ _ k vk
4. Sase calculeze lim sin— + cos— |
11 n n

Catalin Spiridon

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se va nota de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore



Solutii clasa a Xl-a

/\/?

1 10 2
A=<—1 1 0>=\/7- -2
0 0 1

1. a) Avem

4

. Vs T
0 =ﬁ. —smz cosz
vz 0 0

2

T . T
O\ CoS — smz

\

) si prin

cos(n %) sin(n %) 0 \

o oIS

0

SlG o o

inductie matematica se arati ca A" = (v2)" - | — sin(n %) cos(n %) 0 |
0 o D

1

: g .1
b) Relatia de recurenta se scrie: —=—" 1, (V)neN, n=2.Cum
n n-1

x; = 1> 0, prin inductie concluzionaimcda x, >0, (V) n €N, n > 1.

Din xi = - L4, (V) k €N, k = 2, dand valori lui k, obtinem:
k k-1

l=lin-1e xn=1.

Xn X1 n

Limita din enunt se scrie:

_ 1 _ 1 1
lim (lnxn +—-lnn!> = lim <1n—+—-lnn!> =
n—-oo n n—-oo n n
1 n| nl
= lim (In——- V7l = In lim /—
n—-oo n n—-oo Tln
Folosind criteriul raportului obtinem lim,, _,, " nnT' =§
Concluzie:
: 1 1
lim,, (lnxn +;-lnn!) = ln; = —1.

2.
a) Deoarece X € M, (R) =

det(X? + L) =det[(X+i- L)X —i-L)]=detX+i-L) -det(X—i-I,) =

Daci det(X? +1,) = 0= det(X +i-1,) = 0.

FieX=(‘C‘ Z)EMZ(]R):det(X+i-Iz)=|a+i b |=

c d+i



=ad+i(a+d)—1—bc =0sidecidetX =ad — bc =1siTr(X) = 0. Conform
relatiei Cayley-Hamilton, obtinem ci X2 + 1, = 0, ceea ce este fals deoarece

X3+ X=X(X2+1,) = (; 3) si deci, det(X? + L) # 0. (1)
Din (1) si (2) rezultd ci det(X2 + I,) > 0.

b)

1 3

3 — 2 —
X3+X=XX +12)_(3 ;

) = det(X3 + X) = detX - det(X2 + I,) = 0

insd det(X? + I,) # 0 = detX = 0 si conform relatiei Cayley-Hamilton, rezulti ca
X=tr(X) - X=X3=tr(X) > X=X3+X=tr’X+1)- X =

=tr(X3+X)=r’X+1)-trX = tr3X + trX.

1 3

X3+X=(3 ;

) = tr(x* + X) = 10 5i deci, tr*X + trX = 10 de unde trX = 2

deoarece functia f: R — R, f(t) = t3 + t este strict crescitoare, deci injectivi si
ecuatia f(t) = 10 are solutia unica t = 2.

Deci,X3+X:(tr2X+1)-X=5-X=(§ g)=>x=§-(é (5;)

3.
a) Prin metoda inductiei matematice, se arata ca a,, € (0,1), orice n € N*.

Deoarece a,, € (0,1), conform inegalitatii lui Bernoulli, avem ca

Api1 =2 =-1=1+1D*"-1<1+4a, — 1= a, sideci,sirul (a,),> este
monoton descrescator si marginit, deci convergent.

Fie lim a,, = [ € R. Prin trecere la limita in relatia de recurenta, obtinem ca

n—oo

| = 2! — 1, ecuatie care are doar solutiile [; = 0 si [, = 1 deoarece functia f: R —
R, f(I) = 2! — 1 este convex4, iar functia g: R - R, g(I) = [ este liniari.
Deoarece a,, € (0,1) si este descrescator, avem ca lim,,_,, a,, = 0.

An+1 2%n —1

= lim

an n—oo an

=|n2.

b) lim, .,

c) Fiesirul (x,)y>1, %, =n-a, ,n€ N* =

. 1s Xn+1 . n+1 An+1 . . 1:
x, > 0silim = lim . =1In2 < 1sideci, lim x, = 0.
n—oo xn n—oo n an n—oo




o 5
4. Fiesirul a, = [[}-; (sm + cos £) neEN*=aq, =e

Yr=1ln (sin —+cos E)

In H’;=1(sinn—kz+cos %)
=a, =€
f:(0,0) - R, f(x) = In(sinx + cosVx) =

In(sin x + cosv/x)
f(x) - In(sin x + cosvx) _ i SINX + cosvx — 1

- (sinx + cosvVx — 1)

lim—— =
x->0 x x—0 X x—0 X
x>0 x>0 x>0
~ sinx +cosvx —1 1 1
= lim =1—==-
x—0 X 2
x>0
Fie & > 0. Deoarece limy_o 2% = %, exista §, > 0 astfel incit pentru orice
x>0
x € (0,6;) saavem [F2 - < e = C—a)x < f(0) < G+ )x.(1)

1 .o A A 1 . .
Deoarece == 0, exista n, = 1 astfel incit 0 < ~< 8., oricare ar fin = n,.

. k 1 .
Pentru orice n = n,, avem 0 < 5 <-< &, pentru orice k = 1, n.

: : k : | k k 1 k
Folosind relatia (1) pentru x = 5 obtinem ca (E —€) =< f (n—z) < (5 +¢) ==

(——e) L< f(—)<<—+e) LAt
k 2

k 1n2

k
= —
noo  wn K 2
k=172

1

netl) l obtinem cd 11m Y= f (:—2) ==

= lim

n—oo 2112

: n
Deoarece lim }}_; —
n—00 n

1
Deci, lim,,_,, a,, = ex.



BAREM DE CORECTARE

Clasa a Xl-a

Problema 1

V3 . V3
cos— sin—- O
4 4

a) A=+/2- —sin% cos% 0 1p
2
0 0o v
2
( cos(n %) sin(n %) 0 \‘
2p
. T T
A" = (V2)" - | —sin(n Z) cos(nz) 0
2
0 o &
2
b)Relatia de recurenta se scrie: xi = - L 1, (V)neN, n=>2.Cum 1p
n n—1
x; = 1> 0, prin inductie concluziondimca x, >0, (V) n €N, n > 1.
Din —=——+1, (V) k €N, k 2 2, dand valori lui k, obtinem:
k k-1
11 _1
;—Z+n—1<:>xn—n. 1p
Limita din enunt se scrie:
1 1 1
lim (lnxn +—-lnn!) = lim (ln—+—-lnn!)
n—-oo n n—-oo n n
1, n | n!
= lim (ln—- \/ﬁ) = In lim /—
n-—-oo n n—-oo nn 1p
Folosind criteriul raportului obtinem lim,, _,, " /nnT' = é .
_— 1 1
Concluzie: lim,, _,, (lnxn +— lnn!) = ln; = —1. 1p
TOTAL 7p
Problema 2

a) det(X?+1)=>0 1p
det(X?+1,) # 0 1p
b) detX =0 1p
X3 =(tr(X))?*-X 1p
tr(X3+X)=tr3X +trX 1p
trX =2 1p
- 1 (1 3
Finalizare : X = - (3 9) 1p
TOTAL 7p




Problema 3

a) a, €(0,1), oricen € N*

Ip
Api1 < Ay 1p
| = 2! — 1 are doar solutiile [; = 0sil, =1 1p
lim, . a, =0 1p
. An+1 . 2%n —1
b) lim,,_, = lim — = In 2 1p
n n—-oo n
¢) X, =n-a, = lim,_ x;“ <1 1p
Finalizare : lim,,_,, x, = 0 1p
TOTAL p
Problema 4
=11t (sinL + cos ﬁ) = gHkmtm <Sm7‘r+cos 7) 1p
f(x) = ln(smx + cosVx) = limy—o — [ _1 1p
x>0 * 2
_ S (5
k 1,2 2
1
Alj{}o Yk=1 Z=3 Ip
: 1
lim S0 f () =5 1p
1
Finalizare : lim,,_,,, a, = e4 1p

TOTAL

p



