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BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA a XI-a

1. (7p) Fie 4,Be M, (C) astfel incat 4° = B> =0, . Demonstrati c&
det(4+B)=0 < det(ABA+BAB)=0.

Dumitru Craciun
Solutie.
Avem (A+B) =(A+B)(A+B)=A+AB+BA+B* = AB+BA si

(A+B) =(A+B)’ (A+B)=(AB+BA)(A+B)= ABA+ AB* + BA* + BAB= ABA+ BAB.

Trecand la determinanti obtinem (det(A + B))3 = det(ABA + BAB) . Din aceasta egalitate se obtine ca
det(A+B) =0 & det(ABA+BAB) =0.

Barem.

(A+B) = AB+BA 2p
(A+BY =(A+B) (A+B)=ABA+BAB 2p
Finalizare 3p

2. Fie G multimea matricelor patratice de ordinul 3 care au elementele egale cu —1 sau 1.
a) (2p) Cate elemente are multimea G ?

b) (5p) Determinati multimea {det(4)/ A€G}.
Mihai Piticari
Solutie.
a) O matrice din multimea G are 9 elemente, fiecare dintre acestea putand lua doud valori

(-1 sau 1). Multimea G are 2° =512 elemente.
b) Fie A€ G. Din definitia unui determinant de ordinul 3 obtinem ca

det(A) - Z g(g)ala(l)aZG(Z)a3a(3) )

oES;
adica det(A) este o suma cu 6 termeni egali cu *1; rezultd cd —6<det(4)<6.
Adunand linia 1 la liniile 2 si 3 obtinem det(A) = det(B ) , unde B este o matrice care are pe

prima linie —1 sau 1, iar pe liniile a doua si a treia are 0, —2 sau 2. Scoatem factorul comun 2 de pe

liniile a doua si a treia si atunci det(A) = 4det(C ) , unde C este o matrice care are pe prima linie —1
sau 1, iar pe liniile a doua si a treia are 0, —1 sau 1. Cum det(C) e Z deducem cd 4 divide det(4),

prin urmare det(A) € {—4, 0, 4} )



111 11 1
Fie 4,=|1 1 1|si 4,=1 -1 —1|.Evident 4, 4,,-4,€G sidet(4,)=0,
111 11 -1

det(Az) =4, det(—Az) =—4. In concluzie, {det(A) /| Ae G} ={-4,0,4}.

Barem.
a) card(G)=2"=512 2p
b) AeG = —6<det(4)<6 1p
AeG = det(A)e{—4,0,4} 2p
Finalizare 2p
3. Se considera sirul (x,) _, x, = ;, VneN',
- o N’ + 4k

a) (3p) Sa se demonstreze ca lim x, =1.

n—>-+0

b) (4p) Sase calculeze lim x,".

n—>+0
Dan Popescu
1

1 1
< < s
\/n2+4n+4 \/n2+4k n?

<x, <1, VneN . Din teorema clestelui rezultd lim x, =1.
n+2 " ’ n—>+0

Solutie. a) Avem Vk e{1,2, ...,n}. Sumand aceste n relatii

obtinem

. .. n lim y,
siatunci lim x " =e™" ",

n—>+00

’91*5‘:”

b) Tinand cont de punctul a), limita cerutd se plaseaza in cazul

n n+l _
unde yn:n(xn—l):Z[L—lJ:Z 4k , VneN".

S\ n? 14k k:z(n+\/n2 +4k)\/n2 4k

Avem 4k < 4k < 4k Vke {1 2 n}
(n+\/n2+4n+4)\/n2+4n+4 (n+\/n2+4k)\/n2+4k (n+\/n_2)\/n_2’ S
Sumand aceste n relatii obtinem 21 (n * 1) <-y < M, VneN adica

(2n+2)(n+2) ! 2n-n

n+l n N . . 1 o 1

- <y,<———, VneN . Din teorema clestelui rezultd lim y, =—1,deci lim x," =—.

n n+2 n—>+o0 n—>+o0 e
Barem.

. n .
a) Obtine <x,<1, VheN . 2p
n+2
Finalizare lp
. .. lim y,

b) Avem cazul ”1%” si atunci lim x," = e unde y, =n(x, 1) lp

n—>+0

Obtine _ntl <y

<-—2  vneN 2p
n n+2

n

Finalizare lp




4. Spunem ci un sir de numere reale (x,)  are proprietatea (P) dacd (x,,)  este sir crescator si
(x,,),., este sir descrescitor.

a) (2p) Dati exemplu de un sir cu proprietatea (P) care nu are limita.

b) (Sp) Fie (x,) , unsir cu proprietatea (P). Dacd sirul (x,,) _ are limitd, demonstrati ca sirul
(x,) _, este convergent.

Viadimir Cerbu
Solutie:

a) De exemplu, sirul (x,) , x, =(-2)" are proprietatea (P).
2 . 2n—-1 . . .o
Avem x,, =2"" = +w §i x,,_, =-2""" — o0 , deci (x,)  nu are limita.

b) Cum orice sir monoton are limita si (x,, )n este sir crescator, rezulta ca existd

>1

lim x,, =/ si [, > x,. Analog, deoarece (x,, ) _

n—>+0 n=1

este sir descrescdtor, rezulta ca exista

limx,, , =1 s, <x.

n—>+o0
Fie lim x,, =/. Atunci orice subsir al lui (x,,) _ are limita /, deci lim x,, =/ si
n—+o N ’ " /nz1 n—to " ’
lim x,, ,=1.
n—>+00

Dar (x,,)  este subsir al sirului (x,, ),.,» deci lim x, =/ . Cum limita unui sir (in caz ca exista)

n—>+0

este unica rezultd ¢ /; =/. Similar, (x;, ;) _ este subsir al sirului (x,, ),.,» deci nlggo X, 3 =1,.

nx1
Unicitatea limitei conduce la [, =1, deci [, =1, =1.

Avem x,, > si x,,, =/, deciexista limx, =/. Cum x, </<x, rezultica /R ceea ce

n—>+w0

inseamna ca sirul (x,)  este convergent.

Barem.

a) Prezinta si justifica un exemplu 2p

b) limx, =/ si/ >x, 1p
limx,, =1 s, <Xx. 1p
L=1=I. 2p
Finalizare Ip

Notd: Orice alta solutie corecti se va puncta corespunzitor.



