OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa IX -a

PROBLEMA 1.

Sd se determine functiile f: N* — R cu proprietatea :

fO+2-f2)+3-fB)+..+n-fn)=f(n+1)—1,VneN"”

Solutie.

Pentru n=1 relatia devine f(2) = 1+ f(1). (1 punct)
Pentru n=2 relatia devine f(1) + 2f(2) = f(3) — 1 & f(3) = 3(1 + f(1)). (1 punct)
Pentru n=3 relatia data conduce la f(4) = 12- (1 + f(1)). (1 punct)

Prin inductie se aratd ca f(n) = %’(1 +f(1)), pentru oricen > 2. (unde n!=1-2-..-n)

(3 puncte)
Notand f(1)=a, unde a este un numar real, rezulta ca functiile cautate sunt:
i a n=1
f:N —>R,f(n)={n!(c;+l), n>2" (1 punct)

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa IX -a

PROBLEMA 2.

Sa se rezolve in R ecuatia:

Vx2+31x+ Vx+31 =x+ Vx+8

Solutie:

Jx(x+31)+ Vx+31 =Vx(Wx+ 1)+8
Vx+31 (Vx+ 1) =vVx(Wx+ 1) +8

Wx+1) (Vx+31 — Vx)=8

notim a= +Vx+31 sib= x

{(b+1)(a—b)=8 @{(b+1)(a—b)=8

a’? — b? = 31 (a—b)(a+b)=31
b+1 8 23b + 31

dar a#b = = — oa= = 15b%> +46b —33 =0
a+b 31 8

b = 11 b = 3 9

1 = 31 2 — 5 :X—ZS

Nota:

2p

2p

2p

1p

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa IX -a

PROBLEMA 3.

Fie rombul ABCD si punctele M € (AB),N € (BC), P € (CD). Sa se arate ca centrul de greutate al
triunghiului MNP apartine dreptei AC daca si numai daca AM + DP = BN.

Solutie:
Fie R mijlocul lui [NP] iar MR N AC = {G}
MG

Consideram TR =k, AB = aq, ter tee ees nee ees es ee e nee ees ee sae ees nee ees ee se ees ee aes see see een nee aes ee s LD
6= —— i+ ——ap -~ Mg K 1oy, ap
14k 1+k" 14k a 1+k 2
- AME . X (4B + BN)+ — " (4D + DP)
“1+koa 2(1+ k) 2(1+ k)
= AB + AB + k 5V ¢ + k AD + k__DP e
T (1+ka 2(1+ k) 2(1+k) a 2(1+k) 2(1+k) a
_( AM N k N kDP >_,+( kBN 4 k )ﬁ )
“\A+r0a’ 20+k) " 2a(d+k) 2a(1+k) " 20+ k) B 4

_ — ——

AC = AB + AD

AM__k _ kDP__ kBN  k
(1+ka 2(1+k)  2a(1+k) 2a(l+k)  2(1+k

E,R coliniari &

AM N kDP kBN
(1+k)a 2a(1+k) 2a(l+k)

k k
AM 4 5DP = SBN (5 o 2 3P

()
G centrude greutate & k=2 S AM +DP = BN ....ccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii, 1p

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa IX -a

PROBLEMA 4.

1. Se daunumerelex,y,z > 0pentrucarex +y + 2z = 2.

o . X=y y—-z zZ—X
a) Sase demonstreze ca + + =0
xXy+2z VZ+2x zZx+2y
o v z 9
b) Sa se demonstreze ca 4 > -
Xy+2z VZ+2x zZxX+2y 8

Barem
a)
x—y y—z Z-x x—y y—z zZ—x _ x-y y—z
xy+2z  yz+2x = zx+3y - xy+(x+y+z)z  yz+(x+y+z)x  zx+(x+y+z)y - (x+z)(y+z) (x+y)(x+2)
zZ—x _ x2—y?4y2-72472—x2 0 3p
G (12) Gt 1Dy 12)  reeererereeeerearerraraeraes
) x y z 0y z x — x y z 1( x+y +
xy+2z = yz+2x = zx+2y - xy+2z = yz+2x = zx+2y xy+2z = yz+2x = zx+2y T2 (x+z)(y+2)
y+z zZ+x )
.......................................... 1
Geis T wmos) Y P
Notam.x+y=a,y+z=b,z+x=c,a,b,c >0
1(a b c 1 a®+b%+c? _ 1 ab+ac+bc 11 , 1 1
O B N 1 T s 1
2(bc+ac+ab) 2 abc 2 abc 2a+b+c () P
1.1.1
PR 3 1 1,19
a b c
G2 > —— = -+ =4+ === (3 1
3 ~ a+b+c a+b+c_4() P
1,2),3) «x z 9
= 4 > e, 1p

xy+2z  yz+2x  zx+2y ~ 8

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa X -a

PROBLEMA 1.
Fie numerele complexe z,, z,, ..., Z,y,, , fiecare avand modulul egal cu 1 si z, +Z, +...4+ Z,,,, =0. Sa se

2020

arate ca Z|Z—Zk| >2020vzeC.
k=1

Solutie:

. . T — .1 1
Din z, + 7, +...4 Z,p0 = 0 rezultd 7, + 7, +...4+ Z,p,, =0, deci —+—+...+
Zl 22 Z2020

=0 (2p)

2020 2020
Dlz-z|=2al
= P}

z 2020
E

k=1

z
——1‘ (2p)
Zk
2020 7
—-1=>
Zk l‘

Folosind inegalitatea triunghiului avem >
k=1

=2020 (3p)

2020
Zz(i+i+...+ 1 ]—2020
22

k=1 Zl Z20201

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locald - 01. 02. 2020

BAREM DE CORECTARE - Clasaa X —a

PROBLEMA 2.

Determinati X, Y € (0, +oo) astfel incat

Solutie:

Notam Ig x — 1g 2020 =a si Ig y — Ig 2020 =b
Avem Ig(ﬁj =lgx-lgy=a-b. (1p)
y

Ecuatia devine (a - b)?= -3ab , adica a®+ ab + b>=0. (3p)

2

a
daca b # 0 atunci avem ecuatia (E) + (3) + 1 = 0,nu are solutii reale

decib =10
Solutia unica a acestei ecuatii omogene este a = b = 0. (2p)

Decix =y =2020. (1p)

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa X -a

PROBLEMA 3.

Rezolvati ecuatia 3/4x—5+%/x—2=%/2x-1 R
Solutie:

Observam ca x=2 este solutie. (1p)

1 : e L
Deoarece x = > nu este solutie, putem imparti ecuatia prin 3/2x—1 .

Obtinem 5\/4)“5+5\/X_2 1. (1p)

2x—1 2x -1 -
Deoarece X =2 _p__3 si x-2 _1f, 3 putem nota __3 (2p)
2x-1 2x-1 2x-1 2 2x -1 2x -1

Ecuatia devine 3/2+t +51/%(1+t) =1 (*).

) 11 . 5 . C
Deoarece functia f(t) =3/2+t +5 §(1+ t) este strict crescdtoare pe R , ecuatia (*) are solutia unica

t=-1.

Deci x=2 solutie unica. (3p)

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasaa X —a

PROBLEMA 4.

Sa se determine functia f: R — (0, +o0) care verifica simultan conditiile :
a) f(x)<5" vxeR

b) f(x+y)<f(x)-f(y) vxyeR

Solutie :

Logaritmam in baza 5 ambele relatii si obtinem :

log(f(x))<x si logs(f(x+y))<log,(f(x))+log,(f(y) VX yeR

Notand g(x)= log4(f(x)) avem g(x) <x (1)si g(x+y)<g(x)+g(y) VxyeR (2)
Din (1) rezulta g(0) < 0 si din (2) pentru x=y=0 rezulta g(0) > 0, deci g(0) =0 ................

Din (2) pentru y = - x avem 0=g(0) < g(x)+g(-x), adica g(X) > - §(-X) «ceerererrerieririninnennns

Din (1) g(-x) < - x, adica -g(-X) > X, d€CT Z(X)ZX. 1oererirrinrierieriesiesiesiesieseseseeseeseeseessessesrens

In concluzie g(x)=x, adica f (X) =55 VX ER oo e

Nota:

(2p)

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI -a

PROBLEMA 1.
Fie A € M,(R*),n € Nimpar
Dac3d A- A = I, ardtati ca det(4%? — I,,)) = 0,unde A! este transpusa maticei A

Solutie:

det(A? —I1,) = det(A> —A-AY) =det(A) -det(A—AY) (1) coiiiiiiiiiiiiiiiiiieee 3p

Dar det(A — A) = det(A — AY)t = det(At — A) = (—1)"det(A — AY) = —det(4 — AY)

5 AEt(A = AY) = 0 oo 3p

)
S5 AE(AZ = 1) = 0 ooeeeeee e

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI -a

PROBLEMA 2.
Se considerd sirul (ay)ns1 cu a; € (0,1) si apeq = 2% —1 pentrun > 1. Sa se calculeze:

Apy1

a.) lim a, b.) lim
n—oo n—-oo an

Gazeta matematica
Solutie:
a.) Searaticia, € (0,1), Vn € N*
Deoarece a1 — a, = 2% —1— a, <0,Vvn € N* = sirul (a,),», este strict descrescator.
deci SiTUl (Ap)ns1 €SEE COMUETGONE  .voveeiiieie ettt bbb 2p

Fiel = lim a,

n—oo

Trecand la limiti in relatia de recurents, obtinemcil= 2! -1 =1[1=0 saul=1

Cum sirul este descreSCator, | = 0. ..o e 2p
b.)
lim 241 = |jm 222 = In2
n—-oo dn n—oo an
............................................................................................................................................... 3p
Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI -a

PROBLEMA 3.
Determinati toate multimle A = {A, B, C} cu proprietatile:

i) A,B,C € M,(R) nesingulare;
ii.) VX,Y € A = XY € A.

Solutie:

FieX € A, X+, = X" €e AVvn € N = Ip,q € Na.il. XP = X1

=>Xp_q=12=>12chl$X,IZchl ................................................... 2p
1) DaciX? = I,,fie A= {I,,X,Y} = {I,,X,Y?, XY} = {X,],,XY}

Deci, XY =Y =Y = L, contradictie ...........ccooiuiiiiiiiiiiiiiiie i Ip
2) DacaX? # I, cumX? # X = X3 =1, deci, A = {I;,X,X?} oooiiiiiiiiiiinl 1p

Determinim toate matricele X cu X3 = I,
detX) =1, X>-Tr(X)' X+ L, =0, =2 X*=Tr(X): X—- I, =
XB=Tr(X) X2 —-X=>L=TrX)Tr(X)X—-L)—X > Trx)?*-DX= TrX)+ 11,

DacA Tr(X) = -1 = X2+ X+ I, = 0,

. _(a b a+d= -1 s e g .
FieX = (c d) = {ad Cbe =1 = exista o infinitate de matrice X ..................... 2p
Daca TT'(X) = -1 = (TT(X) — 1)X =1, = X= m - I Sl
det(x) =1 = (Tr(;) 1) =1 = Tr(x) =2sauTr(x) = 0 caz care nu convine ......... Ip

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XI -a

PROBLEMA 4.

Fie f,g : [0,1] = R doua functii monotone. Sa se arate ca existd ¢ € (0,1] astfel incat:

flc)+g(c) + sin%

Procedam prin reducere la absurd

Presupunem
fx)+gkx) = sini VX € (0,1] oo 2p
Fie sirul
1
(Xpnzrcuxy, = 7——n =21 = sin—= (-1)" vne N’
5 + nn Xn
Sirul (V)1 Yn = (—1)™ nu este convergent (1) oo 2p

Fie sirurile (ap)ns1 Si (bp)ns1,unde a, = f(x,) si b, = g(x,) Vn =1 sunt monotone si

MArZINIte, dECT CONMVEIZENLIE. ...eiiuiiiiiiiiiieiieriieeteeette et eeette et e stteebeesiteebeesseeesbeesseesnbeesaeeensesanneeannes 2p
Asadar (a,, + by)ns1, este convergent contradictic Cu (1). ..ocoveververieireniereieee e 1p
Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasa a XIl —a

PROBLEMA 1.
51
4
X
Sa se calculeze f dx
CoS x
3T
4
Solutie:
px)=2n—x; @ Y(x)=2m-x;
5m 3n st 5m st
4 4 4 4 4
T—X 2T
f ] j =f - j ...... 3p
cosx sX cos x cos x
3T 51 3T T T
4 4 4 4 4
5T 5m V2
4 4 2
f f CoS X d = f 1 dt =
cos x 1 — sin2x x=n t2—1 -
3n 3n V2
4 4 2
V2 V2
N | I ikl
2 ev1l|lvz T 20 vz |
- -7 Tl
2
T |W2+1 T 2
= ——=In =——In(V2+1) = =7In(VZ 4+ 1) ees oo A
i = - Jin(2 4 1) = a2+ ) »

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA

Etapa locald - 01. 02. 2020

BAREM DE CORECTARE - Clasa a XIl —a

PROBLEMA 2.

Pentru m,ne N notdm | =

O ey

Solutie (barem de corectare)

Nota:

V4
Functia tangenta este crescatoare pe [0, Ej rezultd cd 0 <tgx<tgl Wxe [0,1],

deci 0 <tg®°x < (tgl)zozo VX e [0,1] ....................................................................................
Atunci
1 1 t 1 2020 .
0< 1 o0 = J x"tg**xdx < (tg1)™* jx”‘dx - (to1)™ —0,= lim 1,050 =0 .........
Y 0 0 m-+ m>
. V3
Fie o € Rastfel incat Z L L ettt e ete et st et e ee et seneae s aeeeananas
1 1 1 1

Lin= fxtg”xdx > fxtg”xdx >a ftg”xdx >a f tg"adxZ2a=a(l—a) .........

0 a a a

Cumtga >1sil—a >0 avem ML =00 s
n—owo -

x"tg"xdx . S3 se calculeze lim I o, si lim 1, .
m—o n—oo

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasa a Xl -a

PROBLEMA 3.

Consideram H,, H,, H; subgrupuri ale lui (C*, -) avind m, n respectiv p elemente, unde (m,n) =1,

(n,p) = 1si (m,p) = 1. Sa se determine numarul elementelor multimii H;, U H, U Hs.

Solutie:
H subgrup cu n elemente a lui (C*, -)
H= {x,x5,.., X, }p = H= {xx1,xXx5,..., XX, }= {X1,%3,..., X, } pentru Vx e H =
= (xx)(xxy) o (Xxx,) = X1%9 o Xy = X" =1 = H=Up ceeeevcevvveeee0a . 2P
Daca (m,n) = 1si x, radacina comuna a ecuatiilor
xM=1six"=1 = 3Fkl € Zsil=km+Iln=
Xg = xEMH = (XTI (XY =1 e e el 3D
Daca notam n(A) numarul de elemente ale multimii A=
n(H, UH, UH;) =
=n(H,) + n(H;) + n(H;) —n(H,N H,) —n(H,N H3) —n(H,N H3) + n(H,N H,N H3)

=m+n+p-—2 N1 £

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald - 01. 02. 2020
BAREM DE CORECTARE - Clasa a Xl -a

PROBLEMA 4.

2 2
Fie Auninel si @,b € Acu proprietatea ca a>+b” =ab. S& se arate c3 (ab) =b%a’ si (ba) =a’b®.

Solutie (barem de corectare)

Din ipotezd obtinem: E:l(c’:l2 +b2) = azb,(az +b2)b = ab? si prin adunarea celor dou3 avem

R R N R 2p

Din a’ (a’ +b”)=a% sidin (1) obtinem a2 =—a* —b*,(2) w.occurvurrriccdp
b(a®+b*)a=baba=ba’+b’a= (ba)’ g(ba)2 ——a*—b* e 1p
g(ba)2 5 1p

(ab)’ = (a2 +b?)" =a* +b* +a’h® +b’a’ =a* +b* —a’ ~b* +b%a’ =b%a’ .....2p

Nota:

IFiecare corector acordd un numdr intreg de puncte;
20rice altd rezolvare corectd se puncteazd corespunzdtor;



