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INTRODUCERE

>’ Matematician nu este cel ce stie matematicd,
ci cel ce creeaza matematica’’
Grigore C. Moisil

Fibonacci

(1175 -1240)



Fibonacci a fost unul dintre cei mai mari matematicieni ai evului mediu. S-a
nascut in Italia, in orasul Pisa, faimos pentru turnul sdu inclinat, care parca sta sa cada.
Tatal sau, Bonacci Pisano, a fost ofiter vamal 1n orasul Bougie din Africa de Nord, astfel
ca Fibonacci a crescut in mijlocul civilizatiei nord-africane. A cunoscut astfel multi
negustori arabi si indieni (deoarece a facut multe calatorii pe coastele Mediteranei) de
unde a deprins stinta lor aritmetica, precum si scrierea cifrelor arabe.

In 1202 revine in Italia unde publicd un tratat de aritmetica si algebra intitulat
“Incipit Liber Abacci” ( compositus a Leonardo filius Bonacci Pisano). In acest tratat
introduce pentru prima data in Europa sistemul de numeratie arab, cifre pe care le folosim
si in zilele noastre: 0,1, 2, 3,...,9.

In 1220 publica “Practica Geomitriae”, un compendiu de rezultate din geometrie
si trigonometrie, apoi in 1225 “Liber Quadratorum” in care studia calculul radicalilor
cubici. Cartile lui Fibonacci au cunoscut o larga raspandire asa ncat timp de peste doua
secole au fost considerate sursele cele mai competente in domeniul numerelor.

Pentru a intelege mai bine situatia din acele vremuri trebuie sa aruncam o privire
pe matematica in Europa si in Orient.

Matematica araba

Imperiul arab, odatd cu aparitia Islamului (sec VII), se extinde foarte repede
cuprinzand Orientul Apropiat, o parte din Asia Mica si Centrald, ajungand pana la Valea
Indului, nordul Africii si Peninsula Iberica. Se ridicd importante centre culturale ca:
Bagdad, Samarkand, Buhara, Horezm, Damasc, Cordoba, Granada, Sevilla, Toledo, dupa
ce in prealabil fusese distruse Ispahanul, Persepolis si Alexandria.

Matematica araba este matematica creatda sub dominatia araba, nu neaparat
apartinand arabilor, deoarece putini dintre matematicienii arabi erau de origine araba dar,
au asimilat foarte repede cultura Orientului precum si cea Elend pe care le transmit In
diverse parti ale imperiului. Primul mare matematician arab a fost

Al-Horezmi (780 — 850). Din opera sa se detaseaza “Algebra” structuratd pe 4
capitole (Solutiile ecuatiilor, Calculul dobanzilor, Geometria, Algebra testamentard). 4/-
Horezmi a fost primul matematician care a stabilit reguli pentru adunare, scddere,
multiplicare si divizare cu noile numere arabe. De la el provine cuvantul algoritm
(incercati sa spuneti numele AI-Horezmi repede de cateva ori!). Intr-un alt tratat “Stiinfa
transpunerii si a reducerii”, specificd procesul manipuldrii ecuatiilor algebrice, “al-
jabr”, a ajuns la noi ca algebra.

Abu Kamil (900), nascut in Egipt, este continuator a lui Al-Horezmi. In “Cartea
raritatilor din aritmetica” se ocupd cu rezolvarea in numere intregi a sistemelor liniare
nedeterminate.

Abu Wafa (940 — 997) s-a ocupat cu geometria practica. In lucrarea sa “Cartea
perfecta” expune bazele trigonometriei, inclusiv teorema sinusurilor. De asemenea
rezolva probleme de trigonometrie sferica, utilizand cu predilectie functia cotangenta.

Al-Hazem (1000) prin “Cartea opticii” este un precursor al acestei stiinte. Tot el
formuleaza axioma lui Pasch si Incearca demonstrarea postulatului V al lui Euclid.

Omar Al-Khayyam (1048 — 1123), este primul matematician care expune o teorie
generala a ecuatiilor de gradul III.Recent a fost descoperit un memoriu al sdu asupra
operei lui Euclid. Omar Al-Khayyam, conducdtorul observatorului astronomic din



Ispahan, s-a ocupat si cu “patrulaterul Saccheri” (care, de drept ar trebui numit
patrulaterul lui Omar), apoi a dat prima formulare a axiomei lui Arhimede. Era vestit si
ca poet.

Al-Biruni (973 — 1048), persan de origine, este cel care in 1030 introduce cercul
trigonometric. Tot el calculeaza lungimea meridianului terestru la 41.550 km.

Nassir ed Din al Tusi (1201 — 1274), conducatorul observatorului astronomic din
Maraga, s-a acupat cu teoria paralelelor. In “Tratatul despre patrulaterul complet” a ficut
o expunere integrala a rezolvarii triunghiurilor (plane si sferice).

Al-Kashi (1400), iranian de origine, in “Cheia aritmeticii” se ocupa cu formula
binomului si cu extragerea de radacini. S-a ocupat intens si de calcule aproximative, iar in
“Tratatul despre circumferinga” din 1424, da valoarea numarului 7 cu 16 zecimale
exacte.

De aici, matematica si in general cultura araba decade.

Matematica evului mediu.

Cruciadele (campanii pentru recucerirea locurilor sfinte), prilejuiesc stabilirea de
legéturi cu cultura arabd musulmand (mai ales in Spania si Sicilia) precum si cu Bizantul.

Dupa ce Spania este recuceritd de mauri, Toledo devine centru cultural de
prestigiu. In acest moment incep traducerile din araba. Printre primii traducitori este
englezul Adelard de Bath (1100) care, deghizat ca student mahomedan la Cardoba
traduce din limba araba “Elementele” lui Euclid si1 “Algebra” lui Al-Horezmi, iar din
limba greaca, opera lui Pfolemeu. Din aceeasi perioadd se remarca si alfi traducatori ca:
loannes din Sevilla i Gerardo din Cremona (1114 — 1187) care au tradus circa 80 de
lucrari clasice din limba araba . Ambii au lucrat la Toledo.

Secolele XII — XV reprezinta perioada de asimilare a matematicii antice si a celei
orientale.

Leonardo da Pisa, este pe drept considerat primul mare matematician original
al Europei. In numeroasele sale calitorii (Egipt, Siria, Grecia, Sicilia) ia contact cu cu
cultura elena si cea araba .

Liber Abaci — o carte remarcabila
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Povestea numerelor apare in Italia in 1202, o data cu aparitia cartii Liber Abaci,
scrisd de Leonardo Pisano, pe atunci in varstd de 27 de ani. Cartea, are 15 capitole, si
sunt scrise in intregime de mana, tiparul aparand 300 de ani mai tarziu. Leonardo, a fost
inspirat sd scrie cartea dupa o vizitd la Burgia, un oras prosper Algerian, unde tatdl sdu
era consul de Pisa. In acest timp, Fibonacci a invitat secretele sistemului de numere indo-
arab, pe care arabii l-au introdus Tn Vest in timpul cruciadelor.

Cartea a atras numerosi adepti in randul matematicienilor din Italia, precum si din
restul Europei. Liber Abaci, a dezvaluit oamenilor o cu totul altd lume, unde numerele au
inlocuit literele.Fibonacci incepe cartea cu notiuni despre identificarea numerelor, de la
unititi la cifra zecilor, a sutelor, a miilor etc.In ultimile capitole gisim calcule cu numere
intregi si fractii, regulile proportiilor, extrageri de radacini patrate si de ordin superior,
apoi se prezintd solutiile ecuatiilor liniare §i patratice.

Liber Abaci era plind cu exemple practice: calcule de contabilitate financiara,
calculul profitului, schimbul de bani, conversia greutatilor, calculul Tmprumutului cu
dobanda (interzis in acel timp in diverse locuri ale lumii).

Desi era cunoscut in anul 1000, si desi Liber Abaci a explicat avantajele, sistemul
de numarare, indo-arab, nu a prins la scara mare pana aproape in 1500 e.n. Motivele au
fost, in mare parte doud. Primul tine de inerfia umana si rezistenta la schimbare a omului,
pentru ca invatarea unui sistem radical nou cere timp si de faptul ca biserica catolica din
acea perioada considera cifrele arabe de origine pagana. Al doilea motiv este de natura
practica, deoarece era mult mai usor sa se comita fraude. Era tentanta schimbarea lui 0 in
6 sau 9, iar 1 putea fi usor inlocuit cu 4, 6, 7, sau 9 (de atunci europenii scriu 7 cu
codita!).

Desi noile numere au aparut in Italia, Florenta a emis un edict in 1229 prin care
interzicea bancherilor folosirea simbolurilor “infidele”. Ca rezultat, multi dintre cei care
voiau sa invete noul sistem se deghizau in musulmani.

Originea sistemului de numere

Putem aprecia succesul lui Fibonacci cu Liber Abaci doar daca privim cum a
evoluat societatea, din punctul de vedere al numerelor, pdna la el. Masurarea si
numararea au aparut cu cateva zeci de mii de ani inaintea lui Hristos. Oamenii au
infiintat primele asezari pe malurile Tigrului si Eufratului, Nilului, Gangelui, Indului si
Amazonului. Fluviile erau folosite pentru comert si transport, iar aventurierii au
descoperit marile si oceanele unde se varsau apele. Calatoriile pe distante lungi cereau
masurarea timpului si calcule precise. Preotii erau de obicei astronomi, iar din
astronomie a venit matematica .

In 450 i.e.n. grecii au inventat un sistem numeric alfabetic, care folosea cele 24 de
litere ale alfabetului grecesc si alte trei litere, care mai tarziu au disparut. Fiecare numar
de la 1 la 9 avea propria litera, la fel si multiplii de 10. Alfa, Tnsemna 1, iar “ro”
reprezenta 100. Astfel, 112 se scria “ro-deca-beta”. Acest sistem se putea folosi cu
greutate pentru calcule. Abacul, era cel mai vechi aparat de numarat din istorie.

Un occidental, matematician din Alexandria, Diofantus, prin 250 e.n. a sugerat un
sistem de numere comparative cu sistemul de litere. Remarcabilele sale inventii au fost
ignorate vreme de 1500 de ani. Pand la urma, lucrarea sa a fost recunoscutd cum se



cuvine §i a jucat un rol important in algebra secolului al XVII-lea. Ecuatiile algebrice, de
forma ax+ by = c, se numesc “ecuatii diofantice”.

<

Piesa centrald a sistemului indo-arab a fost inventarea lui “zero”, “sunya” la
indusi, “cifr” in araba, “tsfira” in ruseste — ceea ce inseamna “numar”’. Termenul provine
de la “cipher”, ceea ce Tnseamna “gol” si se refera la coloana goala de la abac.

Sirul lui Fibonacci

Fibonacci a ramas in memoria noastra prin sirul: 0, 1, 1, 2, 3, ... introdus in anul
1202, atunci matematicianul fiind sub numele de Leonardo Pisano (Leonard din Pisa).
Mai tarziu, matematicianul insusi si-a spus Leonardus Filius Bonacii Pisanus (Leonard
fiul lui Bonaccio Pisanul). In secolul al XIV-lea sirul prezentat mai sus a fost denumit
sirul lui Fibonacci prin contractia cuvintelor filius Bonacii. Acest sir apare pentru prima
data in cartea mentionatd mai sus “Liber Abaci” (“Cartea despre abac”), fiind utilizat in
rezolvarea unei probleme de matematica.

Potrivit obiceiului din acea epoca, Fibonacci a participat la concursuri matematice
(adevarate dispute publice) pentru cea mai buna si mai rapida solutie a unor probleme
grele(ceva 1n genul Olimpiadelor Nationale). Iscusinta de care dadea dovadda in
rezolvarea problemelor cu numere uimise pe toata lumea, astfel ca reputatia lui Leonardo
a ajuns pana la imparatul Germaniei, Frederik al Il-lea. La un concurs prezidat de acest
impdrat una din probleme date spre rezolvare a fost: “sd se gdseascd un patrat perfect,
care sd ramana patrat perfect daca este marit sau micsorat cu 5”. Dupa un timp scurt de
1681 (41 1631 _961_(31}2 :

gandire Fibonacci a gasit numarul —— =| — =—=|—|si
144 12 144 144 (12

2
J . Intradevir:

1681 . _ 2401 _(49
144 144 (12

chiar si cele mai ingenioase, de a rezolva aceasta problema cu ajutorul algebrei, duc in cel
mai bun caz la o ecuatie cu 2 necunoscute.

2
j . Nu se stie rationamentul lui Fibonacci dar, toate incercarile,

La un alt concurs prezidat de imparat problema propusa concurentilor suna astfel:
“Plecand de la o singura pereche de iepuri si stiind ca fiecare pereche de iepuri produce in
fiecare luna o noua pereche de iepuri, care devine productiva la varsta de o luna, calculati
cate perechi de iepuri vor fi dupd » luni (se considerd cd iepurii nu mor in decursul
respectivei perioade de n luni)”.

Solutie. Din datele problemei rezulta ca numarul perechilor de iepuri din fiecare luna este
un termen al sirului lui Fibonacci. Intr-adevar, sd presupunem ca la 1 ianuarie exista o
singura pereche fertild de iepuri. Notam cu 1 perechea respectivd. Ea corespunde
numadrului £, din sirul lui Fibonacci:

F,=F,+F=0+1=1.
La 1 februarie, mai existd o pereche pe care o notam 1.1. Deci In acest moment sunt doua

perechi, ceea ce corespunde termenului:
F,=F + F,=1+1=2.



La 1 martie sunt 3 perechi, doua care existau in februarie si una noud care provine de la

perechea numarul 1 (se tine seama ca o pereche devine fertila dupa doud luni). Notdm cu

1.2 aceasta noud pereche. Numarul perechilor din aceasta luna corespunde termenului:
F,=F,+F, =1+2=3.

La 1 aprilie exista 5 perechi si anume: trei perechi existente in luna martie, o pereche

noud care provine de la perechea 1 si o pereche noua care provine de la perechea 1.1 care

la 1 martie a devenit fertila (pereche pe care o notdm cu 1.1.1). Numarul perechilor din
aceasta luna corespunde termenului:

F, =F, + F,=2+3=5.
Termenii din aceasta relatie se interpreteaza astfel:
F,=numarul perechilor existente In luna precedenta ;
F,=numadrul perechilor noi(provin de la perechile existente in luna anteprecedenta).
Procedand in continuare 1n acest fel, vom deduce ca la data de 1 decembrie numarul
perechilor este dat termenul:

F,=F, +F,=89+144=233 ,
iar la 1 ianuarie anul urmator exista:

F, =F, +F,; =144+233=377 perechi de iepuri.
Concluzia este urmatoarea :
Dacd notdm cu F, numdrul de perechi de iepuri dupad » luni, numarul de perechi de

iepuri dupd n+1 luni, notat cu £, , va fi F, (iepurii nu mor niciodatd !), la care se

+1
adauga iepurii nou-ndscuti. Dar iepurasii se nasc doar din perechi de iepuri care au cel
putin o lund, deci vor fi F, , perechi de iepuri nou-nascuti.

Obtinem astfel o relatie de recurenta:

F,=0, F =1, F,,, =F, +F,_, care genereaza termenii sirului lui Fibonacci.

n+l
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Observatie. Acest sir exprima iIntr-un mod naiv cresterea populatiei de iepuri.Se
presupune ca iepurii au cate doi pui o data la fiecare lund dupa ce implinesc varsta de



doua luni. De asemenea, puii nu mor niciodata si sunt unul de sex masculin si unul de sex
feminin.

Fibonacci, numarul de aur, natura si arta

Raportul de aur este un numar irational (1.618033...), putand fi definit in diferite
moduri dar, cel mai important concept mathematic asociat cu regula de aur fiind sirul lui
Fibonacci. Impartind orice numadr la predecesorul sau, se obtine aproximativ numarul de
aur. Primii care l-au folosit au fost egipteni, majoritatea piramidelor fiind construite
tinand cont de numarul de aur. Grecii au fost 1nsa cei care 1-au denumit astfel, folosindu-1
atat in arhitectura cat si pictura si sculptura. Dealtfel numarul de aur se noteaza cu litera
greceascd “fi”’( @), de la sculptorul grec Phidias. El a construit Parthenonul pornind de la

acest raport.

Sa incepem cu o problema esteticad. Sa consideram un segment de dreapta. Care
este cea mai “placutd” impartire a unui segment in doud parti? Grecii antici au gasit un
raspuns pe care ei il considerau corect(teoreticienii il numesc “simetrie dinamica”). Daca
partii stangi a segmentului i atribuim lungimea u =1, atunci partea dreapta va avea o
lungime v =0.618...Despre un segment partitionat astfel spunem ca este impartit in
sectiunea, sau proportia sau diviziunea de aur (divind). Ideea este ca lungimea u
reprezintd aceeasi parte din tot segmentul (u + v) cat reprezinta lungimea v din partea .

Cu alte cuvinte:
u+v

u
u \%

< < u < <
Daca notam ¢ = —, observam ca:
v

1 u u+v u
l+—=14+—= =—=¢,
10} v u v
si este radacina pozitiva a ecuatiei
¢’ —p-1=0,
adica
0= 1+2‘/§ = 1.6180339887...
Daca presupunem u =1, atunci :
N R 15 g 6180330887,
Q@ 2

Afirmdm acum ca ¢ este strans legat de sirul lui Fibonacci. Aceasta este o ideie

remarcabila a matematicii .
Mai observam ca :

4 1+ ——
4 I+




este o fractie infinita.
Daca privim fractiile partiale :

1= 1,1 +-= z,
1 1
1
l+—= % ,
I+
1+ ! = é,
1+—1 3
I+-
1
1
1+ I = %,
1+ ]
1+——
I+
1+ ! I = 2,
1+ 8
1
I+
1
1+ 1
I+
1
obsevam ca toate rezultatele sunt rapoarte de numere Fibonacci, fapt ce motiveaza
. F A .
teorema care spune ca: ]Jm[;;” = @. In cuvinte putem spune ca, pe masura ce n se

apropie de infinit, raportul termenilor al n+1—1lea si al n—Ilea din sirul lui Fibonacci se
apropie de ¢ .
La fel de simplu cum ¢ este o fractie infinita, tot asa poate fi si un radical infinit:

¢=\/1+\/1+J1+\/1+\/T... .

Alta aplicatie a numarului ¢ apare la pentagonal regulat deoarece :

2cos(§) =0,

si,
2sin(%) =f3-0.

De asemenea existd o legaturad intre dreptunghiurile de aur si sirul lui Fibonacci
deoarece lungimea si lafimea celui de-al n—lea dreptunghi pot fi scrise ca expresii
liniare, unde coeficientii sunt intotdeauna numere Fibonacci. Aceste dreptunghiuri pot fi
inscrise intr-o spirald logaritmica. Spiralele logaritmice se intalnesc destul de des in
natura (carcasa unui melc, coltii unui elefant sau conurile de pin). Asemenea spirale sunt



1+3¢p 3—-¢
5 75

echiunghiulare, in sensul ca orice dreapta ce trece prin punctul (x,,y,) = (

)

taie spirala sub un unghi constant.

Plantele nu au cum sa cunoasca numerele lui Fibonacci, dar se dezvolta in cel mai
eficient mod.

a. multe plante au aranjamentul frunzelor dispus intr-o secventd Fibonacci in jurul
tulpinei;

N FON VNS

N

b.anumite conuri de pin respectd o dispunere datd de numerele lui Fibonacci ;

c.floarea soarelui are semintele dispuse dupa o secventa Fibonacci;
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d.inelele de pe trunchiurile palmierilor respectd numerele lui Fibonacci;



e.numarul petalelor florilor este, de cele mai multe ori, un numar al secventei Fibonacci:
e.l.cala are 1 petala;

e.2.euphorbia are 2 petale;

e.3. irisul si crinul au 3 petale;

e.4.viorelele, lalelele, trandafirul salbatic si majoritatea florilor au 5 petale;

e.5.margaretele pot avea 21 de petale sau 34 de petale si exemplele sunt nenumarate;
|

%
82

e.6.florile cu un numar de petale care nu sunt in secventa Fibonacci sunt rare si
considerate speciale.

Concluzia este realizarea unui optim, a unei eficiente maxime. Daca se urmeaza secventa
lui Fibonacci, frunzele unor plante pot fi dispuse astfel Incat sd ocupe un cit mai mic
spatiu si sa obtina cat mai mult soare.

Ideea dispunerii frunzelor in acest sens pleacd de la considerarea unghiului de aur de
222.5 grade; unghi care impartit la intregul 360 de grade va da ca rezultat numarul
irational 0.61803398..., cunoscut ca ratia sirului lui Fibonacci.

Designul cochiliei melcului urmeaza o spirald foarte reusita, o spirala greu de realizat
cu pixul. Studiatd in amdnunt s-a ajuns la concluzia ca aceastd spirald urmareste
dimensiunile date de secventa lui Fibonacci:

e pe axapozitiva: 1, 2, 5, 13, s.a.m.d

e pe axanegativa: 0, 1, 3, 8, s.a.m.d.
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Se observa ca aceste 2 subsiruri combinate dau numerele lui Fibonacci.
Si in acest caz ratiunea si motivatia pentru aceastd dispunere este simpla : in acest fel
cochilia 1i creaza melcului, in interior un maxim de spatiu si de siguranta.

aANautitns

Furnica are corpul Impartit in trei segmente, dupd diviziunea de aur.

Fata umana este caracterizata, din punct de vedere estetic prin cateva dimensiuni
principale: distanta intre ochi, dintre gurd si ochi §i distanta dintre nas si ochi,
dimensiunea gurii. In stiinta esteticii se apreciazi ci fata este cu atit considerati mai
placuta ochiului cu cat aceste dimensiuni respecta secventa lui Fibonaci mai bine.

De exemplu raportul dintre distanta de la linia surasului (unde se unesc buzele) pana la
varful nasului si de la varful nasului pand la baza sa este aproximativ raportul de aur.

Mana umana are 5 degete (numar din sirul Fibonacci), tiecare deget avand 3
falange separate prin 2 incheieturi (numere din sirul Fibonacci).Dimensiunile falangelor
sunt: 2 cm, 3 cm, 5 cm. In continuarea lor este un os al palmei care are 8 cm.



Daca privim lucrarile unor mari artisti, fie ei pictori, arhitecti, sculptori sau
fotografi, se observd ca multe dintre ele au la baza regula de aur. Conform acesteia,
“pentru ca un intreg Tmpartit in parti inegale sa para frumos, trebuie sa existe intre partea
mica si cea mare acelasi raport ca intre partea mare si intreg” (Marcus Pollio Vitruvius,
arhitect roman).

Rudolf Arnheim (psiholog,s-a ocupat de psihologia artei) da o explicatie acestui
lucru astfel: ”Acest raport este considerat ca deosebit de satisfacator datoritd modului in
care imbina unitatea cu varietatea dinamica. Intregul si partile sunt perfect proportionate,
astfel ca Intregul predomina fara sa fie amenintat de o scindare, iar partile isi pastreaza in
acelasi timp o anumita autonomie.”(in “Arta si perceptia vizuala”).

In pictura a fost folosit mai ales in Renastere, probabil cea mai discutata utilizare
a acestuia fiind in tabloul lui Leonardo da Vinci, “Mona Lisa”. Capul, ca si restul
corpului e compus utilizand raportul divin, cum ii spunea da Vinci. In prima jumitate a
secolului trecut pictorul Piet Mondrian utilizeaza in picturile sale “dreptunghiul de aur”,
avand raportul laturilor aproximativ 1.618...De fapt, lucrdrile sale sunt alcatuite numai
din asemenea dreptunghiuri. Acest dreptughi este considerat cea mai armonioasd forma
geometricd. Cu toate acestea, rareori este folosit pentru cadraje. Daca se imparte fiecare
laturda a cadrului fotografic in 8 parti egale (numar din sirul Fibonacci) si se unesc
punctele de pe laturile opuse corespunzatoare diviziunilor 3 si 5 (numere din sirul
Fibonacci) se obtin asa numitele linii forte ale cadrului. Punctele aflate la intersectia
liniilor se numesc puncte forte. Practic se pot Imparti laturile in trei parti egale, rezultatul
este aproximativ acelasi. Se presupune ca subiectul amplasat pe aceste linii sau in aceste
puncte determind o Impartire armonioasd a imaginii astfel incat ea nu este nici simetrica,
nici plictisitoare, nici prea dezechilibratd. De exemplu, doua fotografii de Robert
Doisneau,”L’accordioniste”, 1951 si “The cellist”, 1957 si fotografia “Poplar Trees” a lui
Minor White in care toate liniile converg spre un punct forte.Ansel Adams se impotrivea
regulilor, canoanelor. El spunea “asa zisele reguli de fotocompozitie sunt invalide ,
irelevante si imateriale; nu exista reguli de compozifie in fotografie, existd doar fotografii
bune. Cei mai multi fotografi incalcad regulile fotocompozitiei”. Cu toate acestea si in
imaginile lui se observa diviziunea de aur(vezi fotografia “Aspens”, 1958). Asta



inseamna ca desi nu era de accord cu regulile le cunostea foarte bine. Daca fotografia are
valoare cu subiectul in centru, atunci incalcati regula diviziunii de aur! Subiectul trebuie
sa fie in armonie cu celelalte elemente din cadru. Daca astfel se verifica si diviziunea de
aur, este perfect! Toate acestea aratd importanta acestui numar, astfel ca toti marii
fotografi au tinut si tin cont de el in conceperea unei fotografii.

Pana si in muzica apare acest raport, se presupune ca Bach sau Beethoven au tinut
cont de el in compozitiile lor.
Atunci cand scrieti, duceti instinctiv linia din mijloc a literii E (la fel si cu A, F, B, R,...)

L 2 S
aproximativ la 3 de baza (aproximativ raportul de aur).

Concluzie. Numerele lui Fibonacci sunt considerate a fi, de fapt, sistemul de numarare al
naturii, un mod de masurare al Divinitatii, o legatura Intre matematica si arta.



Francois-Edouard-Anatole Lucas

(1842 — 1891)


http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/ad/Elucas_1.png

Francois Edouard Anatole Lucas s-a niscut in orasul Amiens din Franta la data
de 4 aprilie 1842 si a trecut 1n eternitate la Paris la data de 3 octombrie 1891.

A fost educat la vestita Ecole Normale Supérieure din Paris. Dupi terminarea
studiilor a lucrat la Observatorul din Paris. A servit tara ca ofiter de artilerie in razboilul
Franco — Prusac.

A lucrat ca profesor de matematica la renumitul liceu Saint Louis, iar apoi la
liceul Charlemagne, ambele din Paris.

In 1857, la varsta de 15 ani, Lucas a inceput sa lucreze la primalitatea numarului
2'% 1, utilizand sirul Lucas. In 1876, dupa 19 ani de testiri a demonstrat faptul ci

numirul 2”7 —1 este numir prim; iar acest rezultat va riméane ca cel mai mare numar
prim Mersenne pana in anul 1951, si de asemenea va ramane pentru totdeauna ca cel mai
mare numar prim dovedit fard ajutorul calculatorului. Mai tarziu, Derrick Henry Lehmer
a rafinat testul de primalitate utilizat de Lucas si a obtinut testul de primalitate Lucas-
Lehmer.

In 1875, a emis conjectura: aritati ca ecuatia diofantica

N

an =M?,unde N > 1, are unica solutie N =24siM =70.

n=1
Conjectura a fost rezolvatd abia n 1918, folosind functiile hipereliptice, cu utilizari
remarcabile in teoria corzilor de dimensiune 26. Demonstratii elementare au fost date
recent, In 1985 si respectiv 1990.

Lucas a fost de asemenea interesat de recreatiile matematice. El a gasit solutii
elegante la diverse jocuri de puzzle, a inventat jocul de puzzle ’’Turnul din Hanoi”’,
diverse anagrame si jocuri logice.

Edouard Lucas este cel care a Inceput studiul sirului lui Fibonacci, a demonstrat
mai multe proprietati ale acestuia, iar apoi a inventat un gir asemanator denumit postum
de catre matematicieni sirul lui Lucas.

Lucas a murit In circumstante neobisnuite. La banchetul anual al Congresului
pentru Stiinte Avansate, un chelner a scdpat jos vesela, iar o bucata dintr-o farfurie 1-a
taiat pe obraz pe Lucas. A murit cateva zile mai tarziu din cauza infectarii severe a pielei,
ceea ce a cauzat probabil septicemia. Avea atunci doar 49 de ani.


http://en.wikipedia.org/wiki/%C3%89cole_Normale_Sup%C3%A9rieure
http://en.wikipedia.org/wiki/Mersenne_prime
http://en.wikipedia.org/wiki/Derrick_Henry_Lehmer
http://en.wikipedia.org/wiki/Lucas-Lehmer_test
http://en.wikipedia.org/wiki/Lucas-Lehmer_test

’Dumnezeu a facut aritmetica’’
C.F. Gauss

Spunem cd un sir (x,),.,,de numere reale, satisface o recurenta liniard (reald) omogena

n>0°
de ordinul al doilea, daca exista a,b eR ,b # 0 si exista k €N astfel incat:
+bx, =0, VneN, n>k *)

In functie de valorile coeficientilora,b €R,b#0 si ale conditiilor initiale x, =u R,

X,,, tax

n+l

x,,, =v €R se obtin diverse siruri.
De exemplu dacd @ =b =—1,k =0, atunci din (*) obtinem recurenta:
X, =X, —X, =0, VneN, )

n
pe care o vom numi recurenta Fibonacci — Lucas.
Daca in (*) consideram a = -2,b = —1,k =0, atunci obtinem recurenta Pell:

— skskok
Xoi2 _2xn+1 -X, = 0’ Vn EN’ ( )
Daca in (*) consideram a = —2,b =1,k =0, atunci obtinem recurenta liniara:
— skskskeok
X,.,—2x,,+x,=0,VneN, ( )

Recurenta (****) numita recurenta progresiilor aritmetice este echivalenta cu:
Xpy =X =X, —X,, VneENS X, —x, =x, —x, =r R, VneN.

n

Daca in (**) consideram x, =/F, =0,x;, =F; =1, atunci obfinem sirul (F)), ,al lui
Fibonacci care satisface recurenta:
F.,=F,+F, VneN (F)

Daca in (**) ludam x, =L, =2,x, =L, =1, atunci obtinem sirul (L)), .,al lui Lucas, sir
care satisface recurenta:
L.,,=L  +L ,VneN (L)

Daca in (***) consideram x, = F, =0,x, = B, =1, atunci obtinem sirul (P)), ., al lui Pell

n+l1

care satisface recurenta:

P, =2P,+F, VneN P)
Daca in (***) consideram x, = Q, =1,x, =0, =1, atunci obtinem sirul (Q,),., lui Pell
asociat, sir care verifica recurenta:

0,.,=20,,+0,,VneN (P.A)

Recurentei:



X=X, —Xx,=0x,, =x,,, +x,,VneN,

n+2

1 se asociaza ecuatia caracteristica:
r’—r—1=0,

1+\/§r_ﬂ_l—\/§
2 77 2

Termenul general al unui sir(x,),.,,care verifica recurenta de tip Fibonacci-Lucas este

cu radacinile distincte:

]/'lzaz

dat de formula:
x,=Aa" +BB", Vn eN,

unde A i B se determind din conditiile inifiale date, x,,x, €R.

1 1
Dacax, =0=F,,x, =1=F,atunci 4 = —,B = ——— si deci:
0 0°7"1 1 \/g \/g
a"-p" N
F = "— "), Vn eN (Formula lui Binet, 1843),
5 =5
adica am obtinut sirul lui Fibonacci (F; )nZO )
Sa demonstram formula lui Binet prin metoda induct;iei matematice (I.M.):
1 1 1+v5 1-45
=—=@"-p")=0,F =—=(a-p)= =1.
NG NG f 2 2

Presupunem ca:

a' - a' =g ‘ k k *
F, = ( -p ),VkSn,neN —{1},
Ta-p s
si demonstram ca formula este adevarata si pentru k =n+1.
Intr-adevar, avem:

Fry=F,+F,, = f(a —ﬁ")+7<a“—ﬁ“) f(a Ry Ty I
- Ll p)= @ ) = @,

ceea ce conform principiului inductiei matematice incheie demonstratia.
Dacax,=2=L,,x, =1=L,,atunci4 =B =1s1 deci obtinem sirul lui Lucas, (Ln) de

n=0
termen general:
L =a"+p",VneN.
Sd demonstram acum prin metoda inductiei matematice cd L, =a" + ", VneN.

Avem:

Ly=a"+p°=2,L =a+,8=1+2\/§+1_2\/§=1.

Presupunem ca:

L, = at + ,Bk ,Vk<n,neN *—{1}, si sd demonstram ca aceasta formula este adevarata si
pentru k=n+1.

Intr-adevar, avem:



L.,=L+L  =a"+pB" +a"" +p" =a" (a+D)+ " (B+1)=

— an—laZ + ﬁn—lﬂZ — an+1 + ﬂn+l ,
ceea ce conform principiului inductiei matematice incheie demonstratia
Observam ca:

a+p=lsiaf=—
relatii utile in demonstratii.
Recurentei (***) 1 se asociaza ecuatia caracteristica:
s?=25s-1=0,

s, =1+\/§=7/, S, =1—\/§=5,

iar termenul general este dat de formula:
x,=A-y"+B-6",VneN,

unde A si B se determind din conditiile initiale date x,,x, €R.

cu radacinile reale distincte:

Daca x, =P, =0,x, = B =1, atunci:
1 1 1 1
A:—:—’B:——:——’
y—6 242 y—0 242
si deci:
A A
P = = (y"—0"),VneN,
y—0 242
adica am obtinut sirul lui Pell, (P,),.,. £, =0,F =1
Sa demonstram formula:
1
P =——(y"-0"),VneN,
22
prin metoda (I.M.).
AT y—0

p=L"°2 _op=L"2
N D) o2

Presupunem ca:

P, =L(yk —6%),Vk<n,neN"-{l},

NG

si sa demonstram cd formula este adevarata si pentru kA =n+1.
Intr-adevar, avem:

_qn —l_ n—1
Py =2B 4B, =2 L0 —0
242 242

(27/ +y" 26" —5”71)2

l\)

(}/" 2y +1)= 5" (25 +1)),

&

2
de unde daca tinem seama c

8¢

7 =2y+15si 67 =25+1,
deducem ca:



1
Pn+ — (7/}1+1 _5n+l)’
' 22

ceea ce Incheie demonstratia.
Daca in formula:

x,=A-y"+B-6",VneN,

luaim x, =Q, =1,x, =0, =1, atunci:

A:ﬁzﬁzl’le_Azl’
y—=6 242 2 2
si deci:
1
0, = 5(7/” +0"),Vn eN,
adica am obtinut sirul lui Pell asociat.
Sa demonstram formula:
0, = %(7/” +0"),Vn eN,
prin metoda (I.M.).
1 1
O, =5(70 +36")=1,0, =5(7+5)=1-

Presupunem ca:
1 .
0, :5(;/" +6%),Vk <n,neN"-{l},
si sa demonstram ca formula este adevarata si pentru k =n+1.
Intr-adevar, avem:

1 n n 1 n— n—
Qn+l:2Qn+Qn—1:2'5(7/ +5 )+5(7 1+§ 1):

= %(7/,’1 (27/ + 1) + 5’171 (25 + l)): %(}/”17/2 + 5”*152) — %(7/,”1 n §n+1) ’

ceea ce Incheie demonstratia.



Capitolul 1

IDENTITATI

>’ Egalitatea nu exista decat in matematica’’
Mihai Eminescu

1.1. > F, =F,,—1,VneN" (Lucas, 1876).
k=1

n+2

Demonstratie. F, =F, , —F, ,, Vk eN’si deci:

n n n
ZFk :ZFk+2 _ZFkH =
k=1 k=1 k=1
n+l

:ZFkH_ Fk+l:Fn+2_F1:F;1+2_l’ VneN'.
k=2 k=1

Se poate demonstra si prin inductie matematica (I.M.).
1.2. > 1,=L,,-3,VneN".
k=1

Demonstratie. Deoarece L, =L,,, —L,,,, Vk € N rezulta ca:

n n n
sz = ZLk+2 - ZLkH =
k=1 k=1 k=1
n+l

= Zlﬂm 2 Lw=L,,-L,=L,,~3VneN’,
k=2 k=1

sau .M.

n+l?>

1.3. > F} =F,F,, ., VneN".
k=1

Demonstratie. Avem: F, -F,  =F (F, +F,_)=F  +F.F,_ ,VkeN =



szkaﬂ :ZFk2 +2Fk—1Fk <:>sz2 :ZFka+1 _ZFk—le =
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

sau .M.

n n+l?

n n—1
:ZFka+1 _ZFka+1 =FF, —FF=FF
k=1 k=0

14.> 1, =LL, -2 VneN .
k=1

Demonstratie. Avem: L, -L,_, =L (L, +L,_)=L, +L, L, ,VkeN =

n—1

= ZLkLkJrl = ZL?( + ZLk—lLk = ZLi = szle _szle =
k=l k=1 k=1 k=1 k=1 k=0

—LL, —LL =LL,, —2,saulM.

n"n+l n"—n+l

1.5. > F,, =F,,, VneN" (Lucas, 1876).
k=1

Demonstratie. Avem: F,, , =F, —F,, ,, VkeN =
= Zsz—1 = Zsz _Zsz—z =
k=1 k=1 k=1

n n—1
=Y Fy =Y Fy=F, —F,=F,,VneN", sauLM.
k=1 k=0

1.6. > F, =F,,, -1, VneN" (Lucas, 1876).

k=1

n+l

Demonstratie. Avem: F,, =F,,  —F, ,,VkeN =

n n n
= Zsz = Zsz+1 _ZFM—I =
k=1 k=1 k=1

F, . —F=F, —1Vn eN’, sau LM.

=L

1.7.> L, =L, —2,VneN".
k=1

Demonstratie. Avem: L, =L, —L,, ,, VkeN =
= Zsz—l = Zsz - ZLz(k—l) =
k=1 k=1 k=1

n n—1
=Y Ly =Y Ly =L, —L,=L,, —2,VneN", sau LM.
k=1 k=0



1.8. > 1, =L,,, -1, VneN".

k=1
Demonstratie. Avem: L,, =L, ,—L,_,, VkeN =
= Zsz = ZLZkH - Zsz—l =
k=1 k=1 k=1

n n—1
= Ly =D Ly =Ly, —L =L, —1,VneN", sau LM.
k=1 k=0

1.9. ¥'F,,, =F,,.,—F,.,VnieN.
k=0
Demonstratie. Avem: F, ., =F, ., —F,, ., Vk,ieN=

n n n
= ZFk+i = ZFk+i+2 _ZFk+i+1 = Fn+i+2 _E+l , sau LM.
k=0 k=0 k=0

1.10. F* +F’, =F,,,, VneN.
. 2 2 1 n n 1 n+l n+l ) 1 2n 2n n
Demonstratie. /7 + F ., = g(a -pB ) +§(a -p ) = g(a + 47" =2(ap) )+
1 2n+2 2n+2 n+l ) _ 1 2n 2n+2 2n 2n+2 | _
+§a + 7" =2(ap) _ga +a"+ T+ p =

M gy L)y g gy LN Z @4 o BT o]
_S(a (a+aj+,8 [ﬁ+ﬁj} 5[ ” a + 5 p j

(\/g_a2n+l _\/g.ﬂ2n+l):%(a2n+l _ﬂ2n+l):an+1a Vi eN.

1.11. F’, - F’, =F,,, Yn eN ( Lucas, 1876).

n+l n

_1
5
Demonstratie. F>, —F’ = %((Ol"” - )2 - (05 g )2 )=

=%(a2n+2 +ﬂ2n+2 _a2n—2 _ﬁZn—Z _2(aﬂ)n+l +2(amn—l)=

e e e

-2l e-ple )



e
F

1.12. ™' = +F,, VneN.

Demonstratie. o F, | + F, _T( ”*1_ﬂ"+l)+%( n_ﬂn)
1 L, 1)
-l a) g ap - I( aja

J5
n+l 2 1 n+l
= (0{ +]:a J5=a"™', VneN.

v =

1.13. ' =pB-F, +F, VneN.

n+l

Demonstratie. S-F,  +F, _%(anﬂ —ﬁ"+l)+%(a” —ﬂ")=

_ ( n+lﬁ ﬁn+2+a y )_ 1 (ﬂn+2+ﬂ )_'_i o' -(1+ap) =
NG J5 J5

:_L.ﬂ”.(ﬂz :__(ﬂ_'_l]ﬂnﬂ_ 1 n+1_[ﬂﬂ+lj

:—%'ﬁm '(—\/g) =", VneN.

1.14. L F, =F,,, VneN.

Demonstratie. F, = %(az” —ﬁz") Ls(a -p" Xa + " ) F L, VneN.

1 15 F +E1+2 Ln+l’ vn EN
Demonstratie. F, +F,  , = %(a" — B +a"? _IBM):
=L anﬂ(a—i_lj_ﬂnﬂ(ﬂ"}'lj =L(\/§an+l —(—\/g)ﬂn+l)=
\/g o B \/g

— 6¥n+] +ﬂn+l :Ln+l, vn EN.



1.16. F . ,—-F =L ,,VneN.
. _ 1 n+4 n+4 n ny__
Demonstratie. ¥, — F, _T a™t =g —a"+ p" )=
5

- L@@ g D)= Lle @ e - )=

1 n+2( 1 j n+2 1 j 1 n+2 \/_ n+2 n+2 n+2
=—|a"a+— p+— +50 +p"" =L
V5 ( a B 5 e

117. L, +L,,=5F,,, VneN.

n+l»

Demonstratie. Ln +Ln+2 :an +ﬂn +an+2 +ﬁn+2 :anJrl(a_'_lJ_i_ﬁnH(ﬁ_'_%j:
o

_\/_an+1 '\/_,B”H — '%(anﬂ _IBnJrl) 5Fn+1,vn EN

1.18. £ F  —F =(-1)"""F?,VneN",Vk eN,k <n (Catalan, 1879).

Demonstratie. F,, F, , — F> :2( — g N - ) - %( "_p) =
%(azn nk sk _ gk n_k+ﬂzn_azn_ﬂzn+2anﬂn):
“@prat B - @prat v 2nap)) =
— @ @p g - @prat @t (12)-

— (DD A ) Dt 2 )
= (0@ 120, dar,
R =@ =y = e e -2 )= e )2

a* + pg* SEF +2(-1)*
- 2k ﬂZk 5 sz 2(_1)k+1 — 5 FkZ 2( l)k . 5 k 5 ( ) )
Deci,
. 2=1)" +2(=1)"2+
1n+k1n7k_1n2_(_1) kl]k2 S 5( ) -

— (_l)n+k+1 sz + %((_l)n + (_1)n+1 ): (_1)n+k+1 sz )




1.19. @"F, , +a"'F, , =a",VmneN,n>m.

am amfl
Demonstratie. " F, ,  +a"'F, , =-—=a""" - p""" )+ a""m =)=
1 < e )
B an+l ~ aWIﬂn—mH N am—l _ am—lﬂn—m B
J5 J5 J5 J5
a(a+a™)y o' p" ( a+a’
= - af+l)=a" =a".
J5 J5 J5
1.20. p"-F,_, ., +pB""-F_ =p"VmneNn>m.

Demonstratie. 5" -F,_  +pB""-F _ =p" -%(a”’”” - ﬂ”*m”)Jr
5

ﬂm—l — . ,Bma” m+1 ﬁn+1 ﬂm—lan—m _ﬂn B
N A - S S

_F (ﬂ+%)+ﬁm:/%nm (aﬂ+1):—§_(ﬁ+EJ: 6;(1_2‘/g+1_2\/g}:

_ B =N 4 B 10-25 _ pr 2NSE5 D) _ g
5 20-v5) A5 2(5-1) 5 2(5-)) '

1.21. o = ()" -(aF, - F,,, ), Vn eN.

Demonstratie. (—1)""' -(aF, - F,,, )= D™ (a(a"—ﬂ")—a””+ﬂ"“):
J5
-l e —ap —ar e p) =S ()=
D™ 1=V5 1445, (D™, et
— - = —J5)=(~1 =
\/3(2 2]ﬂ B D=8

(1) B = (af) B = B = a (_le -

1.22. L, L, =L, +5F.  VmneN,m>n (Wall, 1964).

2

Demonstratie. L), +5F’ = (am+n g )2 N (am—n B ﬂm_n) _

:a2m+2n +ﬁ2m+2n +2(aﬁ)m+n +a2m—2n +I82m—2n _2(aﬁ)m—n —



= 2" 4 BN i P im +2ap)"" (P> -1)=
TR
aZmﬂZn +a2nﬂ2m
@h”
=a™ (@™ + )+ (@ + ) = (@ + BN + ) = L,, Ly,

=a2m+2n +ﬂ2m+2n + =a2m+2n +ﬂ2m+2n +a2mﬂ2n +a2nﬁ2m —

1.23. L, L, =5F;

m+n

+LfH, Vm,n eN,m>n.(Wall, 1964).

Demonstratie. 5F,, +L. = (a””” - )2 + (a"”" +p"" )2 =
=a2m+2n +ﬁ2m+2n _2(aﬁ)m+n +a2m72n +ﬂ2m72n +2(aﬁ)mfn —
=a2m+2n +’B2m+2n +a2m72n +ﬁ2m72n +2(aﬁ)m7n (1_(aﬁ)2n)=
:a2m+2n +ﬁ2m+2n + azzm + ﬂzm :a2m+2n +182m+2n + azmﬂzn +a2”ﬂ2m —

n 2n 2n

o p (ap)

=a2m+2n +ﬂ2m+2n +a2mﬂ2n +a2nﬂ2m =a2m(a2n +ﬂ2n)+ﬂ2m(a2n +,B2n) —

— (aZm +ﬂ2m)(a2n +ﬂ2n) :Lszzn )

1.24. L, =5F] +2,YneN" (Lucas, 1876).

Demonstratie. 5SF +2=(a” — )Y +2=a” + " —2(ap) ™ +2 =
=L, +2-2(-)*"=1,,.

1.25. L,,., =5F} ., —2,VneN (Lucas, 1876).

2n+1

Demonstratie. SFv22n+1 _2 — (a2n+l _IB2n+l)2 _2 — a4n+2 +IB4n+2 _2(aﬂ)2n+1 _ 2 —
=Ly —2- 2(_1)2n+1 =Ly -

Vn €N (Koshy, 1999).

2n+2°

1.26. L+ =L, +L

- :(an +,Bn)2 +(an+l +IBn+l)2 :aZn +ﬁ2n +2(aﬁ)n +
+a’"? + B+ 2P =L, + L, +2@P) (af+1)=L, +L,, -

Demonstratie. L’ + L

1.27. F,-L +F,-L, =2F,.  ,Ym,neN (Blazej, 1975).

Demonstratie. ¥ -L +F -L_ :L(a'" - ") (" +ﬂ")+%(0{n -p)@" +p") =

J5

_(amﬂz _al’lﬁﬂl +amﬂn _ﬁern +am+n _amﬂﬂ +anﬂm _ﬂm+ﬂ) —

1
5



2
:_(am-m _ﬂm-%—n):zF

\/g m+n *

1.28. L L +5F F, =2L ., Ym,neN (Ferns, 1967).

m+n >

Demonstratie. L L +5F F =(a" +p")a" +p")+(@" =" )a" - p") =
:am+n +amﬂ)’l +al’lﬁm +ﬁm+n +am+n _am n _anlgm +ﬂm+l’l —
— 2(am+n 4 ﬁm+rl) — 2Lm+n .

1.29. F>,-F’,=FF, ., VneN.

n+3°

Demonstratie. F°, —F’ =(F,,—F, ) (F

n+2

+Fn+1):F;1Ez+3'

1.30. 2, L  =5F, F,,Vm,neN,m>n (Koshy, 1998).

m+n

Demonstratie. 2, —L  =(a"" +p"") —(a"" +p"") =

— a2m+2n +ﬂ2m+2n +2(aﬁ)m+n _a2m72n _’82m72n _2(aﬂ)mfn —

— (@ —a )+ B — )+ 2 )" ((0{,3)2” _1):
=@ a4 B - ) =5,

2m

131. 2+, =L,L, +4-1)"",VYm,neN,m>n (Koshy, 1998).

m+n

- +Lfn_n :(am-m +ﬂm+n)2 _(am—n _|_ﬂm—n)2 —
=a2m+2n +ﬁ2m+2n +2(aﬂ)m+n +a2m72n +ﬂ2m72n +2(aﬂ)mﬂ1 —

=" (@ +a )+ BB+ )2 (@B )=
=@+ @ + M) = L, L, + 4D

Demonstratie. [

1.32. 5(F},, +F. ) =L,,L,, —4-1)"", Vm,n eN,m>n (Koshy, 1999).

m+n m—n

2
Demonstl‘aﬁ& 5(F2 +F2 ):5(%(an+m +ﬂn+m)2 +%(amn _ﬂmn)J —

= @ BRI (g By y Py I D gy
=@ +a )+ (B +'8—2n)_2(aﬁ)m+n(l+(aﬁ)—2n):
— @@ + )+ B (B + ) — M) =

= (@ Y@+ f) ) = L, L, — A1)

1.33.1+F, F,,, =F,,, VneN (Cassini).



1
Demonstratie. 1+F, F, , =1 +g(a2n —,6’2”)(052”*2 _ﬂ2n+z) _
— 1 4n+2 2n N2n+2 2n+2 p2n 4n+2 ) _
=1+ g (o4 -a’'p —a”" B+ B =

1 4n+2 4n+2 2 2 2 2n+1 2 2n+2 2n+2 2
:1+_(a n+ +ﬂn+ _2a n+1ﬁ n+l+2a n+lﬂ n+ _an n+ —a n+ﬂn):
5

:1+é(a2n+1 _ﬂ2n+1)2 +%(2(am2n+1 —(aﬂ)z"(az _,_ﬂz)):

:inﬂ +1+§(_2_0‘2 _IBZ) :F22n+l +1_%(2+3):F22n+1 .
1.34. F, F, ., —1=F; ,, Vn eN (Cassini).

Demonstratie. F,  F,

2n+1 n+3

1: _1+%(a2n+1 _ﬂ2n+1)(a2n+3 _ﬂ2n+3) —
= _1+%(a4n+4 +ﬂ4n+4 _2(aﬁ)2n+2 +2(aﬂ)2n+2 _a2n+1ﬁ2n+3 _a2n+3ﬂ2n+l):

:_l+§(a2n+2 _ﬁ2n+2)2 +2_(aﬂ)2n+l(a2 +ﬂ2):

[ %(2+6+2\/§+6—2\/§J:

242 4 4

:F22,H2—1+§(2+oz2 +p5%) =
:F2271+2_1+§(2+3):F22n+2 _1+1:F22n+2'

1°35° 1+F'2n+2}72n+4 :F2

2n+32

Vn €N (Cassini).

1
Demonstratie. 1+ F, ,F, ., =1+ g(a M2 Bt - B =
— 1 +%(a4n+6 +ﬂ4n+6 _2(aﬂ)2n+3 + z(aﬂ)Zn+3 _a2n+2ﬁ2n+4 _a2n+4ﬂ2n+2) —
_ | P PEICI ( 2043 242 2 2042 2)_
Sl @ = B 2D - )T B (D)=

:F22n+3 +1_%(2+0{2+ﬂ2):F22n+3 +1_1:F22n+3'

1.36. 4F, F,  F,, ,F, ., +1=Q2F, F,,,—1)’, VneN.

2n+l1 2n+l1

Cassini
Demonstratie. 45, F, | F,, ,F,, , +1=1+4(F, F, , XF,, . F,,.3) =
=1+ 4(F22n+1 - 1)(F22n+2 + 1) = 4F22n+lF22n+2 - 4(in+2 _F22n+l) -3=

= 4F2 sz2 4(F'2n+2 _F12n+1 )(F'2n+2 + F2n+1 ) - 3 =

2n+1t 2042 T



= 4F22n+1F22n+2 —45,,F,,; 3= 4F22n+lF22n+2 — 4,5 (Fypy = F,0) —3=
= 4F2211+1F22n+2 =48y, By +46,, 0 F, 3=
= 4F2211+1F22n+2 —4F,, o Fp + 4(F22n+2 +1)-3=
=A4F, (Fy iy —4F,, o (Fy s = Fyn) +1=
= 4F22n+1F22n+2 —4E,,  Fopy +1=QF,, \ F,,, — 1)2 .
1.37. 4F,, \F,, ,F,, ;s +1=(2F;,, +1)*, VneN.
Cassini

Demonstratie. 4F, F, F, +1=1+4F; (F, F, ;) =

2n+1

=1+ 4'Fz2 +2 (F22n+2 +1)= 4F21+2 + 4F22n+2 +1= (2F22n+2 + 1)2-

n

138. F’,-F’=F, ,,VneN.

Demonstratie. F', —F’ = %(a”*z - g )2 —%( " _IB”)Z -
:é(a2n+4 +ﬂ2n+4 _2(aﬂ)n+2 _aZn _ﬂZn +2(aﬂ)n):
:g(aZVHZ(aZ _a72)+ﬂ2n+2(ﬁ2 _ﬂ72)+2(aﬂ)n(l_(aﬁ)2)):

1 2n+2 2 2 2n+2 2 2 1 2 2 2n+2 2n+2
=@ @ -y pRp 0= L@ - @ - ) =
Z%(a_ﬂ)(a_'_ﬂ)(aZn#—Z _ﬂ2n+2)=%.\/§.1.(a2n+2 _ﬂ2n+2)=

1 n+ n+
:E(a2 2 _ﬂz 2) :F2n+2'

1.39. £, -L +F -L, =2F, . ,h VYmneN (Ferns, 1967).
Demonstratie. F, -L +F -L, = %(am - /") (" +ﬂ")+%(0{" =" ) a" + ") =

:L m+n _al’lﬂm +amﬂn _ﬁern +am+n _amﬂl‘l +al‘lﬂm _ﬂ”1+n) —

J5

— (am+n_ﬂm+n):2F

m+n *°

2
J5

1.40. > + L’ =5F,,.,, VneN.

n+l 2n+1°

Demonstratie. L + L’ =(a" + ") +(a"" + ") =

n+l

:a2n +ﬂ2n +2(aﬂ)n +a2n+2 +ﬂ2n+2 +2(aﬂ)n+l :a2n+l (afl +a)_|_



+,82"+1(ﬁ+,8_1)+2(a,b’)"+1(l+a,6’):(a—ﬂ)(a2”” _ﬁ2n+l):

n+ n+ l n+ n+
=5 - B 1)=5-ﬁ<oﬂ - B =5F,,,.

141. L L ,-L, =5-1)", VneN.

n—n+2

Demonstratie. L L, — L, =(a" +B")a"” + ") —(a"" + ") =
— a2n+2 +an+2ﬂn +anﬂn+2 +182n+2 _a2n+2 _ﬁ2n+2 _2(aﬁ)n+l —

— @P) (@ + ) ~2Aap" = (@f) @+ —2af) =
(- (- p) =(—1>"£“ﬁ _1_@} — ()" (J3)? =5(-1)".

2 2
1.42. 5F° =’ —4(-1)", VneN.

2
Demonstratie. 5F° = 5~[L(a” —ﬂ”)) =a” + B =2ap) =

NG

=(@"+ ") —Hap)" =L, —4-1)".
143. > =L, +2(-1)", VneN".
Demonstratie. L =(a" + ")’ =a™ + " +2(ap)" =L,, +2(-1)".

1.44. 1 ,—L =5F _,, VneN.

n+2°

Demonstratie. L ,, —L = a4 ﬁn+4 —a"—p =
:an+2(a2 _a72)+ﬂn+2(ﬂ2 _ﬂ*Z) :(aZ _ﬂZ)(anJrZ _ﬂn+2) —

=(a@=p)a+P@" =) =5a" - ") = 5'%(06'”2 ~pB"*)=5F,,.

1.45. L, =5F? +2(-1)", VneN".

2
Demonstratie. L,, =a”" + " =(a" — ")’ +2(af)" = 5(%(0{" —,8")} +

+2(=1)" =5F7 +2(-1)".

1.46. L, —(-1)"L =5F,F

m+n 2

Vm,n eN.

2m+n



Demonstratie. L, . —(—1)"L, =a”"" + > —(=1)"(a" + ")

2m+n

1
SF F :5._(am _ﬂm) (am+n _ﬂm+n):a2m+n _amIBWH—n _am+n m +ﬂ2m+n —

1
m> m+n \/g \/g

— a2m+n +182m+n _(aﬂ)m(an +,Bn) :LGﬁn _(_1)an )

1.47. F,

2m+n _(_l)mEg :FmL vm,”l eN.

m+n?

m-—m+n

1
Demonstratie. 7 L = =—(a" — ") (a"™" + ") =
J5

1
2m+n_am+n m+am m+n __ p2m+n =F+——a man_ ny _
praa fr = )= Py = @) @ = )
=Fy =DV E,.

1
5

1.48. F, =F F,

n+l

+F _F,,Vn eN".

Demonstratie. F F,  +F, _F =F, (F

n’ n+l n+l

1
+Fn_1) :g(an _ﬁn)(anﬂ _ﬁnﬂ +an—1 _

B =L@ = G @ ) - BB - )=
=§<a" @ (@~ ) - B (B —at)) =
=§(a—ﬂ)(a+ﬂ)<a" % +ﬂ”)=%(0¢2" ~F)=F,,.
149. F,,  +(-D"F,=F, L, 6 VYmneN.

1
Demonstratie. F,, L =—(a"" = """ )a" + ") =.
J5

1 2m+n m pm+n m+n pm 2m+n 1 2m+n 2m+n
= (@ @ B @™ B - BN )= (P — B +
JE( ) J5

+%(aﬁ)”(0¢" ) =F,, +(-)"F,.

1.50. FF,  —F F ,=F, ,,VneN' —{} (Lucas, 1876).

n+l

1
Demonstratie. F F, —F _F, _, = g(a" - )" =B~

_%(an—l _ﬂn—])(an—Z _ﬂn—2) =%(a2n+l _an+1 n _anﬂnﬂ +ﬂ2n+1 _a2n—3 +



+an—2ﬂn—l +an—lﬂn—2 _IBZn—S) =%(a2n+l +ﬂ2n+1 _aZn—3 _ﬂZn—E} _(aﬂ)na_

~(@P)" B+ (ap)a)= (062” Wa’ —a )+ (B =B )~ (-D"a-

)" +(=D)"a) = 5(0!2”71(0!2 =B+ BB —at)) =

= %(0{ - B+ e - g = % (@™ =p" ) =F,,

1'51' ri/aFn +F n-1 \/ n+l 1 Vn EN {1}

n+l

Demonstratie. ofF , +F, _, = L —af" + a™! — ﬂm) _

J5
:%(anﬂ_'_ﬂn—l_'_anl ﬂnl) \/_ a'(ata )_

(o

a'(a-p)=a".

F (ZF — (an+l _ﬂn+1 _an+l +ﬁna) —

n+l n

-p"(a—p)=p",apoisetine seamacd o+ [ =1.

ol ol - ] -

2n 2}’1 .
1.52. Z( . ](—2)"Lk =5", VYneN".
k=0
Demonstratie. Avem:

k=0 k=0 k=0

2n (9 2n (D 2n (9
5" =Qa-1)" = Z[ knj(2a)k(—l)2"_k = Z( knJ(2a)k(—1)k = Z( k"}(—za)k (1)

Analog:
2n 2
5" =(1-2p)" = Z[ k”j(—zﬂ)k

Adunand relatiile (1) si (2) membru cu membru obtinem:
2n

Z(zknJ(_l)kzk Mt Y= Z( j( 1)*2*" L, , de unde concluzia.

k=0

1.53. Z(nJF =F,, L, , VYmneN.
k=0 k

. o[ 7 ) amk Amk 7] ame O[] pami
Demonstratie. \/g.kz;‘(kJF‘""k:z(kj(a - o(kJa _Z(kjlg

k=0

2)



=(1+a*)" -1+ ") =™ (@™ +a") = (B + ) =
=" (@ + ) = B+ B = (@7 + ) (7 - ) =

= \/gL’;sz de unde rezulta concluzia.

mn >

1.54. L, . —(-)"L, =5F,F

m+n?

Vm,n eN.

2m+n

Demonstratie. L,,., —(—1)"L, =a™"" + """ —a" " (a" + ") =

— am+n (am _ﬁm)_ﬂm+n(am _ﬁm) — (am+n _ﬂm+n)(am _ﬁm) — SFmFm+n X
1.55. L, =L L, —(-1)"L,, VneN.

Demonstratie. L, =a™ + " =(a" + " )" —(ap)" +B")=L,(L,, —(-1)").

1.56. L, = Z(Z]Lk VneN".

k=0

Demonstratie. L, =a™" + " =(1+a)" +(1+ B)" = Z(nJak + (njﬁk =
k

k=0

_ ;(Zj(ak Ny ;(Zij .

n n .
1.57. F,,., = Z(]JFM, vneN",VieN.

k=0
n

Demonstratie. Z(ZJFM = %;[ijkﬂ L 1 (ZJakﬂ‘ -

k=0

5
_ L (Mg = (M _ B[
J5 ;(k]ﬂ 5o [k]a 5o (k p
)

-l eay = p )@ ) @ ) < E

1.58.

, Vm,n eN (Fisk, 1963).

[Ln ++5F, Jm L, ++5F,,
2 a 2



Lmn +\/§an B amn _'_Ian +amn _Ian
2 2

L +\VSEY (a"+p" +a" —p" )"
de altda parte avem:[ L 2\/_ ”J =(“ +p +a" - f j =(a")" =a™, de unde

Demonstratie. Pe de o parte avem

=™, iar pe

2

urmeaza concluzia.

1.589. L, F, =F,, —1, VneN (Hoggatt, 1967).

2n+l1 n+l

an :L(QZ’HI +ﬂ2n+l)(a2n _ﬁZn) —

NG
:%(0{4%1 _ﬂ4n+l +a2nﬂ2n+l _a2n+lﬂ2n) =F, +%((a{ﬂ)2nﬂ—(05ﬂ)2na):

Demonstratie. L

2n+1

1
:F4n+1 +E(ﬁ_a):F4n+l _1

1.60. ., . F, ,=F,,,—1 VneN (Hoggatt, 1967).

2n+1
1
J5
1 1
:_(a4n+3 _ﬂ4n+3 _a2n+1ﬂ2n+2 +a2n+2ﬂ2n+l) :F,H - (aﬂ)Zn-%—lﬂ_(aﬂ)Zn-%—la —
\/g 4n+3 \/g( )
1 1 (—1+£+1_£]=F4n+3—1-

=F,t—=Ca+p)=F, +—F=
4n+3 \/g 4n+3 \/g 5 5

Demonstratie. L F2n+2 — (a2n+1 +ﬂ2n+1 )(a2n+2 _IBZrHZ) —

2n+1

161. F,  =F L —(-1)"F, , Vm,neN,m>n (Ruggles, 1970).

m+n
1

Demonstratie. F, L —(-1)"F,_ = —((a'" =" + )= (ap) (a"" =g )):

J5
1
a”1+n +a”’l n _anﬁm _ﬂern _QMﬂn _aﬂﬂm — _(am+n _ﬂm+n) — Fm+n .
( ) NG

ol

1.62. L L =L,  +(-1", VneN (Hoggatt, 1965).

n"n+l

z(an +ﬂn)(an+] +ﬂn+l)=a2n+l +ﬂ2n+l +anﬂn+] +an+1ﬁ=
=L, +@p)(a+p)=L,,, +(@P)" =L,,, +(=1)".

Demonstratie. L L

n+l

1.63. 5(F> +F’,)=3L,, , —4-1)",VneN".



1 1 _ _
Demonstratie. 5(F +F ) = 5(5(0/’ - p")’ +§(a” - p 2)2j =

=a2n +ﬁ2n _2(aﬁ)n +a2n74 _'_132”74 _2(aﬁ)n72 =a2n72(a2 +a72)+
BB B —Aap) = a7 @+ )+ e+ )= AD) =
:(aZ +ﬁ2)(a2n—2 +ﬁ2n—2)_4(_1)n :(a2 +ﬂ2)L2n72 _4(_l)n —

=3L, , —4(-1)".

1.64. Z(ZJF“ —F, ,VneN.
k=0

. n n 1 n n x i 1 n n B 1 n n s
Demonstratie. F,=— (" -p")=—F ( a’ —— (JIB =
‘ Z(k] : m@ FE S Bl
1 n

Demonstratie. Zn:(ZJLk = i(:)(ak +85) :Z}j: [Zjak + Zﬁ:(gﬁk =

k=0 k=0

=(l+a)" +(1+p)" =a” +p>" =L,,.

1.66.Zn:(2j(—1)ka =-F, VneN .
k=0

n

Demonstratie. ) (ZJ(— )'F, = % Zn: (ZJ(— D" -p5=

1 (&(n T o R PN I S R SR S
=E(;(J(—a) kz;,(k]( ﬂ)] \/g(l a) \/g(l B) \/g(ﬁ a’)
——%(a"—ﬂ”ﬁ—Fn-

1.67. i[ZJ(—l)kLk =L ,VneN.
5=0

k=0 k=0

Demonstratie. Zn:(ZJ(—l)"Lk = i(g(— D"+ =



- (ﬁ@(—a)" @[,’ZJ(—/J)"J —(-a) +(1-p) =a"+ " =

1.68. F, —-1=F,, L, ,,VneN" (Dudley si Tucker, 1971).
Demonstratie F L — L(QZVH—I _ﬂ2n+l)(a2n—l + ,an_l) — L(a4n _ aZn—lﬂZn—l +
2n+1""2n-1 \/g \/g

+a2n+lﬁ2n—l _ﬁ4n) :F4n _((aﬂ)Zn g_(amh %J% :F4n _%(ﬁ_gj =

p,— L Pmaerh) o
4n \/g ,B 4n

1.69. F, =F, L

4n+l 2n""2n+1°

Vn eN.

1

2n+1 T \/g

Demonstratie. F, L

1
(a2n _ﬂZn)(aZnH +ﬂ2n+l) :_(a4n+l _a2n+l'82n +
J5

n n+ n+ n n 1
va? g - gy = Fy L —((ap) a—(ap) B =" 4n+]—ﬁ(a—ﬁ)=F4n+]—1-
1.70. F, +1=F, L, ., VneN.

1
Demonstratie. F, L, = E(oﬂ”‘1 =B N + gy = ﬁ(a

-1 p2n+l _ pany _ _ n-1,_2 2n-1 2 L: L 2 _p2)_
+a - gy = F,, ~((@p) o —(ap) ﬁ)ﬁ F4n+ﬁ( B?)
=F,, +1.

1.71. F,  +1=F, L, ,VneN.
1
Demonstratie. F, L, =—(a"" - """ )" + ") =—=(@"" —a™ > +
2n+1 \/g \/_
n+ n n+ n n 1
& B~ pY = By, +(@p) o~ () ﬁ)T =Fipa+zla=p)=
= F;1n+1 + 1 .
1 72 len+2 +1 F‘2n+2L2n’ vn EN

1 (a4n+2 +a2n+2ﬁ2n _

NG

1
Demonstratie. F, L, =—(a”"" = ") a” +p>") =

J5



—a” B = ) =F,,, \/—(aﬂ)z"(a ~B’)=Fi. j—(a Pe+p) =

1
=F,.. +E(a_ﬁ):F4n+2 +1.

1.73. F,,,,-1=F, L, ,, VneN.

1
NG
N Iy L S —%(aﬂf" @ -p)=F,,, —%(a _patp)=

1
- F
4ne2 \/g (a=P)=F,,,—

Demonstralje. anL2n+2 — %(abz _ﬁZﬂ )(a2n+2 +ﬂ2”:2) — (a4n+2 _a2n+2ﬁ2n +

1.74. F,, ., +1=F,,L,,,, VneN.
Demonstratie.

1

1
F2n+1L2n+2 — E(QZW—I _,BZn+1)(a2n+2 +ﬂ2n+2) —

=

(a4n+3 + a2n+lﬂ2n+2 _

1
_a2n+2ﬁ2n+l _ﬁ4n+3) n+ (aﬂ)ZnH(a_ﬁ) :};anr +_(a_ﬁ) —
s BN
:Eln+3 +1 ‘
L75. F,,,-1=F,,L,,,, VneN.

Demonstratie.

1
F2n+2L2n+1 — E(QZM—Z _ﬂ2n+2)( 2n+l +ﬁ2n+1) (a4n+3 +a2n+2ﬁ2n+1 _

J5
o B By S NG (05,3)2”*1 (a—p)="F,. \/lg (a=p)=
= Eln+3 _1 :

1.76. £ L, +F, L =L Vm,n €N’ (Hansen, 1972).

‘m+n—12

Demonstratie.

F,L,+F,L, —\/lg((a'”—ﬂ’”)(a”+ﬂ")+(a’”‘l—ﬂ’”‘l)(a"‘l+ﬂ"‘1))=

1 m+n m+n m+n72 n—1 n-1 m+n—2
=—(@"" -a"p"+a"p" - p - "fa” -f )=
J5



( m+nl(a+a—l) ,Bm+n1(,8+,6_1) an I'Bml(1+aﬂ)+anz lﬁml(1+0{ﬂ))_

-

— (aern—l +ﬁm+n—1):am+nfl +ﬂm+nfl :L

J5

m+n—1"*

1.77. F . F,+F, F  =F Vm,neN".

m—1 m+n—12

Demonstratie.

EF,+F, F, = (@ —BM@" - +@" = e - )=

ﬁ((

:é(amﬂz _an m _amﬂn +ﬁm+n +am+n—2 _an—l m—1 _am—l n—1 +ﬂm+n—2) —
1 m+n— - m+n— - n— m— m— m—
Zg(a Nat+a™ )+ " (B+p)-a" " (+ap)—a" " (1+ap) =
1 m+n— m+n—
= @-prprripar=)
a— ﬂ m+n—1 m+n—1 1 m+n—1 m+n—1
=——I\o - =—(a - =F _ ..
- )= B )= Fry
1.78. L L +L L  =5F . VmneN" (Hansen, 1972).

Demonstratie. L L +L L, =" +p")a"+pB")+@"" +B" YNa""' + ") =
—a +n +amﬁ” +a”ﬂm +ﬂm+n +am+n—2 +am—1[3n—1 _'_an—lﬁm—l +ﬂm+n72 —
=a"" Na+a )+ "B+ )+ BT (af+ D +a" B (af+]) =
— (a _ﬂ)amﬂz—l + (ﬂ _ a)ﬂern—l — (a _ﬂ)(amﬂzfl _ﬂernfl) —

m+n— m+n— 1 m+n—. m+n—
=5 - B I)ZS'E(“ L_gmt)=5E, .

1.79. Z( jF F,,VneN'.
k=0

Demonstratie. Zi:(l’ij = LZnZLHJ(O/‘ —ﬂk) = % i (Zjak —%i(gﬂk =
L@ - p"=F,

\/_(1+a”—T(l+ﬁ) - (@ - "V=F, .

n n .
1.80. Z{k]Lkam,,mk =2"L +2L",Vm,neN".
k=0



n

S

Demonstratie. Z( JLkamnmk = (Zj(a’”k + BN o™+ g =

k=0

(amn +amkﬂmn—mk +anziz—mkﬂmk +ﬂmn) :(amn +ﬂmn)i£2]+
k=0

2 (nj((am)k(ﬁm)n_k (@) (B )=2"L,, +2a" + Y =
2"L, .

+2(a" +p")" =2"L,, +2L .

1.81. Z( j e ——(2”Lmn—2L’,’”), Vm,neN".

Demonstratie. Z(kijkan = ; Z(Zj(amk — B (@™ — gy —
k=0

k=0

I &(n mn mk mn—m mn—mk m mn
=§Z(k](a ALy Ly L
k=0

1 [ n 1&(n mk m\n—k I m~n—k myk _
st Z e e -
2" 2 . 2"L 2L
= Lmn—g(a + ") =5

mn?

I.SZ.Z(ZJFMLWM —2"F , VYmneN’
k=0

Demonstratie. ZH:(ZJ L= Z( j N Ly L

k=0

n (nj n —,Bm")+—2£ J(amkﬁmn—mk _ gk gmky

(@ =" Z( J+—((a ) =@+ N )= 2 E,,

_

NP

L

=

1.83. Z(Z]LkLnk =2"L +2,VneN".
k-0

Demonstratie. ZHZ(ZJL L, :i(ZJ(ak + B e 1 Ty =
—Z( ja +5")+ ( j(akﬂ"_k+a"_kﬂk):LnZn:(Zj+2(a+ﬂ)n =



=2"L +2.

1.84. Z":[ZijFn_k - %(2"@1 ~2), VneN'.
k-0

Demonstratie. i(Z]Fank =%Zn:(g(0¢" _ﬁk)(an—k —ﬂ”—k) _

=§Z[ J " )——;[ j(a prtvart gt )—?;(J—%(rﬁﬂ)” -

2"L, 2 2"L,-2

n

5 5 5

1.85. Z(Z]FkLn_k —2"F ,¥neN".

k-0

Demonstratie. i(Z]Fkl’nk =LG:(nj(ak _ﬁk )(an—k +IBn—k) _

k=0

1

LS e L3 ari

1 n_ pn o[ 7 _
- @ - );@—2 F
1.86. i(—l)”(gﬂ —(-)""F., ¥neN".

Demonstratie. Zn: (-D"* (Z]Fk = % Zn:(g(—l)n_k (@ - p") =

1 1kk nn_n—k kzl_ ”_L_ "=
O s T T
= OB @ =) @ = (),



1.87. Z( 1)’ -k( JFZk—F VneN",

Demonstratie. Z( "+

k-0

5
I &(n 1
Do kgt = 2y (1 2yn _
Z[ j( )" \/§k=o(k( )" B \/3( +a’) \/3( +57)
=—(a"-B")=F,.
\/g(a B")=F,

/ﬁ\
;/
II

=

o[ 7 D" (o2 2%y _
k:gk(_) (@™ =p7)=

1.88. Z[ j ,VmeN,VneN".

n n
Demonstratie. ) kj F . = Z[ J( o — gty =
k=0

_at (") ok p_a” B _
- skié% 524{% VAR J§a+ﬁ)

=__. ”_ﬂ_, 2":L m+2n m+2n
NN A

S

1.89. Z[Zij —L,,VneN".
k-0

Demonstratie. Z(Z]Lk —Z( J(“ = Z( J por ( j

k=0 k=0

=(l+a)"+(1+p)" =™+ =L

1.90. Z( 1) -’{ JL =(-1)"L,,VneN".

Demonstratie.

Z( ) "‘( JL —Z( ) ‘k[ j(ak +ﬂk)=i[;j(—l)"_kak +i(:}(—1)"_kﬂk =

=(-l+a)" +(-1+ p)" =(af+a)" +(af+ P =a"(B+1)"+ " (a+1)" =
=o'+ flat = @) (@ + ) =(D)"L,.

1.91. i(—l)”k(n]LM —L,VneN".
par k



Demonstratie.

Z( 1y k( ] _ Z":(_l)n—k (Z](azk . ZH:(ZJ(_l)n_kQM +i(ZJ(_l)n_k B =

k=0

=(-1+a®)' +(-1+B)' =a"+p" =L,.

1.92. Z(;JF‘W(HP) = L3, F, gy Y001, P eN’.

k=0

n

. n 1 4m(+ < AP
Demonstratie. Fyiim =—= n(k+p) _ ( j’B m(k+p) _
;[J“k”) J_ (J I;k

Sl 5l

4dm\n ﬂ4mp 4m~\n

4mp 4mp
(04
o B

2mn —2m 2mN\n 2mn —2m 2mN\n
(@™ +a™)' ——=p" (P " +p7")" =
J5 J5
4mp+2mn ﬁ4mp+2mn

=—\/g (" + p*")" T (™™ + B>y =

1
— (a2m + ﬂZm ) . E A (aZmn+4mp _ IB2mn+4mp) — L;szmn+4mp ]

1.93. ZkF —F,,+2,VneN".

n+3

Demonstratie. Fiea, _ZF F,,—1LVYneN", b =Y kF, =F +2F, +3F, +..+
k,

k=1

+nF, = ZFk +2Fk +2Fk +...+2Fk =a,+(a,—a)+(a,—a,)+..+(a,—a, )=
k=1 k=2

n—1
=na, — Zak =n(F,,,-1)- Z(Fk+2 D)=nF,,—n- ZFk+2 +(n-1=
k=1 k=1
n n+l n+l

:nFn+2_1_ZFk+2: Pl ZF F,. I—ZFk+F1+F2:

k=1
=nkF ,—-1-(F,,—-D)+2=nF , (1‘7:1+4 F )+2= (n+1) F ., +2.

n+2

—L .+4, VneN".

n+2 n+3

1.94. kL, =nL
k=1



Demonstratie. Fiec, = L, =L, -3,YneN", d, =Y kL, =L +2L, +3L, +..+
=1 k=1
+nlL, =c,+(c,—¢c)+(c,—c,)+...+(c,—c, )=
n—1 n—1 n—1
=nc, —ch =n(L,,—3) —Z( v —3)=nL ., —3n _sz+2 +3(n-1)=
k=1 k=1 k=1
n+l
=nL,,— Y L +L +L,-3=nL,,-L

k=3

+L,,+4=mn+1)L,,—-L,,+4.

n+4 n+2

1.95.> (n—k+)F, =F,,—n-3, VneN’.

Demonstratie. Fie b, = Z(n k+1)F, sib, = ZkF =nF,,—F,,+2,VneN,

k=1

atunci: b, +b, =Y (k+n—k+1)F, =(n+ I)ZFk =(n+1)(F,_, —1)si deci

k=1
b, =(m+1)(F,,-1)~-b, =(n+)F,,—n—1-nF, ,+F, ,—2=
F:1+3+Fn+2 n—3= Ez+4 —n—3.

1.96. > (n—k+1)L, =L,,,—3n-7,YneN".

k=1

Demonstratie. Z(n k+1)L, —(n+1)ZL ZkL =(n+1)(L,,,-3)-

k=1

-nL ,+L ,—4=L ,+L, —3n—7.

n+2 n+3

1.97. Y 2k -DF,,_, =(2n—1)F,, —2F,,, +2,VneN".

k=1

Demonstratie. Fie u, = Z:Fz,ﬁ1 =F, ,VneN'sia, = Z(Zk -DE,, =

k=1 k=1

=F +3F, +5F, +..+(2n=DF,_ = Y Fy,  +2) Fy  +2> F,  +..+
k=1 k=2 k=3

+2ZF2k—1 =u, +2u, —u)+2u, —u,)+...+2u, —u, )=
k=n
n—1

n—1
=(@2n—u, - 2Zuk =(@2n-DF,, =2) F,, =(2n-DF,, =2(F,, , ~1)=
k=1

=(2n-1)F,, 2an1+2.



1.98. > (2n—2k+1)F,,_, =F,, +2F,, -2, VneN".

k=1

Demonstratie. > (2n -2k +1)F,,_, =2n) F, - > (2k—-1)F,,_, =
k=1 k=1 k=1

= 2nF'2n - (2n 1)F + 2}7211 1 2 }7211 + 2F’2n 1 2 :

1.99. Zszk— ~F, ,VneN".

2n+1

Demonstratie. Fiev, = Zsz =F,, -1,VneN , sib, = ZkF;k =F, +2F, +3F, +

k=1 k=1

n n n
oA nFy, =Y Fy 4 Fy A D Fo=v, + (v, =v)+ (v, v+t (v, =V, =
k=1 k=2 k=n

n—1

n-1 n-l
=nv, _;Vk =n(F,,, _1)_;(Fk+l —1)=nkF,,, _n_kZI‘,szﬂ +(n-1)=

n
=nk,,, _I_ZFZk—l =nk,,., Zsz y=nky,, —F,.
k=2

1.100. > (n—k+1)F,, =F,,,—n-1,VneN".

k=1

Demonstratie. > (n—k+1)F,, =(n+1))_F,, — Zszk =m+1)(F,,,, —1)-

k=1 k=1 k=1

-nk,, +F, =F,  +F, —n-1=F, ,—-n-1.

2n+l1 2n+1

1.101. Z(a—c+ck)Fk =(a—c+nc)F,,, —cF, , +2c,Va,c eR, VneN’

n+3
k=1

Demonstratie. Y (a—c+ck)F, =(a— c)z F, + cz kE, =(a—c)(F,, —1)+
k=1

+c(nkF,,, — +2)= (a c+ nc)F —cF _,+2c.

n+3 n+3

1.102. > (a—d +dk)L, =(a—d +nd)L,,, —dL,,+7d —3a,Ya,d €R, VneN".

k=1

Demonstratie. Z(a d+dk)L, =(a— d)ZL +deL =(a-d)L,,-3)+

k=1 k=1

+d(nL,, , — +4)=(a—d+nd)L

n+2 n+3

+4d —3a—d) =

n+3



=(a—d+nd)L,,—dL, ,+7d—3a.

n+2

1.103. Zn:(a+(n—k)c)F =aF ,+cF, ,—a—(n+2)c,Va,ceR, VneN".

n+2 n+3
k=1

Demonstratie. Z(a +(n—k)o)F, =(a+ nc)z F, - cz kF, =(a+nc)(F,,, —1)—
k=

k=1

—c(nF,,,—F, ;+2)=(a+nc—nc)F,,, + an+3 a—nc—2c=
=aF ,+cF, ,—a—(n+2)c.

1.104. Z(a +(n—k))L, =aL, , +cL, ,—3a-3nc+4c,Va,ceR, VneN".
k=1

n+2

Demonstratie. Z(a +(n—k))L, =(a+ nc)ZL cZkL =(a+nc)L,,,—3)-

k=1 k=1
—c(nLn+2 L .+4)=alL,,+cL, ,—3a—-3nc+4c.

1.105.> kL, =nL,,., —L,, +2, VneN".
k=1

Demonstratie. Fiew, => L, =L, —1, Vn eN’, atunci:

k=1

2n+l1

iksz =L, +2L,+3L,+...+nL,, = isz +iL2k +iL2k +..+ isz =
k=1 k=1 k=n

=w,+(w,—w)+(w, —w,)+..+(w, —w, ) =nw, —Zwk =
n—1 n—1

= ”(L2n+1 - Z( 2k+1 -D= L, —n+ (n—1)— ZLZkH =
k=1 =1

_I_ZLZk—l +L, =nL

k=1

=nL —L, +2.

2n+1 2n+1

1.106.> (n—k+1)L,, =L,,,—n—3, VneN".
k=1

Demonstratie. Z(n k+1)L,, = (n+1)ZL2k Zksz =

k=1

=m+D(L,,, —
=Ly —n—3.

D)—nL,,, +L,, — 2 = an;m -n+L,, ,—1-nL, +L, —2=



1.107. i(Zk ~1L,, ,=@2n-1)L, —2L, ,, VneN".

k=1

Demonstratie. Fie u, =» L, , =L, —2,, VneN", atunci:
k=1

D> 2k =1Ly =L +3L;+5L; +..+(2n—-1)L,,, =

k=1

= ZLZk—l + 2ZL2k—l + 2ZL2,{_l o+ ZZLZ,{_l =
k=1 k=2 k=3 k=n

n-l1
=u, +2u, —u)+2w, —u,)+..+2w,—u, )=2n-1u, —2Zuk =
k=1

n—1

=(2n-1)(L,, —2)—2§(Lk ~2)=(Q2n—1)L,, —4n+2-2> L, +4(n—1)=

n—1

=(@2n-1)L,, -2 L, —-2=2n-1)L,, —2(L,, , ~1)—2=2nL,, — L, 2L

n 2n-1 =

k=1

=(@2n-DL,, -2L,, ;.

+L, ,—4n,VneN".

2n+1

1.108. > (2n -2k +1)Ly, , = L
k=1

Demonstratie. » (2n—2k+1)L,, =2n) L, — > (2k—1)L,,_, =
k=1 k=1 k=1

=2n(L,, —2)-(2n-1)L,, +2L,, ,=2nL, —4n—-2nL, +L, +2L, =
=L, +L,, ,+L,, ,—4n=L,, +L, , —4n.



UN ALT MOD DE STABILIRE A UNOR FORMULE

> Matematicianul este imbldnzitorul ce a domesticit infinitul’’
Lucian Blaga

n l_xn+1 1 xn+1
Fie f:R>R, f(x)=) x* = —-1= — -1, cu
/ S kzzll 1-x I-x 1-x
n _ n n+l
kak’lzl (n+1Dx ;Lnx ,xe(—oo,+oo)—{1}
f'(x): k=1 (l_x)

2
xf'(x) = Z”:kxk,Vx eR-{1}.

1.1 bis. > F, =F,, -1, VneN" (Lucas, 1876).

k=1

1 1 1 n 1 n 1 n
Demonstratie.— f(a)—— f(f) =—Y o' ——=> pr =—D (¢ - " =
J5 Js 5= 5= V55
1 l_anJrl 1_ﬂn+1 1 l_anH 1_ﬂn+1
=— —-1- +1|=—1 - =
s\ 1-a 1-5 50U B a
1 . a_arHZ _ﬁ+ﬂn+2 B 1 e 1

(a_ﬂ):FrHZ_F'l :F;1+2_1'

L



1.2 bis. >’ L, =L,,-3,VneN".

k=1

n n n _ n+l _ n+l
Demonstratie. f(a)+f(ﬂ):2ak+2ﬂk:ZLk:1 a =
k=1 k=1 k=1 l-a 1-p
n+l n+l n+2 n+2
Jman (2P _arpra’ P -2=1L,,-3.
B a ap
1.93 bis. ZkF F.,—F +2, VneN".

Demonstratie. x/”'(x) — yf'(y) = xY_kx'" - yz:kyk_1 = kak - Zkyk =

k=1

:Zn:k(xk—yk)si deci— Zk(x —y") = \/_f(X)_Tf(y)j

4 , a—(n+Da"" +na"?
3; kF, = \/—09”( a)-— \/—ﬁf(ﬂ)—\/— (—a)
_L B (n+1)ﬂ"” [)’"*2_a—(n+1)a"”+na”*2_,B—(n+1),3”“+nﬁ’”2
5 (1-py B J58° V502 B
_a3—(n+1)a”*3+na”+4—ﬂ3+(n+1),8"*3—n,8”+4 ~
- J5(ap)? -
”H‘l "

\/_(a _ﬂ) \/_ ﬂn+3)+\/_(an+4_ﬂ)1+4):
_F _(n+1)E1+3+nE1+4 (F;;+4_ n+3) E1+3+F -

= E1+2 E1+3 + 2 nF:1+2 ( n+d n+2) + 2 (I’l + 1) n+2 n+4 + 2 °

1.94 bis. Y kL, =nL,, - L

k=1

+4,VneN".

n+3

Demonstratie. x/'(x) + yf'(y) = x)_kx*"' + > k' =D kx* + ) 't =
k=1 k=1 k=1 k=1

=3 k(xt + ") si deciaf (@) + B(B) = Y k(e + ) = D kL, =
1=(n+Da" +na""

(1-a)’
=%(1_(n+1)05” +na”+])+ %(1—(n+1)ﬁ" +nﬂn+1):

= SkL, = af (@) + ' (B) =a

1-(n+1)B" +np""
(1-p

+p-



~ a3—(n+1)a’”3 +na"+4+ﬂ3—(n+1)ﬂ”*3 +nﬂn+4
) (ap)’
=&’ + B — (D)@ + ) + (e + ) =
=L, —(m+DL,,+nL,,,=4-L, ;+n(L L )=nL, ,—L, ,+4.

n+3 n+3

n+d

* *



MATRICE FIBONACCI

»’Oriunde avem numere exista frumusete’’
Proclus Diadochus

- Ly L (2, (32, (53
1e’Q_lo’Q_ll’Q_zl’Q_32'

~ n Fn+1 Fn *
Teorema. Q" = . ,VneN .

n n-1
Demonstratie. Prin inductie verificarea este imediata.

n+l n E1+1 Fn 1 1 E1+1 + Ez Fn+l Fn+2 Fn+l
0" =0" 0= - = ,
F, F_\1 o0 F F F. F

n+l n n+l n

ceea ce demonstreaza afirmatia.

Teorema. F F,_ —F’ =(-1)",VneN".

n+1" n—1

Demonstratie. detQ =—1=detQ" =(-1)". Pe de alta parte:

n E1+1 Fn Fn+1 Fn 2 o - . .
detQ" =det = =F ,F, —F,, de unde rezultd imediat concluzia.
F” Fn—] Fn Fn—l
Teorema. F,,  =F F,. +FF, VYmneN’ (i)
Fm+n = Fm+1F;z +F;nE1—l’ vm’n EN* (11)
Fm+n = FmF:H—l +Fm—lF;1’ Vm,n EN* (.])
Fm+n—l = FmE? +Fm—1F;1—1’ vm’n EN* (.U)

Demonstratie. Avem:

Qm+n Qm Qn Fm+1 Fm Fn+1 F:7 Fm+1Fn+l + Fan Fm+1Fn +Fan—l
- \r, F \NF F_.) \FF_ +F F FF+F F_ |

m m—1 m” n+l n-1



F F
— ( mentl e j , de unde rezulta enuntul.
Fm+n Fm+n—l

e Dacdin (i) luam m=n, atunci obtinem:
By, =F} +F},VneN.
e Dacain (i1) si (j) ludm m =n, atunci obtinem:
F,, =F(F,, +F,_),VneN".

e Dacdin (jj) luam m=n , atunci obfinem:

F, ,=F’+F’,VneN .
1.109. F, L +F L =L, . , VYm#«neN" .
Demonstratie. In (i) luim 7 +11n loc de nsi deducem:
F..,=F F_ +FF., VYmneN (1)
F.=F F+FF ., VYmneN (ii)

Adunand (1) cu (ii) avem:
F _+F =F, (F.+F )+F (F, +F, ), VmneN",deunde daci {inem seama

m+n m+n+2 n+l n
de relatia 1.15 rezulta ca:
+F L . VmneN'.

n+l1 m~—n?>

L =F

m+1

L

‘m+n+1

1.110. F,

m+l1

L +FL =L ,VmneN".

m+n >

Demonstratie. In relatia 1.109 luim 5 —11n loc de nsi obtinem rezultatul.

1.111. FL+FL =2F 6 Vmn eN'.

Demonstratie. Adunand (ii) cu (j) obtinem:
2Fm+n :Fm+lF;1 +FmF;t—1 +FmEq+l +Fm—lF;1 :Fm(F;t—l +F;t+l)+F;1(Fm+l +Fm—1)’ apOi

tineam seama de 1.15 si obtinem concluzia.

1.112. L, +5F,F,=2L,. ,VmneN.

Demonstratie. L L +5F F =(a" +B")a" +B")+(@" - B")a" —B") =

:am+n +amﬂn +anﬂm +ﬂm+n +am+n _amﬂn _anﬂm +ﬂm+n —
:2(am+n +ﬂm+n):2L

m+n *©

Ecuatia caracteristica a matricei Q" este:



det(Q" —x1,) = g ‘=( o —X)(F, —x)=F] =

F F . —x

n n-1

~(F, +F _)x+F, F,  —F=x’ S(a”” +a" =B - B x+

n+l n+l

+F  F_ —F =x>-Lx+(-1)" =0, curadacinile:

n+l

L, ++L} —4(-1)" L L} —4(-1)" L, +5E, o

1 s N2 s M ’
2

2

x, =———>= = " . Deci ecuatia caracteristica a matricei Q este:

¥ —Lx-1=0<x" —x—1=0siatunci O’ -0-1,=0<=0(Q-1,)=1,.

Deci matricea Q — I, este inversabild cu inversa(Q—1,)" = Q.

Avem:
(L +0+0" +.+0")0-1,) =
=0+0’+Q’ +.+0"+O0" -1,-0-0* —..—-Q"=0"" -1,
(L, +Q+Q" +..+0")NO-1,)0=(Q"" - 1,)Q =
SL+O+0 +.+0"=0"" -0.
Prin urmare:

1 O F2 E F13 F2 Fn+1 F;1 n+3 n+2
+ + +ot =
0 1) \F F) \F F F, F.) \F.,
F;HZ

I+F, +F, +..+F,_, F+F +.+F, Fm—l 1
= , de unde:
F+F,+.+F, I+F+F,+..+F_, F.,-1 F_
F+F+.+F, =F -1,F+F,+.+F =F ,-1,F+F,+.+F_ =F, —1,
relatii demonstrate anterior.
Fn+1 Fn Fn+1 Fn Fn
1 F F F F F
Q”’ — n—1 n=1 | — n n-1 n-1 —
F. F, 1 F, 1
Fn—l Fn—l
F;1+1 Fn Fn
2
3]]1'1’1(‘ Q j: " El Fnl n%an—l _{a aJ_(1+a aj
n—»o F'n_1 im Fn 1 o 1 o 1
n—o anl

1.113. F? =2F’ +2F’, - F’,,Wn>3.

Demonstratie. F° =(F, ,+F, )’ =F’,+F’,+2F |F, , =
=2F; +2E122 —(F, - n72) :2F;1271+2Fn272_E1273'

n—1



POLINOAME CATALAN - FIBONACCI

’Dumnezeu a facut numerele intregi, toate celelalte sunt create de om’’
Leopold Kronecker

S () =%, () + f,(x), Vx R, Vn eN, f;(x) =0,
fix) =L f,(x)=x, f;(x) = x? +1, 1£,(%) =x° +2x, f5(x) =x*+3x? +1, f,(x)=0.

Avem ecuatia caracteristica:

t*—xt—1=0,
cu radacinile:
t, = a(x) = M’ t, = B(x)= XoNX TF /x* +4 si atunci fn (x) = a'(x)-p"(x) .
2 2 a(x) - B(x)

Teorema. xifk (x)=f,,,(x)+ f,(x)—1,VneN,Vx eR.

k=1
Demonstratie. Avem £, (x) =xf,,,(x)+ f,(x), Vx e R, Vn eN si deci:

S i@ =33 @+ Y AW e S fin =Y £ =Y fra () &
S ()= Loa )+ fra@) = £,(0)— fo(0) &

S XY 10 () = [0 () + foa() =1, VN

x 1Hf2<x> /1)
1 o) (A £

j. Prin inductie matematica se arata ca:

Fie O(x) = (



f,(x) [
det O(x) = "1“ (1)‘ = —1 si deci detQ" (x) = (det Q)Y = (~1)" =

N £
fo(x) [ (%)
Pentrux = lobfinem F, | F, , = F +(-1)",VneN".
0" (x) =Q" (x)Q"(x), Vm,n eN",Vx eR<>
- (fmﬂﬁl (x) S () ] _ (fmﬂ (x)  f,.(x) j(fnﬂ (x)  f,(x) j
Join ) fpea (X)) UL () [N S, () S (%)
_ (f D Sa )+ £, (01, (x) - [0 () f, () + £, (0 f, (x)]
S () + [0 (0, (x) 1, (S, () + £, () [0 (x))

de unde se deduce ca:

0" (x) = (f,m(x} Jr(x) J neN" .

=(-)" & foafoa— LI X)) =(-1)",VneN".

S w0 = L0 () 0 () + £, (0). £, (x), Vm,n €N, Vx e R *)
Sin @) = [0 S, () + £,,(0 £, (x), Vm,n eN”, ¥x R **)
Soien @)= 1,0 () + £, () £, (x), Ym,n eN”, Vx eR (***)
S ()= £, f, () + £, () [, (x), Ym,n N”,Vx eR (%)

Pentru x =1 se obftin relatii caracteristice sirului Fibonacci.
Teoremd. £, ()= /,,(x)/,,()+f,(3)f,(x), Ymn eN',Vx eR.

a"(x) = f"(x) unde a(x) = XEVx +4 “xz+4’ B(x) = M
a(x)— f(x) 2 2
De fapt relatia teoremei este demonstrata mai sus cu ajutorul identitatii
0" (x)= 0" (x)Q"(x), Vm,neN",Vx eR.
Vom incerca deci o demonstratie altfel.

fm+n+l (X) = fm+l (x)f;'l+l (X) + fm (x)f;q ()C) =
- am+n+l ()C) _ ﬂm+n+l ()C) _ am+1 (X) _ ﬂmﬂ ()C) ' an+l ()C) _ ,BnH ()C) .

a(x)— B(x) a(x)— B(x) a(x)— B(x)
am ()C) - ,Bm ()C) . an ()C) - IBn (X) _ m+n+1 _ pmtn+l —

8 e (a(x) = BN ()= B (x))

— am+n+2 (X) . am+l (x)ﬂnﬂ (X) _ an+1 (x)ﬂmﬂ (X) + ﬂm+n+2 (X) + am+n (X) _

—a" ()" (x)—a" ()" () + B (x) =

= &"" () (@) + (@) )+ B (B + (B )

Obervam ca:

Demonstratie. f, (x) =

a(x) ~ f(x) =x* +4,a(0)A(x) = ~La@) + f(x) = x,



L ox+Axt+4 2 x+\/x +4 2(x—\/x +4)
a(x)+(a(x))” = + =
2 x+ x2+4 x?—x' -4
x+Vx*+4 x—~x*+4 2
= - =+x" +4,
2 2
ﬁ(x)+(ﬂ(x))_1: —x? +4 2 —Vx*+4 2(x+\/x + )
2 x2 +4 2 x'—x’ -4
2
= X" +4 X X’ +4=—\/x2+4,VxeR.

2
Cu acestea putem arata ca:

Fovinst (%) = ﬁ (@™ ) (@(x) + (@) )+ B ()(BX) + (B ™)) <

x21+ - (am+n+l (x)\/m _ﬂ”“’”“ (_x)\/xz +4)=

=a"™" (x)— B (x), si astfel teorema este demonstrata.

= m+n+l1 (X) =



POLINOAMELE LUI LUCAS

”Ecuatia x" +y" = z" este imposibila pentru orice numdr natural n>3, si
am gasit si o dovada admirabila, dar marginea cartii lui Diofant,
Aritmetica, este prea ingustd pentru aceastd demonstratie.”’
Pierre de Fermat

lLo(x)=xl ,(x)+[,(x), VneN,VxeR
I,(x)=2,1,(x)=x,L,(x) =x" +2,[,(x) =x" +3x,1,(x) =x* +4x+2,

I (x)=x" +5x" +5x,[,(x) = x° +6x* +9x° +2.

Ecuatia caracteristica a acestei recurente este:

t*—xt—1=0,
cu radacinile
x+x7+4 x—x>+4
a(x) - B(x) R

Observam cd a(l) =, f(1) = f,ax(2) =1+ V2, LR2)=1- J2 si atunci avem:

_a'(x)-f"(x) _ n
S, (x) = ()= fx) L) =a(x)+ " (x).
1.114. [ (x)= 1, (x)+ f, ,(x), VneN",Vx eR.

Demonstratie. f,., (x) + /, ,(x) = aag - Z:)(X) : “08 - ﬁ::)(x) }




= o @ @)+ @@) )= (W + (B )=

(@" N +4+ B N + ) =a"(x)+ " (x) = [, (x).

x> +4
1.115. [ (x) =xf, (x)+2f, ,(x), Vn eN",Vx eR.

AW, a0
a(x)— B(x) a(x)— B(x)

(w ") —xp"(x) +2a" (x) =28 (x)) =

Demonstratie. xf (x)+2f, ,(x)=x

Il
=
— '\’,_

(" () +2(@@) ™) - B @+ 2B ™)) =

=
ol S o 555

—x*—4

x+

= x)(x x+Vx® +4 ) p" (x)(x x—x* +4))
a’(x)+ " (x) =1,(x).

]

1.116. xI (x)= f,.,(x)— f, ,(x), VneN" —{I}, vx eR.

Demonstratie. £,., (x) — £, , (x) = m (@ () - B (x) - () + 7 (x) =

(" ()@ () —a” ()= B"()(B* () - ()=

—

" a(x) - B)

p—

=—————(a" ()@’ (x) = ()~ " (DB () -’ (x)) =
a(x) - B(x)
= (@) + BNa" () + B (%)=L, (x).



ALTE POLINOAME RECURENTE

> Matematica nu are culoare politica
Zoia Ceausescu

g,(x)=xg,,(x)-g,,(x),VneN" ~{I},vxeR

go(0)=0,g,(x)=1.
h (x)=xh_ (x)—h_,(x), VneN" —{l},VxeR

hy(x)=2,h(x)=x.

Polinoamele g, (x),h,(x), n €N, x eR au ecuatia caracteristica:

> —xt+1=0,
cu radacinile:
x++/x? -4 x—Vx? -4
7(X)=f,5(X)=f,

unde se observa ca:
y(J5) =a,6(5)=-p.

Prin urmare avem:

7' (x)=0"(x)

s =7+,

g,(x)=



1.117. 1} (x)—(x*> —4)g.(x) =4, VneN.

Demonstratie. /2(x)— (" ~4)g2 (x) = (/" () +6"(0) ~(x* =4) (y(yg; - g(g))) i

72 () +67 () —2(y(0)5)" _

=

=77 (x)+ 87" (x) + 2(y(x)5(x))' — (x* —4)-
=" () +67 () +2 -y (x)—5¥ (x)+2=4.

1118, I’(x) - (x> +4) 17 (x) =4(-1)", VneN".

Demonstratie. [ (x)— (x> +4) 17 (x) = (a" (x)+ 3" (x))2 B
x> +4 n _pn 2 o, - -
_m (0! (x)-p (x)) = a” (x)+ £ (x) + 2(a(x) f(x))
x*+4

x* +4

(@ () + 7 (1)~ 2a(x) ()" )= Ha(x)fx) =4-1)".

1119, £2(x0)+ f2,(x) = f,,(x), VneN" (Koshy, 1999).

Demonstratie.

L@@ (e @-p@f @@ - 0f )=

(e(x) - B(x))
1 (@ )+ 7 (0 - 2B + a7 (1) + 7 (x) - 2a(x) B(x)" )=

x> +4
1

= (@ @®)(@@) " +a@)+ BT @B + BX)))-

x“+4
1

2 (@(x) ()" (1 + a(x) f(x)) = —
+4 x +4
(a2n+l (x) _ ﬁ2n+l (x)) —

a(x) = f(x)
x*+4
_ il N p2ntl :a2n+l(x)_ﬂ2n+l(x)
i R TE

(™" (x)(a(x) = B(x)) +

2
X

+ 7 () (—a(x) + f(x))) =

= f2n+1 (X) .

1.120. 7, (), (x)+ 1, ()L, (x) =2f,,., (x), YVm,n eN (Koshy, 1999).

Demonstratie.

SO, () + £, (), (%) = m(am ()= B" ()" (x) + " (x)) +



1 n _An m m _ 1 m+n _
b @ W@ W ) = (@ ()
—a" ()" () +a" @ () - B () +a (@) + @ ()" () o (@) (x) -
m+n _ 2 m+n _ pQm+n —
BN =T (@™ ()= 7" () =2,.., ().

1.121. [, (x) +x* +4 - £, (x) =2a" (x), Vn eN .

Demonstratie.

L()+NX* +4f,(x) =" (x)+ " (x) +Vx* +4 ';(a"(X)—ﬂ”(X)F
a(x) = f(x)

=a"(X)+ () +a"(x)-f"(x) =2a" (x).

1.122. [ (x)—Vx* +4- f,(x)=2B"(x), VneN .

Demonstratie.

1L (x)=Nx* +4f,(x)=a"(x)+ " (x)=Vx* +4 ';(a"(X)—ﬂ"(X)F
a(x)— p(x)

=a"(x)+ " () —a" () + " (x) =24"(x).
1.123. 7 (0, (x)=12(x) =(=1)""(x* +4), VneN " (Koshy, 1999).

Demonstratie./, , (x)/,_;(x) =1} (x) = (@"" (x)+ B ()" (x)+ " (x)) -
—(@"()+ ")) =a” ) +a" ()" () +a" ()" () + B () —a’ (x) -
— 7" () = 2(a(x) B(x))" = (a(x) B(x))"" (& (x) + B (x) —2a(x) f(x)) =

= (D" (@*(x) + B (x) —2a(x) f(x)) = (1) (ae(x) - B(x))* =
2 2

=(=D" =(=D""(x* +4).

1.124. 12 (x)+ 12 (x) = (x* +4) f,,,,(x), Vn eN (Koshy, 1999).

Demonstratie. [ (x)+1(x) = (a"" (x)+ " (%)) +(a" (x)+ B" (x))’ =
=™ (x) + 77 () + 2a() f0)" + o (x) + B (X) + 2(x) B(x))" =
=" ()(@(x) +(@(x) ) + B )BO) + (B ) =
= (a(x) = )@ (x) - " (x) =

3 B 2 a2n+1 ()C) _ ﬁ2n+1 (.X) _ 5
=(a(x) = B(x)) a(x) - B(x) (" +4) [, ().




1.125. h,(x)=g,.,(x)— g, ,(x),VneN".
Demonstratie. g, (x)—g, ,(x)= ﬁ " X)) =5 () -y () + 5" (x)) =

W(V )= () ™) =" ()E() ~ (5(x) ") =

W(y (¥ (x) = 5(x)) = 3" () (x) — y(x))) =

=7"(x)+6"(x) = h,(x).

Ly, (X)+ sz +4- 1,0 _ g2 (x), Vn eN.

2n+1 (x) + 4 12 a0+ 4

2
= l(lz @@ @+ F ) 1 4)=

1.126. a(l,,,,(x)) =

Demonstratie. a(/,,,,(x)) =

)+ B )+ () + B () + 2(a(0)B() 7 + )

)+ B () () + B (6) — 2(x) B(x)” “)

29 () 4 F7 () 4@ () - B )=

I'—I\JI'—‘I\)IHN
.
Q Q Q

|
[\
’5\

2n +1(x)+,32 +1(x)+a2 +l(x) ﬂz +l(x)) 2n +1( ).
De asemenea avern

a(ly,, (x) = (2 A +a™ () = g (x) =
2n+(
a(x

- %[l () + (@)~ ()
B %(lznﬂ (x) + X+ 421 (x))

ﬂ2n+1 (X)J _

)~
)= B(x)

1.127. B, (x) =

= > (x), Vn eN.

Ly, (X)— Vx* +4 * fona (%)
2

! -0 +4
Demonstratie. ﬂ(12n+1(x)): 2n+l(x) \/;mT:

= %(l ()@ ) - F ) +4)=



B 1
)
_ 1
T2
L =@ 0 - )= £ ).
2 n+
De asemenca avem.

Bl (X)) = %(zz,m (@) — (@ (1)~ B (x))) =

a2n+1 (x) . ﬂ2n+1 (x)] _
a(x)— p(x)

(ZZ"H () = a2 () + B () + 2)=

(lel (x)— \/a4n+2 (xX)+ B2 () = 2(a(x) B(x))*" )=

- %(l ()~ (@(x) - Bx)-

B %(lzm (x)—~ x* + 4fonn (x))

f(2m+1)n (x)
f2m+l (X)

1.128. 7,(,,. (X)) = ,VmeN, VneN".

" (L (X)) = " (a (%) _
a(ly,.,(x)— B, (x)
B o @m o (x)— ﬂ(2m+l)n (x) _ f(2m+1)n (x)

@)=L S ()

Demonstratie. 1, (/,, . (x))=

1.129. I (x)—4=(x" +4) f, (x), VneN".

Demonstratie.
B,x0)=4=(a" )+ () —4=a" @)+ B @)+ 2a@)p(x)" —4=
=" @)+ (0)=2=a" () + " () = 2Aa@)B)" = (@ ()= () =

o (@@= @Y) e g
= (@)~ B(x) [ o500 J (& +4) 2 ().

L) +Vx* +4-£,,(x) _
2

1.130. y(1,,(x)) = a’(x), Vn eN.

Demonstratie. y(x) = al

VTR et 70, )= 2, 00+, (0 4)=

- %(lw () +@ () + f () —4 )

= 0+ e 04 7 - 2B )=



=%(az"(x)Jrﬂz"(X)+a2"(x)—ﬂ2"(X))= a™ (x)=

B %(zzn () +(a” (x) = B (x))") =

a’(x)- B> (x)] _
a(x) - B(x)

- %(l () + (@)~ f))-
= %(lzn (xX)+Vx> +4f,, (x)).

L, ()= +4- /5, (x)
2

1.131. 5(1,,(x)) = = %" (x), Vn eN.

Demonstratie. 5(x) = # > dect 0(0y, (1)) = %(lzn (9= m):
- %(lzn () (@ (x) + 7 (x))* - 4):

= 0 Ja 0 7 )20 p) )=

B %(zzn () =@ (x)- B (x)*) =
a2n (X) _ﬂZn (x)j _

1
N 5[1211 () = (a(x) = B(x))- a(x) = p(x)
_1
2

(IZn (x)— \/m o (x)):
1

= E(az”(X)+ﬁ2"(X)—a2"(X)+ﬂ2"(X)) =B ().

1.132. ¢, (1,,(x)) = %, VmeN",VneN.

V" Ly ()= 6" (1, (x) _ ™™ (x)= 7" (x) _
V(L () =8, () @™ (x)= " (%)

__a®-px) ") =B _ Lo ™)
()= (x)  alx)-Bx) fon()

* %

Demonstratie. g (/,, (x))=




POLINOAME JACOBSTHAL

»’Singura cale sa invefi matematicd este sd faci matematica’’
Paul Halmos

J,(x)=J, ,(x)+xJ, ,(x), VneN" —{l},vxeR
J,(0)=0,J,(x)=J,(x) =1, J,(x) = x+1,J,(x) =2x +1,J,(x) = x* +3x+1,
J(x) =3x" +4x+1,J,(x) =x° +6x° +5x+1,J(x) =4x” +10x> + 6x +1,
Jo(x) =x* +10x° +15x" + Tx +1,J,,(x) = 5x* +20x> +21x” +8x+1.

Ecuatia caracteristica este:
2
t"—t—x=0,
cu radacinile:

V(x)=#,S(X) =#,r+s =Lrs =—x,r—s=A/1+4x.
rn_sn rn_sn .
J,(x)= = , VneN .
r—s V1+4x

K (x)=K, (x)+xK, ,(x),Vn=2,VxeR.
K, (x)=1,K,(x) =x,K,(x) =2x,K,(x) = x* +2x, K, (x) = 3x" +2x,
K, (x)=x" +5x" +2x, K, (x) =4x> +7x” +2x, K (x) = x* +9x° +9x° +2x,
Ky (x)=5x* +16x° +11x% +2x, K,y (x) = x* +14x* +25x° +13x7 + 2x.

K, (x)=Ar"+Bs",VneN ,VxeR.

Ar+Bs=K,(x) =1 de unde 4 X=5 g r—x . .
,deunde 4= ,B= , $1 atunci:
Ar’ +Bs’ =K,(x)=x r/1+4x sy1+4x
n+l n-1
K.(x)= X=S a, T—X S,,:(x sy +(r—x)s _
r1+4x s+ 1+4x v1+4x
x(rn—l _Snfl)_rs(rn—2 _Sn—Z)
= :x']n— (x)+Jn— (x) .
m ( 1 2 )
% %



ALTE POLINOAME DE TIP JACOBSTHAL

’Matematica nu este inca pregatitd pentru astfel de probleme’’
Paul Erdos

k,(x)=k,_ (x)+xk, ,(x), VvneN" —{l},vxeR
ko (x) =2,k (x)=1.

Qn ()C) = xQn—l ()C) + xQn_z ()C), Vn eN’ — {1} ,Vx eR
Oy(x)=0,0,(x)=10,(x)=x.

Ecuatia caracteristicd a polinomului &, este:

t?—t—-x=0,
cu radacinile:
; I+ 4x+1 ; 1-+4x+1
1 = s by ™ )
2 2

iar a polinomului Q, este y* —xy —x = 0 cu radacinile:

:x+\/x2+4x _x—+x? +4x
2 2

Vi V)
Prin urmare:
k,(x)= At + Bt;,VneN,
0,(x)=Cy +Dy;, VneN.
Deci,

k(x)= At +Bt, =1
de unde deducem ca: 4 =1, B =1adica:
1+\/4x+1J" +(1—\/4x+1}"
2

2

{ko(x):A+B:2

=t +t,,VneN.

Prin urmare,



ky(x) = 2,k (x) = 1k, (x) = 2x + 1, k5 (x) = 3x + 1, k, (x) = 2x° +4x +1,
ky(x) =5x" +5x+ Lk (x) =2x> +9x” +6x+ Lk, (x) =2x* +11x° +15x° + Tx +1,
ko (x) =4x* +20x° +21x% +8x +1.
De asemenea avem:

{C+D:O C=-D,C L _»p !

j— = — , =, = ——
Cy, + Dy, =1 Nx? +4x Nx? +4x
Asadar,

0 (x) = 1 x++/x? +4x 3 x—+x?+4x ’ B

’ Vx® +4x 2 2
1 n n
== (y1 —yzl Vn eN.
x° +4x

Deci,

0,(x)=0,0,(x) =1,0,(x) = x,0,(x) =x° +x,0,(x) =x" +2x°,
O, (x)=x" +x> +3x*,0,(x) = x° +2x* +5x°,
O, (x) =x° +3x° +6x* +3x°,0,(x) = x” +4x° +8x° +8x*.



POLINOAMELE LUI MORGAN

> Matematicd este o limba si o stiinta’’
Lucian Blaga

(C, ()05 (B, (2)) 10, Co (¥) = By () = 1,
(1) C,(x)=xB,,(x)+C,(x)
(/) B,(x)=(x+1DB,_,(x)+C,_ (x), VneN",Vx eR.

C,(x)=1,C/(x)=x+1,C,(x) =x* +3x+1,C;(x) = x° +5x* +6x +1,
C,(x)=x"+7x +15x +10x +1.

" (n+k
Cn(x)=2(n jxk,Vn eN
o\ n—k

B,(x)=1,B,(x)=x+2,B,(x)=x" +4x+3,B,(x) = x> +6x° +10x +4,
B,(x)=x"+8x> +21x* +20x+5.

" (n+k+1
B =
0 z( e

Jxk , Vn eN.
Din (i) s1 (j) obtinem:
C (x)=B,(x)-B, ,(x), VneNsi xB,(x)=C,,,(x)-C,(x), Vn eN.

Din relatiile precedente obtinem:

B,(x)=(x+2)B,,(x) =B, ,(x), ¥n eN" - {lj
cu B)(x)=1,B,(x) =x+2. De asemenea avem:

C,(x)=(x+2)C,, () ~C,,(x), VneN" - {i}
cu C,(x)=1,C,(x) =x+1. Avem determinantul circulant:



—_
=
+
[\
—_
(e}
- O O
oS O O O
oS O O O
oS O O O

B,(x)=

0 0 0 0 0 ... 1 x+2 1
0 0 0 0 0 .. 0 1 x+2

si dezvoltand dupa prima linie obtinem:

1 1 0O 0 .. O 0
0 x+2 1 0O ... 0 0
0 I x+2 1 ... 0 0
B (x)=(x+2)B,_ (x)—|.. .. e =
0 O 0 0 x+2 1
0 o0 0O 0 .. 1 x+2
x+2 1 0 O 0 0
1 x+2 1 0 0
0 I x+2 0 .. 0
=(x+2)B, (x)—| ... =
0 0 O x+2 1
0 0O 0 ... 1 x+2

=(x+2)B, ,(x)—B, ,(x).

Din (j) deducem ca:
Ca(x)=B,(x)-(x+DB,(x)

si atunci relatia (i) devine:
B, ()= (x+DB,(x)=xB, ,(x)+B,(x)-(x+ DB, (x) &

< B, ,(x)=(x+2)B,(x)-B, ,(x),VxeR,VneN ,VxeR.
De asemenea din (i) deducem ca:



xB, (x)=C,(x)=C,(x),
si atunci (j) ne conduce la:
xB,(x) = (x+DxB, , (x) +xC,_,(x) = C,,,(x) = C, (x) = (x +)(C,(x) = C,, (x)) +
+xC,,(x) = C,x=(x+2)C,(x)-C, ().

1.133. xin (x)=C,, (x)—1,VneN".
k=0

Demonstratie. Avem: xB, (x) =C,,,(x) —C, (x),Vk € Nsi atunci:
) B(0) =2 Cy(0) =D C ()= C, (x) = Co(x) =C, (1)~ 1.

k=0 k=0 k=0

1.134. > C,(x) =B (x), Vn eN.
k=0

Demonstratie. Avem: C, (x) = B, (x)— B, ,(x), Vk eN’si deci

2 G0 =2 B, ()= By y(x)=B,(x) = B,(x) = B,(x),

k=0 k=0 k=0
deoarece B (x) =0.

Ecuatia caracteristicd pentru polinoamele B, (x)si C, (x)este:
£ —(x+2)t+1=0,

x+2+x* +4x _x+2—\/x2+4x
2 b

cu radacinile:

r(x) = 5 ,8(x)
si atunci:
B, (x)=Ur"+Vs", VneN.
Din:
By(x)=1=U+V
{Bl(x) =x+2=Ur+Vs’
obtinem:
S Sy 7

Nx? +4x Nx?+4x .

Astfel am obtinut formula lui Binet pentru B, (x):

n+l n+l ntl _  n+l

r S r S

\/x2 +4x _\/x2 +4x - \/x2 +4x

B,(x)=




_ rn+1 _Sn+1 _ (r(x))nﬂ —(S(X))'Hl Vn EN
r—s r(x)—s(x) ’ '

1.135. £, (x)=xB, ,(x*),VneN".

Demonstratie. Stim ca f, (x) = M, Vn eN unde a(x) = w ,
a(x) = f(x) 2
Blx) = x—\/;cz +4 ,az(x) _ x? +x\/);2 +4 +2,,82(x) _ x* —X\/);2 +4+2 i atunci
£ () = a”(x) = (x) _ (@’ (x)" = (B (x)" _ (r(x")" ()" _
- a(x) = B(x) a(x) - B(x) Vx® +4x

G 6 ) -G
e T s

1.136. C,(x*) = f,,.,(x), Vn eN.

n—1 (xz) .

Demonstratie. Am ardtat cd C, (x) =B, (x)—B, ,(x)si deci:
xC,(x*) = xB,(x*) = xB,, (x*) = x/3,., (x) = X/, (x) =
= x(f2n+2 (X) - Jp2n (.X)) = 'Xf2n+1 (.X') ’

de unde deducem ca:
C,(x*)= f,,.,(x), VneN.

S_(x+2 —1}_(31@) —Bo(x))
10) (B BW®
Avem:
Szz(x+2 —lj(x+2 —ljz(x2+4x+3 —(x+2)j=[B2(x) —Bl(x)}
1ol 1 o x+2 -1 B/(x) —By(x))

si atunci prin inductie matematicd deducem ca:

S":(B”(x) _Bnl(x)j, VneN*.
B, (x) —B,,(x)

Fie matricea:

Avem:

detS = =1i atunci:

x+2 —1‘

1=detS" :‘ B3) =B () ~B,(x)B,,(x)+ B, (x) =

B, ,(x) —B,,(x)
= Bj x)—B,,(x)B,_ (x)=1= B, ,(x)B,_ (x)— Bj (x)=-1.



Deoarece:
( C,(x) -C (x)j B ( B,(x)-B,(x) —(B,(x)-B,, (x))j

C,.(x) —C,,(x)) \B, ,(x)=B,,(x) —(B,,(x)~B,;(x)
B,(x) -B,,(x)) (B,,(x) =B,,(x)
) (B (x) -B,, (x)J _(B,,_z x) —B,,(0

Rezulta ca:

det( C,(x) -C (X)}

C,.(x) -C,,(x

]=S” —S§" =8NS -1,).

Cn (X) - Cnfl (X)
Cn—l ('x) - Cn—2 (x)

= det(S"(S—1,))=det(S—1,) .

1.137. C,,,(x)C, ,(x)—C}(x)=x, VneN".

n

Demonstratie. Avem:
C,(x) -C,_ (% x+1 -1
C,a(x) =C () - 1‘
-C,(0)C,,(x)+ Cj—l () =—x=C,(0)C,_,(x)— Cj—] X)=x=
=C,.,()C,,(x)~Cr(x) =x.

=det(S-1,) = =—x—1+1=—-x,adica

1.138. B,, ,(x)=(B,(x)— B, ,(x))B, ,(x), YneN".

Demonstratie. Deoarece:
B,..(x)=B,(x)B,(x)—B, (x)B, ,(x),Vn €N, luind m = n—1obtinem:

B, (x) = B,(x)B, ,(x) = B,,(x)B,,(x) =(B,(x) = B,,(x))B,, (x).
1.139. (x+2)B,, ,(x) = B>(x)— B>, (x), VneN" —{1}.

Demonstratie. Conform 1.138 avem:
(x+2)B,, (x)=(B,(x)—B, ,(x))(x+2)B, ,(x), unde folosim faptul ca:
(x+2)B,, ,(x)=B,(x)+ B, ,(x), s1 obtinem:
(x+2)B,,,(x) = (B,(x) = B,,(x))(B,(x) + B, ,(x)) = B, (x) = B, ,(x).
1.140. C, (x)=B,(x)C,(x)-B, ,(x)C, ,(x), Vm,neN" .

m+n

Demonstratie. C,, (x)=B,,, (x)—B,., ,(x)=B,(x)B,(x)—B, ,(x)B, ,(x)—
-B,(x)B, ,(x)+B, (x)B, ,(x)=B,,(x)(B,(x)-B, ,(x)—

=B, (0)B,,(x)~B,,(x)=B,(x)C,(x)- B, ,(x)C,,(x).

1.141. C,, (x) = B,(x)C,(x)- B, ,(x)C, ,(x), VneN .



Demonstratie. In 1.140 facem m = nsi rezulti enuntul.
1.142. B, ,(x)-B, ,(x)=C,,,(x)+C,(x), Vn eN.

Demonstratie. Am demonstrat mai Tnainte ca:
C,(x)=B,(x)-B, (x),VneN", deci
(xX)+C,(x)= (x)=-B,(x)+B,(x)—B, ,(x)=B,,,(x)-B,_,(x).

n+1 n+l

1.143. xB,(x)—xB, ,(x)=C,,,(x)—C,_,(x), Vn eN" (Swamy, 1966).

Demonstratie. Am aritat mai inainte c¢i xB, ,(x) =C,(x)—C,_ (x), Vn eN". Deci:
xB,(x)=xB, ,(x) =C,,(x)=C,(x) = C, () +C,,(x) = C,,(x) = C, ().

1.144. F, , =F’,—F’,VneN.

n+2

» _(a _:Bn+2)2 —(a” _ﬂn)z _l 2n+d m+d
n+2 Fn - (a_ﬁ)z _S(a +ﬁ

_z(aﬂ)n+2 _a2n _ﬁZm +2(aﬂ)n):l(a2n+2(a2 _a—2)+ﬂ2n+2(ﬂ2 _ﬂ—Z)):

Demonstratie. F

:%(0(2'”2(0(2—ﬁ2)+ﬂ2"+2(ﬂ2—a2))—( e (a— B+ p)a™ - ) =
A+ ana g :L 42 _ p2ns2y _
=@ ) =@ )=

1.145. F} ,-F; , =3F,,, VneN.

2n+2 2n+2\2 2n-2 2n-2\2
a’"" = (™" =-p
Demonstratie. F,, , —F, , = ( )"~ ( ) _

n+2

(a-p)’
_ ﬁ @4 B 2y a2y =
=ﬁ(a (@ —a™)+ (B> - B7)) =
:%( —B) =@+ p)@’ + fIF, =3F,,.

1.146. F, =F ,F. —F F ,,VmeN, VneN" —{l}.

m+n m+2 n—-22

Demonstratie. ., =F

m+n m+2

F —F F,



(@™ - p""Na" =) —(@" = """ = B"7) _

F =F F —-FF 6 =
m+n m+2" n m* n-2 (a—,B)Z
1
— (am+n+2 _anﬁm+2 _am+2ﬁn +18m+n+2 _am+n—2 _
(a-p)’
_atHﬂn—2 _an—Zﬂm _ﬂm+n—2) — 1 - (am+n(a2 _a—2)+ﬂm+n(ﬂ2 _ﬂ—Z)_
(a=p)

—a" (@ - B —a" B (e~ )= (a” =B )" nz_ﬁm ") _
(a—p)
1

_OC+,B min _ pminy . © min _ pgminy _
_a—ﬂ(a ﬂ ) \/g(a ﬂ ) Fm+n‘

1147, £, =(F,, —F,,)F,, VneN" - {I}.

Demonstratie. (F,,, — F, ,)F, = ! (@ =" a2+ N - B =
(a—p)
_ " _lﬁ)z @ =" B —a™ v a" B — "B+ B 4B — B =
_ 1 (@ (@ —a )+ BB - Y- BB - B a —a )=
(a-p)
_ 1 2 p2Ne2n p2ny a'p’ 2 2 2 pay
Tap @ TN Py e e =AY
:(a+ﬂ)(a—,8) 2 pon :L m_ gy _
DD = @ = E,

1.148. (., - L, )L, =5F, ,VneN".

Demonstratie. (L, —L ,)L, =" + " —a"> =" )" + ") =
:a2n+2 +(0(ﬁ)n,32 _(aﬁ)nIB—Z _a2n—2 +(aﬁ)na2 +ﬁ2n+2 _(aﬂ)na—Z _ﬁZn—Z —
— a2n+2 _a2n—2 +ﬂ2n+2 _IBZn—Z +(aﬂ)n (ﬁZ _ﬁ—Z +a2 _a—Z) —

:aZn(aZ _a_2)+ﬁ2n(,32 _ﬁ—Z):(QZ _ﬂZ)(QZn _ﬁZn):

2n

—(a- P - =a-pr P _sp,
Py

1.149. zn:CZk (x)= B, (x)C, (x), YneN" (Swamy, 1966).
k=0

Demonstratie. Conform 1.141 avem C,, (x) = B, (x)C, (x) — B, (x)C,_,(x),Vk e N "
Deci:



iczk (x) = in (X)C, (%) — inl X)C, (x) =

= Zn:Bk ()C; (x) = nin ()Ci (x) = B,(x)C, (x) = B, (x)C_;(x) , dar
B (x)=0si Cfl_ (x)=1si rezulté_;:nuntul.

1.150. (x+2)B,, ,(x)=B(x)— B’ ,(x), VneN .

(r" () =s" ()" = (" () =" (x)" _
(r(x) = s(x))’

(" () + 57 () =20 (@)s()" =™ () =5 (0 + 20 (x)s(x)" ) =

Demonstratie. B> (x)—B. ,(x)=

1

() —s(x))’

- m< W) — @) ) + 57 @) — (@) ) =

_ P (x) =52 (%) _B, (%),

r(x) = s(x)

1.151. xB,(x)= (x+1C,(x)—-C, ,(x), VneN".

Demonstratie. xB (x)=C, , (x)—C, (x), VneN
dar
€@ =(x+2)C, (1) ~C,, (x), Vn eN’
, de unde deducem ca:
xB,(x) =(x+2)C,(x)-C,;(x) = C,(x) =(x+DC, (x) - C,;(x) .

1.152. C

2n+1

(x)=B,(x)C,,,(x) = B, ,(x)C,(x), Vn eN".

Demonstratie. In 1.140 am demonstrat ca:

C,..(x)=B (x)C,(x)-B, (x)C,_,(x), Vm,neN .
st deci considerand aici m = n + 1rezulta ca:

G (0)=B,(0C,,(x) =B, ,(x)C,(x).

1.153. Zn:sz (x) = B’ (x), Vn eN" (Swamy, 1966).

k=0

m+n (‘x) = Bm (‘x)Bn (x) - Bm—l (‘X)Bn—l (‘X)i' vm’ ne N ' H reZUlté Cé:
B, (x)=B{(x)—B;,(x),Vke N & B, ,(x) = B,,(x)— B{ (x), Vk €N,

Demonstratie. B

si deci:



isz (x) = iBzf (x) - 23131 (x) = B (x)— B (x),

si deoarece B_ (x) = 0, deducem céZBZk (x)=B}(x),VneN".

k=0
1.154. i“BM (x)=B,(x)B, ,(x), YneN" (Swamy, 1966).
k=1

Demonstratie. Am demonstrat anterior ca:
B,, ,(x)=B,(x)B,_,(x)—B,_,(x)B,_,(x), Vk eN " si deci:

Zn:BZk—l (x) = Z”:Bk (¥)B;_ (x) — Zn:Bk—l (¥)B,_,(x) =
=Y B,(x)B, ,(x)~ 3 B.(x)B, ,(x) = B,(x)B, ,(x) - B,(x)B., (x).

si deoarece B_, (x) = 0 obtinem ca 232 1 (X)=B,(x)B, _,(x).

k=1

1.155. Zn:cz,H (x)=B, (x)C,(x), VneN" (Swamy, 1966).
k=1

Demonstratie. Din 1.152 obtinem: C,, ,(x)=B,_,(x)C,(x)—B,_,(x)C,_,(x), Vk eN~
st deci :

i Cyi(x) = i B, (x)C (x)— i B, ,(0)C(x)=
=Y B (G- B, (0C,(x) = B, ,(1)C, (1)~ B, (x)Cy (x)

si deoarece B, (x) = Orezultd Y C,, ,(x) = B, ,(x)C, (x).

k=1
1.156. C,,(x)-C,, ,(x)=C:(x)-C’ ,(x), VneN" .

Demonstratie. Conform 1.141 avem:

C,,(x)=B,(x)C,(x)—B, ,(x)C, ,(x), VneN",
iar conform 1.152 avem

Cy i ()= B, ()C, ()= B, ,(x)C,, (x), Vn eN",
st deci:

G, (0) =G, (x) =(B,(x) = B, (x)C, (x) = (B, (x) = B, ,(x))C,, (x).
Conform 1.136 avem;
C (x)=B,(x)—B, (x),VneN",



si atunci relatia precedenta devine:
C,,(x)-C,, (%)= Cj (x) - Cj—l (x).

2n
1.157. Y (-1)"C,(x) =C; (x), VneN" (Swamy, 1966).
k=0

2n
Demonstratie. » (-1)'C,(x)=C, - C,+C, = C; +..—C,, , +C,, =

k=0

= Z Gy () — Z Copa (%)
k=0 =1
Conform 1.149 avem
DG ()= B,(x)C,(x), VneN",
k=0
1ar conform 1.155 avem:

> Cy i (¥) = B, (¥)C, (x), VneN",
k=1
si atunci:

S D C @ =Y )= Cop (1) = B, (0)C, (1) — B, ,(1)C, (x) =

=(B,(x)— B, ,(x))C,(x), Vn eN" si deoarece C,(x)=B,(x)—B, (x), VneN",

rezulta ca:
2n

2 DG () =Cl(x).

k=0
Sau se mai poate demonstra asa:

2n
Z(_l)k C,(x)=0C,,(x)-C,(0)+C,, ,(x)-C,, ;(X)+..+C, - C,
k=0
dar in 1.156 am demonstrat ca:
Cy —Cyy = Cl? _le—l’ VkeN",
st atunci relatia precedenta devine:
2n

D DG ()= Crx) = CrL(0) + Oy (0) = Gy (0) +.+ C3 (1) = G5 (1) + €5 () =

k=0

G+ () -G (x) = C, (x) - C(x) =C, (x).

1.158. i(—l)"Bk (x)=B,(x)C,(x), VneN".
Demonstratie. i(—l)k B, (x)= Zn:BZk (x)— Zn:BZk_l (x)=B(x)-B,(x)B, ,(x) =

k=0
=B,(x)(B,(x)-B,,(x)),
de unde tinand seama ca:



B (x)—B, ,(x)=C, (x),VneN ",
deducem relatia enuntului.

1.159. Daci sirul de numere reale strict pozitive (x, ),., are proprietatea cd x, =L,= 2,
X, =L =1si F? + F} +/1+x> = J(x, +F,,)> +(1+F,)*,¥neN",

atunci sirul (x, )

0 €ste sirul lui Lucas.

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Relatia din enunt este echivalenta cu:
(x, +F, ) +(1+F) =1+x.+F’ +F,, +2\/1+xj -\/Fn2 +F <

S+ F}+x +F) +2F, +2x,F, =1+x. +F’ +F,, +2\/(1+xj)(Fn2 +F])

C>Fn +an2n :\/(1+xn2)(Fn2 +F22n)

2 22 _ o2 2 2 2 2 2
< F+2FF, x, +xF,, =F +F, +x,F"+x,F,

2n"n

F. .
S xF!+F), —2F F,x, =0 (x,F,-F,) =0 () x, = Fz ,VneN".

2n""n
Se mai stie ca:
1 ) "
F=—(@" -pB")siL,=a"+p",VneN ,

J5
si deci din (1) obtinem ca:
2n _ p2n
x =2 P

n an_ﬂn =

. o o *
si deoarece x, = L rezulticd x, =L ,VneN .

a"+p"=L,,Vn eN”,

1.160. Daci sirul de numere reale strict pozitive (x, ) ., are proprietatea cax, =0,
X, =1 §i L2 +F2 +1+x2 =J(x, +F,)> +(1+L,)*, VneN",

atunci sirul (x, ), ., este sirul lui Fibonacci.

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Relatia din enunt este echivalenta cu:
(x,+F,) +(+L) =1+x.+L +F,, +2\/1+xj \/Lj +F <

< x2+2x F, +F) +1+ 0 +2L =1+x. +L +F,, +2\/(l+xj)(Li +F])

S L, +x,Fy, =+ X)L, + F) < L +2L,Fy %, + X2 F5, =L+ Fl, + 1 + X1 Fy,

2n""n

2n""n

F.
o x L +F. 2L F,x, =0 (x,L,-F,) =05 x, :f@

n



1 2n _ M2n 1
<X = @ ﬂ =

O L T

x,=F,Vn eN".

1.161.5"L, .- zzl(znﬂjzp:( J L. Zf(zm“q}zp:( ]Fk,Vm,n eN”.

p=0 k=0 k=0

(a"=p")=F,,VneN si deoarecex, = Fyrezulta ca

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Relatia enuntului este echivalenta cu:
1 2 2n+1)\& 1 2 2m+1)\& .
L2m+1 — Z( jZ[ij L2n+1 Z( ]Z( ij ,Vm,neN .
5" S P Jio\k 5" 0

Vom demonstra ca:

1 2n+1 2 +1 p N
5" Zﬁ( ” jZ( j P TR
p=

Intr-adevar,

1 ) ) )
F, =—(a" - p"iarL, =a" + B*, Vn eN, si atunci:

NG
1 &W(2n+1\&(p 204l m+1 ) )
5" _o( p J;(kj Z;;( j{ J -p)=
=;zi:+l((a+1)p _(ﬂ—‘_l)p(zn]jljzw((a‘i‘ 2n+1 (ﬁ+2)2n+l) VI’IEN

(\/§)2n+1 p
+2=1+2\/§+2=5+\/§=\/§(1+2\/§J=a\/§,

Deoarece:
2

ﬁ+2:#+2:¥:_Jg(#J:—ﬂJg,deducem ci:

(a+ 2)2n+1 _(ﬂ+2)2n+1 _ (\/§)2n+1 (a2n+l _(_ﬁ)2n+l) _ (\/§)2n+1 (a2n+l +ﬁ2n+l) _

2n+1 * : = :
= 5) L, ., VneN ,siurmeaza concluzia.

1.162. 5" F, . - f(znﬂjzp:[ J F, . zf[zmHsz:( ij,Vm,n eN”.

=0 k=0 p=0 k=0

(D.M. Bitinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)



:L(ak - BYiarL, =a* + p*, Vn eN, si atunci:

J5
S Bl

Demonstratie. Avem: F,

p=0\ P Jk=0 p=0 k=0
2n+l1 2 +1 2n+l1 2 +1 2n+l 2 +1
- ((a+1>P+(ﬂ+1)"{ " ]=Z( ) J(a+1>”+2( " j(ﬂ+1)ﬁ=
p=0 p p=0 p p=0 P

=(a+2)"" +(B+2)"",VneN"
Deoarece, a+2 = J5 P+2= —,B\/g, deducem ca:
2n+l1 2 +1 P
Z( n jz(iij =(a2n+l _ﬁ2n+l)(\/g)2n+l —
p

p=0 k=0
1

_ _(a2n+1 _ﬂ2n+l)(\/g)2(n+l) 5+l F,.. .

J5

el 2n+1)& . ]
Fe ( ]Z(ijL =5"F, .F, . ,YmmneN" sirespectiv
k=0

il 2m+1)\& .
F2"+1 Z( JZ(?)L - 5m+1 F2m+lF2n+l ,Vm,neN ",
p=0 0

si urmeaza concluzia.

1.163. Daci sirul (a,)_, de numere reale strict pozitive are proprietatea ci existd

r eR’astfel incat: ¥ a,L, =a,L,,, —r(L,,; —7)—3a,, YneN", atunci sirul (a, ), este

ntn+2 T
k=1

o progresie aritmetica de ratie r .

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Facem demonstratia prin inductie matematica:
n=1=al =al,-r(L,—7)-3a,,
de unde daca {inem seamaca: L, =1,L, =4,L, =7 , obtinem:
a, =4a, —r(71-7)-3a, < a, = a,, adevarat.

Presupunem proprietatea adevarata pentru k = 1,nsi 0 demonstram pentruk =n+1.

Deci, a, =a, +(k—1)r,Vk =1,n si demonstram cd in conditiile enuntului avem:

a,., =a, +nr. Intr-adevar, avem:

n+l1

Zak =d,q n+3 ( n+d 7) 301



@iakL +a, L. =a

n+l

L,;—r(L,,—7)—3a <

n+l

~a Ln+2 ( n+3 7) 3al + an+1L - an+1Ln+3 ( n+4 7) 3611
= an+l (Ln+3 n+l ) a L +2 + r(Ln+4 n+3) S an+1Ln+ anLn+2 + an+2
= an+1Ln+2 (a +7’)Ln+2 g —=a,tr=a +nr, Vn EN

ceea ce Incheie demonstratia.
1.164. Daci (u, )n21 este o progresie aritmetica de ratie > Ocu u, eR” si (x, )nZO este un
sir cu proprietatea cd x, =0,x, =x, =1, si:
.
Zukxk =u,x,,+r(x, —x,;)—xu, VneN

k=1
atunci sirul (x, )nzo este sirul lui Fibonacci.

(D.M. Bitinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Observdm cd x, =x,+x, si demonstrdim enunful prin inductie
, VneN.

Pentrun = 0, conditia enuntului ne aratd cd x, = x, +Xx, , adevdrat.

matematica, ardtand ca: x,,, =

xn+1

Pentrun =1, relatia enuntului devine:
ux, =ux; +r(x, —x,) —xu, S u(x; —x, —x,) =0< x; =x, +x,, adevarat.

Presupunem ca relatiax, , = x,,, +x,,este indeplinitd pentru orice k =0,n $i vom ardta

cd ea este adevarala si pentruk =n+1, adicd vom ardta ca x, ., = +x,,

n+2
Evident aicin > 2 i atunci conform enuntului avem:

zukxk = U X (X = X,,5) = XU, slzukxk = Uy X T =X, 0) = XU,
k=1 k=1

de unde obtinem ca:
ux, =ux, —u,

n’vn+2 n+l + r(xn+2 _xn+3) g

-~ r(‘xn+3 - xn+2) = un (xn+2 _'xn) - (un - r)anrl =

g r(x - 'xn+2 - xn+l) = Z’ln (xn+2 - xn+l - xn) N

- xn+2 - xn+l ) =u ('xn+2 - xn+l - 'xn

+ x,,deducem:

n+3

< r(x

n+3

iar conform cux, ,, =

n+l

r(x,,—x,,—x,)=0,VneN,sideoarecer > 0, rezulta ca:

X +Xx

n+3 =X n+2 n+l?>

si demonstratia este Incheiata.

1.165. Daca (x,) _,,(», ) _, sunt siruri de numere reale astfel incat

xn+2 = xn+l + 'xn H yn+2 = _yn+1 +yn > vn EN’ atunct:



n

n
(kJ(xk + (_l)kyk): x2n +y2n,vn EN.
0

(D.M. Bitinetu-Giurgiu, 1985)

k=

Demonstratie. Ecuatiile caracteristice ale celor doua siruri liniar recurente sunt:
2
rP—r—1=0,t>+t-1=0,
cu radacinile:

1+\/§: 1-+/5 ; :—1+\/§: —1-4/5

7, = a,r,=——=L3, -B,t, = =—a
1 2 2 2 ﬂ 1 2 ﬂ 2 2
Prin urmare:
x,=Aa" +Bp", y, =(Ca" + DB")(=1)",Vn eN.
Rezulta ca:

n n

(Zj(xk +(—1)kyk)= Z(:J(Aa" +BB* +Ca* +Dp*) =

k= k=0

- (A+C)i(2]a" +(B+D)i(l’3ﬁk —(A+C)a+1)" +(B+D)B+1)" =

=(A+C)a” +(B+D)B* = Aa’" + B> +(Ca™ + DB )(=1)*" =x,, + ¥, ,
si demonstratia este incheiata.

Observatie. Identitatea din enunt a fost data ca problema la concursul Taberei Nationale
de Matematica, Campulung Moldovenesc, 1985.

1.166. Daci a,b R’ atunci sirurile(xn)nzo,( n)nzo de numere reale care verificd

recurentele reale x, , =ax,,, +bx,,y,., =—ay,,, +by,,Vn eN, verifica si relatia:

n+l

n

i k _
(k}a b ('xk+(_1) yk)_x2n+y2n’vn€N‘
0

(D.M. Bitinetu-Giurgiu, 1991)

k=

Demonstratie. Deosebim doua cazuri, dupa cum urmeaza:
a) a’ +4b eR’. Atunci ecuatiile caracteristice:
r*—ar—b=0sit> +at-b=0,
admit radaciniler,,, e C™, 1, # r,, respectivt, = —r,,t, = —r, .
Prin urmare:
x,=Ar"+Br,,y, =(=D)"(Cr" +Dr,'), VneN,
unde 4,B,C,D € C. Avem:

Z(n}akb”_k (x, +(=D*y,) = AZ(nJakb"_krlk +B2[njakb"_krzk +
k o\k io\k

k=0
e (Zjakb”"‘ ()% 5k 4 DZ(Zjakb”"‘ (=1 =
k=0 k=0



= A(ar, +b)" + B(ar, +b)" + C(ar, +b)" + D(ar, +b)" =
=(A+CO)" +(B+D)yr," =x,, +Cr' + Dr) =x,, + (=) (Cr"" + Dry") =

=X,, +¥,,, VheN.

a
t,=t,=——.

2
ay . : a
b) a2+4b:0:>b:—(5) slaturlclrl=r2=5,1 5

In acest caz:
_ (A+Bn)a" b = (C+ Dn)a" (-1)"

n s Vn ,Vl’l EN,
2" 2"

si:
_ (A+2Bn)a™ _(C+2Dn)a™

2n 2211 >V 2n T 22n

,Vn eN.

Asadar avem:
n n 2n—-2k

Z(Z]akb"_k (xk +(_1)kyk) = Z ak(_l)n_k '6212,1—_2/C(xk +(_1)kyk):

k=0 k=0
1yt a™* (4+Bk)a"
a2n—2k 2k

a’"™* (C+ Dk)a"

n—k
=D""- 22k ) ok =

B Il

Il
=
[=]

+

n
k
n
k
n
k

k

(=]

2n kaZn

c n n—k . a C n 1\ k e
_(A+C);£k](—1) e +(B+D);[k]( 1) S

a)" o7 n—k ~ k ﬁzn AN T

_(Ej (A+C);(kj(—1) 2 +[2j (B+D);[kj( )"*k-2F =

p 2n ) a 2n n n' e
_(A+C)'[5 . +<B+D)'(5j 2y FF VT
a 2n . g 2n n (n 1) k—l 1\
=(4+C)- [2 +(B+D) [J 2n- ;(k e —k)' (-D"* =
=(4+C)- - n+2n(B+D)' ﬁ n (n ](2)’1( n" =
2 2 Jj= J
a " a ' n-1 __
=(A+0)| ] +2m(B+D)| S| 2-D"" =
—(4+0)| 2 n+2n(B+D)- a)’ =(A+2?B)a2n +(C+2’ZD)a2n =
2 2 2 n 2 n

=X,, +,,,Vn €N, si demonstrafia este completa.

Observatie. Identitatea din enunt a fost publicata ca problema C:1181, in

Matematica — seria B, Nr. 9 / 1991.

Gazeta



1.167. Daci a,b R, atunci orice sir de numere reale (x, )n>0 care verifica relatia

X, = +bx,,Vn eN, verifica si relatia:

n+1

n

Z n kbnfk _
i a X, =Xx,,,VvneN.

k=0

(D.M. Batinetu-Giurgiu, 1987)

Demonstratie. Deosebim doua cazuri:

a)Ecuatia caracteristicd a recurentei x, ,, = ax,,, +bx, , admite rddacinile:
r,r, €eC L n #r,.
Atunci:
x, =An"+Br,,VneN cu 4,B €C,
si deci:
“(n t(n t(n
Z( Jakbn—kxk _ AZ( jakbn—krlk +B'Z( Jakbn—krzk _
k=0 k k=0 k k=0 k
= A(ar, +b)" + B(ar, +b)" = A1”" + Br;" =x,,,Vn eN.
2
b)Ecuatia caracteristicd admite radacina dubld », =r, = —(%) .
Atunci:
_ (A+Bn)a" . - (A+2Bn)a™
n 211 > 2n 2211 2

si avem:

L 3
7\
S

. n akb n—ka2n72k n n aZn—k (_ l)n—k ak
a'd""x, = N = A Z 2k Ak T
k k 0 k 2 k=0 k 2 2

n n aZn k( l)n k n aZn( l)n k n n a2n (_l)n—k
+B- O(kj 22n -2k A z 2nk +Bz k 22n—k .k:

k=0

2n

+
ool

=4- % (kJ( 2%+ B. [2J2n§(2j(_1)n—kk.2" =
Ve +B-(% 2n2( J( et K
4|2 +B-[§ ! 2n-g—(k_(gii)ik)!(—l)”‘kzk-‘ _
— 4. % +B-(% 2n-2n-:§;(n;l](—l)"“.zf _
{

2n
2n-Q2-D)"=(4+ 2nB)(%j =X,,,Vn eN.

[N
NSNS



Observatie. Identitatea din enunf{ a fost publicatd ca problema :535, in Gazeta
Matematica — seria B, Nr. 11-12/ 1987.

1.168. Dacd a,b €R",4a’ +27b e R, i (x, )nzo este un sir de numere reale astfel incat
Vn eN , atunci:

i n kbn—k _
L a Xy, = X3,,VneN.

k=0

xn+3 = a‘xn+2 + bxn 4

(D.M. Batinetu-Giurgiu, 1986)

Demonstratie. Ecuatia caracteristici a acestei recurente este »° —ar’ —b =0, ecuatie

care nu admite ridicini multiple datoriti conditiei 4a’ +27heR".
Fie deciu,v,w e C radacinile distincte ale ecuatiei caracteristice. Avem:

x, =Au" + BV" + Cw" ,Vn eN, si deci:

Z(”jakbnkx% :A_Z(njakbnkuyc_'_ B.Z(nJakbnkVZk_i_ C_z(”jakbnkwyc _
k io\k ico\k o\ k

k=0
= A(au® +b)" + B(av’ +b)" +C(aw’ +b)" = Au’" + BV" +Cw™" =x,,,Vn eN.

Observatie. Identitatea din enunt{ a fost publicatd ca problema (:486, in Gazeta
Matematica — seria B, Nr. 7/ 1986.

1.169. Sirul (22” L, )nzz nu contine patrate perfecte.
HSFQ 2026 (D.M. Batinetu-Giurgiu, 1980)

Demonstratie. Avem:
WL =@ +p")Y =a™ + B +2ap)" =L, +(-1)"-2, VneN.
Mai observam ca L, =7, deci L, = 7(mod 10) . Presupunem cd L, =7(modl0),Vn >2
si demonstram ca Lz"“ = 7(mod10). Intr-adevir, conform (1) avem:
) L. =L}, -2(-1)" =L}, -2,VneN - {I}.
Deoarece:
_ 5 ax T2 — _
L,, =7(modl0), rezultd ca L, =49(modl10) =9(modl10),
si atunci din (2) deducem ca:
2 _ —
L,.,=L,—-2=(9-2)(modl0)=79(modl10).

Prin urmare L ,se termind cu cifra 7, VneN - {1} Daca finem seama cd orice patrat
perfect se termina cu una din cifrele 0, 4, 5, 6, 9 si ca L,se termina cu cifra 7, iar 2°"se

termind cu una din cifrele 4 sau 6 rezultd cd numarul 2" LG se termind cu una din cifrele



2 sau 8. Deoarece {2,8}ﬂ{0,1,4,5,6,9}:® rezultd ca 22”L2,, nu este patrat perfect,
VneN' — {1}

Observatie. Rezultatul din enunt a fost publicat ca problema :130, in Gazeta
Matematica — seria B, Nr. 4 / 1980.

1.170. Daci(a,)  este un sir de numere naturale astfel incat a,nu se divide cu 5,

Vn eN, atunci sirul (b,),.,.b5, =a,L,,¥neN" —{l} este un sir liber de pitrate, adica

b, nu este patrat perfect, Vn eN" —{l}.
(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Fie u:N— {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,}, u(n)este ultima cifra a numarului »
scris 1n sistemul de numeratie cu baza 10. Deoarece a, nu se divide cu 5, Vn eN rezultd
ca:
(1) u(a?) €{1,4,69},Vn eN.
Deoarece, L, =a" + f",Vn eN, rezultd ca:
Q) L=@" +p")Y =a”+p"+2ap)" =L, +(-1)"-2,VneN.
Deoarece, u(L,) =u(7) =7, vom demonstra ca:
3) w(L,)=7,VneN —{l}.
Intr-adevar, presupunem ca:
4 u(l,)=7,Vk=Ln,
si demonstram ca:
(5) u(L
Conform cu (2) avem:
) L,.=L,-(-D"-2=1 -2.
Deoarece, u(Lz,, ) =7, rezulta ca: u(Li,, ) =9, si atunci din (6) deducem ca:
WL, )=ull2, —2)=u©-2)=7.

Conform principiului inductiei complete rezultd ca: u(L,,)=7, Vn eN" - {l} .

)=7.

2r1+]

Daca tinem sema de relatiile (1) si (3) rezulta ca:

@) ula? L, )efu-7),u4-7),u6-7),u9- )} = {2,378}, vn eN" {1}
Pe de altd parte orice patrat de numere naturale se termind in {0,1,4,5,6,9}, si atunci
deoarece {2,3,7.8}1{0,1,4,5,6,9}= @ rezultd ci sirul (a’L,,)

n=2

este un sir liber de
patrate.

1.171. Daci ( n)
¢ =1, atunci ¢, — 9,0, =2"",VneN.

, este sirul lui Fermat, adica ¢,,, —3¢p,,, +2¢, =0,VneN, ¢, =0,

n=



(D.M. Bitinetu-Giurgiu, 1983)

¢n+l
P
AeM,(R,) astfel incat F, , = AF,,Vn eN, iar apoi vom exprima 4",n €N’ in functie

Demonstratie. Consideram matricele £, = ( J ,Vn €N, si vom determina matricea

de termenii sirului lui Fermat. Avem:

o) e() e
Dy 0 2 1 2 3 z
DinF, = AF,si F, = AF, = A’F,, obtinem:
3) (x yl) (x>
oG

3
de unde deducem x =3 si z=1.Deci 4 = (1 Jt/] si din

F_7_AF_3y3_9+y . B
L= = AF, = = ,avemca y=-2,t=0.
3 I t\1 3+¢

3 -2 u, v
Prin urmare 4 = (1 0 j Fie 4" = [ . j ,n eN. Deoarece, F, = A" F, rezulta ca:
Wy Py

¢n+1 un vn 1 un = [
= = , de unde deducem cau, = ¢,,,,w, = @,, adica:
wi’l WVI pﬂ 0 Wn

14 *
A" :((/)"H "],VneN )
¢rl p”

v \3 3 +v
Fn+l — An+1FO — Aanl — ((onﬂ n j[ J — ( (Dn+l n] — (¢n+2j, deCi:
gon pn 1 3g0n + pn g0n+1

¢n+2 = 3¢n+1 + Vn = 3¢n+1 - 2(0n71 4 SI Obtinem Cé vn = _2¢n 4 pn = _2¢n71 s adica:

— 2 .
An :(¢n+l ¢n J,VI’IEN )
¢n - 2gon—l

Avem:

Mai departe avem:
det 4" =20, —2¢,,0,, =(det4)" =2",
de unde rezulta ca:
(05 P Ppa = 2" ,VneN,
si demonstratia este completa.

Observatie. Rezultatul din enunt a fost publicat ca problema C:335, in Gazeta
Matematica — seria B, Nr. 8 / 1983.



~ - . . . . 2
1.172. Daci p > 5 este un numar prim, atunci p divide F, —1.

Demonstratie. F, = i(0:” ~BY)=SF =(a" - B") =a" + B -2apf) =

J5
=a” + > —2(=1)",Vn eN. Dacd p > 5 este un numdr prim, atunci este imapr si deci
2,2 2 =. 2 _ .
5F, =(a”)" +(B7)" +2, de unde deducem ca: 5(F, —1) =u” +v” —3, unde:
u:a2 :3+\/g, V:ﬂ2 :3_\/g
2 2
unde rezulta cau” +v" €Z,Vn eN. Avem insa:

,si undeu, v sunt ridicinile ecuatiei x> —3x+1=0, de

p-1

P P _ p_p71 p p—k .k _2p _ P4 ko p-2k p-2k
u?” +v? =(u+v) z . u’"vt =3 z X (uv)" (u +vPh),

k=1 k=1

unde p divide [i] ,Vk = l,pT_l , §1 atunci rezultd ca: u” +v?” =3”(mod p).

Pentru p > 5, avem u” +v” —3=3" =3 =0(modp) si deci p divide5(F; —1).
Deoarece (5, p) =1, rezultd ca p divide sz —1.

1.173. Daci (x, ), satisface recurenta x,,, =x
x,=d eR’iar (u,)

n /nl1

+x, Incare x,=ceR,

n+l

este o progresie aritmetica de ratie r, atunci:
n
*
Zukxk =u,x,,+r(x,—x,;)—ux,, VvneN .
k=1

(D.M. Bitinetu-Giurgiu, 2003)

Demonstratie. Vom face demonstratia prin metoda (I.M.).
Pentru n =1 relatia enuntului devine:

U X, =Xy +1(x, —X,) =X, = XU = (X —X;) =UpX,,
ceea ce aratd cd pentru n =1 enuntul este adevarat.
Pentru n =2 relatia enuntului devine:

U X, H Uy Xy =UyXy +1(X, —X5) =Xy < uy(x, —x,) =u, (X, +x,) +7r(xs —x,) <
< u,x, = (u, +r)x; =u,Xx;, deci enuntul este adevarat si pentru n=2.

Presupunem enuntul adevirat pentru k=1n,neN" - {1} s1 sd demonstram ca este
adevarat i pentru k =n+1, adica:
n+l

(D Zukxk = U X,y H (X = X,) — U X,
k=1

Relatia (1) este echivalenta cu:

n
Zukxk FUy Xy S U X F (X = X,) —U Xy S U, +7(X =X, ) —u X, +
k=1

+ un+l xn+l = un+1xn+3 + r('x4 - xn+4) - u1x2 = un+l ('xn+3 - xn+l ) = unxn+2 + r('xn+4 -

xn+3 ) <~



Su, X de unde daca tinem seama ca

n+l1" n+2

X, eRi,Vn eN, deducem ca relatia (1) este adevaratd si deci conform principiului

= un'xn+2 + mn+2 = (un + r)xn+2 = un+1xn+2 s

inductiei matematice rezulta ca enuntul este adevarat Vn eN .

Observatii. 1) Aceasta problema este propozitia 1 din [2];
2) Dacid x,=0=F,, x, =1=F, iar (u,)
ratie » R, atunci din relatia enuntului deducem ca:

Z”ka =u, b, +r(Fy—F,.5)—u,
=1

este 0 progresie aritmetica de

n=1

adica am obtinut Problema C: 2310 propusa de Florin Rotaru in G.M.-B, nr. 9/2000.
Daca aici luam »=0s1 u, =1,Vn eN", atunci deducem ca sirul lui Fibonacci verifica

relatia:

Y F,=F,,-1,VneN".
k=1

1.174. Daci (x,)

X,., =X, —X, =0,VneN, iar sirul (u, )@1 , are proprietatea ca existd » eR astfel incat

n

este un sir de numere reale strict pozitive care satisface recurenta

n=0

n
*
(1) Zukxk =ux,,+r(x,—x,,)—ux,, VvneN ,
k=1
atunci sirul (un )n>1 este o progresie aritmetica de ratie r .

(D.M. Batinetu-Giurgiu, 2003)

Demonstratie. Aplicdm si aici metoda (I.M.).

Pentru n =2 relatia enuntului devine:

U X, +uUX, =u,X, +r(x, —X5) —uX, S u,(x, —x,)=u,(x, +x,) +r(x, +x;, —x,)+
+ux, S u (X +x,)F1xy =UyXy S uXy H1x =u,x, S (U )X =U,X,

de unde daci tinem seama cd x, R’ ,Vn eN, deducem cd u, =u, +r.

Presupunem ca u, =u, , +r, YneN" —{l} si sa demonstrim ca u,,, =u, +7.

Intr-adevir, pentru n+1 relatia (1) se scrie:

n+l
Zukxk =uU, X, +r(x,—x,,)—ux, <
k=1
n
Uy Xy + D UK, =1, X, + (X, —X,,,) —u,x,, In care dacd {inem cont de
k=1
relatia (1) obtinem:

XUy H (X, = X,03) U Xy F U, X, = U, X, (X =X, ) — U X, <

n+l
= Uy (xn+3 - xn+l) =U, Xy + V(Xn+4 _‘xn+3) = UpXneg =UpXypo + Xpi2s

. . . - - * - ~

de unde prin simplificare cu x,,, >0 rezultd cd u,,, =u, +r,VneN , ceea ce arata cd

(un )nZl este o progresie aritmetica de ratie 7.



Observatie. Aceasta problema este propozitia 2 din [2].

1.175. Daci (u,), .,

un si de numere reale astfel incat x, R, , x, eR’, x, =x, +x, si

. . . o . * * .
este o progresie aritmetica de ratie r eR’ cu u, R’ iar (x, )nzo

n
(1) Zukxk =u,x,, +r(x, —Xx,;)—Ux,, VneN,
k=1

atunci x,,, —x,,, —x, =0,VneN.

n+l

(D.M. Batinetu-Giurgiu, 2003)

Demonstratie. Aplicim tot metoda (I.M.). Pentru n =0 avem x, =x, +Xx, .
Pentru n =1, relatia (1) devine:
ux, =ux; +r(x, —x,)—ux, <u(x, +x,)=ux;, de unde prin simplificare cu
u, eR’ obtinem cd x, =x, +x,.
Presupunemcd x,,, =x,,, +x,,Vk=0,n, n eN’ - {1,2} si demonstram ca:
(2) xn+3 = xn+2 + xn+l :
Dacé in (1) inlocuim n cu n—1 obtinem ca:

n—1

(3) Zukxk =u, X, +r(x,—x,,)—ux,, Vn=2.
k=1

Daca in (1) tinem seama de (3) deducem ca:
n—1

u,x, + Zukxk =u,x, ,+r(x,—x,,)—ux, &Sux, +u, x
k=1
= U, X, (X = X,5) =X, Su, (X, +X,0 =X, )+ (X, =X, —X,,) =0,

n’n+2

+r(x, —x,,)—ux, =

n+l

Deoarece x,.,—x,,—x,=0, In baza ipotezei de inductie, din relatia precedentd

deducem ca: r(x,;—x,,—-x,,)=0=x,,=x,,+Xx,,,, sl cu aceasta problema este

rezolvata.

Observatie. Aceasta problema este propozitia 3 din [2].

1.176. Dacid x,y eN, x < y sunt doi termeni consecutivi ai sirului lui Fibonacci, atunci
avem una din relatiile:

Y —xp=xt -1 (*)
y —xp=x" +1 (**)

(Wasteels, G.M. XIII, 1907-1908, pag. 138)

Demonstratie. Sa observam cd dacd x,y,z sunt termeni consecutivi (x<y<z) ai
sirului lui Fibonacci, atunci:



e daca x,y verifica relatia (*), atunci y,z verificd relatia (**);

e daca x,y verifica relatia (**), atunci y,z verifica relatia (*).
Intr-adevir, este evident ci x+ y = z si atunci:

(1) 22 =yz=y =(x+p) —yx+y) -y =x"+xy-y’ =~y —xy—x7)
Din (1) se observa ca daca x,y verifica relatia (*), atunci y,z verifica relatia (**) iar
dacd x, y verifica relatia (**), atunci y,z verifica relatia (*).
Deoarece F|, si F, verifica relafia (**) rezultd ca F, si F, verifica relatia (*) s1 atunci
F,, F, verifica relatia (**) iar F;, F, verifica relatia (*) , s.am.d., F,,,F,,,, verifica
relafia (**) iar F,,,,, F,,,, verifica relatia (*), Vk eN.

1.177. Daci x eN este un termen al sirului lui Fibonacci, atunci numérul u = 5x> +4
sau v =5x —4 este un pitrat perfect

(Wasteels, G.M. XIII, 1907-1908, pag. 138 - 139)

Demonstratie. Fie x eN un termen al sirului lui Fibonacci, iar y e N’ termenul urmitor
din sir (x < y). Conform cu 1.176 avem y* —xy —x’ +1=0 de unde deducem ca:
x+4x>+4(x*£1)  x+/5x* +4
y = =
2 2
5x* +4 =z adicd 5x” £4 este pitrat perfectsi y=x+z.

eN’ si atunci existi zeN" astfel incat

1.178. 1 ,(x)=f,.,(x)+ f,(x),Vn eN, Vx eR.

Demonstratie. Avem:

()=, a" ()= "(x) _

o L= 8 T a0 — B
= m (an+1 (x)(OC(X) + 0(_1 (x)) _ ﬁn+1 (x)(ﬂ(x) n ,8_1 (X))):
1

" a0 - ) (@ (¥)(e(x) = BeN = B (DB —a(x)=
= an+] ()C) +ﬂn+] (X) — ln+1 (X) )
Observatie. Pentru x =1 obtinem rezultatul 1.15.

1.179. 2f,, (x) = £,(x)- 1, (x) + f,(x)- 1, (x),Vk,n €N, Vx eR.

Demonstratie. Avem:

S ) L)+ ()1, (x) =



1
a(x) - f(x)
2
a(x) - B(x)

(@" @) - B )" @)+ B4 @)+ (@ @) - f* ()" (x) + 5" ()=

(@ ()= B () = 2., ().

1.180. xf, (x)+1 (x)=2f,.,(x),VneN, Vx eR.

Demonstratie. Daca in 1.179 luam 4 =1, atunci obginem:
21 () =1, ()L ()+ f,(x) -1, (%),
si deoarece /,(x) = x, f,(x) =1 obtinem xf, (x)+/ (x)=2f,,,(x).

1.181. (x* +4)- f,(x)+x-1 (x) =2l ,(x),VneN, Vx eR.
Demonstratie. Avem:

21, (x)=xI,(x) =2(a"" (x) + " (x)) = x(a" (x) + " (x)) = &" (x)2ex(x) — x) +
+2B8"(X)2LA(xX)—x)=a" (X)(x+Vx> +4 —x)+ 28" (X)(x Vx> +4 —x) =

=\/x2+4(06"(X)—/5'"(X))=%(Qn(ﬂ—ﬁ"(x}):
x2+4 n n 2
—m(a ()= "(x)=(x"+4)f,(x).

1.182.

2.(f,,+l(x)j:( K le,Ax)J’ N ViR
f, (%) x“+4 x) I (x)

Demonstratie. Avem:

X 1 ‘ £, (x) _ X, (x)+1 (x)
x> +4 x) (%) (x> +4) f,(x)+xl, (x))
de unde daca tinem seama de 1.180 si 1.181 obtinem relatia enuntului.

1.183. 2-1,,, (x) = (x> + &) £, (x)f, () + 1 (x)], (x), Vk,n eN, Vx eR.

Demonstratie. (x° +4)f, (x)f, (x)+1, (x), (x) =
= (a(x);z—;ix))z (a"(x) = B" ()" (x) = B () +(@" (x)+ B" ()" (x) + B (x) =
=" () + " () —a" (0) B () —a" ()" () + " (x)+ B (%) +
+a" (0) B () +a ()" (x) =2 () + " () =21, ().




1.184.

2(fn+k(x)J :( X [, (x) fk(x)](fn(X)J,Vk,n €N, VxR,
Ly (%) x"+Df () L(x)) [, (x)

Demonstratie. Avem:
( [ (x) Ji (X)j - (f p (X)j _ ( SO () + £, ()L, (x) J
(C+4)f () L(x) ) L, () (* +4) 1, () f () + 1, (), (x) )
de unde daca tinem seama de 1.179 si 1.183 obtinem relatia enuntului.

! Z (I2(x)—4(-1)"),Vn eN, VxeR.
+

1.185. £2(x) =

2
X
Demonstratie. Avem:

2 1
Jr )= (a(x) - B(x))*

1 (@ (x)+ " (x) + 2(a(x) (x))" = 4@(x)B(x))") =

x*+4
1

1
x*+4

=5—(((@"(x0)+B"(x))’ —4-D") =
X" +4

1
x* +4

(@"(x)=p"(x))" = (@™ () + B () = Aa(x)B(x)") =

(12 (x)—4(-D)").

1
2 ,,(x)=2(-1)"),VneN, VxeR.
+

1.186. /' (x) =

2
X

Demonstratie. Ca mai sus obtinem:

[ ()= 1 (@™ (x)+ 7" (x) = 2(a(x) f(x)") =

x> +4

1 n
= +4(lzn(X)—2(—1) )-

+ Fn+1 F:1

m+l m+2 L onelt

1.187. Y F,., =F,F,
k=0
(Cezar Popovici, 1911)

Demonstratie.
(1) an+k = ZE - ZE = (Fn+m+2 _1) _(Fn+1 _1) = F:1+m+2 _Fn+1'
k=0 i=0 i=0
Avem Insa:

1 1
(2) FnFm_H +Fn+1F o= g(an _ﬂﬂ)(amﬂ _ﬂm+l)+§(an+l _ﬂnJrl)(aerZ _ﬂm+2) —

m

— l(amﬂfwl _anﬁmﬂ _amHﬁn +ﬂm+n+1 + am+n+3 _an+lﬂm+2 _am+2ﬂn+l +ﬂm+n+3) —
5



= %(06"”'”2(06_I +a)+ (BT + P —a" B A+ af)—a B 1+ a ) =

_l _ m+n+2 _ pm+n=2 =0€—ﬂ mEnt2 _ pmn+2y
—5(06 B)(a BT < (a B

1
- (an1+11+2 _ ﬁm+n+2) — Fm

J5

Din relatiile (1) si (2) deducem ca:

+n+2 °

F

m+1 il m+2 T Ll

Y F,..=FF, +F,F
k=0

adica ceea ce era de demonstrat.

Observatie. Identitatea 1.187. este problema 1678 din G.M., Vol. XVI, 1911-1912, p.
280.

k 2n
2n 2n\ F F
1.188. —1)* mo | o= = YmoneN.
;( ) (kj(F ZJ (F J e

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Este evident ca:

2n 2n 2 k

1 2 % *

(*)( ad j =(1— J J =Z(—1)"( "j(ij ,VneN',Vr,yeR".
xX+y xX+y k=0 k \x+y

Daca luam:

x=F

m+1’y:Fm’
rezulta:
x+y=F,+F, A =F,

m+2°

si atunci relatia (*) ne conduce la:

F 2n n 2}’1 F k
m+1 — Z(_l)k m ,Vm,n EN* ,
F kzo Kk \F

m+2 m+2

ceea ce era de demonstrat.

n . 2]/[ F+1 k F 2n .
. . - n = m v .
1.189 ;( 1) [kj[F J - ,Vm,n eN

m+2 m+2

(N. Stanciu, si G. Tica 2013)

Demonstratie. Este evident ca:



2n 2n 2n 2 g
o (] bt o e
x+y x+y k=0 k x+y

Daca luam:
x=F  y=F

m+l 2

rezulta:
=F

m+2 2

x+y=F +F

m+1

si atunci relatia (*) ne conduce la:

F 2n n 2n F k .
m = Z(—l)k —mid Vm,neN’,
F - Kk \F

m+2 m+2

ceea ce era de demonstrat.

1190 Zzn(_l)k 2” Lm k_ Lm+1 . aneN*
T & k\L,,) \L Y '

(D.M. Batinetu-Giurgiu si G. Tica, 2013)

Demonstratie. Este evident ca:

X 2n 2n 2n 27’1 k
) [ ) :(1_ Y j = (—1){ j{ u j ,VneN",Vx,yeR.
xX+y xX+y k=0 k xX+y

Daca luam:

rezulta:

st atunci relatia (*) ne conduce la:

L 2n n 2n L k .
Zmel | Z(—l)k m_ | Vm,neN,
L o k\L

m+2 m+2

ceea ce era de demonstrat.

1191, Sy 2| L (L) vmnen
J191. - —mil | = ,Vm,n )
. kL L

m+2 m+2

(D.M. Bitinetu-Giurgiu, 2013)

Demonstratie. Este evident ca:



2n 2n 5 k
- 2 . .
(*) [ d j :(1— 4 ) :Z(—l)k( n]( J ) ,VneN ,Vx,yeR,.
xX+y X+y pars k N\x+y

Daca luam:
x=L,,y=L,,,
rezulta:
x+y=L +L . =L
si atunci relatia (*) ne conduce la:

L 2n n 2n L k
2 = Z(—l)k Zmd | Ym,neN’,
L k=0 k L

m+2 m+2

m+2

ceea ce era de demonstrat.



* *
Capitolul 2
INEGALITATI
“Orice numar natural este un prieten al lui Ramanujan”
J. E. Littlewood
2 2 LZ 2

n+l n

n +1 F L
2.1. arctan + arctan 5 > arctan—"“% 5 2 4 arctan—-% 2 ,Vn eN.

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2012)

Demonstratie. Functia f: R—>(—§ %j f(x)=arctanx, cu f'(x)=——,VxeR
)C

[x? + y? S XY Vx.yeR,
2 2

este crescatoare pe R. Deoarece,

rezulta ca:

F? +F2+1 F,+F,. _F., . |L +L2+l L +L. L.,
n n _ n sl n n n — n ’vn eN X
2 2 2 2 2 2
Prin urmare:

f[ Fn2 _;Fnzﬂ J"’f{ Li +2Li+l J> f[ n+2j f[Ln2+2 j =


http://en.wikipedia.org/wiki/J._E._Littlewood

/ F’+F’ 2+ I F L
&> arctan ”T”” +arctan ”T”” > arctan”T+2 + arctan”T+2 ,VneN .

Observatie. Inegalitatea din enunt a fost publicata ca problema B-1101 in The Fibonacci
Quarterly, Vol. 50, Nr.1, p. 82, 2012.

k+1
2.2. Daca, T, este numarul triunghiular de ordink , i.e. 7, = ( 5 j, Vk >1, atunci:

i Fk2m+2 . 3m (FnF,H_] )m+l

e Tkm n m T m

n+l

,VneN' ,Vm eRi.

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2012)

Demonstratie. Avem:

m+1

2 Fam R (sz
V=2, (= O

k=1 k=1 k

unde aplicam inegalitatea lui J. Radon, i.e:

Daci x, €R’,y, e R, Vk=1n,, neN" —{l},meR_, atunci

Deducem ca:

unde utilizdm identitatile:

Zsz =F,F,, siZTk :27:1+1’
k=1 =) 3

si obtinem inegalitatea din enunt.

Observatie. Inegalitatea a fost publicata ca problema B-1108 in The Fibonacci Quarterly,
Vol. 50, Nr.2, p. 181, 2012.

4

2.3. 2(F}+F) +F')>9F,F,,F.,)} (1)

n+l n



2
Fn2+Fn2+l+Fn2-+-2 > 6(F'711;'}'1+1F'n+2)3

()
(Fn2+Fn2-I-l+Fn2-¢—2)2(%+Fl4 + 14 J>18 3)
n n+l n+2
o1 1Y
4 4 4
2(Fn +F;z+1+Fn+2)(F_’:‘+Fntl +F::rzj >81 (4)

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2012)
Demonstratie. Identitatea lui Giacomo Candido (1871-1941) este:

(x2 +y° Jr(x+y)2)2 = 2(x4 +y* +(x+y)4)‘v’x,y eR.
Inlocuind in identitatea lui Giacomo Candido pe xcuF,sipe y cuF,, tinind cont ca:

x+y=F,+F,  =F

n+2°

obtinem:

2F + Fl + ) = () + F + FrL)'

n+l n

Aplicam mai departe inegalitatea mediilor aritmetica - geometrica si deducem ca:

4
2(Fn4 + Fnﬁ—l + FI/:—Z) > (33V FnzF‘nz-%—lF‘nz-i—Z )Z = 9(FnFn+1Fn+2)3 o

adica (1).
In relatia:

AF +Fy +Fly) = (F +F +FLL),
aplicdm inegalitatea M.A. — M.G. si obtinem:
(Fnz + Fn2+l + Fn2+2)2 > 63V F:E:—IF:!-Z = (Fn2
adicd am demonstrate relatia (2).
Inmultim relatia:

2

+F* +F? JF)?,

n+l n+2) > X/E(FnFn

Z(Fn4+E11 +E12):(E,2+F2 +F2+2)2a

n+l n

1 1 1
F+F—4+F—4 >0,

n+l n+2

si tinem seama de inegalitatea M.A. — M.H. Obtinem:

1 1 1
(Fn2+Fn2-i—l+Fn2+2)2(F+ + jz

cu

4 4
n Fn+1 F

n+2

1 1 1
:2(E'4+E'11+F"12)'[F+F4 - j>2'9:18;

n+l
adica am demonstrate inegalitatea (3).
Inmultim relatia:

n+2

Z(Fn4+F'ni] +E12):(F;,2+F2 +F2+2)25

n+l n

cu



2
1 1 1
(—2+ —+— J >0,
Fn Fn+1 Fn+2

si tinem seama de inegalitatea M.A. — M.H. Obtinem:

2
1 1
2(F“+Fn“+l+F+2)[ + j -
n2 Fn2+1 Fn2+2
2
=(F’+F} +F,) [ 12 + 12 J >9% =381,
Fn+1 Fn+2

ceea ce Incheie demonstratia.

Observatie. Inegalitatea a fost publicata ca problema B-1109 in The Fibonacci Quarterly,
Vol. 50, Nr.2, p. 181, 2012.

F? F? F;
(F,F,+F, F,) (FF +F,F,) (FF +F, F,) >F;+2

g+l q+1 g+l

2.4. , Vm,n, p,q €N.

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2012)

2
n
> L o

Demonstratie. Folosim inegalitatea lui H. Bergstrom, i.e.:

w2
’Dacd x, €R, y, eR’ Vk=1,n,n eN*—{l}, atunci zx—k .
k=1 Vi
Vi
k=1
Obtinem:
F? F? F;
(1) U= + - + >
(FF+F . F ) (FF+F.F) (FF, +Fq+lF)
1 F F F ’
2= = - . ’Vm,napaqEN'
3\ F,F, ++F,,F, FF +F,,F, FF +F,,F,
Totodata avem:
Fm Fn FP
" FF,+F,F, FF +F,F, FF YF,.F,
F, E; F,
~ F,F,F, +F,,F,F, FFF +F, F,F, FFF +F, FF,

unde aplicam din nou inegalitatea lui H. Bergstréom si deducem ca:



o s (F,+F,+F,) (F,+F,+F,)
~(F, +F \F,F, +F,F +FF,) F,\FF +FF, +FF,)
Dacd tinem seama de inegalitatea
(ererz)2 23(xy+yz+zx), Vx,y,zeR,,
atunci din (2) deducem ca:

3
G) V=

q+2
Din relatiile (1) si (3) obtinem:

U >

Vm,n, p,q €N.

2 2
q+2

Observatie. Inegalitatea a fost publicata ca problema B-1113 in The Fibonacci Quarterly,
Vol. 50, Nr. 3, p.273, 2012.
2.5. Daci f: R, — R, astfel incat f(x)>x, Vx e R, atunci:

Zf((1+Fk2)2) >4FF,,.
k=1

(D.M. Bitinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2012)

Demonstratie. Din f(x) > x, avemcd f((1+F)*)>(1+F})* ,VkeN’,
sidin (1+x)> >4x,VxeR’,deducemca f((1+F})*)>(1+F ) >4F;.

Rezults: Y £((1+F2)) > Y (14 F2) 243 F2 =4F F, .
k=1 k=1 k=1

Observatie. Inegalitatea a fost publicatd ca problema B-1114, in The Fibonacci
Quarterly, Vol. 50, Nr. 3, p.273, 2012.

2.6.
N 4 2 sz -1 *
VE! —F+1+—; <F,F, ,VneN (1)
=1 F+1
N 4 2 Li -1 *
VL, —Li+1+—%—|<L L, -2,VneN )
= L, +1

(D.M. Bitinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2012)

Demonstratie. Avem:
3

1 .
\/xz—x+1£x h , VxeR .

x2+1




Intr-adevar,
3

Vx?—x+1< x2+1 S —x+DE'+2x* +D<x + 2 vl
X"+

S0<x’ =3x* +4x° -3x* +x ©0< x(x—1)*, adevirat,
cu egalitate daca si numai daca x =1.
Deci:

3
*) RN 1<x +1+x l_x

P R S R
Luam in (*) x = F, si {inem cont de faptul cd F> > 1, Vk #1, si deducem ca:
4 2 Fk2_1 2 *
VF, —F  +1+——<F’, VkeN .
F+1

k

Astfel ca:

n

2 n
Z(JF,;‘ —F7+1+ Fk4 _1) <> F?,

k=1 Fk + 1 k=1

si daca tinem seama ca:
Zsz :FnFn+l’
k=1

obtinem (1).

Folosim (*) +/x* —x+1+

L; >1, Vk #1. Obtinem:

L -1 .
VL L +1+— — <2 VkeN™.

< x,unde punemx = L, Vk eN ", si tinem cont cd

x—1
x2+1

L +1
Prin urmare,
N 4 2 Li -1 O 72 *
VL - L) +1+=% <> Li=L,L, -2,YneN",
k=1 Lk +1 k=1

Observatie. Inegalitatea a fost publicatd ca problema B-1117 in The Fibonacci Quartrely,
Vol. 50, Nr.4, p.367, 2012.

2
tan? - [cotx -2 cot2x]
c Dk 2" V4
2.7. Z —=—> - , Vxe(O,—J.
el o 2"FF 4

(D.M. Bitinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2012)

Demonstratie. Avem:



x ( 1 sz
" tan’ \/— 2k
Un:z Zsz _Z >

k=1 k=1 k
unde aplicam inegalitatea lui H. Bergstrom si deducem ca:

Z - tan}
* U,= [ 2
> F

_! x , 0,z , s1
2 4

ze n+1’

Deoarece:

atunci din (*) rezulta enuntul.

Observatie. Inegalitatea a fost publicata ca problema B-1119 in The Fibonacci Quarterly,
Vol. 50, Nr. 4, p.367, 2012.

2.8. Dacd a,b,c eR astfel incat a+b+c <24, atunci:

F F F
d + ntl nt2 >1,VneN.
\/F + aFn+1Fn+2 \/Fnz-l-l +bFn+2F \/F + CFn n+l

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2012)

Demonstratie. Avem:

U — Fl’l + Fn+1 Fn+2
' \/F + aFn+an+2 \/Fnz-i—l + bFn+2 \/ n+2 + CFnFn+l

I U, Z\/ -y F; _

+ aFnHFnJrZ \/_ﬂ \/F3 + aF Fn+1Fn+2

F’
z\/Fn F, +ap, e
unde:
p, =FF F,.,, VneN.
Notam

vn :\/Fn'VFn3+apn ’Sl



V=v, +v.  +v = \/an/F,f +ap, +\/Fn-1/Fn3 +bp, +\/F,1-1/Fn3 +cp, ,VneN.

Avem:
C-B-S
(Z,/ F \F’ +ap, )2 F'+F +F, +(a+b+c)pn),‘v’n eN,
unde:
s, =F +F +F ,,VneN.
Deoarece :
(ererz)3 >x 4+ 9 +2° +24xyz, VX, p,z eR*
v2<s,(E+F, +F, +(a+b+op,)<s,(F} +F., +Fj+2 +24F,F, F,.,),

Atunci:

2 34 2
2) V' <s,-s,=s,,Vne N <v, <s,,VneN.

Aplicam inegalitatea H. Bergstrom, si din (1) si (2) deducem ca
2

(s,) o s
U,2-—"—2-—"=1,VneN,
V S

n n

adicd am obtinut inegalitatea din enunt.

Observatie. Inegalitatea a fost publicata ca problema H-728 in The Fibonacci Quartrely,,
Vol. 50, Nr. 4, p. 375, 2012.

2.9. Daci a,b,c eR’ astfel incat abc=1, atunci oricare ar fi meR, are loc
inegalitatea:
1 1 1

+ > ,
a3 (Eb+F,,c)™ b3'"+3 (Fc+F a)"™" " (Fa+F,b)"™ F

n+l

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2012)

Demonstratie. Conform inegalitatii lui J. Radon avem:
1 1 1

(1) 4,= - T T2
a"(Fb+F,,c)™" e (Fc+F,a)" " (Fa+F,b)""
m+1
> 1 1 +— L ! ,VneN.
a*(Fb+F, c) b (Fc+F,,a ) ¢*(F,a+F,,b)
Avem:
1 1 .\ 1
" @ (Fb+F,,c) T (Fic+F,,a) ¢ (Fa+F,b)
1 1 1
2 2 2
a + b + ¢ ,VneN,

- Fab+F,ac Fbc+F ab F,ac+F,  bc
unde aplicam inegalitatea lui H. Bergstrom, si deducem ca



2
11,0 2
a b c B (ab+bc + ca) _ ab+bc+cat M

(2)B, 2 = 5 >
(F, +F,, ab+bc+ca) F,,(abc) (ab+bc+ca) F.,
ma-MG 3.3/ (abc)?
> ;a ) = 3 , Vn eN.
n+2 n+2

Din (1) si (2) rezulta ca:

m+1 2
n+2

m+1
A Zi(iJ = 3 Vn €N, i.e. enuntul.

Remarca. Pentru n =m =0, se obtine F = F, =1, F, =2, iar relatia enuntului devine

Dacd a,b,c eR’ astfel incat abc =1, atunci
1 1 1 3

+ + >
a’(b+c) b(c+a) cla+b) 2
adica problema datd la OIM , Canada, 1995, propusa de Rusia.

Observatie. Inegalitatea a fost publicata ca problema H-728 in The Fibonacci Quartrely,,
Vol. 50, Nr. 4, p. 375, 2012.

2.10. Daca ¢ (O,%) si m>0, atunci:

s m+2 m+2
sm”™ ¢t cos" ¢t 1 .
(F sint+F,  cost)” Jr(F cost+ F, sint)” ZF'” v eN M
n n+l n n+l n+2
1 tan™*? ¢ 1

+ > S, Vn eN’ (2)
tans)” (L, tant+L )" L7 ,cos t

(Ln + Ln+1

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2012)

Demonstratie. Avem:

m+2 m+2 2 2
+ *
* il + Y > *r Ty , Vx,y,u,veR .
(ux+vy)"  (wy+v)" (u+v)"
Intr-adevar:
xm+2 ym+2 x2(m+]) 2(m+1)
= m + m = 2 m + 2 m 2
ux+v uy + vx ux~ +vx u VX
(ux+vy)"  (wy+v0)"  (ux” +vxy)” (wy” +vxy)
2\ m+l 2\ m+l
S . S i G
+ +
(ux2 + V(.x y ))m (uyZ + V(x y ))m
2 2
si din inegalitatea lui J. Radon deducem ca:
(x2+y2)m+l B x2+y2

Cw(xP+ YD) Fv(xT+ )" B (u+v)" '



e Luimu=F,, v=F, 6 x=sint, y=cost, sidin (*)rezultd ca:
Sil'lm+2f

(F,sint+F,

n+l

m2 ¢ >sin2t+coszt_ 1

+ > =
cost)" (F, cost+F, sint)" (F,+F, )" F"

n+2

Lie(1).

e luimu=L,v=L, ,,x=1, y=tant,sidin (*) obfinem ca:

n+1°

1 tan’ ¢ l+tan’¢ 1
+ > = >
L,+L  tant L tant+L,, L +L, L, ,cost

,ie. (2).

Observatie. Inegalitatea a fost datd la Concursul International Jézsef Wildt, 2012 ca
problema W1, si publicatda iIn Octogon Mathematical Magazine, Vol. 20, Nr. 1, April,
2012, p. 252.

2.11.Daca ¢t e (O,gj , atunci:

=3 3
sin’ ¢ cos’ t 1 )
- + — > ,oricare ar fi n € {1,2,3,...} (1)
F smt+F,  cost F,cost+F,  smt F

n+2

3
! + tan 1 > — oricare ar fi n € {1,2,3,...} 2)
L, +L,  tant L tant+L,, L ,cos't
(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Avem:
3 3 2 2
X X+ .
(*) + Y > Y , Vx,y,u,veR .
ux+vy uy+vx  u+v

Intr-adevar:
U _ x3 N y3 _ (x2)2 . (yZ)Z .
ux+vy uy+vx ux’ + vXy uy2 +vxy
2N\2 2N\2 2N\2 2N\2
SN €50 W €9 _2[ (") 0D j

2 2 2 2N 2 2 2 2 2 2
2+v(x +7) uy2+v(x +y7) 2ux” +v(x“+y7) 2uy” +v(x T +y7)

ux
2 2
si din inegalitatea lui H. Bergstrom obtinem ca:
2(x2 +y2)2 B x2 +y2

S 2u(x® 4+ Y7+ 2u(x’ +y?) Cu+v

e Daciluim u=F,,v=F,  , x=sint, y=cost, atunci din (*) deducem ca:

n+l?
sin’ ¢ N cos’ ¢t S sinzt+coszt_ 1
F, sint+F, cost F,cost+F, sint F +F F,

n+l n+2

2

astfel ca (1) este demonstrata.

e Daciluim u=L ,v=L ,6 x=1, y=tant, atunci din (*) obtinem ca:

n+1°



1 tan’ ¢ 1+tan’¢ 1
+ > = —,
L +L,  tant L tant+L L,+L,, L, ,cost
deci si (2) este demonstrata.

n+l n+l

n(n+1)

2.12. Daca T, = , VneN’, atunci:

F! 3F’F’

Zk > n nd
Z_nT

n+l

(D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu, si Gabriel Tica 2013)

Demonstratie. Avem:

k=1

v, -3l

iar din inegalitatea lui H. Bergstrom rezulta ca

. _(ZF )

T

M

unde folosim relatiile cunoscute

ZF/{Z = n-*—l’sl ZT n+l’
k=1

si urmeaza concluzia. .

2.13.Dacix, =L, ,k=1,m,x,,, =x, si y, =F,,k=1,m,y,., =y, atunci:

m ’ o L,L .
2 Y al nZnl gy e N (1)
F., SF.x+F xk+1 F..,
n F F .
Z yk > m* m+l ‘v’neN (2)

i Ly Vi + Lm+1yk+l L,.,

(D.M. Bitinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

3 232
2 2 X i X
Un — + k z ( k) 2
F., SFE.x+Fx., Fn+2 k=1 n+1xk +F,x, %,



o3 (x,f)2 23 (x0)’*
Fn+2 k=1 F 2 + x13+1) Fn+2 k=1 ( n+l F;1 )‘xlf +]:'n‘xlfﬂ

n+1

unde aplicand inegalitatea lui H. Bergstrém obtinem ca:

2
2
2 [Zxk] 2 1 L
. +

U,z 7 +2 F PR Zx,f =
n+2 2Fn+1 +F Zxk + F Zxkﬂ n+2 n + n+l k=1
2 1 m
_ 2, sy
Fn+2 Fn+2 k=1

iar daca inem cont ca:

deducem inegalitatea (1).
De asemenea avem:

m

N 072 S S 2
Vm:ZL Y Z (v Z Vi) _

= +L+ + k= +L+ + = Lm"'
k=t Ly Ve T Lo Vien 1L,V + Ly ViVin SILoyE+ 21(yk+yk+l)

2.3 )’
k=1 (2Lm + Lm+l )ylz + Lm+1yl?+l
unde aplicdm din nou inegalitatea lui H. Bergstrom si deducem:

2
5] o
V,22- = = >

" o o L +L
(2Lm +Lm+l)zylf +Lm+lzylf+l "
k=1 k=1
unde daca tinem seama de:
ZFZ m m+1 ’

obtinem (2), si urmeaza conclu21a.

2 1 C 2
Vi = 17 ZFk >
m+l k=1 m+2 k=1

2.14. Oricare ar fi numarul natural 7 > 1 si numarul real p > 0, avem inegalitatile:

p+l
n . F"‘f_P‘*’l)
Z F g Fm+1 Lp ( 1 )
o \\k (n+1)
n p n(p+)
S, | et @
=\ k (n+1)”

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

5



Demonstratie. Dacd x,,y, eRj,k =(ﬂz, p €R_, atunci din inegalitatea lui J. Radon
avem:

siy, =Lk=0,n.

m+12

< M ok ok
unde ludm x, = (kij F,

Asadar, avem:

m+1 -

(n+1)” (n+1)” C(n+)?

p+l
n (n
. Fvn—k};kar
e B e
k)" B

k=0

adica (1) este adevarata.

m+l

n
Daci punem x, = (kjL’fn’k L' ., siy, =1,k =0,n in inegalitatea lui J. Radon de mai sus ,

rezulta ca:

3

k ! (n+1)” T+ (e

deci (2) este adevaratd si demonstratia este completa.

k=0

p+l
" (n
. Ln—kLkJr
n({EE J(Z@ P) e

2.15. Oricare ar fi numarul real p > 0, si numerele naturale nenule nsi m, avem:

+1
. 2n+1) _, | 2n+1) !
Fm+1 + 1 Fm+1 Fm +...t FmHFm
n

+
Fm
p+l
2n+1Y 2n+1 -

E11+1Fm +..t Fm+lFm p+l

n+1 2n 1 F2"2”
+ > —| == .

Fm+1 21’ FmFm+1

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)



Demonstratie. Notim membrul stdng al inegalitatii cu U, , si avem ca:

1 n 2n+1 2pl 2n+1 n n\\ p+l
Un - (F F )p+1 (((FmH (Fm+l + 1 Fm+1 Fm t...t Fm+1Fm )) +
m* m+l "

21’1 +1 n n 21’1 +1 2n—1 2n\\p+l

n+1
1 2n+1 2n+1
= ((F1" + Fo0F, +.t FyiEy)rt +
(FanHI)p+ 1 n
27’1 + 1 n n+l 21’1 + l 2n 2n+1y p+l
+( F' F'" +...+ F F"+F ")),
n +1 m+1" m 27’l m+1" m m

unde din inegalitatea lui J. Radon deducem ca:

+1
1 L ((2n 41 e i |
Un = —p+1 _p Z Fm+1 Fm =
(FmFm+1) 2 k=0 k

_ 1 (F +F )(p+1)<zn+1>=L Fa "
2(FF, Yy " 27\ F,F, ’

m= m+l m* m+l

adica inegalitatea din enung.

2.16. Oricare ar fi numarul real p > 0, si numerele naturale nenule nsi m, avem:

+1
o (2n+1Y) on+1) )Y
Lm+l + Lm+l Lm t...t Lm+1Lm
1 n
2n+1 2n+1 -
Llr1n+1L}:n +..t Lm+1Lm” p+l
n+1 2n 1 [ L2n+21 j
+ > | m¥s .

+

L L

m~m+1

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)
Demonstratie. Notind membrul stand al inegalitatii cu 7, avem:

1 o 21’1 + 1 2n-1 2” + 1 n n +1
Vn - m (((Lm+l (Lm+l + 1 Lm+1 Lm t..t Lm+le ))p +
m~m+1 "

2”1 + 1 n n Zn + 1 2n—-1 2n \\ p+l
+(L,,( L L +..+ L L' +L")" )=
n+1 2n



1 2n+1 2n + 1 2n 2” + 1 n+l yn \p+l
= W((an + 1 ey P " Loy, +
m~m+1

21’1 + 1 n n+l 21’1 + 1 2n 2n+l +1
+( L L7+ .+ L . L'"+L"™)")
n+1 2n

si folosind inegalitatea lui J. Radon obtinem ca:

+1
1 1 (A 2n+1) o i ’
an > —p+1 : _p Z Lm+1 Lm =
(LmLm+1 ) 2 k=0 k

+1
1 R G A e
2p(L L )p+1( m+ m+l) 2[7 (L L )

m~m+1 m—m+1

si demonstratia este completa.

2.17. Oricare ar fi numarul real p > 0, si numerele naturale nenule nsi m, avem:

L (2n+0) am+1) W
Fm+l+ 1 Fm+l Fm++ FmHFm
n

F

m

+

2n+1 2n+1 R
Frr’:ﬂFn;1 ..t Fm+1an p+l
n+l 2n N 1 [ FZ”Z*1 j 0
+ > | —mte
m+1 2P FmFm+l
L (2n+1) 1) N
Lm+l + Lm+l Lm +...t Lm+1Lm
1 n
I +
2n+1 a1y, )
L L +..+ L .L" il
n+l 2n 1 ) s
+ 2 _p m+2 (2)
Lm+1 2 LmLm+l

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Notdnd membrul stang al inegalitatii (1) cu U, , avem ca:



1

_ 2n 2]’1 + 1 2n-1 27’1 + 1 n ny\p+l
Un - W(((Fmﬂ (Fm+1 + 1 Fm+1 Fm t...t n Fm+1Fm )) +
m* m+l

2n+1 2n+1 2l 21\ p
+(Fm( Fn;l+1Frr:l+"'+ Fm+1an +an))p )=
n+1 2n

2n+1 2n+1
o ((F”“H{ ”1 JF”F +...+( " JF”“F,:)””+
n

= p+l m+1 m+1" m m+1
(Fn FmH)

2n+1 " il 2n+1 2n 2n+1 p+l
+( Fm+1Fm +...t Fm+1Fm +Fm )P )’
n+1 2n

iar din inegalitatea lui J. Radon obtinem ca:

+1
1 (A 2n+1) ok ok ’
Un > —p+l . _p Z Fm+1 Fm =
(FmFm+1) 2 k=0 k

+1
_ 1 (F, +F, )res _ (Y
2p (FmFm+1 )p+1 5 " 2P FmFm+1 ’

adica inegalitatea (1) .
Notand membrul stang al inegalitatii (2) cu V,, avem:

1 2n 2n + 1 2n-1 2n + 1 n n +1
Vn = 1 (((Lm+l (Lm+l + Lm+l Lm +...t Lm+1Lm ))P +
(Lan1+l)p+ 1 n

2n+1 2n+1 i ) "
+(L,,( L L +..+ L L' +L")'")=
n+1 2n

1 2n+1 2n + 1 2n 2]’1 + 1 n+l yn \p+l
= —(L Ly (L + 1 Lo L, +.. .+ , L L) +
m=—~m+1

2n+1 + 2n+1 2 2041y p+1

+( L L+ .+ L . L"+L")")
n+1 2n

si de asemenea din inegalitatea lui J. Radon deducem ca:

+
1 1 [(5(2n+1) ok ’
V,= T 7 ~ptl AP Z Lo L, =
(LmLmH) 2 k=0 k

2+ p+l
1 e+ _i( L' j
- 5

B 27(L, L, )"

m~m+1

(Lm + Lm+l Zp L L

m—~m+1

si demonstratia este Tncheiata.

2.18. Oricare ar fi numarul natural nenul 7, avem urmatoarele inegalitafi:

Y 0
Lk

s



en+2—L”L”+l < l Lz (2)
n - Lk

en+1—Fn+z S[l . L (3)
nio F,

e <| L sz )
nia b,

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. In binecunoscuta inegalitate e* > x+1,Vx €R, ludim x = %Zn:Lk -1, st
obtinem ca: -

(*) SE iZL o (liLkJ .
Deoarece, din inegalitatea M.A. — M.H. a\felm.

Belgi)r e (da)

k=1 &~k

astfel ca din (*) obtinem:

zn:Lk—n 1 1 - iLk 1N 1 " 1 1 " n—Z”:Lk
e > —Z— < et —Z— >l | =Y — | e B o=
nia Ly nia Ly nia Ly

unde folosim faptul ca

sz = Ln+2
k=1
si inegalitatea (1) este dovedita.

. 1< o : . o
Luand x =— ZL?{ —1, In inegalitatea e” > x+1, Vx € R se obfine ca:
k=1
1

72 k_l 1 n iLi—n
(**) enkzl > ;ZLi & et ( ZLZ
k=1

n =
De asemenea din M.A. — M.H. avem ca:

a)Eafer = kg iEa)

k=1

sidin (**) rezulta ca:

iLi—n 1 n 1 - il}(*” 1 n 1 "
et > _Z_z & et 2. | 2le
L, nia L,



unde utilizam identitatea

si (2) este demonstrata

< 1< - : <
Ludm x = — E F —-1,in e" 2x+1,Vx eRsiavem ca:
k=1

L B
=Y -l 1 > Fe-n 1< "
(%) e 2=YF et 2 - F, | .

Din inegalitatea mediilor M.A. — M.H. avem:

D D R I

si atunci din (***) urmeaza ca:

iFk—n n - iFk—n n " n "
e > 12—1 & el 12—1 sl iy L
nia F, nia F, nia F,

unde tinem seama de:

ZF y =F.n -1,
k=1
si obtinem inegalitatea (3).
Punand x = lZsz —1,Inrelatia e* > x +1, Vx € R deducem ca:
k=1

1
- sz_]

Z 1 n isz—n 1 n n
(****) e > ;Zsz & et > [_ZFZJ
k=1 n o

Astfel , din inegalitatea mediilor M.A. — M.H. se obtine ca:

P b e e

k=1

=

apoi din (****) deducem:

1

1

2
k

ZFf—n 14 1 - Zsz—n 1< 1 " 1< 1 "
el 2= | et || zle|=D) —| e
nio Fy nio Fy nio Fy

unde folosim identitatea:

si demonstratia este Tncheiata.

__n+l-F,

n+2



2.19. Dacd m este un numar rela pozitiv nenul si 7 este un numar natural nenul, iar daca
ABC, este un triunghi cu aria S si notatiile uzuale, atunci:

PRy . p20mD c20m+h 4m+1\/_ (1)
(Fm +F . m, )m (Fn + 1, m; ) (Fm + U, m, ) 3annlz
m2(m+l) mbz(m+1) m2(m+1) 3m+]\/_
2 c 2
Fp +Foc) e +Fa) (R +Fb) 4F, “
2(m+1) b2(m+l) 2(m+1)

(Fm +E1+1 +F+2m )m +(anb+Fn+lm +F+2m ) (Fm +Fn+lm +F+2mb)
2m+2\/_

3F’"

n+2
mZ(m+1) 2(m+1) 2(m+1)

a mC

(F.a® +F, b +F, ) “Ep +F+lc Fpnd’) (B 4 Fpud® +F, 0 )>
RERER

8 F m

n+2

)

4
(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)
Demonstratie. Folosim inegalitatea lui J. Radon, formula bine-cunoscuta
m+m; +m’ :%(az +b° +c2)
si inegalitatea lonescu-Weitzenbock, adica:

a* +b* +¢? 24\/§S.

Avem:

g2m*D (az )’"*1

I = =
" Z(Fm +F,om) T(Em? e+ F, m)
iar din inegalitatea lui J. Radon deducem ca:
I > (a2 +b% + Z)MH B (a2 +b’ +Cz)m+1 B
S (Em e Fomd)) (F+F Y (2 m? e m? )
_ (a2 +b’ +cz)m+l
Eym? 4m} +m? )
Dar,
mz +m§ +mf zi(a2 +b? +cz),

deci,

m

n

v (a2 +b? +C2).

n+2

Din inegalitatea lonescu-Weitzenbéck , i.e.
a* +b* +c? > 438,



obtinem ca:

4m+l \/_

1

L
astfel ca (1) este demonstrata.
Avem:
1y 2m+D (mz )m+1
Y, = = « ,
Z(sz +F, )" Z“(sz +F, )
Unde cu ajutorul inegalitatii lui J. Radon deducem ca:
v s (m? +m? +m’ )m+l (m? +m§+mf)m+l _
(F b*+F, ))m (F,+F,, ) (a®+b’ +c2)m
(2 emE w2 )
Fn'fz(a +b° +c )
Deoarece,
m+m; +m’ :%(az +b? +6’2),
rezulta:
m+l1
Y;l >4W31W(a2 +b2 +Cz).

n+2

Din inegalitatea lonescu-Weitzenbéck, i.e.
a’ +b* +c? 24438,

3m+1 \/_

n 4mFm

n+2

deducem:

b

asa ca (2) este dovedita.
De asemenea avem:
, _ Z q2mD _ Z (a2 )m+1 |
" S Em +Fyml + Fom?) T (Fmd  Fm? 4 F,m? )"
unde aplicam inegalitatea lui J. Radon si obtinem ca:
7 > (a2 +b’ +C’2)m+1 B (a2 +b’ +cz)m+1 _
n_(Z(Fm +F, m;+F, m ))m (F +F,., +F ) (m2+m§+mf)m

n+l n+2
+1

(a +b% +c? )m
2”‘[ Fm

n+2

2 2 2\
(ma +m, +mc)
Deoarece,

3
m: +m, +m’ =Z(a2 +b’ +cz),

avem:



zZ,>>
3"F"

n+2

(a2 +b° +CZ).

Aplicim inegalitatea lonescu-Weitzenbéck, i.e. a* +b> +c° > 4438, si rezulta ca:

2m+2 \/_

zZ > S,
3 FL
deci (3) este demonstrata.
Avem:
Y mj(mu) B (mj )’"+1
" S (Fat e F b F L) T (Fat+F b+ Faet)

unde aplicand inegalitatea lui J. Radon obtinem:
Y > (m2 +m] +mz)m+1 _ (m2 +m? +m’ )m+1 _
" (Fa 4 F b+ F L) (F 4 F +FL) @ 407+

n+l n+l n+2

m+1

_ (m +mb +m )
XA e

n+2

Din:
2 2 2 3 2 2 2
m., +m, +m,; :Z(a +b" +c ),

deducem:

Apoi din inegalitatea lonescu-Weitzenbock, i.e.
a* +b* +c? > 438,

3m+1 \/_

n 23/71Fm

n+2

rezulta ca:

7

si demonstratia este completa.

2.20. Daca ABCeste un triunghi dreptunghic cu £4 =90°, atunci are loc inegalitatea:
2 2 F?
F; F; - » > 32 ,
(bF, +cF, ) (pr +cF,f}  (bF, +cF,)  2a

oricare ar fi numerele naturale nenule m,n, p.

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Din inegalitatea lui H. Bergstrom avem ca:

_ an Fn2 FPZ
M V- (bF, +cF, ) " (bF, +cF, ) TOF, veE Y




2
1 F F Fp
>— = + = +
3\ bF, +cF, bF,+cF, DF, +cF,
De asemenea avem:
F F F »

m n

= + +
bF,+cF, DF,6+cF, bF, +cF,

F, F; F;

T bE,F, +cF,F, bF,F, +cF,F,  bF,F, +cFF,

nt p

unde aplicam din nou inegalitatea lui H. Bergstrom si obtinem ca:
F,+F,+F,f
@v= (b+c)\F,F,+F FrFF )
mly T L0, L1,
iar daca {inem seama de inegalitatea:
(x+y+z)2 = 3(xy+yz+zx),
adevarata pentru orice numere reale positive x, y, z, atunci din (2) deducem:
3
3= hrc
Din (1), (3) si ipoteza ci triunghiul 4BCeste dreptunghic cu £A4 =90°, adici are loc
teorema lui Pitagora:

b*+c* =a’,
rezulta ca:
9 S 3 3
T3 (b+e) 2%+ 247

ceea ce Incheie demonstratia.

2.21. Daca a,b,c eR’,, astfel incat a+b+c < 24, atunci:
L L L
n n+l n+2 2 1’ vn EN.
\/Li + aLnH n+2 \/Ln+l + bL L \/LfHZ + CLnLnH

n+2

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Avem

U — Ln + Ln+1 L
"L +aL, L, L, +bL,,L, \/Ln+2+cLL

n+2 n"n+l
L

I U,= /—n =
Z Li +aLn+an+2 \/_ \/L3 +aLnL”+1L"+2

n+2

n+l




L2
L , VneN
Z,/Ln -W/Li +ap,
unde:
p,=LL L., VneN.
Notam:

v, =L, L, +ap, ,si
V, =, +V,0 4V, = VL, L, +ap, +\JL, L, +bp, +[L, /L) +cp, ,VneN.

Avem:
C-B-S
(Z,/ L AL +ap, )Z +L3n+l+Li+2+(a+b+c)pn),Vn eN,
unde:
s, =L +L, ,+L, ,,VneN.
Deoarece:
(x+y+z)3 > x>+ +2° +24xyz, Vx,y,z€R’, s

v2<s (D +L,+L,+(a+b+o)p,)<s, L+, + L., +24LnLn+an+2),

atunci:

(2) V' <s, s =si,VneN<v, <s., VneN.

Aplicam inegalitatea H. Bergstrém, si din (1) si (2) deducem ca:
2

(,) o s
U,2-—">—2>2-"=1,VneN,
s

n n

adicd am obtinut inegalitatea din enunt.

2.22. Dacd a,b,ceR’, astfel incat abc=1, atunci oricare ar fi meR,are loc
inegalitatea:
1 1 1 3
3m+3 m+l1 + 3m+3 m+1 + 3m+3 m+1 2 m+1 2
" (Lb+ L, c)" b (Lc+ L, a) (L,a+L,b) L,

n+l

Vn eN.

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Conform inegalitatii lui J. Radon avem:

1 1 !
1) 4 + z
( ) n 3m+3 (L b+Ln+1 )m+1 b3m+3 (L C+Ln+1 )m+1 3m+3 (L a+L b)m+1

n+l

m+l1
> im 3 ! + ! + ! ,VneN
3 a (Lnb + Ln+lc) b (an + Ln+1a) c (Lna + Ln+]b)

De asemenea avem:
1 1 1

n = 3 + 3 + 3
a(Lb+L, c) b (Lc+L,a) c(L,a+L

by

n+l



1 1 1

2 2 2
= a + b + ¢ , Vn eN,
Lab+L, ac Lbc+L ,ab Lac+L,  bc

unde aplicam inegalitatea lui H.Bergstrom, si deducem ca

2
! 2
) B = a b c _ (ab+bc+ca) _ab+bc+ca MA;MG
" (L, +L, )ab+bc+ca) L,, (abc)2 (ab+bc+ ca) L., B
Ma-MG 3.3/ (abc)?
> (abe) = 3 , VneN
Ln+2 Ln+2

Din (1) si (2) rezulta ca:

adica ceea ce era de demonstrat.

2.23. Daci a,b,c eR’, astfel incat abc =1, atunci:
1 1 1

- +
a®(Fb+F, ) b (Fc+F, a) c*(Fa+F, by F.,’

n+l

Vn eN.

(D.M. Biatinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Conform inegalitatii lui H. Bergstrém avem
(1) 4, ! + ! + ! >
Fb+F+1c) b*(Fc+F,,a) " (Fa+F,,bY

n+l

2
l +— ! +— ! ,Vn eN.
~3la (Fb+F 4¢) b (Fc+F, a) c(Fa+F,Db)

Avem:
B - 1 1 - 1
a’(Fb+F, c) b (Fc+F ,a) c(F,a+ Mb)
b 1 1
2 2 2
= d + b + ¢ ,Vn eN,
Fab+F, ,ac Fbc+F, ab Fac+F,, bc
unde aplicam din nou inegalitatea lui H. Bergstrom, si deducem ca:
111y
—+—+— 5
2) B a b c _ (ab +bc + ca) _ ab+bc+ca MO
" (F +F Yab+bc+ca) F,,(abc)*(ab+bc+ ca) F. ., B
MA-MG 3.3/ (abc)?
> (abe) = 3 , Vn eN.
Fn+2 Fn+2

Din (1) 51 (2) rezulta ca:



ceea ce era de demonstrat.

Observatie. Pentru n =0, se obtine Fy = F| =1,F, =2, iar relatia enunfului devine

1 1 1 3
6 Ey >t T2y
a®(b+c) b(c+a) c*la+b) 4

,cu abc=1.

2.24. Daci a,b,c € R., astfel incat abc =1, atunci are loc inegalitatea:

! ! ! > 3 , Vn eN.

a*(Fb+F,,c) ’ b*(F,c+F,, a) ’ (Fa+F,b) F

n+l n+2

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. B, = — ! +— ! +— ! =
a (E1b+Fn+lc) b (FnC+Fn+la) c (Fna+Fn+1b)
1 1 1
2 2 2
a b ¢ , VneN,

= + +
Fab+F,  ac Fbc+F ,ab F,ac+F,, bc

n+l

unde aplicam inegalitatea lui H. Bergstrom, si deducem ca:

2
11 2
_ a b ¢ _ (ab+bc+ca) B ab+bc+caMA;MG
" (F,+F, ) ab+bc+ca) F,.,(abc)’(ab+bc+ca) F., B
Ma-MG 3.3/ (abc)?
2 (abe) _ 3 , VneN,
F F

n+2 n+2

adica inegalitatea din enunf.

Observatie. Pentru n =0, se obtine f, = F; =1, F, =2, iar relatia enuntului devine

Dacd a,b,c e R’ astfel incat abc =1, atunci:
1 N 1 N 1 S E
a(b+c) b(c+a) cla+b) 2

adica problema data la OIM , Canada, 1995, propusa de Rusia.

b

2.25. Dacd a,b,c eR’,, astfel incit abc =1, atunci are loc inegalitatea:

! ! ! > 3 , VneN.

+ + >
a6(Lnb+Ln+lc)2 b6(‘LnC+Ln+la)2 C6(Lna +Ln+1b)2 L?HZ

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)



Demonstratie. Conform inegalitatii lui H. Bergstrém avem

I el L T R T = T e
a6 (Lnb + Ln+lc) b6 (an + Ln+la) c3m+3 (Lna + Ln+1b)

2

1 1 1 1

2 —| — +— +— ,Vn eN.
3\a(L,b+L,,,c) b (Lc+L, a) c(La+L,>D)

De asemenea avem:

1 1 1

B, =— +— + =
a(Lb+L ) b (Lc+L, a) cLa+L,b)
1 1 1
2 2 2
a + b + ¢ , Vn eN,

- Lab+ L, ac Lbc+L, ab Lac+L,bc
unde aplicam din nou inegalitatea lui H. Bergstrom, si deducem ca

2
(1+1+1J 2
2)B, > a b c _ (ab+bc+ca) _ab+bc+ca MA;MG
o (Ln + Ln+1)(ab + bC + CCl) Ln+2 (abc)z(ab + bc + Ca) Ln+2 B
MA—MG3.3[ b 2
> L(a ) :L3 , VneN.

n+2

Din (1) si (2) rezulta ca:

ceea ce era de demonstrat.

2.26. Daca a,b,c eR’, astfel incat abc =1, atunci are loc inegalitatea
1 1 1
; + +— > 3 UneN.
a (Lnb + Ln+lc) b (an + Ln+1a) c (Lna + Ln+1b)

n+2

(D.M. Batinetu-Giurgiu si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Avem:

B, =— ! +— ! +—= ! =
a (Lnb + Ln+lc) b (an + Ln+1a) c (‘Lna + ‘Ln+1b)
b 1 1
2 2 2
= a + b + ¢ , VneN,
Lab+L,  ac Lbc+L, ab Lac+L,  bc
unde aplicam inegalitatea lui H. Bergstrom, si deducem ca
11 1Y
—+—+— )
B a b c _ (ab+bc +ca) _ ab+bc+cat M
" (L,+L,. ) ab+bc+ca) L, (abc)*(ab+bc+ ca) L., a



Ma-MG 3.3/ (abc)?
> L(a ) = 3 , Vn eN,

n+2 n+2

ceea ce Incheie demonstratia.

2.27. Daca ('xn )nZO’ ( n)

Xpo =X, +X,5 Voo =V, +,, Yn €N, atunci:

sunt siruri de numere reale strict pozitive astfel incat:

n>07?

2 2 2

xm xn xl’ >

(v, %, +y,ux, ] ’ (v, x, +y,.%, ) i 0 +yyux ) Vi

, Vm,n, p,q €N.

(D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu, si Gabriel Tica, 2013)

Demonstratie. Conform inegalitatii lui H. Bergstrom avem:
2 2 2
X X X
(1) U — m n P 2

(v, x, +v,0%, ) " (v, x, +y,u%, ) ’ (v, %, +v,0%, ]

2
1 X X X
> — - + . + P , Vm,n, p,q €N.
3 yqxn ++yq+1xp yq‘xp +yq+1xm yq‘xm +yq+lxn

Totodata avem:

x x X
V= x - 5 + L =

yqxn +yq+lxp yqxp +yq+l'xm yqu +yq+1’xn

2 2 2
= ad + al + al.
yq‘xm‘xn +yq+1xmxp yqxn‘xp +yq+1xn‘xm yq‘xp‘xm +yq+1xp‘xn

unde aplicam din nou inegalitatea lui H. Bergstrém si deducem ca:
2 2
(xm+xn+xp) B (xm+xn+xp)

2 V=
(yq + Y, )(xmxn +x,x, +xpxm) yq+2(xmxn +x,x, +xpxm)
Daci tinem seama de inegalitatea:
(x+y+z)2 23(xy+yz+zx), Vx,y,zeR,,
atunci din (2) deducem ca:

G) V=

yq+2
Din relatiile (1) si (3) obtinem

3
Uz——,Vm,n,p,qeN.

yq+2
Observatie. Sirurile Fibonacci, respectiv Lucas, verifica enuntul.



2.28.

Lm
+
2n-1 2}’1 + 1 2n-2 27’1 + l n-1 rn
Lm+1 Lm+1 + Lm+1 Lm t...t Lm+1Lm
1 n
Lm+1 > 4-LmLm+1
2n + 2n+1 I
L L +...+( ) }LML;"‘Z + 2 e
n

R

n+l

)

m+1

oricare ar fi numerele naturale »n si m.

(D.M. Batinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Notim membrul stang al inegalitatii cu ¥, si avem ca:

1
Vn = LmLm+1( +
2n+1 21’1 + 1 2n 2n + l n+l rn
Lm+l + Lm+1Lm +...+ Lm+1Lm
1 n
1
+ ),
2n + 1 n n+l 21’1 + l 2n 2n+l
L L~ +.. .+ L, L = +L
n+1 2n
unde aplicam inegalitatea lui H. Bergstréom si deducem ca:
4LmLm+l _ 4LmLm+l _ 4LmLm+l
! Ea 21’1 + 1 k 2n—k+1 (Lm + Lm+1 )2n+1 Lfnn:ZI ’

5

k=

m+1""m

A

0

ceea ce Incheie demonstratia.

2.29. Dacd a,beR’,

n

2.

k=1

Demonstratie. Ave

n

< bR, +n

(Bergstrom)
>

F,,, >bF?, atunci:

n+l

, astfel incat afF,

F} n .
> ,VneN .
aF F, —bFS an-b
(D.M. Batinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)
m:
, F2 n bF}
L -~ < bR, = o
imalF F  —DF; o al F,., —bF;
n bF 2 n (Bergstrom)
= z k P +1 = aFnF;Hl z 1 2
o\ aF,F,. —DF; o al, F,, —bE}
2 2
aFnFnH T L = aFnFrHl ’ L n '
anEanH _bZsz

k=1

Z(aFnFnH _kaz)
k=1



Deoarece, Y F? = F,F,,,, obtinem:
k=1
n’ an’ an’ bn
bR, +n=aF F , - < bR, > -n= =
(an—-D)F F an—b an—b an—>b
SR, 2 " , ceea ce demonstreaza enuntul.
an—b
2.30. Au loc urmatoarele inegalitati:
iy o 6F’F’
z_kz > n+l (1)
k=1 k n(n + 1)(2]’[ + 1)
" FS _ AF)F]
_k2 > n+l (2)
o k n*(n+1)>°
1Y 36F)F;
_1; > - n+l . (3)
o k n*(n+1)°>2n+1)
" FY _ AF'F!
_/; > —”“ 4)
o k n*(n+1)>
" F} _ AF}F}
_/; > —"“ (5)
o k n*(n+1)>
n 6 3
£l s 16F’F’ ©)
=\ k n*(n +1)

(D.M. Bitinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Avem:

ZszzF M’Zk_n(nJrl) Zkz n(n+l)(2n+l) Zk3_n (n+1)
k=1 2 k=1
Aplicand inegalitatea lu1 H. Bergstrom deducem:

pE ) 7]
) T _n(n+1)(2n+1)’

deci (1) este demonstrata.
Conform inegalitatii lui J. Radon avem:

3
n B & (R (k 1F"2j 4F)F}
B = ko _ k > = — n = n+l
n Z kZ Z k2 2 2(n+1)2 ?

k=1 k=1




asa ca (2) este demonstrata.
Folosim din nou inegaliatatea lui J. Radon rezulta:

n:Zn:F Zn:( 2)3 [ZF j2 - 36F, £ 2
k=1 k* kl( ) (Zk J n (I’l+1) (2n+1)

astfel (3) este demonstrata.
Cu inegalitatea lui J. Radon obtinem:

4
F2
C F‘k8 (Fk2 (k 1 kJ 4Fn3Fn3+1
D, 227_

- no Y n“(n+1
P = ( kj Yn+1)?
=1
deci si (4) este dovedita.

Cu inegalitatea lui H. Bergstrém obtinem:

n F4 n (F2)2 -
E = Zk _ k > 1 — n = n+l
n z k3 Z k3 2 n 2(n+1)2 2

k=1 k=1

si (5) este demonstrata.
Utilizam inegalitatea lui J. Radon si avem:

3
sz
3
— Z( j Z(sz) > [k_l ‘ — 16Fn3Fn::—I
= (k) ( " jz n*(n+1)*
k3
deci (6) este dovedita, si demonstratia este completa.

2.31. Daci (x,) _,, x, €R, atunci:

2-£2Fk-sinxkj-(ZFk-coska<n F -F,,6 VneN",
k=1 k=1

HSFQ2026(D.M. Bitinetu-Giurgiu, 2007)

Demonstratie. Conform C-B-S, avem:

2
) D F,sinx, g(ZF;](Zsinzxkj:FnFM Y sin’x,
k=1 k=1 k=1 k=1
2
2) D F, cosx,| < [Zszj[Zcosz ka 'F,, ZCOS X, .
k=1 =1 =l

Prin urmare:



n n n 5 n ) MG<MA
sz sin x, ~2Fk cosx, |<FF,., - Zsm X, Zcos x| <
k=1 k=1 k=1 k=1
Mo<MA | F S n-F, -F .
< b N (sin x, +cos’x, ) = ———"L VneN',
2 ¢ ¢ 2
k=1

si deci:

n . n F
[ZFk sin x, j[sz cosxkj

= =

ZF cosx, | < ,VneN".

Observatie. Proprictatea de mai sus a fost publicatda in RMT, nr. 1/2007, pag. 55, ca
Problema 0.X.138, autor D.M. Batinetu-Giurgiu.

2.32. Daci m € [1,»), atunci:
n+l
m" -y (+Fy )™ = (m+1)""F,,,, VneN".

k=1
(D.M. Batinetu-Giurgiu si G. Tica, 2013)

n+l
Demonstratie. Conform cu propozitia 1.5 avem: ZFZ i =F, ., VneN".
k=1

Fie functia f:R’— R, f(x)=m"(x+1)"" —(m+1)"" x, atunci:
) =m"(m+D(x+1)" —(m+1)"", f"(x)=m" (m+1)x+1)"".
Avem:

1
f(¥)=0=x,=—
m
Prin urmare:
1 . .
f’(x0)=f’(—j=0 si f"(x)>0,VxeR’,
m
. g ... 1 .
ceea ce aratd cd f este convexd pe R, si cd x, = — este un punct de minim absolut
m
pentru functia f pe R’ . Deci:

f(x) Zf(xo):f(%j:0<:>m’"(x+1)’”+1 >(m+1)""x,vxeR’,

de unde deducem ca:
m"(1+F,, )™ >m+1)""F,  ,VkeN’,

si atunci:
n+l n+l
m" Y (4 Fy )™ = m+ )" Fy =(m+1)"" - F,,.,,VneN".
k=1 k=1

2.33. Inegalititile urmatoare:
n+4+4F F > 4F, 1)



n+4+4L L  >4L )

n""n+l
au loc oricare ar fi numarul natural ».
(D.M. Batinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)
Demonstratie. Avem:

n+4+4F F.  >4F < %+ FF,. >F 1,
si deoarece
ZFkZ = F::Ewl 4
k=1
deducem ca:
n n 1 n 1 n
ZyFF,, =24 Y R = Z(F,f +—j >3 2 F -~ =Y F, =F,, -1,
4 4 k=1 k=1 4 k=1 4 k=1
si inegalitatea (1) este demonstrata.
Avem:

2vLL :E+[2+2Lij>2+22‘/lli =2+ L, =2+L,,-3=L,, -1
4 4 k=1 k=1 4 k=1

<n+4L L, +4>4L
si astfel (2) este dovedita, iar demonstratia este completa.

n+2 2

Observatie. Inegalitatile de mai sus au aparut in numarul din februarie, 2013 al revistei
internationale, The Fibonacci Quarterly.

2.34. Urmatoarele inegalitati:

n F F
Z( k + k+1 j > 2 (1)
k=1 Fk+3 2Fk + Fk+1 2

(L L

Z( k + k+1 J > E (2)
k=1 Lk+3 2Lk + Lk+l 2

sunt adevarate, oricare ar fi numarul natural 7.
(D.M. Bitinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Din inegalitatea lui Nesbitt rezulta ca:
x z 3
2y >
yv+z z+x x+y 2
pentru orice numere reale positive x,y si z, cu egalitate daca i numasidacd x=y=z.

z=F,,, si deoarece F, #F,, #F, ,, pentru orice numar

Punem x=F,,y=F,,,
natural k£, deducem ca:
Fk + Fk+1 + Fk+2 > é

Fk+1+Fk+2 Fk+Fk+2 Fk+Fk+l 2

2



Fk + Fk+1
F., 2F +F,
pentru orice numar natural £ .

Asadar,
n F F n
Z[ ko k1 j>l,21:ﬁ,
k=1 Fk+3 2Fk + Fk+1 2 k=1 2

pentru orice numar natural 7, deci (1) este demonstrata.
Procedand exact ca mai sus obtinem, inegalitatea (2), si demonstratia este completa.

3 £ F
+1>—< +
2 F, 2F +F,

PR
+1 +1 2

Observatie. Inegalitatile de mai sus au aparut in numarul din februarie, 2013 al revistei
internationale, The Fibonacci Quarterly.

2.35. Inegalitatea urmatoare:
(F +D(F; +1) N (F; +D)(F +1) - (F. +D(F,; +1) N (F/ +DU +1)
FF, +1 F,F, +1 F_F +1 F.F +1
>2 2,
este adevaratd, pentru orice numar natural 7.

n+2

(D.M. Bitinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)

(a+b)’

*

Demonstratie. Folosim inegalitatea ab < ,Va,beR

unde punem a=x+y,

b =xy+1, si deducem ca:

2 2 2
(x+y+4xy+1) =(x+l):y+l) ,Vx,yeRi,

(x+y)(y+D<

dar,

x4+’ <2(x* +) o X" +2x+1<2x* +2 & x> —2x+1>20<=(x—1)* >0,
este adevarata.
Asa ca,

(x2 + 1)(y2 +1)

1 Zx+y,Vx,yeRj.
Xy +

(x+y)xy+1) < (x2 + l)(y2 +1) <

Asadar,
(F2 + D +1)
FF, +1
(F) +1)(F +1)
E,F, +1

2K +F,;

(F>, +1D)(F +1)

n—1

= < n-1 no
F_F +1




(F2 +D(F +])
FF+1
Adunand relatiile precedente obtinem ca:
(F' 4D+ (F+DE D | (FLADE D (F+DE +D)
FF,+1 FF, +1 F _F +1 FF+1
>2F +F,+..+F).

>F +F.

Deoarece,

iFk :Fn+2 _1’
k=1

din cele de mai sus obtinem inegalitatea din enunt.

2.36. Inegalitatea urmatoare:
(LD D (4D +D | L +DE+D (1 +DE +1)
LL,+1 L,L, +1 L L +1 L L +1
este adevarata, oricare ar fi numarul natural ».

>2L, -6,

(D.M. Batinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Procedam ca 1n 2.35 si obtinem inegalitatile:
L+ D@ +])

2L +L,;

LL,+1

LF+1)(L* +1

(L +1)( 3+)2L2+L3;
L,L, +1

L +D)(L* +1

(Lo + DU, )ZLn_1+Ln;
L L +1

LF +1)(L7 +1

(L, +1)( 1+)2Ln+Lla
L L +1

care adunate mebru cu membru conduc la inegalitatea:
LADL+D)  GDLA) | (L DL +D) (LD D
LL,+1 L,L,+1 L L +1 L L +1
>2L, +L,+..+L)).

Deoarece,
n
sz = Ln+2 _3 ’
k=1

din cele de mai sus obtinem inegalitatea din enunt.

Observatie. Inegalitatea de mai sus a aparut in numarul din februarie, 2013 al revistei
internationale, The Fibonacci Quarterly.



2.37. Daci, x, €R, k=1,n, neN", atunci:

2-(2Lk -sinka-(ZLk -coska <n-(L,-L,, —2),VneN’;
k=1 k=1

(D.M. Batinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)
Demonstratie. Din C-B-S si binecunoscuta identitate

Y Li=LL, -2, VneN",
k=1

nn+l

avem:
2
(1) D> L,sinx,| < (ZL@)(ZSW xk) =(L,L,,,—2)- Y sin’x,,
k=1 k=1 k=1 k=1
2
() ZLk cosx,| < [ZLi J[ZCOSZ xkj =(L,L,. —2): Zcos2 X, .
k=1 k=1 k=1 k=1
Asadar:
n n n n GM<AM
D Ly sinx,|-[> L, cosx, | <(L,L,, —2)- || D sin’x, | Dcos’x, | <
k=1 k=1 k=1 k=1
GMsAM [ [ =2 . “(L,-L,, -2 .
< L-Z(smzxkntcoszxk):n (L, Ly ),VneN ,
2 o 2
Si:
n n n n . L L —2 *
(ZLk sinxk](ZLk cosxkjs D L sinx|-|> L, cosx,| < n (L, 2”” ),Vn eN".
k=1 k=1 k=1 k=1

2.38. Daci m €[l,), atunci:

m" Y (14 Ly )™ = (m+1)"" (L, —2), VneN’,

k=1
(D.M. Batinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)
Demonstratie.

Consideram functia
f :R:—> Ri , f)=m" (x+D)" —(m+1)"" x,
atunci:
) =m"(m+D(x+1)" —(m+D)"", f'(x)=m"" (m+1)x+1)"".
Avem:

f(x)=0<x, :l.
m

Deci:



1
m

f’(xo)zf'( ij si f"(x)>0,vxeR’,

g g . 1 .. .
asa ca f este convexd pe R, si x, = — este punct de minim absolut pentru functia f
m
pe R’ . Rezultd ca:

f(x)= f(x,) :f(lj =0 m"(x+D)"" >(m+1)""x,Vx eRi,
m
de unde deducem ca:
m"(1+L,, )" >m+1)""L, ,VkeN".

Aplicam identitatea:
ZLZk—l =Ly, —2,Vn eN’,

si obtinem ca:

n+l n+l
m" - ;(1 +Ly, )" > (m+1)" ;LZH =m+1)""(L,,.,—2),VneN" .

L F? L _F? .
239, w2y Teites (p 4 F Y >2J6-[FF  -F,.,,YneN".
L Ln+Ln+2

n+3
(D.M. Bitinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Folosim inegalitatea lui G. Tsintsifas, 1.e.: Dacd m, p,q eRi, st a,b,c
sunt lungimile laturilor triunghiului ABC cu aria S, atunci:

2 2 2
1y ma bt 4¢3
p+q q+m m+p

*

Folosim de asemenea cd Vx,y,z€eR_, avem un triunghi ABC cu:

4+
a=x+y,b=y+z,c=z+x,

semiperimetrul
a+b+c
§=—

=x+y+z,
) Y

si aria

S=.s(s—a)s—b)(s—c) =xz(x+y+2z).
Decidin (1) avem ca:

2 2 2
(2) m(x+y) +p(y+z) +q(z+x) 22\/§wlxyz(x+y+z),Vx,y,zeRi,.

p+q qg+m m+p

Dacd luimin 2): x=F,,y=F,  ,z=F,,,m=L.p=L ,.q=L,,,neN", atunci:

n+l?° n+2°
Ln (Fn +Fn+1)2 + Ln+1 (F +F+2)2 + Ln+2(Fn+2 +Fn)2 2

n+l n
L..+L, , L,.,+L, L +L

n+l n+2 n+l



>23 - \[F,F, F,,(F, +F, +F,,) =23-\2F,F, F*, =26 -\[F,F, - F

n” n+lt n n+l n n+1" n+2 n” n+l n+2

L F? L F*?
= +

ik T3 L (F 4 F ) >26-\[FF,  -F., VneN".
Ln+3 Ln + Ln+2
2.40.
Fm
2 2 1(2 i
n n n
Fm+l anfl_z + an—fl—3Fm +...t Fn’;-:llFrZ_l + Fr:—:lerZ
1 n—1 2\ n
Fm+1 4FmFm+1

+ = bl
1(2n 2n 2n F
E || |F' F'+ Frp™ 4+ F L F>3 + F? =
2\ n n+1 2n—1

pentru orice numere naturale pozitive n §i m.
(D.M. Batinetu-Giurgiu, si G. Tica, 2013)
Demonstratie. Notdim membrul stang cu U, , si avem:
1

2n 271 2n-1 2n n+l pn—-1 1 27’[ n n
Fm+1+ Fm+1 Fm+"'+ Fm+1Fm += Fm+1Fm
1 n—1 2\ n

1

+ b
1 2n n n 2n n+l ron+l 2n 2n-1 2n )
— FLF+ FOF +..4+ F L FT+F,
2\ n n+l 2n—1

de unde prin aplicarea inegalitatii lui Bergstrém rezulta ca:

Un:FmFmH( +

U > 4FmFm+1 _ 4FmFm+1 _ 4FmFm+1
! i(zkn]FrfﬂFrjn_k (Fm + Fm+1)2n FrjfZ ’
k=0
adica ceea ce era de demonstrat.
2.41.
Lm
2 2 1(2 "
n n n
L. L + Ly, +..+ Loy + | L AL,
1 n—1 2{ n
L 47 L

m+l1 m " m+1

+ - 9
2n 2n 2n L
L M N LD+ o+ L, Ly~ + L .
2 n n+l 2n—1

pentru orice numere naturale pozitive n si m.




(D.M. Batinetu-Giurgiu, si G. Tica, 2013)

Demonstratie. Notim membrul stang cu V , si avem:

1
Vn = Llen+l( +

2n 2”1 2n—1 27’1 n+l yn-1 1 2n n n
Lm+1 + Lm+1 Lm +..t Lm+1Lm + Lm+1Lm
1 n—1 2\ n

1

+ ),
1 2n n n 2n n+l rn+l 21’1 2n-1 2n
— L. L + L L7 +...+ L..L'~— +L;
2\ n n+l1 2n—1

de unde prin aplicarea inegalitatii lui Bergstrom rezulta ca:

> 4LmLm+l _ 4LmLm+l _ 4LmLm+1
" i [znij L2n—k (Lm + Lm+1 )2” LfnnJrZ ’
~ k m+1""m

si demonstratia este completa.

2.42.
Fm
+
(201 50 2n+l) .,
Fm+l Fm+l + 1 Fm+] Fm +..t Fm+1Fm
n
+ Fm+1 > 4FmFm+1
2n+1 j 2n+1 s | Falt
Fm Frr’11+1Fr: ...t Fm+1an +an
n+l 2n

pentru orice numere naturale pozitive n si m.

(D.M. Batinetu-Giurgiu, si G. Tica, 2013)

Demonstratie. Notim membrul sting cu U, , si avem:

Un = EnFerl(
2n+1 2” + 1 2n 2n + 1 n+l on
Fm+1 + 1 Fm+1Fm+"'+ Fm+1Fm

+ 5
2n + 1 n n+l 2” + 1 2n 2n+1 )
FILE +4+ F F"+F;
n+l 2n

de unde prin aplicarea inegalitatii lui Bergstrém rezulta ca:




AF F AF F _4F,F,

> m~ m+l — m~ m+l — m” m+l
Y| 2n+1 (F +F )2n+l F2n+1 2
k 2n+l-k m m+1 m+2
Z Fm+1Fm
k
k=0

ceea ce Incheie demonstratia.

2.43.
F I F I’ .
T2y ST (L + L L) 226 L L, L., VYneN'.
Fn+3 Fn +Fn+2

(D.M. Batinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Cu inegalitatea lui G. Tsintsifas avem: >’Daca m, p,q sunt numere reale

pozitive si a,b,c sunt lungimile laturilor triunghiului ABC cu aria §, atunci:
2

2 2
(1) ma  pb” 4 ., s

Mai departe inem cont ca Vx,y,z €R’ avem triunghiul 4BC cu:
a=x+y,b=y+z,c=z+x,
de semiperimetru

a+b+c
§=———=x+y+z,

si arie

S=Js(s—a)(s—b)(s—c) = Jxyz(x+y+2z).
Din (1) urmeaza ca:
2 2 2
(2) m(x + y) + Py +2) + 9(z+x) > 2\/§-wlxyz(x+y+z) ,Vx,p,z€R’,
p+q qg+m m+ p
Daca in (2) ludm:

*
x=L,,y=L,,,z=L,,,m=F, . p=F .q=F ,neN,
atunci obtinem ca:

Fn (Ln +Ln+l)2 + Fn+l(L +Ln+2)2 + E1+2 (Ln+2 +Ln)2 >

n+l

Fn+l+Fn+2 Fn+2+Fn Fn+Fn+l
2 2\/5 ’ \/LnLn+1Ln+2 (Ln + Ln+1 + Ln+2) = 2\/5 : 2LnLn+lL?z+2 = 2\/6 : LnL)1+1 ) Ln+2
F.L F, L .
nn2 e (L 4L ) 22\6-\[L L. L., YneN",

F

n+3

F +F

n+2



2.44.

F F? F _F? '
iy ST (p o F Y >2J6-[FF_ -F._,VneN".
Fn+3 Fn +F;1+2

(D.M. Batinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Cu inegalitatea lui G. Tsintsifas avem: >’Daca m, p,q sunt numere reale

pozitive si a,b,c sunt lungimile laturilor triunghiului ABC cu aria S, atunci:
2

2 2
(1) ma_ | PbT | 9¢ 55 [3s
p+q q—l—m m+p

Mai departe tinem cont cd Vx,y,z R’ avem triunghiul ABC cu:
a=x+y,b=y+z,c=z+x,
de semiperimetru

a+b+c
§S=———=Xx+y+z,

si arie

Sz\/s(s—a)(s—b)(s—C)=\/XyZ(x+y+Z)-
Din (1) urmeaza ca:
2 2 2
@ ety pr) 4GS, B farGery+z), Yy z R’
p+q qg+m m+p
Dacd in (2) luam:

x:Fnsy:Eﬁlazanuam:Evp:E¢+l»q:Ez+2’nGN*’
atunci obtinem ca :
Fn(Fn+Fn+1)2 +Fn+1(F +F+2)2 +E1+2(Fn+2+Fn)2 >

n+l n
Fn+1 +Fn+2 Fn+2 +Fn F” +F”+1
2 2\/5 ’ \/Fl’an+1Fn+2 (Fn + Fn+1 + Fn+2) = 2\/5 : 2F;1Fn+1Fn2-+2 = 2\/6 ) FnFn+] ) Fn+2
F,F’, F,F; ‘
n’ n+2 + n+l” n+3 + (}7}7 + Fn+2)2 > 2\/6 . ]-7”]7’1_*_1 . Fn+2 ,‘v’n eN .
Fn+3 Fn + Fn+2
2.45.
L, L.L *
n"~n+2 + n+1"—n+3 + (Ln +Ln+2)2 > 2\/8 LnLn+l .Ln+2 ’Vn eN .
Ln+3 Ln + Ln+2

(D.M. Bitinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Cu inegalitatea lui G. Tsintsifas avem: ’Daca m, p,q sunt numere reale

pozitive si a,b,c sunt lungimile laturilor triunghiului ABC cu aria S, atunci:
2 2 2
b
(1) ma P2 9 5o38
4 + q q +m m+ P




Mai departe finem cont ca Vx,y,z €R’ avem triunghiul 4BC cu:
a=x+y,b=y+z,c=z+x,
de semiperimetru
a+b+c
S=—— =X +y+z,

si arie

S=Js(s—a)(s—b)(s—c) = Jxyz(x+y+2z).
Din (1) urmeaza ca:

2 2 2
@ M pra) GETD 5 B far(ery42), Ve eR’

ptq q+m m+p
Daca in (2) luadm:
x:l’nD.y:l’n+l’Z:l’n+2”/n:l’n’ZJZZ’nH’q:l’rHZ’,’Z EN*’

atunci obtinem ca:
Ln (Ln + Ln+1 )2 + Ln+l (Ln-H + Ln+2 )2 + Ln+2 (Ln+2 + Ln )2 2

Ln+l + Ln+2 Ln+2 + Ln Ln + Ln+l
2 2\/5 : \/LnLn+1Ln+2 (Ln + Ln+1 + Ln+2) = 2\/5 ' 2LnLn+lLi+2 = 2\/3 : LnL)1+1 ’ Ln+2
LL L,L *
o Sty Tt (p 4] Y2226 JL L. L., VneN.
Ln+3 Ln + Ln+2
2.46.
Fn2+1 Fn2+2 F'n2 3 *
3 —+— L > ,VneN.
E1 (FanHl +Fn+2) Fn+1 (Fn+1Ez+2 + Fn ) Fn+2 (FHE‘I+2 +Fn+1) 2FnFn+1Fn+2
(N. Stanciu si G. Tica, 2013)
Demonstratie.

IMO) > Dacd a,b,ceR., cu abc=1, atunci: » ————
( ) ;a3(b+c)

numai daca a =b =¢’’, i.e. problema propusa la IMO, Canada, 1995.

Intr-adevir,
(&) e (a3
—| —+—+— 5
a ”g;’"”” a b c¢) _ (ab+bc+ca)

1
;a3(b+c) _Czy;‘ab+ac ~ 2(ab+bc+ca) - 2(abc)’ (ab + be + ca) -

AM -GM
=ab+bc+ca S %3(abc)2:5.

2%, cu egalitate daca si

2
Daca luam:
F F F
+1 +2
a=—"b=—""¢c=—"2=,
n+l n+2 Fn

atunci



abc=1,

si din (IMO) rezulta ca:
F'nS-%—l Fn3+2 Fn3 3
FoFE N (F. FE FoF) 2
Fn3 n+l + n+2 1_7’13_*—l n+2 + n Fn3+2 n + n+l
Fn+2 Fn Fn Fn+1 Fn+1 F:HZ
ceea ce era de demonstrat.
Inegalitatea este strictd deoarece:
F F F .
n + n+l £ n+2 , vn EN ,
Fn+1 Fn+2 Fn
si demonstratia este completa.
2.47.
)y I )y ,
n+l n+2 n 3 ’Vn eN .

L::t (L L +Ln+2) L n+l (Ln+an+2 +L ) L n+2 (LnLrHZ +Ln+1) 2L L L

n"n+l n7n+1""n+2

(N. Stanciu si G. Tica, 2013)

Demonstratie.

. 1 . .
(IMO) ’Daca a,b,ceR,, cu abc=1, atunci: ) ——— 2> 3 , cu egalitate daca si
Sla’(b+e) 2
numai dacad a =b =c’’, i.e. problema propusa la IMO, Canada, 1995.
Intr-adevir,

il oy
z Be’g“""” a b ¢) _  (ab+bc+ca)

; a (b +c) Slab+ac  2(ab+bc+ca) - 2(abc)? (ab + be + ca) -
AM-GM
ab+bc+ca S 33(abc) 3
2 2
Daca luam:
L L
a= n ,b: n+1’c=Ln+2 ,
Ln+l Ln+2 Ln
atunci
abc=1
st din (IMO) rezulta ca:
L?’t+l L?q+2 Li 2 g
2 b

+ +
L L L L L L
Li( n+l + n+2 j L::H_]( n+2 + n j L?,H_z( n4 n+l J
Ln+2 Ln Ln Ln+l Ln+1 Ln+2

adica inegalitatea de demonstrat.
Inegalitatea este stricta deoarece:



Demonstratia este completa.

2.48.
FX+F* +5F, >4J6-JF F.  -F. ., VneN.

(D.M. Batinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Pentru orice x,y,z €R’, existd un triunghi ABC cu lungimile laturilor
a=x+y,b=y+z,c=z+x
semiperimetrul

at+b+c
Ss=———=x+y+z,

si aria

S=\/s(s—a)(s—b)(s—c) =\/xyz(x+y+z) .

Din inegalitatea lonescu-Weitzenbock avem ca:
(1) a®+b*+c* =438
Therefore:
(ery)2 +(y+z)2 +(z+x)2 > 4\/5',/xyz(x+y+z) ,V X, 1,z eRi

*

SQ) X+ 2+ (x+y+2)’ 24\/§~w/xyz(x+y+z),Vx,y,ze R, .
Daca luam 1n (2):
z=F

n+2 2

x=F,y=F,

+19

atunci obtinem ca:

Fn2 +Fn2+l +Fn2+2 +(F, +F,, +Fn+2)2 Z4\/5'\/FnFn+1Fn+2(Fn +F, +F,.,),Vn eN
<:>Fn2 +Fn2+1 +F:12+2 +4Fn2+2 24‘/5'\/FnFnJrlerz -2F,,,
S FE+F +5F, > 4.6 - FF.,-F,_,YneN, si inegalitatea este
demonstrata.

Observatie. Egalitatea nu are loc deoarece F, # F,  # F, ,,VneN.

n+l n+2?

2.49.

+512 ,>4J6-[L L  -L , VneN.

n+2

2 2
Ln + Ln+1 n+2 2

(D.M. Batinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)
Demonstratie.

Daca 1n relatia (2) din 2.48. luam:



z=1L

procedand exact ca in 2.48. obtinem relatia de demonstrat.

x:Lrny:LnH’ n+2°

Observatie. Egalitatea nu are loc deoarece L, =L, # L, ,,VneN.

n+2°

2.50.
-F__.,¥neN'.

+1 n+2 2

Fn2+2 +(E1 +Fn+2)2 +Fn2+3 >4\/g FnFn
(D.M. Batinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie. Pentru orice x,y,z €R’, existd un triunghi ABC cu lungimile laturilor
a=x+y,b=y+z,c=z+x
semiperimetrul
a+b+c
s = - X+y+z,

si aria

S=\/s(s—a)(s—b)(s—c) =\/xyz(x+y+z) .

Din inegalitatea lonescu-Weitzenbock avem ca:
(1) @ +b*+c*>43-8
Therefore:

(ery)2 +(y+z)2 +(z+x)2 24\/5'1/)9/Z(x+y+z),‘v’ X, V,z eRi
SQ) X +yY 2+ (x+y+2)’ 24\/§~w/xyz(x+y+z),Vx,y,ze Ri.

Daca luam 1n (2):

x=F,y=F,.,z=F

+1° n+2 2

atunci obtinem ca:

(Fn+Fn+1)2+(Fn+Fn+2)2+(Fn+l+Fn+2)224\/5'\/FnFn+1Fn+2(F;1+Fn+l+Fn+2)s
g Fn2+2 +(Fn +Fn+2)2 +Fn2+3 2 4\/5.\/FnFn+1Fn+2 '2Fn+2
<:>}7ni—2+(F'n—'_F'n-¢—2)2—|_172 >4\/g FF ‘Fn+2,VI’ZEN*,

n+3 n’ n+l
si relatia este demonstrata.

Observatie. Egalitatea nu are loc deoarece F, # F, , # F, ,,VneN.

n+l n+2?

2.51.

Li+2 + (Ln + Ln+2)2 + L2 > 4\/6 : LnLnH : L vn EN"'

n+3 n+2

(D.M. Batinetu-Giurgiu, si N. Stanciu, 2013)

Demonstratie.



Daca in relatia (2) din 2.50. punem:
x=L,y=L

si procedam ca in 2.50. deducem inegalitatea din enunt.

n+1° z= Ln+2 2

=L VneN'.

n+1 n+2°

Observatie. Egalitatea nu are loc deoarece L # L

2.52.

n Fk2m+2 4m Fm+1Fm+l

n+l
Z k3m n2m(n+1)2m 2 VmER*"

k=1

Demonstratie. Aplicam bine-cunoscutele formule:

ZFz n+1’
si
Zk3 _n (n+1)

Folosim inegalitatea lui J. Radon si ob‘;mem.

. m+l
2
n F2m+2 n (FkZ )m+1 . (;Fk ) 4m FmHFmH

VV”:Z ]];3m :Z T

k=1

k=1
si demonstratia este Incheiata .

2.53 Pentru orice m > 0, avem inegalitatile:

n - n 1
kzll sz ) (Z F2m j Fn Fn2+l
= k

k=1

il‘i"ﬁ“ i 1 jz (LnLrH—l _1)2
k=1

2m
k=1 Lk

n n 1
sznHZ (Z Fm j > (Fn+2 _ 1)2
k

k=1 k=1

= (ij )"

(G. Tica, 2013)

(1)

2)

3)

(D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu, si G. Tica,2013)

Demonstratie. Din inegalitatea lui J.Radon deducem ca:



si

Asadar:

si deoarece

Zsz =FnFn+l’
k=1
obtinem ca:
U,2FF/,,

deci (1) este demonstrata.
Tot din inegalitatea lui J. Radon deducem ca:

n m+2
2
ZH:L2m+4 _ z(Lz )’"+2 (;ij
k m+1 ’

k=1 k=1 n

;Lz’” —Z( ) (ZLijm.

si

m+l

Deci:

si deoarece

Zn:Lz =LL., -2,
obtinem ca:
I/n = (LnLn-H _2)2 H

si prin urmare (2) este demonstrata.
De asemenea din inegalitatea lui J.Radon deducem ca:

m+2
F,
Zn:ka+2 2 [kz—:‘ kj

m+l

k=1 n

2

si



. 1="(1) 5 n"!
= ka — Fk m n m
25
k=1
Urmeaza ca:
2
w, :(ZF,;"*Z] lm z[ ij ,
k=1 k=l Fk k=1
si pentru ca avem:
ZFk Fn+2 1’
k=1
rezulta ca:
W, =2(F,,-1),
e., (3) este dovedita.
2.54. Oricare ar fi m >0, sunt adevirate inegalitatile:
m+1
1+z >F,, (1)
k= n k+1
m+l
3 + Z = n+2 (2)
k=1 n —k+1

(D.M. Bitinetu-Giurgiu, N. Stanciu, si G. Tica, 2013)

Demonstratie. Din inegalitatea lui J.Radon deducem ca:

m+1
m+1 (z Fk j

k=1
s

—1+kz - -
1 n— k+1 Z
Ezkﬂ]
(kl

unde folosim bine-cunoscuta identitate:

Z F —k+1 Z F n+2 ’

si rezulta (1).
De asemenea din inegalitatea lui J.Radon deducem ca:

m+l
m+l (Zij
=3+ Z + L
- " - (ZL"—IH'IJ
k=1

2

iar mai departe utilizam identitatea:

ZLn—kH = ZLk = Ln+2 _3 ’
k=1

k=1



si rezulta (2).

2.55. Oricare ar fi numarul natural, 7 > 0 este adeviratd inegalitatea:

6 6
i + u " +..+
(F' + FPF} + FYN2F + F)  (F + FIF} + FYN2F, + F,)
Fn6—1 Fn6
+ + 4 2 12 4 =
(F! + FLF+ FDN2F,  +F)  (F'+FF + F)N2F, + F)
> ﬁ;l (F,, -1).

(D.M. Bitinetu-Giurgiu, N. Stanciu, si G. Tica, 2013)

Demonstratie. Pentru inceput ardtam ca:
*) 4 Y2y
@+ +y)V2x+yy) 3
&30 > (7 +x+17)2x—y)

, VX, y eRi

&3 22 42Xy + 20" — Xy - -y X +y 2xly+ 0’ &
S+ Y) -+ 1) > +y) X —xy+y° = xy <> (x—y)° >0,adevirata.
Egalitatea are loc dacd si numai daca x=y.
Din (*) , deducem ca:
R’ Fy
4 2 g2 4 + 4 2 72 4 tot
(F'+FF + FYN2E +F) (' + FF] + F)N2F, + F)
., Fy;
+ + >
(FL+FLF +FON2F, +F)  (F!+FF +F)N2F, + F)

2-1¢
2%(\/5171 —F,+\2F, = F, +..+2F,_ —F, +2F, —F;):‘/_TZFk =
k=1
J2-1

=—=~(F,_ -1,
3 (n+2 )

si demonstratia este completa.

2.56. Oricare ar fi numarul natural, n > 0 este adevirata inegalitatea::

2F*+FY+FY 2F'+F'+F}! 2F* + F*+F* 2F*+F*+F!
1 . 2 . 3 + 2 . 3 . 4 + .+ n—12 n . 1 n . 1 . 2 >2F;1Fn+1-
F~ +F, F; +F, F  +F F +F;

(D.M. Bitinetu-Giurgiu, N. Stanciu, si G. Tica, 2013)



Demonstratie. Sd aratam ca:
2 2 2
*) 2x"+y 4z

S22+ +2 2+ xy+az+yz

>x+y,Vx,p,z eRj
X+z

& x4+ y* +2z° 2 xy+ yz + 2x, inegalitate bine-cunoscutd.
Egalitatea are loc dacd si n umaidaca x=y =z.
Din (*) rezulta ca:

2F*+F '+ F?! 2FY+FY+ F}
1sz 2F2 3 Flz +F22, 2]72 3}72 4 F +F2
|t , T 1y
2Fn4—1 +F;14 +E4 > F2_ +F2, 2F;14 +E4 +F24 >F2 +F2,
F? +F? (R F>+ F? no
n—1 1 n 2

care adunate dau:
2F + F} + F} 2F4 +F+F} . 2F +F'+F! 2F4 +F'+ F} 5%

2Y F?,
F?+F}? F} +F} F? +F? F?+F} ; ‘
unde tinem cont de:

ZFZ n+1’

si demonstratia este terminata.

2.57.Dacd x, =L, k= 1,_m,xm+1 =x,siy, =F k= 1,_m,ym+1 = y,, atunci:

n L L
+Z _ m*~m+1 (1)
F.., & n+1xk + F n Xkl F..,
< ¥ s Fub
Z k 1 (2)

k=1 Lmyk +Lerl.ykJrl Lm+2
oricare ar fi numarul natural, n > 0.

(D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu, si G. Tica, 2013)

Demonstratie. Avem'

n+ +;Fn
+Z’": (x7) _ oy Zm: (x))’ ’

- F +F)x; +F.x}
n+ k=1 F +1'xk + xk+1) n+2 n+1 n) k n"Vk+1

n

Z (xlf)z >

1%k +F n Xkl Fn+2 k= n+l'xk +F,x, %,

unde aplicam inegalitatea lui Bergstrom si deducem:



U > +2-

S

Fn+2 (2E1+] + F F Zka E1+2 Fn + E1+1 k=1
k=1
SRR P
Fn+2 EHZ k=1
si tinand seama de:
ZL?C - LmLmH 2 H
k=1
obtinem inegalitatea (1).
Avem:
v Z B S C M D)’ _
" +L L,y +L - -
o Ly Ve Y Ly Vi a Ly ¥ Lya Vi 00 Ly} +=md (ylf +y; 1)

m 252
2 Z (yk) ,
(2L + Lm+1 )yk + Lm+1yk+1
iar aplicand inegalitatea lui Bergstrom deducem ca:

2
(Zyi j Lo
o = 2=
k

> F.

Lm+2 k=1

v, 22 =
z z L,+L

(2Lm +Lm+l)zyl§ +Lm+1zy/§+l " el
k=1 k=1

unde folosim:

2
ZF m m+1’

si obtinem inegalitatea (2), ceea ce 1nchele demonstratia.
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