REVISTA NATIONALA DE CULTURA MATEMATICA .PUBLICATIE SEMESTRIALA, AN XVII, NR XXXIV, 2024

Societatea de $tiinte Matematice, Filiala Buzédu & Filiala Rm. Séarat,

LICEUL TEORETIC DE INFORMATICA "ALEXANDRU MARGHILOMAN® , BUZAY
NOIEMERIE 2024



Revistd nationali de culturd matematici, publicatie semestriald, An XVII, Nr. XXXIV NOIEMBRIE 2024, BUZAU

CoLEcTIVUL DE REDACTIE | CUPRINS |
H PN ISTORIA
) Membrii onorifici: MATEMATICIL...ccooscusenscusecnssenee 1
Costica Ambrinoc - Presedinte Filiala Raimnicu Sirat
a Societitii de Stiinte Matematice ARTICOLE SI NOTE
Citalin Iordache - Presedinte Filiala Buziu a Societitii de MATEMATICE 5
Stiinte Matematice
Cristina Druga - Inspector scolar matematica PROBLEME
D. M . Bitinetu — Giurgiu Daniel Sitaru REZOLVATE 20
Nicolae Ivaschescu Mihaly Bencze
Lucian Tutescu Gheorghe Ghita LIRCIALIORID
. < ’ PROPUSE 41
Marius Dragan Ionel Tudor
Dorin Mirghidanu Marin Chirciu [ QUICKIES 49 |
. Director:
Neculai Stanciu CALEIDOSCOP
MATEMATIC .....cceeevveunncsunsnce 56
. Redactor sef:
Adrian Stan [ POSTA REDACTIEL............o0o 60 |
= Redactori principali:
Andrei Octavian Dobre Tuliana Trasca
Stefan Pirlog Gabriel Tica _
Ion Stianescu Constantin Dinu
= Membri :

Elena Alexie, Florica Anastase, Cristian Cosmin Alexandru, Madilin Avram, Daniela Badea, Danicla Barbu,
Maidalina Buliga, Olivia Bercea, Sorin Botea, Doina Cristina Calina, Mihai Calugéiru, Alina Célugaru,
Gabriela Militaru Cismaru, Elena Ciobica, Constantin Ciobicdi, Simona Chiritd, Marin Chirciu,
Marian Ciuperceanu, Elena Codeci, Daniel Codeci, lon Cotoi, Marian Cucoanes, Luiza Cremeneanu,
Mihaela Daianu, Camelia Dani, Radu Diaconu, Gheorghe DAarstaru, Gilena Dobrica, Ana Dumitru,
Ioana Genoveva, Lucian Dan Grigorie, Ramona-Carmen Grigore, Adrian Gobej, Virginia Grigorescu,
Dorina Goiceanu, lonut Ivanescu, Ana Jipescu, Vasile Jiglau, Bela Kovacs, Adalbert Kovacs, Dragos Lazarescu,
Rézvan Lupu, Dorin Mirghidanu, Monica Matei, Iacob Meda, Iulian Micu, Mihaela Mirea, Mariana Mitea,
Dan Mitricoiu, Cristian Moanti, Horia Musat, Ramona Nailbaru, Cornelia Neacsu, Mihaela Nascu,
Bianca Negret, Constantin Nicolau, Cristina Diana Oprescu, Alecu Orlando, Felicia si Cezar Ozunu,
Petre Piaunescu, Ion Pitrascu, Sorin Pirlea, Oana Preda, Emil C. Popa, Vasile Mircea Popa, Delia Popescu,
Laura Popescu, Veronica Popescu, Dumitru Preoteasa, Constantina Prunaru, Florin Retaru, Pal Orban,
Vlad Orovniceanu, Iulia Sanda, Dumitru Sivulescu, Ilinca Sebastian, Roxana Stanciu, Ileana Stanciu,
Felicia si Cezar Ozunu, Iulia si Ionut Schipoi, Mihacla Stancele, Monica Stanca, Delia si Cristina Schreider,
Florin Sendroiu, Liviu Smarandache, Doina Stoica, Mircea Mario Stoica, Loredana Surcel, Ovidiu Téatan,
Carmen Terheci, Alina Tigae, Rares Tudorascu, Eugenia Turcu, Lavinia Trincu, Carmen Vlad, Roxana Vasile,
Carina-Irina Viespescu, Daniel Vicaru, Ionut Florin Voinea, Laura Zaharia, Gigi Zaharia, Codrut-Sorin Zmicala,
Caterina Maria Zetu

REDACTIA
Liceul Teoretic de Informatica
»Alexandru Marghiloman” , Buziu,
Strada Ivinetu , Nr. 7, Cod. 120114,
Tel. 0238714902
E_mail: ady_stan2005@yahoo.com
Coordonator proiect: Adrian Stan

Tipar: Eailigpéph Buzau, www.editgraph.ro




- ISTORIA MATEMATICII -

“ Valoarea omului se misoaria dupi greutatile pe care el le invinge .”

(Voltaire)
(1694 - 11778)

l! Istoria matematicii

Aniversari ale unor matematicieni romani
de lonel Tudor- Cilugéreni, Giurgiu, Adrian Stan, Buzau

In anul 2024, sunt aniversati o serie de matematicieni romani care au
contribuit la dezvoltarea unor domenii ale matematicii. In acest numar
vom prezenta date biografice si aspecte din activitatea stiintifica

a profesorilor romani Petrache Poenaru, Mihail Ghermanescu si Gabriel
Sudan.

In 2024 1a 10 ianuarie, s-au implinit 225 de ani de la nasterea in
1799 ,a lui Petrache Poenaru (10.01.1799-2.10.1875),
personalitate multilaterald (pedagog, inginer, inventator)
remarcabild in viata socio-culturald din Tara Romaneasca, in
perioada premergatoare Revolutiei de la 1848 , dar si dupa aceea.

S-a nascut in localitatea Banesti(Valcea) intr-o familie
instaritd, cu origini In marile familii de boieri din timpul lui
Matei Basarab(1580-1654), domn al Tarii Romanesti in
perioada 1632-1654.

A fost nepotul vornicului Iordache Otetelesanu si de mic copil a fost instruit acasa de catre cei
mai buni dascili , apoi a invitat la Scoala de la Biserica Obedeanu din Craiova. In 1819 este primit la
Mitropolie de cétre mitropolitul Dionisie Lupu(1769-1831), ocrotitor al scolii lui Gheorghe Lazar
(1779-1823).

in 1820, dupa plecarea lui Eufrosin Poteca(1786-1859), la studii in Italia, Petrache Poenaru il
inlocuieste predand la Mitropolie, limba greaca , pand in 1821.Aici il cunoaste pe Gheorghe Lazar,
intemeietorul invatdmantului in limba romand in Tara Romaneasca, caruia i-a si frecventat cursurile.
Tot in aceasta perioada este atras de lumea haiducilor si se alatura acesteia. L-a impresionat chiar si
pe Tudor Vladimirescu (1770-1821), conducatorul revolutiei de la 1821. Devine omul de incredere si
secretarul personal al acestuia si in aceastd calitate mijloceste legatura lui Gheorghe Lazar cu
conducatorul revolutiei. A tiparit la Bucuresti primul ziar romanesc ,,Foaie de Propaganda” in care se
prezentau nazuintele revolutionarilor romani. Acesta a reprezentat unul dintre primele exemple din
istoria presei scrise In Romania.

Dupi uciderea lui Tudor Vladimirescu in 1821, Petrache Poenaru se retrage la Sibiu. in 1824
este trimis de Eforia Scolilor din Bucuresti la Universitatea din Viena unde studiaza greaca, latina,
istoria universala, logica, matematica, fizica si chimia. In 1826, ajunge la Paris si urmeazi ,,Scoala
de aplicatiuni a inginerilor geografi”, condusa de colonelul Ludovic Puissant, membru al Academiei
de Stiinte din Paris. Aici studiaza trigonometria, topografia si geografia, participind la realizarea
unei harti a Frantei.

In 1828 primeste certificatul de absolvire si este elogiat pentru studiile si lucririle facute in
Franta. In aceasti perioadi, fiind la Paris, devine primul inventator roman , la 28 mai 1827
brevetandu-si celebrul stilou(,,stilograf”), primul toc rezervor din lume, cu titlul ,,Condeiul portaret
fara sfarsit alimentandu-se insusi cu cerneald”. Inventia lui Poenaru nu a fost produsa in serie iar
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titlul de inventator al stiloului a fost atribuit americanului Lewis Edson Waterman (1836-1901) in
1834, care avea mai multe brevete de stilouri.

In 1832, Petrache Poenaru se intoarce in tari si contribuie la constructia si modernizarea
statului roman, implicandu-se 1n politica si militdnd pentru imbunatatirea sistemului de invatamant.
Intre 1834-1836 a insistat pentru introducerea Sistemului Metric Zecimal in Muntenia.

La recomandarea eforului scolilor Barbu Stirbei(1799-1869), viitor domn in Tara
Romaneasca(1849-1853,1854-1856), Poenaru este numit la 20 octombrie 1850, membru in comisia
de redactare a regulamentului privind educatiunea publica sub Regulamentul Organic.

Devine profesor de matematica , fizica si chimie , apoi si director la Colegiul ,,Sf. Sava” din
Bucuresti. In perioada 1834-1847 a functionat si ca director general al scolilor din Tara Roméaneasca.
A infiintat sute de scoli primare sub domnia lui Alexandru Ghica (domn intre 1834-1842).

De asemenea fondeazi la Craiova, Colegiul National Carol I. In 1835, impreuna cu alti
oameni de seamd a contribuit la Infiintarea la Pantelimon a primei Scoli de Agriculturda din Tara
Romaneascd. Este si co-fondator al Scolii de Poduri si Sosele (actuala Universitate Tehnica de
Constructii din Bucuresti). In 1847 se desfiinteazi Colegiul Sf.Sava (in locul lui se introduce
invatamantul francez) iar Petrache Poenaru este scos din invatamant.

Poenaru a participat la Revolutia de la 1848 facand parte din Comisia pentru eliberarea
robilor, semnand la 12.07.1848 alaturi de Cezar Bolliac si losafat Snagoveanul, primul comunicat al
comisiei.

Devine director in Ministerul de Externe (1850-1855), membru in Comisia documentelor
(1857), membru in Comisia de Stat(1864) si Presedinte al,, Societdtii pentru invatitura poporului
roman”, calitate in care a reusit ca scolile normale sd nu fie desfiintate asa cum dorea ministrul
invatdmantului de atunci Cristian Tell. Din 1856, Petrache Poenaru este membru al unei loji masonice
bucurestene si devine un apropiat al domnitorului Alexandru Ioan Cuza (20.03.1820-15.05.1873).

Petrache Poenaru are marele merit de a fi contribuit la predarea matematicii in scolile
romanesti. In 1837 a publicat primul curs de geometrie in roméneste in tirile romane (inainte de
aparitia celui din 1838 publicat in Moldova de Gheorghe Asachi (1788-1869). Acest curs s-a numit
,,Elemente de geometrie dupd Legendre” si era o traducere a unei parti din cartea celebrului
matematician francez, tiparita la tipografia lui lon Heliade Radulescu(1802-1872). Titlul traducerii a
fost: ,,Elemente de geometrie dupa Legendre. Tiparitd cu cheltuiald din cartea Schoalelor nationale
pentru scholarii ce urmeaza acest curs in colegiul Sf.Sava Bucuresti in tipografia lui Eliade,1837”.
In curs erau inserate si o parte din studiile ficute de Poenaru la Viena si Paris, folosind si
terminologia lui Gheorghe Lazdr. Dar Poenaru a introdus si termeni noi: axiomd, demonstratie,
ipoteza, simetrie, propozitie, proprietate.

De asemenea descria figurile geometrice introducand termeni care s-au pastrat pand acum:
unghiuri adiacente, opuse la varf, corespondente, alterne interne ,alterne externe, denumirile
poligoanelor, expresiile centru, concentrice, circumscris, semicerc, segment, tangent, etc.

Petrache Poenaru a mai publicat si primul curs de algebrad din
Tara Romaneasca in 1841, in roméaneste cu titlul ,,Elemente de algebra
dupd Appeltauer. Tradusd din latineste cu oarecare modificatii de
P.Poenaru. Directorul Scolii Nationale, Bucuresti, in Tipografia
Kolegiului Sf.Sava, 1841”.

In semn de apreciere a indelungatei sale activititi, Petrache

Poenaru, a fost acceptat in 1870, ca membru al Academiei Romane.
Alaturi de Gheorghe Lazar si lon Heliade Radulescu, rdméane o
personalitate proeminenta in dezvoltarea Invatdmantului romanesc. S-a
stins din viata la 2 octombrie 1875, iar intre descendenti mai cunoscuti
a fost scriitoarea Alice Voinescu (1885-1961).

Anul acesta s-au implinit 125 de ani de la nasterea
matematicianului roman Ghermanescu Mihail (20.05.1899-1962).
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S-a nascut la Bucuresti( intr-o familie de muzicieni) unde urmeaza cursurile primare la o scoala
germand apoi primele trei clase de liceu la ,,Matei Basarab”. Urmatoarele trei clase de liceu le-a
facut ca bursier la Liceul Militar ,,Manastirea Dealu” unde l-a avut ca profesor pe Valeriu
Alaci (1884-1955), profesor de analiza matematica la Politehnica din Timisoara si un colaborator
activ al Gazetei Matematice.

In 1916, Gherminescu este admis la Scoala de Artilerie, fiind inaintat la gradul de
sublocotenent de artilerie in 1917. In particular a absolvit si clasele a VII-a si a VIII-a de liceu.
In 1919 demisioneazi din armati si devine student la Facultatea de Stiinte a Universitatii din
Bucuresti, unde si-a luat licenta in 1921.

Intre 1921-1934 este profesor la mai multe licee bucurestene: ,,Cantemir Voda”, ,,Gheorghe
Sincai”, ,, Spiru Haret” si ,,Gheorghe Lazar “. In perioada 1928-1936 a fost profesor la Scoala de
Ofiteri de Geniu din Bucuresti iar in 1933 1si ia doctoratul in matematici la Universitatea din Cluj,
cu teza ,, Asupra integralei lui Poisson “ intr-o comisie prezidatd de Dimitrie Pompeiu (1873-
1954) si avand ca membri pe Theodor Angheluta (1882-1964) si Simion Stoilow (1887-1929).

In 1934, Mihail Gherminescu este conferentiar la catedra de matematici generale la
Politehnica din Timisoara, in perioada 1940-1948 este profesor la catedra de mecanica rationala,
apoi pana in 1952 devine profesor sef de catedra la Academia Militara (1951-1955), Institutul de
Cai Ferate (1952-1953) si Institutul de Constructii (1953-1962). In perioada 1948-1952 a avut si
functia de rector la Institutul Pedagogic din Timisoara.

Mihail Gherminescu a fost un om de culturd , un foarte bun pedagog cu prelegeri
riguroase si atractive, apreciate de elevi si studenti. A fost membru al Gazetei Matematice din
1922 iar din 1948 , Presedinte al Societatii Roméane de Matematica si Fizica a filialei Timisoara si
din 1931 membru al Societdtii de Matematicd din Franta. Ghermanescu a fost si primul
presedinte al Asociatiei Filatelistilor din Romaénia.

Opera stiintificad a lui Mihail Gherménescu a cuprins 210 articole , comunicari , lucrari
didactice. A avut contributii mai ales in analiza matematicd, dar are rezultate si in teoria
numerelor, algebrd, geometrie, mecanici generald si balistici. In analizd s-a ocupat de serii
trigonometrice, derivata areolara (fiind primul roman dupa creatorul ei, Dimitrie Pompeiu, care a
studiat acest concept).

Mihail Gherménescu a introdus notiunile de derivata partial areolara si diferentiald totala
areolara(1928), ecuatii diferentiale ordinare (cu demonstratia pentru ecuatia lui Riccati in 1937).
Ghermanescu a dat metode noi de integrare a sistemelor de ecuatii diferentiale In 1953 si a
introdus ecuatia de ordinul al patrulea cu patru variabile, ulterior denumitd ,ecuatia
Ghermiinescu”.

De asemenea a obtinut rezultate interesante in studiul ecuatiilor integrale , domeniul
matematicii in care marele nostru matematician Traian Lalescu a publicat primul tratat din lume.

In 1956, Gherminescu a dat integrarea sistemelor de ecuatii functionale intilnita in teoria
lanturilor Markov( rezultat in domeniul probabilitatilor cautat , dar negasit si de matematicianul
francez Maurice Fréchet). In teoria functiilor a dezvoltat si extins unele rezultate ale lui Emile
Picard sau unele rezultate ale lui Nicolae Abramescu(1884-1947)despre functiile si polinoamele
ortogonale.

In domeniul geometriei a descoperit o clasi de conice atasate unui triunghi (1941) si un
complex cubic de drepte (1945). Intr-o lucrare principali a sa , ,,Ecuatii functionale” aparuti in
1960 , sunt reliefate si contributiile matematicienilor romani in acest domeniu.

In matematica liceala este cunoscut ,,sirul lui Ghermanescu (Gwn=2 ¢y termenul

_ (n+2)n*? _ (n+y)" _ 1\l "
general = (mDm  nnt Gn = (n+1) (1 + E) —n (1 + 5) , se

.Folosind scrierea

. . .. lim G, =e. . .
aratd ca sirul lui Gherménescu este convergent cu limita n— Acest sir a facut obiectul

problemei 4600 din Gazeta Matematica vol. XLI (1935-1936).
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in nota ,,in legiturd cu sirul lui Mihail Ghermanescu” , din revista ieseand Recreatii
Matematice nr.2/2005 , profesorul D.M.Batinetu —Giurgiu a dat o generalizare a sirului Ghermanescu

. a .
() ) . ) lim =t =aq €R] .
: pentru un sir \“n/n=1 de numere reale strict pozitive cu proprietatea 7~ si pentru un

P € R, [X]

polinom se numeste sir Ghermanescu generat de sirul (@n)nz=1 si polinomul P , sirul cu
n+2 n+1
termenul general g, =P (n+11|'J ﬂn+1) T p (",,’an)  (nt2) . Acest sir este convergent cu

(n+2)n+1 (mn+1)n

lim g, =P(a)-e.

Pentru P=1, sirul (gy,) =1 , devine sirul lui Ghermanescu (G,,)pn-; , cu lim G, = e.
n—co

In 2024, 1a 14 aprilie s-au implinit 125 de ani de la nasterea lui Gabriel Sudan ( 14.04.1899 —
22.06.1977), matematician roman nascut la Bucuresti, cu stramosi francezi din Elvetia.

A urmat studiile primare si liceale (liceul la Mihai Viteazul) in
Bucuresti. In 1920 1isi ia licenta in matematici la Universitatea din
Bucuresti iar Tn 1922 a plecat la Gottingen, unde i-a audiat pe
David Hilbert(1862-1943), Landau(1877-1938), Courant (1888-1972) si
Weyl (1885-1955).

In anul 1925 devine doctor in matematici, cu teza ,»Asupra
multimilor ordonate”, in comisia avind ca presedinte pe Hilbert si ca
membri pe Felix Bernstein(1880-1968) si Leopold Ammbsonn (astronom
german, 1854-1930).

Calitatile lui Sudan de cercetator 1-au impus in fata lui Hilbert care
l-a numit asistentul sau la Gottingen. La intoarcerea in tard, in 1925,
Sudan 1si incepe cariera universitard mai intai la Universitatea Bucuresti,
ca asistentul lui Ermil Pangrati (1864-1931) la geometrie descriptiva,

Aurel Angelescu(1886-1938) la algebra si teoria numerelor si Dimitrie Pompeiu(1873-1954) la
catedra de teoria functiilor.

Este numit conferentiar de matematici generale la Facultatea de Arhitectura din Bucuresti,
unde devine profesor titular in perioada 1934-1969. A functionat si ca sef de sector la teoria
numerelor si algebrd in cadrul Institutului de Matematica al Academiei Romane.

Activitatea stiintificd a lui Gabriel Sudan este legatd de numerele cardinale sau ordinale
transfinite si de teoria numerelor privind aproximarile diofantice.

Unele din rezultatele si metodele sale au fost cuprinse in lucrarea ,,Geometrizarea fractiilor
continue” (1959).

Remarcam faptul ca raspunsul la una din teoremele care pot conduce la rezolvarea problemei
continuului, asa cum a fost pusa de Hilbert, a fost dat pentru prima data in lume, de Gabriel Sudan,
in 1927, inaintea logicianului german Wilhelm Ackermann (1896-1962), in 1928. Societatea de
Stiinte Matematice din Romania (S.S.M.R.), a publicat in anul 1969, la Editura Tehnica Bucuresti,
lucrarea Iui Gabriel Sudan ,,Cateva probleme matematice interesante”. Gabriel Sudan rdamane o
personalitate aparte in matematica romaneasca, admirabil profesor, iubitor de stiintd si de oament,
despre care academicianul Octav Onicescu (1892-1983) spunea cé a fost ,,unul dintre cei mai invatati
si originali matematicieni de la noi”.

Bibliografie

1. Adrian Stan si colab. - O scurta istorie a matematicii, Editgraph Buzau, 2015

2. George St. Andonie. - Istoria matematicii in Romania. Editura Stiintifica. Bucuresti. 1967

3. Ion Purcaru, Octavian Basca - Pagini din istoria matematicii: oameni, idei §i fapte de referintd,
Editura Universitara, Bucuresti,2017

4. Wikipedia



- ARTICOLE $I NOTE MATEMATICE -

» Daca stii ce vrei e imposibil
sa nu gasesti ceea ce cauti.”

Mihai Drumes
(1901- 1982)

Articole si note matematice

In legatura cu o problema din Pentagon
de Titu Zvonaru, Comiénesti

In revista Pentagon, numarul de primavard 2023, a aparut urmétoarea problema ([1]):

Demonstrati ca in orice triunghi 4BC (cu notatiile uzuale) este adevarata inegalitatea:

R(s> + 7> +4Rr)
2r ’

2(m, +mb+mc)S3\/ (1).

Vom prezenta citeva metode de rezolvare.
I. Fie F aria triunghiului 4ABC . Avem:

3a’+b* +c’
(Zx)z < 3»21x2 ,ij = (a 2 ) cab+bc+ca=s>+r*+4Rr.
Este suficient sd demonstram ca:
9a’+b>+c®) _9 R b
(a ¢ )S—-—(ab+bc+ca)<:>a2+b2+czSﬂ-i(ab+bc+ca)
4 4 2r 4F 2F
S 16F*(a” +b° +c*) <abda+b+c)ab+bc+ca)
< (2a’h® +2b°c? +2a’c’ —at —b* —c*)a® +b* +c*) <abcd(a+b+c)(ab+ bc + ca)
= Zaé + Za3bzc+2a3bc2 >3a’bh’c’ + Za4b2 + Z:azb4 , ().
Cu inegalitatea lui Schur Za6 +3a’bh’c’ > Za4b2 + Za2b4 , iar din inegalitatea MA-MG
ob;inem2a3bzc >3a’h’c?, Za%C2 >3a’bh’c’, care adunate conduc la inegalitatea (*).
I1. Dupa ridicare la patrat, avem de demonstrat ca
8r(m, +m, +m_)* <OR(s> +7> +4Rr).

Folosind majoraream, +m, +m, <4R+r (itemul 8.2 din [2]) si minorarea s> > 16Rr — 5r* (Gerretsen —

itemul 5.8 din [2]) trebuie sa aratam ca
87(4R +7)* <9R(20Rr —4r*) < 2(4R+r)> <9R(5R-r) &
S13R* =17Rr =2r° 20 < (R-2r)(13R+7) > 0.

Folosind inegalitatea (x+ y+z)° <3(x” + y*> +2z%) si formula

2 2 2
m:+m;, +m. = 3a +i ) , este suficient sd ardtdm ca
9R(s* +7r> +4Rr)
2r

12(m +m;] +m’) < < 2r(a’ +b° +c*) < R(s* +7° +4Rr).

. _ R _a*+b*+c?
Deoarece s° +7r° +4Rr =ab+bc+ca, ramane de demonstratcd — > —————  (2).
2r ab+bc+ca
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5_1_ abcs_l_ abc(a+b+c)—16F> B
Avem 27 8F? 16F*
_ abc(a+b+c)—(a’b* +b’c’ +c’a’)+(a* +b* +c* —a’b* —b’c® —c*a?)
- 16F° -

(@ =b*)Y +(b°=c*) +(c* —a*)’ —=c*(a—-b)’ —a’(b—-c)’ —=b*(c—a)’ B
32s(s —a)(s —b)(s —c) -
_(a—b)z((aer)z—cz)+(b—c)2((b+c)2—a2)+(c—a)2((c+a)2—b2)_
- 32s(s —a)(s —b)(s —c) -
G S (ot W ()
8(s—a)s—b) 8(s—b)(s—c) 8(s—c)s—a)

R a’ +b*>+c’
——lz2— -1
Avem de ardrat ca 27 ab+bc+ca
2 2 2 2 2 2
(a—Db) N (b—c) N (c—a) Z(a—b) +(b-c) +(c—a) ).
8(s—a)(s—b) 8(s—b)(s—c) 8(s—c)s—a) 2(ab+ bc+ ca)
1 1

Deoarece

> < ab+bc+ca>c? —a’ —b* +2ab =
4(s—a)(s—b) ab+bc+ca

< a’ —ab+b* +c(a+b—c) >0, inegalitatea (3) este adevirati.
I11. Folosind substitutiile Ravi (@ = y+z,b =z + x,c = x + y) inegalitatea (2) se scrie succesiv

(x+y)(y+2z)(z+x) S 2(x2 +y2 +z? +xy+ yz + zx)

8xyz Xy 2 43y yzHzx) ¥
(X+y)(y+z)(z+x)_1>2()c2-|-)/2+22+xy-|—yz+zx)_1
8xyz X7+ 2P +3(xy + yz+ zx)
(x-»)’ +(y—2)2 +(Z—X)2 s =+ -2+ (-0’
8xy 8yz 8zx 27+ +z7 +3(xy+yz+2zx))

Deoarece x” +y° +2z> +3(xy+yz+zx) = dxy < x° —xy+ > +3(yz+2x) =0,

Inegalitatea (5) este adevarata.

IV. Inegalitatea (4) este simetrica si omogena de gradul 5. Este suficient sa o demonstram pentru
y = z. Dupi efectuarea calculelor, obtinem (x — y)* (x” +2xy+5y°) > 0.

Bibliografie

1. N. Stanciu, Problema 925, The Pentagon, Spring 2023, 23.
2. O. Bottema et al, Geometric Inequalities, Groningen 1969.

STiayciA_D

..... in anul 1591, matematicianul englez Thomas Harriot este primul care a observat ca toti fulgii de nea
au sase brate, desi acest lucru il observasera si chinezii cu 17 secole mai inainte.

.. se spune cd denumirea de milion provine de la Marco Polo, inventandu-l pentru a descrie
multimea minundtiilor vazute de el in China.
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Noi inegalitaiti in triunghi

3
Teorema. Dacd a,b > 0,a # b, atunci 3[4 (a + b)\/_
Ina - lnb 2

8(x=1) 1)

Ry

de Mihaly Bencze

Demonstratie. Consideram functia f:(0,00) > R, f(x)=

Vi

Dacd x > 1, atunci f(x)< f(1)=0.
Dacd 0 <x<1,atunci f(x)> f(1)=0.

f(x)= ——[\/_ IJ <0, deci 7 este descrescatoare.

Deci, X1 <| XX *l , (1), unde punem x = a4 si rezulta inegalitatea din teorema.
Inx 2 b
Consecinte:

Daca a,b>0,a # b, atunci L(a,b) < M (a,b) (rezulta din (1) pentru x = %).

3

Dacd a, >0 (k=12,..,n), a, #a, (i # j), atunci ) :
ot lna1 —lna2

%/_Zak

3

Dacd a,b,c >0,a # b # ¢, atunci Z _— 3\/_(aer+c)
ciclic lna—lnb

Consecinte in triunghiul 4BC (cu notatiile uzuale):

/ -b’
Z a < 2p\/_
ciclic Ina—Inb

23\/ (P=a) == _ .p.

ciclic ln(p - a) - ln(p - b)

it <(4R+r¥3;

ot lnr - ln v,

34 3
23\/ cos” A—cos’ B S(l+%)3\/§.

In(cos A) — In(cos B)

ciclic
Bibliografie.

1. Sclipirea Mintii (2017-2024).
2. Octogon Mathematical Magazine (1993-2024).
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O generalizare a problemei lui Langley
de Marius Dragan

In aceasti notd vom prezenta: O generalizare a problemei Langley. Daci ABC este un
triunghi isoscel cu AB=AC , iar Ee€(A4B), F €(AC) astfel incat LABF = ZFAB =u si

sinusin(u +v)

ZACE =v, atunci: ZAEF = arcsin , ().

\/4 cos’ usin® v —4cos’ usinvsin(u +v) +sin’ (1 +v)

not

not. not. .
Demonstratie. AB=AC =y, BF = AF =x, ZAEF = «.

y _AE o AF - ysiny

Cu teorema sinusurilor in AAEC avem:

sin(u+v) sinv sin(u +v)
Cu teorema cosinusului in AAEF avem:

y*sin’ v e 2xysinvcosu
— x —_——

EF? = AE* + AF* =2- AE - AF -cosu < EF? = — :
sin” (u +v) sin(u + v)

Cu teorema sinusurilor in AABF avem:

EFZ_(yj2 sin” v +1_2_y.sinvc0su

2

X x) sin®(u+v) x sin(u +v)
X .

‘y :.—<:>Z:2cosu.Dec1,

sin2u  sinu X

EF? 4cos’usin’v

4sinvcos’u _ 4cos’ usin® v+sin®(u +v) —4sinveos’ usin(u +v)

2 . 2 + 1 . . 2 b
X sin” (u +v) sin(u + v) sin” (u +v)
- EF® sin’u
de unde tinand cont de faptul ca —— = ——— obtinem (*).
X sin” &

Remarca 1. Verificati (*) rezolvand problema Langley, adici u =20° si v =230".
Remarca 2. Alte generalizari ale problemei Langley sunt prezentate in [1].

Bibliografie
1. M. Dragan and N. Stanciu, Some generalizations for Langley’s problem, Romanian

Mathematical Magazine (RMM), http://www.ssmrmh.ro/wp-content/uploads/2024/04/SOME-
GENERALIZATIONS-FOR-LANGLEYS-PROBLEM.pdf
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http://www.ssmrmh.ro/wp-content/uploads/2024/04/SOME-GENERALIZATIONS-FOR-LANGLEYS-PROBLEM.pdf

- ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE -

O noua generalizare a dublei inegalitatii a lui Nicolae Cioranescu
de Gheorghe Ghita, Buzau

Articolul prezintd o noua generalizare (vezi [4]) pentru dubla inegalitate a lui Nicolae Cioranescu -
i.e. problema 4993/GM 1937, nr.12, pag. 671:
Daca a,b,c sunt laturile unui triunghi 4BC, atunci:
1_5S p+a+p+b+p+c
4 b+c c+a a+b
Propozitie. In orice triunghi ABC pentru k > 1avem inegalititile:
6k +9 < (15k +21)R — (6k + 6)r <Z:p+ka < Bk +10)R+ 2k +T)r .
4 9R -2r b+c 4(R+7)
Demonstratie. Lema 1. In orice triunghi avem egalitatea:
Zp+ka B (4k +5)p> — (4k —1)r* — (4k —4)Rr

9 . . S
< E,unde p este semiperimetrul triunghiului.

a Z(p2 —r? —Rr)

, care rezultd din )’

b+c 2(p* +r* +2Rr) b+c pr+ri+2Rr
2 2

intr—adevérzzp+ka:Za+b+c+2ka=§+2k+lz_a =§+(2k+21)(p2 r-—Rr) _
be 2bve) 20 2 “bre 20 prerioRe

_ (4k+5)p> —(4k —D)r’ —(4k —4)Rr
B 2(p> +7° +2Rr) '
15R —6r < p°—r>—Rr < 4Rr +r
" 209R-2r) " p?+r’+2Rr AR+r1)
15R —6r < p’—r>—Rr
20OR-2r) p*+r’+2Rr
p>—r>—Rr < 4Rr +r
p>+r*+2Rr 4R+7)
adeviratd deoarece 3rp® <12R’r +12Rr* +9r° (Gerretsen: p* <4R* +4Rr +3r>) si
12R*r +14Rr> +5r° <12R’r +12Rr*> +9r° < R > 2r (Euler).
Aplicand cele doud leme rezulta:
§+ (2k+1D(ASR-6r) _ (15k+2DR—(6k +6)r < Zp+ka
2 2(9R —2r) 9R-2r
£§+ (2k+D@AR+7r) _ Bk+10)R+(2k+T)r _
2 4R+7r) 4R+7r)
6k +9 < 15k +21)R - (6k + 6)r

4 9R —-2r
Egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este echilateral.

Nota. Pentru k = 1 se obtin inegalitatile din [1]:1—5 < 36R=12r <Pra, pth Lo )

Lema 2

Intr-adevar:

< (BR+2r)p° <48R’r+17Rr* —10r°, adeviratd

(Gerretsen: p> >16Rr —5r°) si & 3rp” <12R°r +14Rr* + 517,

< R2>22r.

9R-2r  b+c c+a a+b 2
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Noi inegalititi de tip Finsler- Hadwiger
D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti, lonel Tudor- Calugireni, Giurgiu

Consideram x) 0, y) O siun triunghi ABC si laturile de lungimi a =BC, b= AC, c=AB.
Este cunoscutd inegalitatea Ionescu- Weitzenbock: a’ +b° +c> =4S NE) , stabilitd mai intii de
profesorul inginer Ion Ionescu ( in 1897), unul dintre fondatorii Gazetei Matematice in 1895 si
matematicianul austriac Ronald Weitzenbock (in 1919).

O inegalitate mai tare decat inegalitatea Ionescu- Weitzenbdck este inegalitatea lui Finsler-
Hadwiger: a*+b>+c*24S\B+(a—b)’ +(b—c)* +(c—a)*, stabiliti in 1937 de citre
matematicianul german si elvetian Paul Finsler si in 1939 de matematicianul elvetian Hugo
Hadwiger.

Stabilim alte doud inegalititi de tip Finsler- Hadwiger:

1. (x2 +y2)(a4 +b* +c4)2 32xyS> +Z:(xa2 —ybz)2 .
cyc
Avem trei demonstratii, unde ne vom folosi de alte inegalitati importante cunoscute:

Inegalitatea algebrica a lui Bergstrom:

2 2 2 2
X, X, X X +Xx,+....+X
1 2 n >( 1 2 ”)

N N Y Mttty
Inegalitatea geometricd a lui V.O. Gordon ( 1966): ab+bc+ca > 43-5;
Inegalitatea geometricd a lui Leonard Carlitz (matematician american, 1907- 1999):
3.3 %% >4 \/_ 3.9;
Inegalititile geometrice ale lui Goldner ( 1949): a* +b* +c* > a’b*> +b°c* +c*a’ 21657/
Demonstratia 1.

Z:(xa2 —yb’ )2 = (x2 +y2)(a4 +b* Jrc4)—2)cy(azb2 +b’c’ +cza2) (1)

cyc

D xk,yk> 05 kzl,_n

(X2 +y2)(a4 +b* +C4) — 2xy(a2b2 L b2 +C2a2)+2(xa2 —yb2 )2 Berg;rom

eye
2xy-w+§c(xaz _ybz )2 Go;ion_xy(4S\/_) +Cyzc(xa _ybz)
(x*+y*)a" +b" +c*)=32x8° +Z:(Xa2 — b’ )2 .

cyc

Din ( 1) rezulta

Demonstratia 2.

2
Cu inegalitatea mediilor avem: a’b* +b°c* +c’a’ > 3(\3/azbzc2 ) (2)

(x2 +y2)(a4 +b* +c4)(22xy(a2b2 +b%c? +cza2)+ Z:(xa2 —yb’ )2 g 2)@;-3(\3/512[)202 )2 +
cye
2 Carliz )

_,_Z(va_be) xy(m) +Z(xa — yb? ) > —xy <4S\/_) +Z(xa —yb’® )

cye cye cyc

32xp+ Y (xa’ —ybz) si rezulta inegalitatea 1.
cye

Demonstratia 3. Din identitatea ( 1) obtinem:
2 Goldner

(X* +y*)a* +b* +c*)=2xp(a’b* +b*c* +c*a’) + Z(xa2 —ybz) >
cye
2xy-165% + Z:(xa2 — yb? )2 =32xpS” + Z:(xa2 —yb’ )2 , deci rezulti inegalitatea 1.

cye cye



- ARTICOLE sl NOTE MATEMATICE -

1
2. a*+b*+c* >1687 +5[(a2 —b2)+(b2 —cz)Jr(c2 —az)]
Aceasta inegalitate se obtine din inegalitatea 1, pentru x=y=0.
2x° (a4 +b* +c4) >32x°S% + Z(xa2 —yb2 )2 ;

cyc

2x° (a4 +b* + 04) >2x° [1 6S° +%Z(a2 -b’ )2 , de unde rezulta inegalitatea 2.
cyc

Bibliografie

1. Batinetu-Giurgiu D.M., Stanciu N.-Inegalitati de tip lonescu-Weizenbock , Gazeta Matematica

nr.1/2013
2. Rusu C.-Asupra inegalitatilor de tip Ionescu-Weizenbock , Sclipirea Mintii , mai 2018
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O noua demonstratie a inegalititii Finsler — Hadwiger
de D.M. Batinetu-Giurgiu, Daniel Sitaru si Neculai Stanciu
In orice triunghi ABC cu notatiile uzuale are loc inegalitatea:
a’ +b>+c* > 4\/§S+%~((a—b)2 +(b-0) +(c—a)?), (F-H).
Vom da o altd demonstratie pentru inegalitatea de mai sus.

2 2
I 1 1 1 1 1 1 I 1
2(in) EE Ty = T -

a

2 2

1 I 1 1) Gorn 1 (1 1
= ab+=Y | ———| > 435+ | —-—| =
T2 22(;1 hb] 45° 22(;; hJ

a

Bl 1Y & b B a b Y
=+ Y| st st 2ty | ——— | &
s 24\n n an: bR hE TS 2%\ ah,  bh,

1, . ... 31 (a—b)z
= a +b " +c)>2—+— =
452( ) S 2Z 28
= (a2+b2+cz)2£+ IZZ(a—b)2<:>

45° S 8S
sat+b’+c’ 24\/§S+%-((a—b)2 +(b—-c)’ +(c—a)’), qed.

STIATI cA__D

La 15 septembrie 1830, in Anglia s-a deschis prima cale feratd din lume , intre orasele
Liverpool si Manchester. Matematicianul Petrache Poenaru a fost primul roméan care a calatorit
cu trenul la 27 octombrie 1831, el spunand: ,,Am facut aceastd cdldtorie cu un nou mijloc de
transport, care este una din minunile secolului Doudzeci de trasuri legate unele cu alta Incarcate
cu 240 de persoane sunt trase deodata de o singurd masina cu abur’.
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O identitate legata de o inegalitate cunoscuta
de Neculai Stanciu si Titu Zvonaru
Pornind de la inegalitatea cunoscuta intr-un triunghi:
a b c
+ +
b+c-a c+a-b a+b-c
in [1] este demonstratd urmatoarea rafinare:
a_ . b L C Z4R+r’(2).
b+c—a c+a-b a+b-c 3r
Iata cum, fard a utiliza inegalitatea lui Cebasev si expresiile pentru razele cercurilor exinscrise,
putem obtine o altd demonstratie pentru (2).
Folosind formule obisnuite intr-un triunghi, obtinem:
a b C a b C
+ + = + + =
b+c—a c+a-b a+b-c 2(p-a) 2(p-b) 2(p-c)
_a(p-b)(p—c)+b(p-c)(p—a)+c(p—-a)(p—h) _
2(p-a)(p—h)(p-c)
_ p?(@a+b+c)—2p(ab+bc+ca)+3abc  2p° —2p(p® +r* +4Rr)+12pRr _
2(p—a)(p—b)(p-c) 2(p—a)(p—b)(p-c)
B p’r(2R—r) _ p’r(2R-r) 2R-r 3)
p(p-a)(p-b)(p-c) pr ro
Inegalitatea dorita rezulta imediat:
2R—r _ 4R+
>
r 3r
Folosind identitatea obtinem urmatoarea inegalitate dubla
4R+ a b C 3R-3r
< + + < ,
3r b+c-a c+a-b a+b-c r

>3, (1),

<= R>2r.

().

1. Dumitru Craciun, O rafinare a unei inegalitati cunoscute, G.M.-B nr. 2/2024

JOC LINI $I PUNCTE

Doijucitori fiecare folosind creioane colorate diferit

] @ (raseaza linii unind punctele de pe laturile patramlui. De
fiecare dati cénd linia trasati de un jucator

intersecteazi o linie anterioara, punctul respectiv de

respectivul jucitor. Intersectia dintre doui linii proprii
9 ) este marcatd cu doud puncte in timp ce intersectia

dintre o linie proprie si o linie a adversarnlui se
marcheazi cu un punct. Castigd jucitorul care
acumuleazi cele mai multe puncte.
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Ecuatii exponentiale si logaritmice nonstandard
Radu Diaconu, Sibiu
Vom numi problema nonstandard o problema a cérei rezolvare nu se bazeaza pe un algoritm
cunoscut de rezolvare. Tehnicile utilizate apeleaza la studiul monotoniei, studiul convexitatii unor
functii sau a unor inegalitati clasice, etc.

Sa se rezolve ecuatiile:
1. 77 +8 +9" =11"+13".
Rezolvare: Impdartim ambii membrii cu 11* atunci, ecuatia devine:

7 + 8 + 2 =1+ 13 . Functia f:R—>R, f(x)= 7 + 8 + 2 este strict
11 11 11 11 11 11 11
descrescatoare, iar functia g: R >R, g(x)=1 +(§J este strict crescdtoare Atunci, ecuatia

f(x)=g(x) are cel mult o solutie. Cum x=1 verifica ecuatia, deducem ca aceasta este unica.

2
x°—3x

2. 2cos’ =2"+27".
. el , X —3x -
Rezolvare: Avem inegalititile 2cos™ —— < 2; 2°+27°>2, VxelR.
27427 =2
Vom avea egalitate daca L X =3y = X= 0 solutie unica.
cos
8

3. 2748 +9" =19 +x—1.

Rezolvare: Impartind cu 19%, ecuatia devine (%j +(%j + (%J =1+ );_Xl . Se verifica faptul ca
x = 1 este solutie unica.

Functia /R >R, (gj +[§j +(—) este strict descrescatoare, Fie
19 19 19
g: R SR, g(x):1+);9_xl.

Pentru x(1= g(x) ( I, f(x) ) 1, ecuatie imposibila;
Pentru x)1 = g(x) ) I, f(x) ( 1, ecuatie imposibila.

. . . . 4 . 27 27
4. Aflati numerele reale si x si y care verifica ecuatia 16 7 +16" " =1.

Rezolvare: Cu inegalitatea mediilor avem:
1 -1

2 2 2 2 2 2 2 2 - — . 1
1677 +16" 7 > 24167 16"~ =247 .47 =2.4°> . 4"V >2.4 4. 4% =1 Deci, x=y=_.

1

5. Rezolvati ecuatia: 9 +9* =84,
1

Rezolvare: Pentru x(0 ecuatia nu are solutii deoarece 9* +9+(I.
1
Pentru x) 0 considerdm functia /:(0;00) >R, f(x)=9"+9* care este strict convexa.
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1
x+y 2 x+y Xty

1
xy 2 xby KR 1 L gy gy or.qv
f(x-;y):Q 2 +9x+y S9 2 +92xy — ,9X_9,V + 9v9y<9 ;9 +9 ;9 — f(x);f(y),

Vx,y e (O;oo),x £y
. . . 1
Deci, ecuatia are cel mult doua solutii. Acestea sunt: 2, E .

X

4x4—10x2+8 _
=——.
x +3

6. Rezolvati in numere reale ecuatia:

4x4—10x2+8

Rezolvare: Deoarece > 0= x) 0. Logaritméand, obtinem

x* —10x" +8 =log, x —log, (x” +3) < log, (x* +3) +(x* +3)* =log, (4x) +(4x)".
Functia [ : (0;00) — R, f(x)=log, x+x" este strict crescitoare, deci injectiva. Rezultd ca

f(x*+3)= f(4x) = x° +3:4x:>xe{1;3}.
log, x <2(\flog, y 1)
7. Rezolvati sistemul 1 log, y < 2(\/@ - 1) .
log, z < 2(\/@—1)
Rezolvare: Notam \/@ =u, \/@ =V, \/@ =1 . Sistemul se transcrie:

10“573"32(%1)

10g23y S2(l‘—1) 31/{2 +V2+t2 S4(H+V+t_3)©

logT32£2(u—1)

=2 +(v=2Y+(t-2<0=>u=v=t=2=>x=y=z=81.

a-b>7
8. Determinati a,b € R astfel incat { , .
2¢ 42" <256

Rezolvare: Din 256> 2% +27 > 227 .27 =242 > 227 > 227 = 2* — 256 . Avand egalitate,
ifnseamna ca 2"2 =2 =2 =h.

Se obtin solutiile: (a;b) € {(\/7, \/7), (—\/7; —\/7)} .
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STiay cA D

........ matematicianul roman Mihail Gherménescu a dat dovada de o activitate multilaterald in mai
multe domenii, pe langa matematica fiind absolvent de canto si de operd la Conservatorul de muzica
din Bucuresti. In 1928, debuta la Opera Romana in opera ,,Rigoletto”, si apoi a avut rolul marelui
preot din opera ,,Aida”.
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Doua solutii ale unei probleme

Dorina Goiceanu , Craiova
Sebastian Ilinca , Pargcoveni, Olt

In cele ce urmeazi vom prezenta doud demonstratii ale unei inegalititi aparute in GM 6-7-
8/2024.Prima demonstratie se bazeazd pe inegalitatea mediilor iar a doua solutie pe consideratii
geometrice .

Enuntul este urmatorul :

E16950 Fie x,y,z >0 astfel incat xyz(x+y+z)>4. Demonstrati ¢ (x+y)(y+z)(z+x)>8.

Liliana Niculescu , Tg. Mures
Solutia 1 : Folosim inegalitatea mediilor

(x+y)(x+z):x(x+y+z)+y22%+yzzz /%.;,224'

Analog avem (x+y)(y+z)>4si (x+z)(y+z)>4.
Prin inmultire se obtine (x+y)2 (erz)2 (y+z)2 >64deunde (x+y)(y+z)(z+x)=8.

Egalitatea ar putea avea loc dacd xy=2,xz=2,yz=2care ducela x=y=z= 2 s1 atunci

(x+y)(y+z)(z+x)=2\/§-2\/§-2x/§>8.

Inegalitatea este asadar stricta.

Solutia 2(geometrica):

Dinx+y=c,y+z=a,z+x=>b

_a+b+c x+y+z—a+b+c—
2 , rezulta ,
—a+b+c
X=p—a=T,y=p—b,z=p—c

Inegalitatea din enunt devine p(p — a)(p —b)(p - c) > 4 i din Heron S* >4 =S >2sau

a—bc22:>ab028R
4R

Avem de aratat cd abc >8 .Vom ardta ca R >1si de aici cerinta.
Presupunem prin absurd ca R <1. Cum triunghiul ABC este inscris in cercul de raza R <1, maximul
ariei sale este cand triunghiul este echilateral si atunci AB=AC = BC = R\/g . Cum

_AB\3 R 33 33
T4

4 4

S <2. §nu poate fi mai mare sau egal cu 2 si se contrazice ipoteza .

Asadar, R >1si abc>8R>8.  Inincheiere demonstrim proprietatea folosit :

Dintre toate triunghiurile inscrise in acelasi cer , triunghiul echilateral are aria cea mai mare.
Fie triunghiul 4BC inscris in cercul de centru Osirazd R

Cazul 1 : Oeste in interiorul triunghiului sau pe una din laturi .

Fie x = m(<):AOB),y = m(<}:BOC),z = m(<):AOC). Ay = A,0p + Apoc + Ao - Cu inegalitatea lui

R* . . . R _ . R . R?
Jensen avem 7(smx+smy+smz)ﬁ7-3smx+33/+z=32 sm12()°=3 \/g

cu egalitate cand
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x =y =z =120"adica pentru triunghiul echilateral.
Cazul 2 : Oeste in exteriorul triunghiului. Putem presupune ca AC < AB < BC
Fie x=m(<%A4OB),y =m(%BOC).

2 2 2 . . 2
AABC:AAOB+AAOC—ABOC:R?sinx+R7-siny—R7-sin(x+y)<R2W<R—-sin MR
2
R2<3R 3
4
Bibliografie :

Gazeta matematica nr.6-7-8/2024
Ionut Ivanescu , Probleme de extrem in geometrie, Ed. Grapho Bacau 2012

Tn legitura cu Problema L:1054
din Sclipirea Mintii Nr. 32/2023

de Marin Chirciu, Pitesti
Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul:

x+3Jy=2
v+ Yz=2
z+i(x =2
Matei Monica, Gigi Zaharia, Craiova
Solutie. Adunind ecuatiile obtinem:
tolder (g + b + 0)3 £

6=x+y+z+{/;+%/;+€/;:a3+b3+c3+a+b+c > +a+b+c:§+t.

t3
Rezulta: 5-+1<6 < £ +9~54<0 < (1=3)(2 +3t+18)<0 o 1<3 < Yy +y +3fy <3,
cu egalitate pentrux=y=z=1. Reciproc x = y =z =1 verifica sistemul.
Deducem ca(x, y,z) =(1,1,1) este solutia unicd a sistemului.

Remarca. Problema se poate dezvolta.
Fie A > 0 fixat. Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul:

x+ﬂ%/;=/1+1
y+13/_ =A+1. Marin Chirciu
2+ A3x =2 +1

Solutie. Adunind ecuatiile obtinem:

3
3;t+3=x+y+z+ﬂ({/;+%/;+i/;)=a3+b3+c3+;t(a+b+c)H§ W+;ﬂ(a+b+c)=

3
= % +At. Rezulta:

3

%+/1t§3/1+3 & £ 492 -3(A+1)<0 & (1-3)(F +31+94+3)<0 > 1<3 &

= i/; + %/; + i/; <3, cuegalitate pentrux =y=z=1. Reciprocx =y =z =1 verifica sistemul.

Deducem ca(x, y,z) =(1,1,1) este solutia unicd a sistemului.



- ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE -

Remarca. Problema se poate dezvolta.
Fien € NsiA > 0 fixate. Rezolvati in multimea numerelor reale sistemul:

x+/14/;=/1+1
y+/14/_ =A+1. Marin Chirciu
2+ A8x = 2+1

Solutie.
Adunand ecuatiile obtinem:
34+3 =x+y+z+/1(4/;+</;+q/;)=a" +b" +c" +/1(a+b+c)H0§€r(a+3#+,1(a+b+c)=

t" t"
+ At . Rezulta:

n—1 3n—1

(1—3)(1‘"’1 +3t" 49" 43 3+ 3 (/1+1)) <013 <

+ AU <3243 & 1" +37 -3 (A+1)<0 <

= i/; + i/; + i/; <3, cuegalitate pentrux =y=z=1. Reciprocx =y =z =1 verifica sistemul.

Deducem ca(x, y,z) =(1,1,1) este solutia unica a sistemului.

Simedianele unui triunghi
de Ion Patrascu, Sebastian Ilinca, Olt

In acest articol prezentam intr-o forma unitara proprietdti ale simedianelor unui triunghi.
Cunoasterea acestora faciliteaza rezolvarea unui numar mare de probleme ce au legatura aparenta
sau ascunsa cu aceste notiuni.

Definitia 1 Se numeste simediand a unui triunghi simetrica unei mediane fatd de bisectoarea
adiacenta.

Observatial in figura | dreapta 4S este simediana si
AM mediand. Din definitie rezultd cd «xBAS = <«xCAM .

Se spune despre (AS si (AM ci sunt ceviene izogonale.
Deci simediana este izogonala medianei $i reciproc.

Teorema 1 (E. GREBE)

Simediana unui triunghi este locul geometric al
punctelor care au distantele la laturile adiacente
proportionale cu lungimile acestor laturi .

Demonstratie Fie X un punct oarecare pe

simediana A4S, X, X, proiectiile lui X pe 4B, respectiv
AC,M mijlocul laturii BC si M,, M, proiectiile lui M pe
AB respectiv 4C (vezi fig. 2) .Deoarece

AAXX, ~ AAMM, si1 AAXX, ~ AAMM, rezulta ca
patrulaterele AX, XX,si AM,MM, sunt asemenea , deci

deci AB-MM, = AC-MM, (2). Din (1)si (2)0b‘ginem%=% 3).
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Reciproc . Fie X un punct din interiorul triunghiului 4BC cu proprietatea exprimatda de relatia
(3). AX "BC ={S} .Punctul M este mijlocul lui BC, iar MM,, MM ,sunt distantele lui A la

ABrespectiv. 4AC . Triunghiurile 4BM si ACM fiind echivalente este adevarata relatia (2).
Din relatiile (2) si (3) obtinem relatia (1) . Aceasta relatie si faptul ca patrulaterele

AX XX, $1 AM , MM, au laturile adiacente comune si laturi opuse paralele implica

AX XX, ~ AM,MM, deci AAX, X ~ AAM ,M cu consecinta : <X, 4X =<M,AM deci AX este
izogonala medianei 4AM , prin urmare A4S este simediana .

Consecinta 1. Simedianele unui triunghi sunt concurente.

Consecinta 2. O simediana unui triunghi in parte latura opusa in segmente proportionale cu patratele
laturilor adiacente si reciproc.

Observatie 2. Punctul de concurenta a simedianelor se numeste centrul simedian al triunghiului sau
punctul lui Lemoine .

Definitia 2. In triunghiul 4BC cu 4B+ ACdreapta DE cu De AB si E < AC se numeste
antiparaleld cu BC daca <ADE =<ACB .

Teorema 2(S. Lhuillier). Simediana unui triunghi este locul geometric al mijloacelor antiparalelelor
la latura opusa simedianei.
Demonstratie

Fie DE antiparalelala BC, A4S simediana si
AS N DE ={N}(vezi figura 3).

Avem cd AAND ~ AAMC = DN = AN
CM AM
NE _ AN
MB — AM

relatiile (1)si (2) deoarece BM = NF obtinem

(1). De

(2). Din

asemenea AANE ~ AAMB =

Fig.3

cd DN = NE.
Reciproc. Fie N un punct de pe simediana 4S si DE un segment care contine punctul N si acesta

este mijlocul sdu (D€ AB,E € AC). Notam cu N,si N, proiectiile lui N pe 4B respectiv AC.

Avem conform Teoremei 1 ca % :% . Pe de alta parte triunghiurile ADN si ANE sunt

echilaterale deci AD-NN, = AE-NN,. Din aceastd relatie obtinem ¢d 4D-AB= AE-AC, deci
AD  AE
AC AB
YADE =< ACB , deci DE antiparalela la BC.

Definitia 3 . Se numeste simediand exterioard a unui varf al unui triunghi locul geometric al
punctelor din exteriorul triunghiului ale cdror distante la laturile adiacente sunt proportionale cu
lungimile acelor laturi .

Teorema 3 . Tangenta in Ala centrul cercului circumscris triunghiului 4BC este simediana
exterioard a varfului 4 al triunghiului .

Demonstratie :

Fie M un punct pe tangenta A7 la centrul cercului circumscris triunghiului 4BC,T e (BC)(vezi

relatie ce conduce la asemdnarea triunghiurilor ADE §1 ACBcu consecinta

figura 4).
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Notam cu M, si M, proiectiile lui M la laturile AB respectiv
AC Patrulaterul MM AM, este evident inscriptibil deci

SMM M, =<MAM, (1), <MM,M,=<MAM, (2)Dar
SMAM, =<ABC (3), <MAM,=<ACB (4)

Obtinem ca <XMM M, =<XABC , <MM M, =<ACB . \
Aceste ultime relatii conduc la concluzia AMM M, = AABC deci
MM, MM "
—Ll=—2Z (5).
AB AC
Reciproc .

Daca M un punct din exteriorul A4BC pentru care are loc relatia (5) (M, (AB),M , € AC ) atunci din
faptul ca patrulaterul MM AM, este inscriptibil rezultd cd <M, MM, = XBAC . Aceasta relatie si relatia (5)
conduc la AMM M, ~ AABC'. De aici <MM ,M, =<XACB . Dar <<MM M, = <<MAM, prin urmare
XMAM, = XACB concluzie care este echivalentd cu 4M tangentd in A4 la cercul circumscris triunghiului

ABC.
Consecinta 1
Tangenta intr-un varf al triunghiului la cercul circumscris determind pe latura opusad segmente cu lungimile
proportionale cu patratele laturilor adiacente .
Consecinta 2
Fasciculul de varf Asi baza T,S,B,Cunde T este intersectia tangentei In A la cercul circumscris

triunghiului 4BC cu latura BCiar S este piciorul simedianei din A, este armonic. ( Cu alte cuvinte
simediana exterioard din A §i cea interioara sunt raze conjugate armonic fatd de 4Bsi AC)
Remarca 1 Consecinta 1 si reciproca Teoremei lui Menelaos conduc la:
Teorema 4 (CARNOT)

Intersectiile tangentelor in varfurile triunghiului 4BC cu laturile opuse sunt puncte coliniare .
Observatia 3

Dreapta definita in Propozitia 1 se mai numeste dreapta lui Lemoine si ea este polara centrului simedian .
Remarca 2

Tinand seama de Consecinta 2 de mai sus si de faptul cd simediana exterioara din varful A al triunghiului
ABC este antiparaleld cu BC precum si de proprietati ale fascicului armonic ( vezi [4] ) se obtine
Teorema 2 (Lhuillier).
Teorema 5

Intr-un triunghi doud simedianele exterioare si simediana celuilalt
unghi sunt concurente .
Demonstratie

Fie in triunghiul 4BC simedianele exterioare
BU,U € AC,CV,V € AB sisimediana A4S, S e BC .Avem ca

2 2 2
BS _ [fj ;V_C = (ﬁj ;V_A = [2) .Teorema lui Ceva implica
SC b VA c VB a

concurenta dreptelor AS, BU,CV .

In figura 5 am notat cu T ", punctul de concurenta a simedianelor

exterioare din B si C cu simediana din 4 .
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“Inteligenta nu inseamnai sa nu faci greseli.
ci sa vezi repede cum poti sa le indrepti.”

Bertolt Brecht
(1898- 1956)

[N Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

. O gradina dreptunghiulara de marimi 100m si 50 m este cultivata cu trei culturi reprezentind
25%, 35% , respectiv 40% din suprafata ei. Poate avea parcela mai mare 2024 m? ? Tn cate moduri se
pot roti cele trei culturi ? Ion Stinescu, Smeeni, Buzau

Rezolvare: Nu, deoarece 40% din 5000 = 2000m” = 2024m”, unde aria gridinii este 5000m?.

6 variante de rotatie a culturilor.

. Un balaur are 2023 de capete. Un cavaler cu puteri demne de un joc pe calculator reuseste sa
taie cu o loviturd a sabiei 21, 24 sau 25 de capete. in fiecare caz, balaurului fi cresc la loc 18, 27,
respectiv 23 de capete. Este posibil ca balaurul sa fie omoréat de catre cavaler (prin doborirea tuturor
capetelor). Gobej Adrian, Curtea de Arges

Rezolvare:  Observam cd 2023 da restul 1 la impartirea prin 3, deci 2023 € M, +1.
Analizand perechile (21;18); (24; 27) si (25; 23) deducem ca dupa fiecare lovitura de sabie

efectuata de cavaler, numarul de capete ale balaurului scade cu 3 sau creste cu 3.
Indiferent cate operatiuni ar face cavalerul, numarul de capete ale balaurului rdimane de forma

M, +1, deci nu poate fi omorat.

G:1259|. Aritati ci niciunul dintre numerele 2°+1, 2*+1, 2°+1,........ ,2°" +1 unde neN* nu este
patrat perfect. Alina Tigae, Cornelia Neacsu, Craiova
Rezolvare:

2% 41=4"+1=G+1)" +1=M,+1+1=M,+2 care nu este un patrat perfect..

G:1260. Fie n>2,neN. Aritati ca daci unul din numerele 4" —1sau 4" +1 este prim , celilalt este

numar compus. Olivia Bercea, Craiova
Rezolvare: Numarul 4" - 1 este divizibil cu 3, si pentru n > 1 avem 4" - 1 > 3. Rezulta ca 4" - 1 este

numar compus.

G:1261|. Cate numere naturale abc existi stiind ca abc-ac este un pétrat perfect?
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

Rezolvare: abc-ac=100a+10b+c-10a-c=90a+10b=1 0(9a+tb). Daca rezultatul este patrat perfect, atunci 9a+b
poate nu poate fi decat 10, sau 40 sau 90.

9a+b=10=>a=1, b=1; abc=11c 9a+b=40=>a=4, b=4; abc=44c

9a+b=90=>a=9, b=9; abc=99c .
Cum cifra ¢ poate lua 10 valori, inseamna ca exista 30 de astfel de numere.
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G:1262. Determinati numerele naturale xy astfel incat x> +4x=>5 V.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: x(x+4)=5y=(x;y) € {(1; D), (5,9)} = E € {l 1;59} .

G:1263. Determinati numarul  de forma a =99...988000...037 care are suma cifrelor 2024 (n>3)

lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Numairul a , cu 2n cifre a =10"-99...988 + 37 are suma cifrelor
—

n

S=9(n—-2)+8-2+3+7=9n+8 .Daca S=2024 atunci In+8 = 2024 si se obtine n = 224.
Deci numirul cerut cu 448 cifre este a =99...988000...037 .
—

222 222

G:1264|. Si se arate ca:

a) Numirul 50 se scrie ca suma a trei pitrate perfecte.
b) Numirul 200 poate fi scris ca sumi a patru pitrate perfecte.
¢) Numirul 10000 se poate scrie ca suma a douiisprezece pitrate perfecte.
lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

a) 50=25+25=9+16+16=3>+4> +5°;
b) 200:4-50222-(32+42+52):62+64+100:62+22+42+122;

¢) 1000 =50-200 = (32 +4>+5° ) . (22 +4* + 6> +12° ) , dupa care se desfac parantezele.

= Clasa a VI-a

(5:1265|. Aflati x din proportia é=i,unde A:l+i+i+...+L.
2 45 3 15 35 1935

Ion Stianescu, Smeeni, Buzau

Rezolvare: :—-[1—l+l_l+l +L_Lj

1 44
—_—— —_— —_— :>
13355 43 45

=——=x=11.
2 45
. Se considera doui aliaje de aur si cupru. Unul are titlul 0,750 si altul are titlul 0,333. Ce
cantitate din fiecare aliaj trebuie amestecata pentru a obtine 1 kg de aliaj cu titlul de 0,583 ?
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Notam cu x cantitatea de aliaj cu titlul de 0,750, atunci 1-x devine cantitatea de aliaj cu
titlul de 0,333. Avem: 0,750x+0,333-(1-x)=1-0,583 = x=0,59952.

G:1267|. a) Sa se scrie fractia 2023
2024

1 2 3 n .
b) Si se scrie 2024 =—+—+—+....+— cu n>2024 iar a,,a,,a,,.....,a, €Q

a 4a 4a a,

1 2 3 2024 1

1.2 123 1.2:3.4 7 1-2.3....~2024-2025<22°24 '
Adrian Stan, Buzau

ca suma de cel putin 2023 fractii distincte.

P

¢) Sa se arate ca

Rezolvare:

. 1 1 1 11 1 1 11 1 1 1 2023
a)Din —+—+—+...+——= + et - =1- =
1.2 2.3 3.4 2023-2024 1 22 3 3 4 2023 2024 2024 2024
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. 2024 1 1 1
b)Dina) ——=—+—+—+....cdF——— =
2025 1.2 23 34 2024-2025
opg 2025 2025 2025 2025 1 L . 1 _
1.2 2.3 3.4 77 2024-2025 1-2 2-3 77 2024-2025
2025 2025 2025
1 2 3 2024 1 2 2024
=t gttt =—+—+..+ :
2.2 2*.3 3.4 2024°-2025 a4, a, g
2025 2025 2025 2025

c¢) Notam cu A partea stanga a inegalitatii.

S O S R 2024 (3 4
1.2 3) 1.2.3.4 77 1.2:3-..2024-2025 1.2.3\' 4) 1.2.3.4.5 77
Si asa mai departe; se va ajunge la

1 2024 1 1 .
= 1- = (=557 » deoarece se inmultesc
1-2-3-4-....-2024 2025) 1-2-3-4-....-2024-2025 2

111,111 L1 o

inegalitatile: —<—, —(=,—(—=,......,——(—, adica ! ( (lj .
2 2 32472 2025 2 1-2-3-4-....-2024-2025 2

G:1268. Determinati numerele prime p si g astfel incat ecuatia x* — px* +¢ =0 si admiti ridicini

intreaga. Simona Chirita, Gigi Zaharia, Craiova

Rezolvare: Fie x, €7 . Atunci, q=x,'(p—x,). Deoarece q este prim rezultd x, =1 sau x, =—1.

Dacd x, =1 =>-1-p+g=0=¢g=p+1. Deoarece singurele numere prime consecutive sunt 2 si

3, rezulta ca p =2 si ¢ =3. Analog pentru x, =—1.

G:1269|. a) Aritati ci existi o infinitate de numere naturale n astfel incat n+2024 divide 7!

b) Aritati ca exista o infinitate de numere naturale n astfel incat n +2024 nu divide n!
n'=1.2-...-n,0!'=1. Mihaela Daianu, Simona Chirita, Craiova

Rezolvare:

a) Lvam n=2k,k>1012, n+2024=2(k+1012). Atunci n!=1-2-3...(k+1012)...(2k) care se divide
cu 2(k+1012)=n.

b) Se cunoagste ca existd o infinitate de numere prime . Fie » numadr natural astfel incat n+2024 = p,
p numdr prim . Atunci ludm »n = p—2024cu p numar prim mai mare decat 2024. Avem

n!=1-2-3..n=1-2-3...(p—2024) care nu se divide cu n+2024=p.

. Se considera numere naturale a, b si ¢, unde a =15n+24, b=3n+5, ¢c=12n+19. Sa se arate
ca [b,a]—[b,c] este un patrat perfect. Prin [x, y] am notat cel mai mic multiplu comun al lui x si y.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare:

Se utilizeaza faptul cd daca doud numere naturale sunt prime intre ele, cel mai mic multiplu
comun al lor este produsul acestora. Aratam ca numerele b si ¢, b si a sunt prime intre ele.
Fie d un divizor comun al lui b si c: dl(3n+5) si dI(12n+19)= dl4(3n+5)-(12n+19) =dI1 =d=1.
Fie d un divizor comun al lui b si a: dl(3n+5) si dI(15+24) = dI5(3n+5)-(15n+24) =dl1 =d=1.
Asadar, numerele b si c, respectiv b si a sunt prime intre ele pentru orice numar natural n.
Tinand cont ci b=a-c, iar a-c>0, avem: [b, a]-[b, c]=ba-bc=b(a-c) =b-b=b’.
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G:1271]. a) Aritati ci numarul n =7778% —2223° este divizibil cu 73.
b) Aflati numirul divizorilor naturali proprii ai numarului n.

lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: n="7778" —2223" =(7778—2223)-(7778+2223) =5555-10001=5-11-101-73-137:73;
b) Toti factorii 5,11,73,101,137 ai numarului n sunt numere prime §i atunci numadrul tuturor
divizorilor naturali ai luineste {1+ 17-{1+ 1)-{1+ 13-{1+1)-{1+1)=25=32. Cum 1si
n sunt divizorii improprii , atunci numarul divizorilor proprii este 32-2=30.
G:1272, Stiind ci numirul 2024" +1012, neN, n>2 se poate scrie ca suma a 2024 numere naturale
consecutive, aflati ultimul termen al sumei. lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Fie x € N* primul termen al sumei, deci x+(x+1)+(x+2)+...+(x+2023) =2024" +1012

2024x =2024(2024"" —1011) = x = 2024"" —1011. Atunci, ultimul termen al sumei este egal cu
x+2023=2024""+1012.

= Clasa a VII-a

G:1273. Determinati numerele naturale ab stiind ci ab’ +4ab—3b> +4a—12b=43.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare:  ab® —3b* +4ab—12b+4a =36+12 < b*(a—3)+4b(a—3)+4(a—3)=36=
(a—3)-(b+2)* =36=> abe{44;71}.

G:1274 Stiind cd 1 () (2 si x—y =1 si se calculeze valoarea expresiei
E=\x—4y+y*—2x-2y+6. Adrian Stan, Buziu

Rezolvare: Din x=y +1= E=.(1+y)’ —4y +)* =2(1+y)—2y+6 =
:\/y2—2y+1+\/y2—4y+4: |y—1|+|y—2|:
Cum y>1:>|y—1|=y—1 si y<2:>|y—2|:2—y,atunci E=y—-1-y+2=I.

G:1275|. Determinati x, y € R astfel incat x—y* +4/x—y* -9 <9.

Delia Popescu, Ana Dumitru, Craiova
Rezolvare: Relatia din enunt se scrie x— 3> —9+4Jx—)* -9 <0.

Cum x—3*=92>05si >0, yx—)»'-9>20=>x-»"-9=0,y’=0deunde y=0si x=9.

G:1276,. Demonstrati fara a extrage radacina patrata, inegalitatea:

N2 N6 V12 V20 \Bo V42 20222023

<1011.
3 5 7 9 11 13 4045

Adrian Gobej, Curtea de Arges
Rezolvare: Facem pentru inceput urmatoarea remarca: pentru a >0, b>0, a#b avem (

(Va-vb) =a+b-2yab >0 Y22 1
a+b 2
#0 (Inegalitatea mediilor)




- PROBLEME REZOLVATE -

Inlocuind b=a+1 (pentru a ajunge la formele fractiilor din problema noastra, obtinem

Ja(a+1)

< % . Dand pe rand lui a valorile 1, 2, 3, ...

2a+1
iz 1 23 1 a1 V2022:2023 _1
3027 5 02 7002, , 4045 2 Adunand inegalitatile
S<=.2022=1011
obtinem

G:1277|. a) Aflati numerele reale x,,x,,X,,....,x, , (n € N*) astfel incat x, +x, +x, +....+x, =n si
P +x % et x, =0;

b) Aflati numerele reale x,,x,,x,,....,x, , (n€ N*) astfel incat x, +x, +x, +....+x, =n\n si

n!

XX +x et x =07 loana Genoveva, Monica Matei, Craiova

Rezolvare:

a) (=12 +(, =1+t (x, =1 =x+x," +x oot X, —2(X, + X, +otx, )+ =0=>

b)

G:1278|. i se rezolve in Rx R ecuatia vx+1011+/y+1011=/2x+2y+4044 .
lonel Tudor - Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: C.E: x>-1011; y>-1011; Se foloseste inegalitatea dintre media aritmetica si cea

2 2
pitraticd a;bﬁ a erb < a+b<4/2(a’ +b*) pentru numerele a =+/x+1011 §i b=/y+1011.
Obtinem \/x+1011+\/y+1011 S\/2(x+1011+y+1011) = avem egalitate pentru a =b adica
Vx+1011=/y+1011 = x=y=a >-1011.
Multimea solutiilor este S ={(a;a)la =-1011} c RxR.

G:1279. Se consideri in R ecuatia:

10125 1| +[2 =10122] +[1012x = 3| +[4 ~1012x| + ... + |2022 = 1012x] +[1012x ~ 2023| = 2024(1012x — 2024)

Aratati ca solutia ecuatiei este numir natural patrat perfect.

lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Cum membrul stang este o suma de numere pozitive, atunci se impune conditia ca si
membrul drept sa fie pozitiv. Rezultd x> 2.

2023 . 2022 2 1
Avem: x>2) ﬁ) 0—> ....... ) —— ) —— (*). Tinand cont de faptul i |-a|=|a
1012 * 1012 1012 " 1012

orice numar real a, avem urmatoarele:
|2-1012x|=[1012x -2, [4-1012x|=[1012x—4

, pentru

2022-1012x|=|1012x—-2022].

5 eeeeen )
2023

> [1012x—k|=2024-(1012x—2024).
k=1

Tinand seama de inegalittile (*), avem |1012x—k|=1012x—k >0 ,Vk € {1;2;3;...;2023} .
Dupa explicitarea modulelor din cei 2023 termeni ai sumei din membrul stang ecuatia devine
2023-1012x — (142 +...+2023) =1012-2024x—2024° . Rezultd x =45> =2025.
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G:1280. Tn triunghiul ABC ducem MN||BC (M € AB,N e AC), NP| 4B (PeBC),

PO AC (Q € MN) , Raportul i—]z = % . Aflati BMC . Ton Stianescu, Smeeni, Buzau

Rezolvare: ONCP paralelogram, MNPB paralelogram, deci
P 1 3
QN:PC,BP:MN:—C:—:M:—.
BC 4 BC 4

G:1281|. Aritati ci in triunghiul ABC cu m(<4) =90" avem

. .2 . .
sm.B N 1 +1+s?n2B (I+sin B)(1 SlnB)—l-l—COSZB:l.
I-sinB 1+sinB 1-sin" B 2
Nicolae Iviaschescu, Canada
Rezolvare:

. . . . 2 . . . 2

s1nB(1+s1nl.3)+l s1nl'?+1+sm B (1+sin B)(1-sin B) Cl+cos’ B 2+2sin” B Cl+cos’ B=1
(1-sinB)-(1+sin B) 2
"y _ M

m
G:1282,. Sa se arate ca triunghiul ABC este echilateral daca si numai daca — = b .
a c

Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
Rezolvare:
m, m

C

a

"=" AABC este echilateral =>m, =m, =m, si a=b=c =

a b c

2 2 2

m m m m m m
" " a _ o e a "% % 12 2 _ g2 2

—t=—=—tcsko—S=—"=—"F=k"=>m,=k"-a =

a b c a b c

:>2-(b2+c2)—c12:4~/c2-c12:>2~(Z72+cz):(4~kz+1)-a2 si analoagele.

Adunand membru cu membru urmatoarele 3 relatii:
2:(BP+c7)=(4-K +1)-a’, 2:(F+a” )= (4K +1)-b*, 2:(a’+b*)=(4-k>+1)-¢°
obtinem
4(a+b0°+07)=(4-K +1) (@ +8° + )= 4k +1=4=2-(P + 7 ) =4-a" b+ =2’
si analoagele.

Din b> +¢* =2-a’si a* +b> =2-c’rezultd a=csiapoi b=a, adici a =b = si deci triunghiul
ABC este echilateral.

. Se considera triunghiul ascutitunghic ABC, apoi se construiesc patratele ABGF si BCDE in
exteriorul triunghiului. Stiind cd perimetrul triunghiului ABE este egal cu perimetrul triunghiului
GBE, sa se afle m(<BAC)+m(<ACB). Dumitru Preoteasa, Giurgiu, M:idalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare: Cum cele doud triunghiuri au perimetre egale si au si cate doud laturi congruente (laturi

ale celor doua patrate), atunci avem si AE=GE, deci triunghiurile sunt congruente (LLL). In acest
caz, m(<ABE)=m(<GBE). Dar m(<ABE)= 90%+m(<B), iar m(GBE)=360°-180°-m(<B). Dupi calcule
se giseste m(<B)=45°. Atunci, m(<BAC)+m(<ACB)=180° — 45° = 135°,

= Clasa a VIII-a
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G:1284. Determinati x € R astfel incat 22 VX +121+198-v81—x +10x =2024.

Adrian Stan, Buzau
Resovare: 2 VIE (+121) +2- 1197 (81—x) +10x = 2024 =
2. 112(x+12l)+2-11,/92(81—x)+10xg2.w+2,11_81+§1—x+10x:

242 +x+11-162—-11x+10x=2024

x+11=11, si 81=8l-x j4:i.2 v —

Avem egalitate dacd si numai daca
xy=2x—-y+2
yz=2y—z+2

G:1285| Rezolvati in R sistemul t“* ~ 2z-x+2

Rezolvare: Din prima ecuatie y(x * 1) - 2(x * 1) = (x + 1)(y B 2) =0 )
Din a doua ecuatie obtinem (y * 1) (Z B 2) =0 . Din a treia ecuatie obtinem

Dacd x+1=0=>x=—-1si z=—1,y=—-1. Daca y=2si z=2,x=2.
x:y=ze{—1,2}

Lavinia Trincu, Craiova

(z+1)(x-2)=0

Asadar

[G:1286]. Si se determine distanta de la graficul functiei liniare care trece prin punctele
A(-2;-3) si B( 1;-2) la originea axelor de coordonate.

Ion Stanescu, Buzau
Rezolvare:

Se determind functia f(x) =§x—%, deci catetele au lungimile g si 7 iar lungimea ipotezei

710
10

triunghiului dreptunghic este %\/ﬁ . Atunci, distanta de la O la ipotenuza este

G:1287. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia [x—20]+|x—20[+(x—20)=15, unde

[x] reprezinti partea intreaga a lui x. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare:
Daca x(20 = [x—20]=15=15<x-20(16 = x €[35;36) si nu corespunde.

Daca xZ2O:>[x—20]:55_2xn0=amkeZ:>x:_k+55

=

—k +1 —k+1 1 :
x=20= k; S k< k2+ 5(k+1:>ke(?3;5}:>k=5 . Obtinem x=25.
G:1288. Aritati cii produsul ridicinilor reale ale ecuatiei ~/3x*—5x>+3— J5x=0 , este numar
natural. lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu

2
Rezolvare: C. E. 3x*—5x>+3>0si x)0. 3x4—5x2+3:(x/§x2—x/§) +x*)0, VxeR.

Dupi rezolvarea ecuatiei \/3x* —5x” +3 = x/gx‘()z =3x"-5x"+3=5x> =3y -10y+3=0=>

1 1
y €43;— . Se obtin solutiile: S :{—;\B}.
{ 3} 3

G:1289| Se consideri ecuatia x° +x° —x—2=0. Aritati ci: Daci a € R este solutie atunci 1{a(2.
Ecuatia are o singuri solutie reala. lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu
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Rezolvare: Fie a € R solutie a ecuatiei. Rezultd ¢’ +a* —a—-2=0< (a—1)(a+1)* =1.

Daci a <1=>(a—1)(a+1)’(0 iar dacd a>2 = (a—1)(a+1)*)10. Asadar, {a(2.

Demonstram ca ecuatia are solutie unicad presupunand prin absurd ca existd doud solutii a, b cu
1{a (b (2. Atunci, @ +a° —a—2=0si b’ +b* —b—2=0 si prin sciderea celor doui relatii obtinem
ci a*+ab+b>+a+b—1=0.Dardaci a, b) 1= a’ +ab+b*+a+b—1) 0, deci nu pot fi doud solutii
reale. Solutia reald aproximativa este a = 1,2

. Se considera paralelipipedul dreptunghic avind dimensiunile a, b si c. Stiind c& suma ariilor a
trei fete distincte se exprima prin acelasi numar ca si patratul diagonalei sale, si se arate ca
paralelipipedul este cub. Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Midalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare:

Avem d? = a’+b>+c%; apoi, d> = ab+tactbe, deci a’+b*+c? = ab+actbe (1). Inmultind cu 2
egalitatea (1) si trecAnd toti termenii in membrul sting, se obtine 2a’+2b?+2¢?-2ab-2ac-2bc=0, sau
a*+a?+b*+b?+c*c? -2ab-2ac-2bc = 0. Grupand convenabil termenii, gisim (a-b)*+(a-c)*+(b-c)*>= 0.

Dar, dacad o suma de mai multi termeni nenegativi este egald cu zero, atunci fiecare termen al sumei
este egal cu zero. Asadar, a =b = ¢, de unde rezulta cerinta.

(G:1291]. Dimensiunile a,b,c ale unui paralelipiped dreptunghic verifica egalitatea
a+b+c+ a—b+c+ a-b-c 714

ac ab bc 2024 paci volumul paralelipipedului este egal cu V=2024cm?,
calculati diagonala paralelipipedului.
Nicolae Iviaschescu, Canada
Rezolvare:

a+b+c a-b+c a-b-c
- -

-1
(a*+b*+c*)=abc. (*
ac ab bc j ( ) ©)

Se foloseste urmatoarea identitate (

a’+b*+c*

-1
5 ] -(a2+b2+cz):abc:V -
abc

Demonstratie: Se aduce la acelasi numitor obtinandu-se (

volumul paralelipipedului. Dupa inlocuire in (*) obtinem

-1
Qﬂij(f+#+&y4m¢:f+#+&=ﬂ4:d=Jf+H+&=Jﬂ4

2024
» Clasa a IX-a

2 —
. Sa se rezolve in [0;00) ecuatia [\/;] = x20218 . Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: [\/;] =keZ,, deoarece~/x >0, atunci, k </x Ck+1 (%)
x’ —48
2024
IXn@)mnmak?sqzka+48<(k+nﬂo%:k4§2ka+48<m44f,keN

Din =k < x> =2024k +48 = x =~/2024k + 48 .

Se obtine k = 12 de unde rezultd ci x =+/24336 =+/4>-3*-13* =156

L:1081. Fie neN, n>2 si numerele reale strict pozitive a,,a,,....,a, astfel incat



- PROBLEME REZOLVATE -

1 . 1 1
—+—+...+—=n. Ardtatica S= t—_—t....
a4, a, \/a13+1 \/a23+1 ,[a +1 \/_

elevi, Bianca Negret, Horia Musat, Craiova
Rezolvare: Din inegalitatea Cauchy — Buniakowski- Schwarz, avem:

2
1 Z > ! . Cum 2;31, Vx)0 cu egalitate pentru x = 1 si
/a +1 ,la +1 o a —a +1 x —x+1 x

—+1

Ll<x— deoarece (x+1)( +1) >4 cu egalitate pentru x = 1. Avem,
X+
: il 2
/a +1 ) a +1 o a —a +1 — 4 o a 4 2
, n n )
S” < —adicd § <—= cu egalitate pentru g, =a, =....=a, =1.
2 2

L:1082. a) Aritati ci nu exista functii /' : R — R astfel incat f(x)f(y)+ f(xy)+xy=0, Vx,yeR.

b) Aritati ci nu exista functii /: R — R astfel incat /(x)f(y)+ f(xy)+x+y=0, Vx,yeR.
Mihaela Stincele, Monica Stanca, Craiova

Rezolvare: a)Pentru x=y=1= *(D+ f()+1=0= f(1)eR;
b) Pentru x=y=1= f>()+ f1)+2=0= f(1) ¢ R, ceea ce inseamnd cd nu exista functii cu
proprietatea respectiva.

Y| =4 si @ +b> =1. Calculati [156—20b".
Alina Tigae, Eugenia Turcu, Craiova
Rezolvare: Fie a=sina, b=cosa = ‘ISa —20a3‘ = 5-‘3 sin @ — 4sin® a‘ =5[sin3x|=4=

L:1083 Fie a,b,c € R astfel incat

|sin3x| = % = |cos 31| = % = [156—200°| = 5-3b—4b°| = 5-|4b* ~3b| = 5[4 cos’ a —3cos a| = 5|cos 3| =
. Rezolvati ecuatia /2 —x + 4 2. Alina Tigae, Craiova
3+42-x

. 4 )
Rezolvare: Fie x <2 . Notdim y=+2-x>0= y+3—:2:y2+y—2:0.D1n y=1=>x=3.
+y

L:1085. Fie f:R—>R o functie si se considerd numirul real ¢>?2. Si se demonstreze ci exista
(x)- (y)‘ #a, Vn>1, neN. Florin Rotaru, Focsani

x,y R, x#y astfel incat

Rezolvare:
Presupunem prin absurd ca Vx,,x, € R, x, # x, avem ‘ )= (xz)‘ =a (*) .Rezultdin

particular ‘fz”’l )— > (xz)‘ =a= f7"'(x,)=f""0)ta deci [f'N)=r""0)%a si
£77'(2)="(0)+a.Arrezultaca f>'()-f""'(2) e {Za; 0; —2a} in contradictie cu (*).
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L:1086. Dacit a)0,b)0,c)0 sunt lungimile laturilor unui triunghi, rezolvati in (0;0) sistemul de
3
X +y 4z ==(a’+b+C’
vz =2 )

.. 9
ecuatii: x4+y4+z4:—(a4+b4+c4)
16

x’y’zt = é[&zzbzcz +6(a*b” +b*c’ +cta’ +a’bt + b7t +Pat) -4’ +b° + c())]

Aplicatie: Determinati x,y,z 1n cazul a=2,b=3,c=4. lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:
Pentru un triunghi cu laturile a,b,c se cunosc relatiile intre laturile si medianele triunghiului:

3 9 o
m’+m’+m’ = —(a2 +b* +c ) , mtemtemt= —(a4 +b* + 04) , ( Relatia Iui Cesaro).
16
Efectuand calculele pentru x=m,, y =m,, z=m,_ constatim ca se verifica ecuatiile sistemului.

Deoarece sistemul este simetric, toate solutiile sunt cele sase permutari ale tripletului (ma; m,; m, )

a5 B Jio

Pentru aplicatie, daca a =2, b=3, c:4:>x:ma:T, y=m,=——, z2=m,=——.

2 —
L:1087. Saserezolvein R, ecuatia: ,3/? txo3_lix . lonel Tudor- Calugdreni, Giurgiu

¥ —x-3 1-x

2 3
Rezolvare: C.E: x e R\ {—l;l;é}. Ecuatia data este echivalenta cu 2x2 tx-3 = I+x =
2 2x°—x-3 \l-x

4x(x4—5)=o:>S={—<*/§;o;<‘/§}.

V8x+5+/9y+6 =[8x+9y+20
J12x+19 - 3y +15 =12x+93-6

Bela Kovacs, Satu Mare
Rezolvare:  Punem conditiile de existenta: Expresiile de sub radicali sa fi pozitive, ambii membri
ale ecuatiilor sa fie deasemea pozitive. Prin ridicdri consecutive la patrat obtinem sistemul urmator:

L:1088 Sa se determine solutiile sistemului: {

(8x+5)(9y+6) =81 24xy+16x+15y =17|(-3) 179-312x ., .
= = y=———"_0Obtinem:
(12x+19)(3y+15) =400 36xy+180x+57y:115|-2 69
1042 _10x_21:0:>xe{—_21;l}:>ye{l;ﬁ} . Convine doar solutia (x;y) € (l,lj .
52 °2 3 69 2°3

. . n+2
L:1089. Sa se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia: [\/2;1 + 1] + {T} =n+l1

Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
Rezolvare: Folosind inegalitatea [a] < a pentru orice a € R, obtinem:

[\/2n+1]+{n;2}£\/2n+1+nT+2:>n+1£\/2n+1+n;2

3n+3<2n+14n+2=2n+1<3V2n+1=2n+1)> <9-2n+1)
Cum 2n+1>0 pentru n € N se obtine 2n+1£9:>n£4:>ne{0,1,2,3,4}

Prin inlocuire in ecuatia initiala, verifica doar 0,1,2,4.
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L:1090. Daca , = 1(1 O S + ! ,ne N", atunci sa se arate ca
o2\ 1+2 1+2+3 1+2+.. +n
% 1
2 2 . z 1 2 1 1| 1 1 3
zak_ak1<_’ - -:{+ —}
a) T4 b) ;|:(k+l)z(k+2)2 (k+2)2} a; 2ln+1 n+2 2
Ciobica Constantin, Ciobica Elena, Filticeni
Rezolvare: , _1( 2 [ 2 2 | b _ i
"o2l1-2 2.3 n(n+1) n+l n+1

2
< 1 +1 1
St —aty=a’ —aln =5 -(25] <%
= 4
ai-ady (@) _y___ 1 11 1
a; a, kk+2)  2\k k+2
0 1 2 L_Z a; —a;, __12(1_ 1 j:
TlL(k+1)Y(k+2) (k+2) ]| af & a; 26\k k+2
1mfr 1 1 1 1( 1 1 3
= =— + —-— |
211 2 n+l1 n+2 2\n+1 n+2 2

n+l

X" +n n+l1
L:1091. Dacia x,v,z>0_.neN i >3-
Yy si atunci §,n+x+y+z,,+1 13

Marin Chirciu, Pitesti
n+l

. . .. . n .
Din inegalitatea mediilor avem x""' +n>(n+1)x < x < , cu egalitate pentrux =1.

n+l
. X" +n X" +n a (n+1)a
Obtinem: — > — — =— 5 = p 1
n+x+y+ X" +n +n " a+b+(n+l)c
yre +7 +(z +1+n) ——+——+c (n+1)
n+1 n+1 n+l n+l
unde(a,b,c) ( "tn,y" 0" +n).
Ramane sd ardtam ca:
n+l)a n+1 a 3 U . .
Z ( ) >3. = z > , care rezulta din inegalitatea lui

a+b+(n+l)c n+3 a+b+(n+1l)c n+3

Bergstrom:

Z - :Z a2 > (Za)z Za +2Zbc (1) 3

a+b+(n+1)c a2+ab+(n+1)ac_2(a +ab+(n+1) ac) Za +(n+2 Zbc n+3

> a*+2> be 3

2 . . o
& n) a >n) bc,inegalitate cunoscuta.
Za + n+2 Zbc n+3 z Z &

unde(1) <

Egalitatea are loc daca si numai daca x=y=z=1.

AM
L:1092. Pe segmentul (AB) se consideri punctul M, astfel incat: — = L ke N*.
MB  k+1
Daca k = 3, atunci demonstrati ca:
AT _3 OM =0i+>. 48  OM=0OB+~-BA OM=>-OB+~-Od
a) AB 7 b) 7 c) 7 d) 7 7 e).

— k o k1 k+1 —
Y & = 7 - r
M B A
Demonstrati ci: 2k +1 2k +1 :

Ciobica Constantin, Falticeni
Rezolvare:
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. . AM 3 AM 3 AM 3 AM 3
a. Daca k=3 atunci: = = =—= = = =—.
MB 3+1 MB 4 AM +MB 3+4 AB 7
b. Daca k=3 atunci: A—M=§
AB 7
OV —Od+AM| . _ 3
mzé E :>OM=OA+;-AB
AAOM: 7
OV —OB+BM| . . 4 _
— — M = OB+ —- BA
By 4 =i (TOM=0B+S
c¢. Daca k=3 atunci: — = —. ABOM:
AB 7

d. Din relatiile obtinute la punctele b),c) se obtine egalitatea ceruta.

W@%@ 4.0M =4-04+ 2. 4B

I R . 172_,+:»7-074=4-&+3.&§
OM:OB+7BA 3-OM:3-OB+7-BA
s . o o . — 4 — 3 —
Impartind relatia obtinutd cu 7 si obtinem cerinta : OM = 7 OA4 + 7 OB .
In triunghiul AAOM , avem relatia: a = a + - AB
2k +1
T . o= = k+1 —
In triunghiul ABOM , avem relatia: r,, =7, + -BA.
2k +1
(k+1).a:(k+1).a+m.ﬂ§ o L
+1 +:>rela‘gia:(2k+1)-rM =(k+1)-r, +k-r,

k(k+1).a
+1

P k o k+1 o

M2k +1 T 2k+1

k-ry,=k-ry;+

L:1093. Tn patrulaterul inscriptibil ABCD cu
AB=a, BC=b, CD=c, DA=d, AC=e, BD= f,R—raza cercului circumscris patrulaterului,

avem: (4—2\/§>7;R[1+%J ( T A+7T b T — c<2\/— R(_JF%J
e

sinA4 sin b sinc¢

Emil C. Popa, Sibiu

Rezolvare: Conform inegalitatii lui Jordan ( x < 5 sinx, xe€ [ 5 J ) obtinem

A ) A A . T—A A
r_ 2 < z Sln(z -—)= z cos—, atunci ﬂ- (x C?S . Trecand la suma relatia de mai sus obtinem:
2 2 2 2 2 2 2 sin A sin A
A A B
e A COSE COSE cosz cosz cosz
P Ty = =27R + + + . Cum
sin 4 sin 4 f e f e

cos£+cos£=cosé+singﬁx/§, cos§+cos§=cos§+singﬁx/§:>

>z 400 R(‘/e_ ‘f:} 227 R( fj

sin A
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T .2 X T
Pentru cealalta inegalitate folosim inegalitatea lui Kaber: x > 5(1 —Cos x) = zrsin’ 5 , X€E ‘:0; 5} .

a3+ﬂb3 /1+1(

. = 2 2 2
L:1094. Daca a,b,c>0§i /I,nZOatunCi Z — 2n+1 a +b" +c )

Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare: Se foloseste urmatoarea Lemei:
Daca a,b,c >0siA,n>0atunci

a + b’ S (2n—n/1+3)a2+(3n/1+2/1—1)b2
na+b 2(n+1)’
LHS=Za3 + b’ Lezmaz(2n—n/’t+3)a2+(3nz/1+2/1—1)b2 _ 2(n+1)(/1+12)2a2 _
na+b 2(n+1) 2(n+1)

(Marin Chirciu, Pitesti)

A+l

n+l
Nota. Pentru A =3,n = 5se obtine Problema propusa in MathTime 1/2024.

3 3
Daca a,b,c >0 atunci Z% > %(az +b% + cz) . Nikolaos Kallos.

at+a’ +1j2 S (/1+2)2

L:1095. Daca a,b,c>0,a+b+c=3s —2<A<10atunci Z( > 1 3
S a’+a+

Marin Chirciu, Pitesti

Z a’ = RHS. Egalitatea are loc daci si numai dacia=b=c.

abc.

Rezolvare: Folosim urmdtoarea L.ema:

Dacd a >0 si—2< A <10atunci —;
a +a+l 3

oo (S (825 £ B

at+la* +1 (A+2j
> a

a+a+l

2 2 abce<1 2 2
= (%j 33 (/1_; ) > (/12 ) abc = RHS , unde abc < 1rezulta din

AM-GM

3=a+b+c = 33abc . Egalitatea are loc daca si numai dacia=b=c=1.
Nota. Pentru A =1 se obtine Problema propusa de George Apostolopoulos in

. g Srat 1Y
Mathematical Inequalities 2/2024. : Ifa,b,c>0,a+b+c=3then Z(% >3abc .
a’+a+
MB NC PA

L:1096. Fie AABC si tele M €(BC),N €(AC), P €( AB) astfel t —=—-= .
L:1096. Fie si punctele M €(BC),N €(AC), P e(4B) astfel inca e~ NA- B

Si se arate i AM -BC+BN-CA+CP-AB=0< M, N, Psunt mijloacele laturilor AABC .
Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
Rezolvare: "=" Dacd M,N, P sunt mijloacele laturilor AABC,

AM =-(4B+ 4C), BN =—+(BC+ BA).CP =~(C+ CB) =

atunci:

= AM -BC+ BN -Ci+ CP- AB =B+ AC)(AC - 4B)+-(BC + BA) (B~ BC)+-(CA+ CB)-{CB-Ci-

(AC2 AB* + BA> — BC? + BC? —CAZ) =0

l\)l»—*



- PROBLEME REZOLVATE -

"<=" Notam @:N—C—Z—k si BC=a,AC=b,AB=c.
MC NA PB

m:fw——m,ﬁvzw,@=M3
Atunci: 1-k 1-k 1-k

-~ AB—k-AC ;~ —— BC—k-BA /~— ——\ CA—k-CB
o (AC- 4B )+ —=—=(Bd-BC)+ ————(CB

= AM -BC+BN-CA+CP-4B = (AC—- 4B |+ | BA-BC |+ CB- CA)=

_ L (AB AC—AB* k- AC*+k-AC-AB+BC-BA—-BC*—k-BA*+k-BA-BC+CA-CB—CA* - k-CB* +k-CB- CA)=

-k
:ﬁ (_(k+1).(A32+Acz+Bcz)+(1+k).(ﬁ.A—c‘+B—A.B—C+@.@)):k_tl_(az+bz+cz)+

._‘

k41 oy o oy kL oy
2‘(1_1{)-(41 +h +c )——2.(](_1) (a +b +c)

Cum AM -BC+BN-CA+CP-AB=0=k=—-1= M, N, P sunt mijloacele laturilor AABC .

+%. l.(b2+c2_a2)+%‘(cz+a bz) 2(a b e )j:%'(az+b2+cz)+

[\S]

L:1097. Fie ABC un triunghi de laturi , a,b,c. Notim cu m, mediana aferenti laturii a , etc.

a
Demonstrati ca : + “—2>1 Vasile Jigliu, Arad
+c my+m,

2
Rezolvare: Deoarece 2(b” +c”) > (b +c)’, 2(mb2 + mcz) > (mb +m, ) e suficient sd aratam ca
2

a m m a m
< >\/_<:> 2 - 22
b+ \/mb+m T+t mb+mc b+ \/mermf
a m, a’ m’ a’ 2b* +2¢° —a’
<2 22 Ty =l T
\/b2+c2 \/mb2+m2 b>+c” m, +m; b*+c” 4a +b +c
c
2 2 2 2 2.2
a m, S 4a”(2b” +2c¢" —a”) 4a"m,

=2 > = &
P+ 2 em} P+ +b +¢7) (07 +)m; +m?)

\/b2 +c’ \/mZ +m> >2am, < (b* +c)4a’ +b* +c*) =2 4a*(2b* +2¢° —a’) < (2a° —b* —c*) =2

= Clasa a X-a

. Exista numerele rationale a,b,c,d,e, f astfel incat
(a + b\/g)z + (c + al\/g)2 + (e + f«/g)z =2024+1012/5 2 Monica Stanca, Carmen Vlad, Craiova

Rezolvare: Daca presupunem ca existd atunci s-ar obtine si relatia

2 2 2
(a —b\/g) +(c—d\/§) +(€—f\/§) = 2024—1012\/5 =1012(2—- \/§)<O ceea ce este fals, deci nu
exista.

L:1099. Rezolvati in Cecuatia: (z+2)" +3z* —24z-12=0. Sorin Pirlea, Craiova

Rezolvare: Ecuatia data este echivalentd cu



- PROBLEME REZOLVATE -

1 1 1 — .
2t 422 4627 +2z+1=| 2 :zz+—2+2 z+— [+6=0.Notam z+— =w si obtinem ecuatia
z z z

W’ +2w+4=0cu solutiile w,, :—1i2l\/§. Din z+—= —li2l\/§ se obtin solutiile z,  , .
. - 23,

2 2
. . +4b .
L:1100. Fie a,b € C astfel incat numarul z = a—b este real si z € (—4;4) . Arétati ca |a| = 2|b| :
a
Mirea Mihaela, Mihaela Daianu, Craiova

4b . 4 :
Rezolvare: Cum z = %+ —=4csice (—1; 1) notand x = % rezultd x* + ——4c¢ =0 adici
a X

2\/c +1-c* =2si

x* —4cx +4 =0are caradicini x,, =2c+2iy1-¢’ de unde

‘ 2‘6’"‘1\/1 c*

de aici |a| = 2|b| .

. o A : . 1 1
L:1101]. Fie z e C astfel incatz*** =1. Calculati valoarea sumei S = +—t..... .
+z 1+z 1+z
Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Din z*™* =1 rezultd z' = % = S= ! I + ! I +ot ! I +11—1 =
z +
1+ 2023 1+ 2022 1"'71
z z z
2023 2023 _k
2S_1+Z 1 =1+sz+l—1+2oz3 2024 = 5 =222 _1012.
1+i oz +1 2
Zk
1 1 1 >33 3

+ + >
L:1102. Daci a,b,c>0,a+b+c=1 g L= 0atunci Ya+2 p+2 e+ 3+l
’ Marin Chirciu, Pitesti

1 1 3

1
Rezolvare._Folosim Lema: daca x,y,z>0 atunci ——=+—F—=+—7=2>33——.
- 4 I 3y Az X+y+z

Demonstratie

1 AM — GM 1 AM — GM ]
———— , Cu egalitate pentrux =y =z.

Sa trecem la rezolvarea problemel din enunt.
Folosind Lema pentru (x v,z ) (a +A,b+A\,c+ k obtinem:

Lema a+b+c l
LHS =
Ja+x Jb+k Jc+x Va+b+c+3x 3x+

Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c=

3
o 1944r4

L:1103| Tn triunghiul A4BC gre Joc relatia 21 8 YT Marin Chirciu, Pitesti
+rln, 8+

4
x nyz(x+y+z)'
+x’y 1+xyz

Rezolvare: Folosim Lema. Daca x,y,z >0 atunci z

Sa trecem la rezolvarea problemei din enunt.
Folosind Lema pentru(x, y,z)=(r,,7,,r.) obtinem:
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z r;z L;"a T (ra +r, + rc) _ rp’ (4R -2|- r) Mifrgavic r-27r (4R -|2- r) Euzler
l+r'7, 1+rnr, l+rp 1+r-274R

Eigerr-27r2 (4-2r+r) ~ 1944*

T R2IR 827K
2 4

L:1104. Fie a,b,c)0 astfel incat — b © _—1. Aritatici

+ + =
1+2a 1+2b 1+2c
(14+2a)(1+2b)(1+2c) > 27. 1Tn ce caz avem egalitate? Mihai Cilugaru, Sorin Pirlea, Craiova

1 b 1 c 1 1 1 1 1

a
Rezolvare: ——+ + e &

-— + + =1.
1+2a 2 1+42b 2 14+2¢ 2 2 1+2a 1+2b 1+2¢
Aplicand inegalitatea dintre media aritmetica si cea geometricd avem

. Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

1

1= ! + ! + ! 23-3\»/ Lt 1 = (1+2a)(1+2b)(1+2¢)>27 cu egalitate
142a 1+2b 1+2¢ 14+2a 1+2b 1+2c¢

1 1 1
= = =—=a=b=c=1
1+2a 1+2b 14+2¢ 3

pentru

L:1105. Rezolvati ecuatia V2 sin® x +sin L% - sz =0.

eleve Caterina Maria Zetu, Carina Maria Viespescu, Bucuresti

Rezolvare: «/Esin2 x+sin%cos 2x—cos%sin 2x=0=2sin’ x+cos2x—sin2x=0=sin2x=1.
S :{(—1)" L Z}.
4 2

L:1106. Rezolvati ecuatia sinx+sin’ x+cosx =0 . ( enunt modificat)

elevi Bianca Negret, Horia Musat, Craiova
Rezolvare: 0=sinx+sin® x+cosx >sinx+sin’ x+cos” x =sinx+1, deoarece

COSX >c0s’ X, COSX € [—1;1] . Atunci, sinx <—1=sinx=-1 (1) si inlocuind in ecuatie obtinem

cosx =0 (2). Din (1) si (2) obtinem x=3§+2kﬂ,k el.

L:1107. Rezolvati ecuatia /37 —48gx = 8tgx—35. Dorina Goiceanu, lulia Sanda, Craiova

Rezolvare: Evident % <itgx < % Notdm #g x =t . Ecuatia data devine
3748t =8-5|)" = 161 ~8t-3=0=¢, = %,zz =—1. Convine doar

t:§:>tg x=§:>xe arctg§+k7r|keZ .
4 4 4

L:1108 Aritati ci numirul a = cos”3° +cos” 33" —3¢c0s3° cos33°este rational.
lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: Notim x =cos3’ atunci, a = x>+ cos’ (300 +3° ) ~J3x cos(300 + 30) =

=x’ +(cos300 cos3” —sin30° sin3° )2 —«/g-x-(cosfSOO cos3” —sin30° sin3°) = i eQ.
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L:1109. a) Determinati multimea punctelor (x;y) e RxR, pentrucare x’ +2" =" +2”.

b ) Rezolvati in numere reale ecuatia x° +2* =2024. lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

a) Notam f(x;y)=x"—1" +2"=2" =(x—»)(xX* +xp+1°)+2" (2" -1).

Dacd x) y= f(x;y) ) 0; Dacd x{ y= f(x;y) ( 0. Ramane doar situatia x=y. Multimea solutiilor
este {(x; x) |x € R} adica locul geometric al punctelor de pe prima bisectoare a axelor de coordonate.
b) 2024 =1000+1024 =10 +2'"" = ecuatia se scric x’ +2* =10’ +2'°. Se obtine solutia x =10.
. Se considera ecuatia: (1 +iz)* =i(1+2?", unde n > 1 numdr natural si i’=-1.

a) Aritati cad numarul complex i este o solutie a ecuatiei pentru orice n>1 .

b) Rezolvati ecuatia in cazul n = 1 si intr-unul din cazurilen =2saun=3.
c) Determinati solutiile ecuatiei Tn cazul general ne N”. Adalbert Kovéacs Béla, Satu Mare

Rezolvare: 1.a.) Prin inlocuire se verifica z=1 este o solutie a ecuatiei.

1.b.) Cazul n=1:Avem ecuatia: (1 +iz)*=1i+(1+2z%) , curidicinile i si 1.
Cazul n=2. Folosind descompunerea: (1+z?)=(1+iz) - (1 —iz) ecuatia data devine:
(1 +iz)* =i(1 +iz)* - (1-iz)? & (1+iz)* [ +iz)? —i(1-z)*]=0 <
(1+iz)*>=0 sau (1+iz)*> —i(1-iz)*=0
Prima ecuatie are radacina dubla: i
Adouaecuatie: 1+2iz-7z>2-i—-2z+iZ2=0 < (1-1)Z2+2(1-i)z—(1-1)=0
o 7Z2+2z-1=0, curadicinile: —1+ 2 si —1—-+2 .
Cazul n =3: Avem ecuatia: (1+i-2)° =i-(1+72°)° <o (1+i2)’=i(1+iz)’® -(1-z)

& (1+iz) [A+iz) —i(1-zP =0 < (1+i2)*=0 sau (1+iz)® —i(1—-iz)*=0
Prima ecuatia are solutia tripla: z=1 .

A doua ecuatie: (1+iz)’ +i*(1-iz)’=0 <

(1 +iz+i(1 —iz))( (1 +iz)? —i(1 +iz)(1 —iz) +i* (1 -iz)*)=0 <

1+i+z(1+1)=0 sau 1+2iz-Z2—-i-iZ2-1+2iz+72=0 <

z+1=0 sau z>—4z+1=0, curadicinile: —1 respectiv: 2+ /3 si 2— /3

Deci solutiile ecuatiel date sunt numerele reale: —1 , 2 + V3, 2— /3 sinumirul complex: i.
1.c.) Cazul general: Avem ecuatia: (1 +iz)"=i(1 +7°)" <

(1 +iz)" =i(1 +iz)" - (1 -iz)" = (1+iz)" - [(1 +iz)"—i(1 -iz)"]=0 S
(1+i2)" =0 sau (1+iz)"—i(1-iz)"=0 .

Din prima ecuatie rezulta solutia z =1, care este o solutie multipla de ordinul n. A doua ecuatie se

1+iz

n
scrie sub forma: ( J =1 care se rezolva trigonometric.

1-iz
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= Clasa a XI-a

L:1111. Daci 4,BeM,(R), cu (4+B)-A*(A-B)=(4-B)-B*(A+B) (*), atunci avem :
(det 4)- A+(det B)- B = AB* A+ BA* B, unde A* respectiv ,B* sunt adjuncta matricei A, respectiv B.

Diaconu Radu, Sibiu

Rezolvare: Din A™' = L. A*=(detA)-1, =A-A*.
det 4

(A+B)-A*-(A-B)=(A-A*+B-A*)-(A—B)=(detA-1,+ B- A*)-(4—B)=(det A)- A- B- A*B
(1). Analog, (4—B)-B*(A+B)=(A-B*-B-B*)-(A+B)=(AB*—detB-1, )(A+B)=
=A-B*A+A-B*B—(detB)- A—(det B)-B=A-B* A+ A-det B-1, —(det B)- A—(det B)-B =
=A-B*-A—(detB)-B. Din (*)rezultd (det4)-A—B-A*-B=A4-B*-A—(detB)-B, c.c.t.d.

L:1112. Sa se calculeze

.1 1 1 1 1 1 1 1 1
lim I+ S+ +,[l+S+—F+..+ [I+—+ -+ 1+ -+ = |-
n>= 4! 223 3 4 n" (n+1)" (n+1)"™" (n+2)"

Florin Rotaru, Focsani

Rezolvare: Fie sirurile an:\/l+i+%+\/l+i+—+...+ 1+ ! -+ ! > sl
23 (n+D)" (n+2)"

bn=\/1+i2+%+\/1+i2+i2+...+ Lt s Avem 1 (a, (b,
22 3 3% 4 (n+1)" (n+2)

Din relatia L+i2+ ! > = 1.1 1 , a,b)0 sirul bn devine
a b° (a+b) a b a+b
11 111 1 1 1 11 1 1 1 1 n(2n+5) .
=t ——— - —— -+ ——— =n+— = . Atunci,
1 2 313 41 4 5 1 n+l n+2 2 n+2 2n+4
n 2n+5 . . <
> lim 2 > lim si cum limitele laterale sunt egale cu e deducem ca

n—o _\/_. n—)oo !\1/_ 2n + 4 n—o \/_’ n—0 ,\/_.

lim—= = e, deci limita din enunt este egala cu e.

2 2t

L:1113. Se consideri in R ecuatia 48x +16sin* x—47+43-7=0. Aritati ca existd o solutie

X, € [0; %] . Rezolvati ecuatiain R .. lonel Tudor - Calugéreni, Giurgiu
Rezolvare: Fie f:R >R, f(x)=48x+16sin* x—47+ 43 =7 continud.
Se arata ca f(0)-f L%J( 0, deci, conform proprietdtii lui Darboux existd x, € LO;%J cu

f(xl): 0.
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Functia f este derivabild si se aratd cd f” (x) =16(3+2sin” xsin 2x) > 10, deci f este strict

< . . . . V4
crescatoare iar ecuatia f(x)=0 are o solutie unica, x, € (O;ZJ.

Ecuatia datd se mai scrie 48x +16sin® x—48- % +43-7=0.

Cum f Z 1 =16sin* =+ 4/3 =7 = O rezulta ca ecuatia data are solutia x, = 2 c 0;Z .
12 12 12 4
» Clasa a XII-a
1 nxnk—l
L:1114) Si se calculeze lim | ————-dx, ke N*. Florin Rotaru, Focsani
mooe 1-x" +x
Rezolvare:
L3 1 2
Cu substitutia u = x" = du =nkx" 'dx = "u =x= x* =u™ =u" si x¥’* =u" . Mai departe
. . .1 d 1 1 1
avem notand cu I, integrala, lim/ =lim— lu == =—,
n—e o fe J0 - =k 1-1+1 2k
I-u"+u"
L:1115| Sa se arate ci 4x* +3x° +2x” +x+1)0, Vx € R. Daci X,,X,,X;,X, sunt ridicinile ecuatiei
1 1 1 1 :
4x* +3x° +2x* +x+1=0, aritati ci + + + este numir rational.
I-x, 1-x, 1-x 1-x,
Rezolvare: lonel Tudor - Calugareni, Giurgiu

Ax* 435 42X +x+1=x"(4x" +3x+ 1)+ (x* +x+1) ) 0, VxR deoarece trinoamele
4x> +3x+1) 0 ; x> +x+1) 0, avand discriminantii negativi. Asadar, ecuatia nu are nici solutii
reale.  Cum toti coeficientii ecuatiei sunt reali , atunci toate radacinile sunt complexe nereale si
conjugate doua cate doua . Deci x, #1, Vk=1;4, x, =x,, x, =x,. Facem transformarea

1 -1 . . U o .

yEro D xE—, atunci ecuatia datd devine 11y* —30y° +35)” —19y+4=0. Din prima dintre

—x y
relatiile lui Viete obtinem:

y x,—ﬁ—i ! Q.

k=1 ST _k=1 1—x,

3 ;
/sin x
L:1116|. Sa se demonstreze inegalitatea: I —dx <2+1In3.
X

1

2024
Adalbert Kovacs, Satu Mare
Rezolvare:
1 . 3=
: \/sin x \sin x
Descompunem intr-o suma de doua integrale: j —dx + I—dx =L +D
1 X 1

2024
La prima integrald folosim inegalitatea: sinx < x
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—_——
=.
=
>

—_—
>

£dx= j.LdX: \/—‘ 1 <2
1\/; m 506

2024 2024 2024
Laa doua integralé folosim: sinx <1

L= _[ s1nx X < Ildx =In3 —Inl =1n3. Prin adunare obtinem: [; +L<2+1n3.

J/sin x

——dx =2.905395388
X

Observatie: Folosind calculatorul avem:

—_—

2024
iar 2 +1In3 =3.098612288 , care este o aproximare buna.

J3x+sinx

L:1117. Consideram functia f: (0, ©) > R, f(X) = ——— . Aritati, ci este integrabila si
X

8
demonstrati inegalitatea: '[f(x) dx <10+In2,unde 1>e>0 si ¢—>0.
€
Adalbert Kovécs, Satu Mare
Rezolvare:  Functia data este continud, deci integrabila

Descompunem intr-o suma de doua integrale: .[f (x)dx + jf x)dx =L +1»

La prima integrala folosim inegalitatea: sinx < x

I\/3X+51nx - JIA\/E
e

x| —4-4s<4
€

2 —
La a doua integrala aplicam: sinx <1 si folosim substitutia: 3x+1=t>0 < x= ! 3 1
\/3x+smx S PBx+1 3X+ p t 2 2t p 2
e =[G = f| 2=
1 2 U - 2t -1 AN
3

-1\ 4 I
(2t+ln—j =10+ In—-4—-In-=6+1In2 .  Prinadunare obtinem: I;+1<10+1In2.

t+1)], 6 3
Observatie:

\/3x +sin x

Folosind calculatorul, gasim valorile aproximative: I ——F— dx = 10.47101219

X
0
si 10 +1n2 =10.69314718 .
4 cos2x ) . o
L:1118. Sa se calculeze integrala: I " dx. Vasile Mircea Popa, Sibiu
n e’ +
4
- 4 cos 2x
Rezolvare:  Notam: = I = dx . Utilizam integrarea prin parti: _[udv ‘ I vdu
€+
T4
1

Avem: u=cos2x; dv= dx; du=-2sin2xdx; sz—ln(e"+l)

e +1
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T

Deci: 1=(cos 2x (x~In(e" +1)))*, +2

—ha

sin 2x (x —In(e* + 1)) dx

4 _

3

T s

4 4
I:0+2J' Xsin2xdx—2j sin2x In(e* +1) dx

4 4

i

4
Notam: A = Ixsin2xdx; B=

—_—a

sin 2x In(e* +1) dx..

~|a

4
. . ) C 1
Integrala A se calculeaza prin parti. Luam: u=x; dv=sin2xdx si obtinem A = 5

Pentru integrala B facem schimbarea de variabild: x =—t

T T

4 4
Obtinem: B = I sin2tIn(e™ +1) dt = _[ sin2t In

I+¢'

dt

et

4 4
_r n T

4

4 4
B= jsin2t (1n(1+e‘)—lne‘)dt: sin 2t (lnet —1n(1+et)) dt B= I tsin 2t dt — I sin2t In(1+¢") dt

—|a

T
4

~1a

4 4

Deci: B=A-B, B:%A:% Putem scrie: I:2A—2B:%.Asadar, I:%.

STiaAyncA P

. cifra 8 a suscitat atentia matematicienilor, filozofilor si tuturor oamenilor de stiinta careia i-au
asociat diverse proprietdti, chinezii considerand ca cifra 8 reprezinta cifra perfectiunii.
- se stie cd 8§ este un cub perfect, iar cubul, hexaedrul regulat au cate 8 varfuri;
- octoedrul este un corp platonic cu 8 fete;
- patratul oricdrui numar natural impar are forma 8k +1 cu k natural;
- discipolii scolii luii Pitagora, pitagoreicii au facut din 8 un simbol al 1ubirii 1 amicitiei;
- de la cifra opt, in muzicd avem octava- un interval dintre doud sunete alcatuite din 8 trepte, In
calendarul roman vechi celei de a opta luna 1 se daduse denumirea de octombrie, in tehnologia
informatiei, octetul este unitatea de informatie formata din 8 biti iar in chimie existd asa numita
regula a octetului privitoare la felul cum evolueaza atomii pe orbita lor externa.
- in natura petalele unor flori sunt in numar de 8 ca si picioarele paianjenilor si scorpionilor;
- Farul din Alexandria, una din minunile lumii antice, avea partea din mijloc sub forma unei prisme
octogonale, iar cupola era sprijinitd pe opt piloni;
- unul din cele opt simboluri tibetane este lotusul, simbolul puritdtii, iar in religia asiatica lotusul
mistic avea opt petale.

din cartea ,, 1,2,3....SHOW... ,, de Eduard si Ioan Dancila




- PROBLEME PROPUSE -

v

“ Ganditul este una dintre cele mai dificile slujbe.
Poate din acest motiv foarte putini se angajeaza la el”.

e
-
Henry Ford = -

(1863- 1947) A\‘I \

EN Probleme propuse

= Clasa a V-a

G:1292). Existd x,y,z,¢ cifre astfel incat xyzz -+ xyz + xy +x = 2024 ?
Cornelia Neacsu, Elena Alexie, Craiova

G:1293|. Determinati numarul abe pentru care abch + abc +bc =3b+2¢ =2024.
Nicolae Ivaschescu, Canada

G:1294|. n céte zerouri se poate termina numarul 19" +9,n e N ?
Simona Marinela Serban, Dabuleni, Dolj, Gilena Dobrica, Bechet, Dolj

(G:1295| Aritati ca numirul a :[(27 :64+42) : 32]-22023 :(2253 )8 este mai mic decat 2.

Ion Stanescu, Smeeni, Buziu

G:1296. Aflati x,y e N astfel incat x* +y” =2025. eleve Prisnel Sara, Afrem Sara, Craiova
G:1297|. Comparati numerele 587 gi 22024 Elena Alexie, Elena Grigore, Craiova

G:1298| Existd x, y,z € N astfel incat numarul P=(x+ y)(y+z)(z+x) sa fie egal cu:
a) 2025°%*; b) 2024°%.2 Grigorie Dan, Craiova, Sebastian Ilinca , Parscoven , Olt

>

G:1299. Determinati n € N astfel incat numarul 2024" sa aiba exact 576 divizori naturali .
Camelia Dana, Iulia Sanda, Craiova

G:1299. Se considera numarul natural n= abc. Daca se elimind una din cifrele sale, se obtine un
numar de 6 ori mai mic decat n. Sa se afle n.

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
2025

G:1300. Stabiliti daca fractia este subunitara sau supraunitara.

23025

lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu
G:1301]. Aratati ca nu exista patrate perfecte de forma 4=41aa...a61 unde

2k de a

ae {0;1; 2;3;4;5;6;7,; 8;9} si keN. Roxana Vasile, Craiova, llinca Sebastian, Parscoveni, Olt

G:1302. Aritati cd numirul 4% +6'® +3° este pitrat perfect
eleva Panduru Madilina, Balcesti, Valcea
G:1303. Dacd a,b,c,d eN, cu p impar, astfel incat (p+1)a=2pd = pb+4pc sa se arate ca 2p

divide ab. Gheorghe Ghita, Buzau
2024

: . 89+8 o
G:1304|. Aratati ca fractia 39197 este reductibila. lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu
+



- PROBLEME PROPUSE -

o . . A g 1+2"+3" 5
(G:1305 Determinati n e N astfel incat numarul 4 = a3 sd fie numar natural .
+2"7 +

Loredana Surcel, Otopeni, Cristian Cosmin Alexandru, Bradesti , Dolj

= Clasa a VI-a

(G:1306. Sa se afle suma tuturor numerelor naturale de forma a_bc, stiind ca numerele a_b, bc si ca

sunt direct proportionale cu numerele c, a, respectiv b.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

G:1307]. Determinati produsul (b+2c)(c—a)(2a+b) stiind cd a,b,ceN, a+b+c=44 si ca
2a+3b+4c=133. Nicolae Ivaschescu, Canada

G:1308. Aratati ca numerele 10017,100117,1001117,...,10011...17, ..k € N” se divide la 53
k ori

Grigorie Dan, Constantina Prunaru, Craiova
2(J1-2+3—4...+2024|+|-1+2-3+...+2024|)

3(|2-4+6—...42024]+|-2+4—6+..-2024|)

Ion Stanescu, Smeni, Buziu
. Determinati numerele prime p astfel incat p? + 2000 sa fie patratul unui numar natural.
Grigorie Dan, Craiova, Cristian Cosmin Alexandru, Bradesti, Dolj
G:1311]. a). Descompuneti in factori numarul 7=1+2°+3*+5’+6*+ 7 +11°.
b) Aritati cd numarul 2024°°” se poate scrie ca suma a sase cuburi perfecte.
lonel Tudor - Célugareni, Giurgiu
. Fie ABCD un trapez si E mijlocul bazei AD. Dacd BD N CE = {F} si BC = CF aratati ca
AF 1 BD.

(G:1309. Aflati forma ireductibild a fractiei F =

Grigorie Dan, Zaharia Gigi, Craiova
. Doi muncitori, la fel de harnici, culeg strugurii dintr-o vie. Primul muncitor lucreaza 5
zile 1ar al doilea lucreaza 3 zile. Pentru munca lor primesc impreund 960 lei.
a) Ce procent din suprafata viei culege primul muncitor ?

b) Aflati ce suma i se cuvine fiecarui muncitor.
lonel Tudor-Cilugareni, Giurgiu

= Clasa a VII-a

2 2 2
. . .. a b c .
(G:1314. Fie a,b,c € R *astfel incat y =—=—_Arataticd a=b=c.
c a
eleva Panduru Midalina Nicoleta, Balcesti, Valcea

2025 + 1

G:1315. Rezolvati ecuatia x> = 3

G:1316. Aflati numerele naturale ab , unde cifra b este impara, stiind ca
14+3+5+7+...+ab=(2a+3b)". Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

- (1 +34+37 .. +3 ) . Ion Stinescu, Smeeni, Buziu
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G:1317. Determinati numarul abe cu b=2a si cifre distincte, pentru care \abc =a-b+c.
Nicolae Ivaschescu, Canada

G:1318. Fie a,b>0. Aratati ca I b Sl. In ce caz avem egalitate ?
Sa+b 5Sb+a 3

Sebastian llinca, Parscoveni , Olt, Cristian Catana, Bailesti

G:1319 Determinati x €7 astfel incat A4 = ‘x3 —6x+ 4‘ este numar prim.
Gigi Zaharia, Constantina Pruneanu, Craiova
. Aflati cati termeni are suma S, = 14243 +...+/n , stiind cd are partea intreagd

egald cu 13. lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu
G:1321} Fie x,y,z € Rastfel incat x+ y+z =3. Aflati maximul expresiei
E (x, ¥, Z) =x+y+2xy+xz+yz. Mihaela Stéincele, Craiova

. . o A n—1
G:1322. Fie neN, n=2 si x,x,,...,x, numere reale astfel incat x, +x, +...+x, =

. . . .o . . 2 2
Determinati cea mai mica valoare a expresiei E =X +x," +..+x .

X550 Xyy)
Lucian Tutescu, Craiova, Neculai Stanciu, Buzau
G:1323. Determinati laturile a, b, ¢ ale triunghiului ABC stiind ca:

Ja* —10a+50 +/b> —24b + 288 ++/c*> —26¢+338 <30 Ce fel de triunghi este ABC ?
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

G:1324, Fie a,b,c e Rastfel incit a+b+c=a, (a+b)c+(a+c)b+(b+c)a=f. Aritati ci dacd

6+ ff <4a atunci cel putin unul din numerele a,b,ceste mai mic ca 1 si cel putin unul este mai

mare ca 1. Mihai Calugiru , Eugenia Turcu, Craiova

G:1325, Determinati x € Z astfel incat x* +8x+3s3 fie patratul unui numdr intreg.
Gigi Zaharia, Luiza Cremeneanu, Craiova

111 .
G:1326|. Daca a,b,c)0 si _+E+_=3’ atunci: a + b + ¢ <§.
a c

ab+2bc+ca bc+2ca+ab ca+2ab+bc 4
'Gheorghe Ghita, Buzau
G:1327, Intr-un paralelogram ABCD , se cunosc AB=7 cm , BC=4 cm si m(ABC) = 60°.

In exterior se construiesc triunghiurile dreptunghic isoscele ABM si ADN , cu bazele [BM ] ,

respectiv [DN ] Calculati perimetrul si aria triunghiului AMN.

lonel Tudor-Calugéareni, Giurgiu
. Fie triunghiul ABC inscris in cerc s1 A1, Bi, respectiv Ci, punctele diametral opuse in cerc
ale lui A, B respectiv C. Daca Az, Ba, respectiv Cz sunt mijloacele laturilor BC, AC, si respectiv
AB, aratati ca A1A2, BBz, CiCz sunt concurente. Alina Calugaru, Eugenia Turcu, Craiova

= Clasa a VIII-a

G:1329. Fie neN astfel incat numarul p=2" +1sa fie prim . Ardtati cd p nu se poate scrie ca

diferenta cuburilor a doua numere naturale nenule .
eleve Militaru Cismaru Gabriela, Craiova, Panduru Midilina, Balcesti, Vilcea
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G:1330. Fiex = 1siy = 1. Aratati ¢ x2y? + 16(x + y) = 16xy + 16. In ce caz avem egalitate?
Lucian Tutescu, Craiova, Sorin Botea, Tg.Jiu
. Fie x,y,zeRastfel incat x*(y+2z) =)’ (x+2z)=2024si x# y. Calculati z°(x+y).
Alecu Orlando, Craiova
G:1332) Fic a,b,x,y e Rastfel incat a+b=x+y=0si a’ +b° =x>+)°. Ardtati ci
a"+b" =x"+ y",(V)n eN, Alina Tigaie , Craiova
G:1333. Determinati n e N* astfel incat A=n""+n+1 si fic numar prim.
Mihaela Stancele, Monica Stanca, Craiova
. Aratati ca ecuatia 4x’ —507x+253 =0 are trei radacini reale care au suma numar natural.
lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu
xt—1 X +1-x"—x

3

(G:1335. Rezolvati ecuatia > + —
X +x"+x+1 (x=-1)"-(x"+x+1)

=4048, xeR\{-L1}.
Nicolae Ivaschescu, Canada

< . . e 1 f 1
:1336). Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia irationala (1 + —j VX —x = [1+—.
X X

lonel Tudor-Cilugareni, Giurgiu

:1337|. Fie a,b,c)0. Sa se demonstreze ca: a + b + ¢ < l

4a+b+c a+4b+c a+b+4dc 2
Gheorghe Ghita, Buzau

I I
(@]

. . . 30
G:1338. Sa se determine (x; y) € RxRdin ecuatia Jx—10 +\/y—10 :%.
Adrian Stan, Buzidu
G:1339. Un paralelipiped dreptunghic are toate muchiile exprimate prin numere naturale. Stiind ca

diagonalele a trei fete distincte ca arii au lungimile 10 cm, 2 \/3_40m, respectiv 2441 cm, sa se afle
lungimea diagonalei paralelipipedului si volumul acestuia.

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
G:1340. Intr-un cub sectiunea diagonali are aria A;. O sectiune paraleld cu aceasta are aria Az si A

=+/2- A, . a) Ce forma are sectiunea a 2-a ? b) Cit este distanta dintre aceste sectiuni ?
Ion Stanescu, Smeeni, Buziu

= Clasa a IX-a

L:1119. Gasiti toate numerele naturale n astfel incat vn + 1 + v/4n — 3 sa fie numar natural
eleva Militaru Cismaru Gabriela, Craiova
L:1120. Demonstrati ca:
1 n

1 r Y rl P
531 83 A ey vy e

.VneN’, unde [x]este partea intreagd a lui x.

Elena si Constantin Ciobica, Falticeni

. 1 1 1 .
L:1121]. Fie x,y,zeRcu XZE’ yZE, 225. Aratati ca
X’V 2> +4(xy+ yz +2x) +1>8xyz + 2(x + y+z) . In ce caz avem egalitate ?

Simona Marinela Serban, Dabuleni, Dolj
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L:1122] Aflati solutiile reale ale ecuatiei (x* +x—1) +(3x> +x—8) =(dx* +2x-9)’.

Tulia si Ionut Schiopu , Craiova
L:1123. Fie a >1 fixat. Rezolvati in multimea numerelor reale:

(azx +a* —a’ —a)3 = (azx —a)3 +(ax -a’ )3 . Marin Chirciu, Pitesti
L:1124| Fie x, y >0 astfel incat x* +xy+ )" =3.Aritati cd V3x” +1+/3xy+2 +4/3y* +3 < 35 .

Felicia Ozunu ,Craiova
L:1125|. Determinati numerele reale x si y astfel incat: (xy + 9)2 + (y2 + xy)2 =18y°.

Grigorie Dan, Lavinia Trincu, Craiova
L:1126. Fie a,b,c >0 astfel incaita+b+c=1.Sa se demonstreze ca

27<g b Vs Gheorghe Ghiti, Buziu
b+c c+a a+b abc

_ . . o b
L:1127. Daca x,y)0, x+ y =2 atunci in triunghiul ABC cu semiperimetrul s = a +2 +c ’

3 4 4 4 16

2

are loc inegalitatea : 5

——+ + +
m,”+m,~+m~ blax+cy) c(bx+ay) a(cx+ by) s

D.M.Bitinetu-Giurgiu , Bucuresti, lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu
m Rezovati in R sistemul de ecuatii:

VX =3 +\/x2 —4x, +3—\/(x3 -2) = /x, -3 +\/x32 —4x, +3—\/(x4 -2) =

= Jx, =3 +/xF —4x, +3-/(x,-2)’ =0. Mihaly Bencze, Brasov
. Fie a e R astfel incat ecuatia x* +ax—1=0 are radacinile reale x, si x,.Aflati cea mai
mici valoare a expresiei E(x;;x,)=(1+x")1+x,%). Alecu Orlando, Rosioridevede, Teleorman
L:1130. a) Sa se arate ca existd triunghiuri cu lungimile laturilor a,b,c>2025astfel incat

[a]+[b] <[c], unde [x]reprezintd partea intreaga a lui x.
b) Existd triunghiuri cu lungimile laturilor a,b,c>2025astfel incat {a}+{b}<{c}, unde
{x} reprezinta partea fractionard a lui x?

¢) Sd se arate cd nu existd triunghiuri cu lungimile laturilor a,b,c > 2025 astfel incat [a]+[b] <[c]si

{aj+{b} <{c}.

loana Genoveva. Luiza Cremeneanu, Craiova
. Fie a, b€ Q. Pentru fiecare n € Z consideram multimea ecuatiilor de forma
E : (n+1)x>—2(n+a)x+b+n+1=0. Aritati cd dacd 1, a, b+1 sunt in progresie aritmetica, atunci

ecuatiile E, au o radacina comuna.
Adrian Stan, Buziu

f:(0,00) > (0,00)

astfel Incat

(V)x.ye(0.0)

)
b) Determinati / :( ) ( )astfel incat
NS @+ =y D)+ f(3) (7)x.ye(-=0)

Lucian Tutescu, Craiova, Neculai Stanciu, Buzau

a) Determinati
Xf (y)f (x + )=y () (S () + [ ()

. . coslO . . RN
L:1133 Demonstraticd ————=tan50". Marin Chirciu, Pitesti

1-sin10’
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L:1134. Fie a, 8> 0si a,b,c €(0,0). Aritati ci
\/2aa+(a+ﬂ)b+2ﬂc +\/2ab+(a+ﬂ)c+2ﬂa +\/20(c+(05+,[3)a+2,[3b >3

2Ba+(a+p)b+2ac \2Bb+(a+pB)c+2aa \2ab+(a+pf)a+2pc

In ce caz avem egalitate ? Lucian Tutescu , Olivia Bercea , Craiova

L:1135. In triunghiul ABC obtuzunghic avem 4sin A+5cos B =6si 5sin B+4cos A=5. Calculati
masura unghiului <C . Dan Mitricoiu, Plataresti, Calarasi

. Sd se arate cd in orice triunghi ascutitunghic ABC are loc relatia:
1+cos(A—-B) N I1+cos(B-C) N 1+cos(C—A) 56

cosA+cosB  cosB+cosC 1+cosC+cosA

. In triunghiul oarecare ABC se considerd punctul D € (BC). S se arate ci dacd [AD este

Florin Rotaru, Focsani

A A
2cos— 2cos —
bisectoarea unghiului «<BAC atunci: ¢*> < —2 . BD* +—2 . DC? notatiile fiind cele obisnuite
sinC sin B
intr-un triunghi. Emil C. Popa, Sibiu

= Clasa a X-a

L:1138, Comparati numerele A = 2V1082202% gj B = 2(024V1°820242
lonut Ivanescu, Mihaela Mirea, Craiova

L:1139. Ardtati ca ecuatia [3"]+[5x] =15"+1 nu are solutii nenule, unde [x] reprezinta partea

intreagd a lui x. elev Ciurea Andrei, Buziu

x3

=

[EY
[EEY
SN
= o

=a-b-c.
elev Stancu Cosmin , Craiova
Fie x,y e R. Ardtati cd x*y* +7x’y”> +x° +9)° > 6xp()”° —-1).
Carmen Vlad , lacob Meda, Craiova

:1140. Fie a,b,c >1,¢>a>b.Rezolvati in R ecuatia a* b e

r
[EY
[EEY
SN
N

Rezolvati in R ecuatia log, (6X + 1) =log, (7)c —l) .
Cezar Ozunu , Tica Gabriel, Craiova
Rezolvati in R inecuatia x* —2x+3>+/4—x" .

I
[EY
[EEY
SN
w

Alecu Orlando, RosiorideVede, Teleorman

r
[EEN
[EEN
SN
&

2
Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2°+2* +20*% 427 =2#*1 41
Marin Chirciu, Pitesti

o " . 2 X —14x? +55x-42
Sa se rezolve in R ecuatia: (x -Tx+1 1) =1.

I
[EEN
[EEN
N
o

lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu

r
[EE
[EEN
SN
(o]

. A A - " - . - . - .
Fie n e N astfel incat numarul p =2" +1sa fie prim . Aratati cd p nu se poate scrie ca
diferenta puterilor ¢ a doud numere naturale nenule , g este numar prim g >3.
Lucian Tutescu , Ramona Nilbaru, Craiova

L:1147. Fie a,be(0;1)U(l;0)astfel incat log, 2023 +log, 2023 =2log, 2023 . Aritati ci
log, 2024 +1log, 2024 =2log, 2024 . Delia si Cristian Schreider, Craiova
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L:1148 Gasiti o functie bijectiva f: R — Rastfel incat f(f(x))— f(x) =56x+2024, VxeR.
Eugenia Turcu, Mihai Calugaru, Craiova
IL:1149 Existd z e C astfel incat 22 = (z+1)* =1
Florin Sendroiu, Tg. Carbunesti, Sorin Botea, Tg. Jiu

L:1150. Rezolvati in R ecuatia {/xs +2023 + Z/x3 +2024 + 2/x3 +2025=0.
lleana Stanciu, Mihai Calugiru, Craiova

m Pentru a si b cifre nenule, determinati numerele ab , care verifica cgalitatea:

\/a b+ \/— \/a\/_ \/_ \/\/— lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu

IL:1152. Si se rezolve ecuatia ———— + — ! — 4 — ! - :2"’1+l(3x+5").
2X+3x 3T+5T 542 2

Adrian Stan, Buzau
X' +xy+yt =Qx+ yWxz’

L:1153. Rezolvatiin R, sistemul <y + yz+z> =2y +z)3/yx’ . Mihaly Bencze, Bragov
22 +zx+x° =2z +x)i/ 2y’
n Daca a, b, ¢ sunt laturile unui triunghi ABC, cu notatiile cunoscute, sa se arate ca

154
4r . .
3/~ + 4 Z 4= Florin Rotaru, Focsani

1155 . Aratatl ca daca A;B,C; siA,B,C, sunt  triunghiuri de arii S;,S, si laturi
ay, by, ¢ respectivay, by, ¢y iarx, y,z € Ry cuxyz = 1, atunci xaja, + ybb, + zcic; = 4/3-./5,5;
(O generalizare a inegalitatii lui G.Tsintsifas)
Dumitru M. Bitinetu-Giurgiu; lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu

= Clasa a XI-a

L:1156 |. Dacd A € M,(R), sa se arate ca det(A* + A2+ 1,) =< (t?+d?—d+ 1) unde t = Tr(4) si
d = det(A). Gheorghe Ghita, Buzau

L:1157]. a) Aflati termenul general al sirului (x,) _ definit prin 5x,,, =x, +10 ,VaeN" si x, =1.

b) Calculati limx, . Cezar Ozunu, Dolj, llinca Sebastian , Parscoveni, Olt

n—x0

L:1158 | Fie sirul (a,)  definit prin @, ) 0 si a,,, =a,+ ! , Vn>1,neN. Si se calculeze

n+l n 2

a“+2

n

Florin Rotaru, Focsani

n—0 ,

. . 9 . . : .
L:1159 |. Fie a)3 si a,, =a,+—-3, VneN. Aritati ci sirul (a, )n>1 este convergent si calculati
P >

n

limita sa. lonut Ivinescu, Craiova

1 2
1160 Sa se calculeze hm[— sin e " J-(lz +37 45 +..+(2n —1)2) . Adrian Stan, Buziu
n—x0 n n —
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L:1161 | Fie a, b ) 0 si (xn )nZl un sir cu termeni pozitivi astfel incat Zxk” +blnx,,, =0, Vnx1.

k=1

est econvergent si calculati limita limz - xn” ) Mihaly Bencze, Brasov

n—x0

Aratati ca sirul (xn )n21
L:1162 | a)Rezolvati in multimea (1, o) ecuatia logy,1 x + logy,o(x + 1) =logz 2 + log, 3
b)Rezolvati in multimea (0,1) ecuatia logy,q x + logyyo(x + 1) = logg% + loggg

2 2

Grigorie Dan Lucian, Mihai Cilugiru, Craiova
X

L:1163]. Se considerd functia 7: R — R, f(x)= o +1 — X . Stabiliti paritatea si tabelul de variatie al

functiei f si rezolvati ecuatia f(x)=0. lonel Tudor —Calugareni, Giurgiu

= Clasa a XII-a

-1
L:1164] S se calculeze: [ = [2 524y Diaconu Radu, Sibiu
- X

1
L:1165 | Determinati functiile continue f: [0;1] — R astfel incat I f (x)(2 - f (x))dx =% i
0

Florin Rotaru, Focsani
L:1166 | Fie fi[O;l] - [0;00) o functie derivabila stiind ca f£(1)=0 si f' continud. Sa se arate ca

144Ux3f(x)dx] < j(f’ (x))2dx . Florin Rotaru, Focsani

0 0

m Calculati: a)J 1n(x+ X +1) d b) J-\/ln(x+ x1+1 dx; xeR, neN,n>3.
X+

Preda Oana, Craiova

e+5

L:1168] Fie /(x)=e"+4x’ +1. Calculati j £ (x)dx. Marin Chirciu, Pitesti
e =1 N
L:1169]. Fie 420 7>0_ Calculati j ldx xeR, Marin Chirciu, Pitesti
e +

% : .3 3
+ .
L:1170] Sa se caleuleze [ —————— > = dx. Emil C. Popa, Sibiu
b 2sin x+2(l—«/§)cos x+3/2 cosx

lna

blnalnx+
L:1171 | Sa se calculeze pe (0,0) integrala: J. ] (blnalnx+c) dx ,undea >0.a #1,b,c €R.
x( " +blnalnx+b+c)
Gheorghe Ghita, Buziu
25
L:117 . Calculati urmatoarea limita de functie: lim — f ! dt. Vasile Mircea Popa, Sibiu

o l+sintcost
L:1173| Sa serezolve in C, ecuatia: 2024x* +2x” —3x* +2x—1=0. lonel Tudor-Cilugireni, Giurgiu
L:1174| a) Rezolvati in R, ecuatia £’ —5¢* +53t—196=0.

b) Aratati ci ecuatia 3x° —2x*+5x° +6x° —20x—16=0nu are toate ridicinile reale si apoi rezolvati
ecuatia lonel Tudor-Calugéreni, Giurgiu

L:1175/| Fie feR[X], f(X)=aX’ +bX* +cX +d, a)0siradicinile X, X,,X; € R. Aratati ca

() +f100)+ f(x)=0. In ce caz avem egalitate? Sorin Pirlea, Meda lacob, Craiova

X—>00



- QUICKIES-

» Many of lifes failures are people who did not realize
how close they were to succes when they gave up. ”

Thomas Edison
(1847-1931)

IEA QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be
under consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and
new proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or
PDF file) to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full
address, and an e-mail address. Submited solutions should arrive before February 01, 2025,

PROPOSALS - QUICKIES

Q107. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

Compute im(*5(n + 1)! —&/n)2/(2n — 1)1 sin% .
n—0 n n'

- 6
Q108. Proposed by Dorin Marghidanu, Corabia, Romania. If @, > 0,k = 1,6, such that Zak =3 then
k=1
6 —
prove that Hak (a, +a,, Na, +a,,, +a,.,)<l,where a.,, =a,,k=12.
k=1
Q109. Proposed by Laura Molea and Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania. If a,b,c € R, then
3
a +a
rove that ) ——— < 2.
P Z a*+a*+1

Q110. Proposed by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. Ifa,,a,,...,a, >1, then prove that

mta+..+a, \/alaz -1 +\/a2a3 -1 +m+,/ana1 -1 .
4 a, +a, a,+a, a, +a,

Q111. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania. If a,b,c > 0, then prove that

a b ¢ 6abc
o+ ——>5.
¢c a a+b+c

SOLUTIONS - QUICKIES

Q99. Proposed by Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania. If a,b > 0, then prove that
(a* +5°)(Sb° +3) 8/5
a’b’ 3
Solution 1 by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

at+b°)(5p° +3 416 6 6 AM~GM 6
LHS:( 2(3 ) _a LLAREUA I A (5b3+%j > 44,/’”—-44/%:
a’h a b a b 27 b
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bo AM GM b6
We used above: | a +— (5[)3 +— 44— 6 , which yields by:
a’
3

6 6 AM—GM 6
i)a+b—3:%+§+§+b—3 > %-%-%-b —4«4/— w1thequa11ty1ff§:b—
a a a
i) 5b° + i =5b" + L + 1 +—=2 4\/5b3 ----- =43 f , with equalityt iff 55> =
b b b3 b b b3 b°

a
(1): 164fi>& 22 >\/_ 16-i>25 16>é
27 27 81 3

The inequality is strictly. The solutlon is complete.

4 4 4 1276
Solution 2 by author. atapt =y L s s gl b :
2 3 6 36
3

b += b6+1+—+L dlps L

2 30 900
(a4+b6)(5b6+3)>5_16'4/a”b” _ 804’0’ _8a’h’V5 (a'+b°)Sb° +3) 85
36-900  64/5 3 a’b’ 3

Q100. Proposed by Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania. If a,b,c,k > 0, such that
a’> +b* +c* =3k, then prove that 2k*(ab+bc+ca)—abc(a® +b” +c*) < 3k’.
31 31 31 s

Solution by author. (3k)* = (a” +b> +c¢*)* =(a%a? +b2b? +c2c?)> <
c-g-s 3 3 3 1 1 1
< [(@®)> +(0)* +(c2)*(a?)” + (b)) +(c?)*]=(a’ +b’ +c’)a+b+c);
a’+b’ +¢’ S 1 .9abc(a3 +b’+c’ S 9abc

ok* T a+b+c’ ok* T a+b+c’
k> +abd(a’ +b> +¢*) > 2k*(ab+bc +ca); 2k* (ab+bc+ca) —abd(a® +b° +c’) <3k> .

Equality occurs iff a =b=c = \/% .

Q101. Proposed by Dorin Marghidanu, Corabia, Romania. If m,n, p,x, y,z > 0, such that

mx + ny + pz = xyz, then prove that (x + y +2)* > (%/EJJ n +3\/;)3‘
Solution 1 by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

LHS:(x+y+z)25253(xy+yz+zx)H01der<\/_+\/_+\/_) = RHS .
We used above: mx+ny+ pz =xyz < ﬁ+£+£:1;

yz zx Xy

1= m N n N p Hoﬁier (%4‘%4‘%/;)3 :(%_{_%_’_%/;)3 -
yz-1 zx-1 xy-1 (yz+zx+xy)(1+1+1) 3(yz+zx+xy)

:12(%4_3”4_%) S 3(yz+zx+xy)> (\/_+\/_+\/_)
3(yz+zx+xy)

Solution 2 by Marin Chirciu, Pitesti, Romania and by Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania,
solved independentely.
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mx+ny+pz=xyz<:> ﬁ+£+£:1

vz zx Xy

Q) () ({) e (redeifp) (e doedp)
y-z zZ-X Xy (y+z+x)(z+x+y) (x+y+z)2

3
(% +n+3p )
2
(x+y+2z)
Solution 3 by author. From , AM-GM and Radon’s inequality we have

m n p AM-GM m n p

:———> =

S CONCTINET
2 2 2
Gy @y Qlpy re @meAnep) @m e +ip)’
(J"*‘ZT (Z+xj2 (x+yj2 - [y+z_|_z+x+x+yj2 (x-l—y+z)2 '
2 2 2 2 2 2

=12

= (x+y+z)2 2(%+%+%/;)3.

mx +ny+ pz =xyz

Equality is obtained in the case of applying the AM-GM inequality when X=y=z=a , and in the case of
m n — =
applying Radon inequality, when = =P ,so MEN=P yields, 3ma =a’ .
y+z Z+x x+y
( 2 j ( 2 } ( 2 ]

_ 2 2 2
Hence equality occurs when (x,y,2) = (e, 2, ) and (m,n, p)=(a"/3,a" /3,0 /3)

Remark. Gheorghe Molea, given the following generalization:

If M1 D%, 152> 0 g that MY TV + PZ=XVZ on 393 (x4 4 2)° > Wm +5n +4[p)t,

keN,k= 3. For k =3, we obtain the problem Q101.

Q102. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania. If a,b,c,d > O, then

bt 3\/ abc . 3\/ bcd . 3\/ cda N
prove Tt (a+d)b+d)c+d) \(b+a)c+a)d+a) \(c+b)(d+b)a+b)

dab
+3 <2
(d+c)a+c)b+c)
Solution 1 by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.
From AM-GM Inequality we have:

abc AM-GM ] a b c
LHS = < = _
Zi/(a+d)(b+d)(c+d) 3Z(a+d+b+d+c+dj

1 a d b d a b a c b c c d
=— + + + + + + + + + + + =
3\\a+d a+d b+d b+d a+b a+b a+c a+c b+c b+c c+d c+d

:%(1+1+1+1+1+1):2:RHS. Equality occurs ifand only if a=b=c=d .

Solution 2 by author. By adding the following inequalities

3 abc l[a+b+cj‘3 bed <l(b+c+dj.
(a+d)b+d)c+d) 3\a+d b+d c+d) (b+a)c+a)d+a) 3\b+a a+a d+a)

cda 1[ c d a j dab 1( d a b j ,
3 <-— + + ;3 <-— + + yields that
(c+b)d+b)a+b) 3\c+b d+b a+b (d+c)a+c)b+c) 3\d+c a+c b+c
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Z\/( +d)(bafi])( +d) 5(1+1+1+1+1+1) 2, q.e.d. Equatilty occursiff a=b=c=d.
a C

Also solved by Daniel Vicaru, Pitesti, Romania, Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania
and Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.

Q103. Proposed by Florin Rotary, Focsani, Romania.

3/ 3 2 11 /2
Compute limz\/n #3071 |- [n + 2 , where [¥] = GIF.

n—>0 n ny

Solution 1 by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.

Sincen® <n®+3n2+ 1< (n+ 1) and n? < n? +2n < (n + 1)2, and by the Stirling approximation for
n!, it follows

_ 2{3\/n3+3n2+lj—[\fn2+2nl _ 2n—n _ n

lim - = lim =lim——=e
n—co \/ﬁ n—co na‘nne_nm n—cone
Solution 2 by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.
We have:

+1

Vl
. An’+ 3n +1 n + 1
Iim—————— —3 1+ + =lim—=1lim? =lim————=
n—ow n! naoo ”, n—»o0 "/ n—ow n' n—o

) n+1) . Y . At +2n
=lim| — | =lim| 1+— | =e and analogously lim —-—=——=
n—»o0 n n—0 n n—ow "’nl n—>w0 ’ .

Usingx—1<[x]£x,Vxe R we have:

2n’ +30 +1 -’ +2n -2 _ 2H n+3n’ +1J‘LV”2+2”J 2w +30 41—\’ + 20 -1

n

n n

n! n!

2{3/113 +3n? +1J—L\/n2 +2nJ

So, by squeeze theorem we obtain that lim =e.
n—o n n|

n!

n® +3n% + 1]: n and since

Solution 3 by author. Since 7 <3/n’ +3n° +1 < n+1, we deduce that
n<An®+2n <n+1,we obtain that Wn’ +2n|=

) 2[\/71 +3n? +1] [\/n +2n] . 2n—-n . n
Hence, lim =1lim

n—»0 n I’Z' n—»0 n/n| n—ow nln!

Also solved by Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania.

Q104. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania. If (a,) ., is a real positive sequence

such that lim(a,,, —a,) = e, then compute lim\/;(,/an+1 -Ja,).
n— n—

Solution 1 by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.
Lemma. If (a ) is a real positive sequence such that llm( —-a, ) =A>0, thenlima, =x.

n—o0 n—oo
lim/n

a. - hm a,,—a,)

—hm -
n—»o (\/_ \/_) " \/an+1+\/_ n%w\/ ntl \/7” lim st +llm\/7

n—>0 n—>0
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e \/; ) . a Stolz—Cesaro . a —a
=—— =—— whichresults from: im— = lim———

\/g+\/g 2 ’ n—o pn nso p4+l—n
andhmanﬂ 1im(h.n—+lj=limh-limn—+l:e-lze. :>11m\/_(1/ \/_) £

) n—>o\ p+41 n nsop4] oo p n—>m
Remark. The generalization of the problem:

=e

If (an ) is a real positive sequence such that lim(a a, ) =\ > 0,then compute
n—x0

limfn (o, =)

Solution of generalization. Lemma. If (a, ) _ is a real positive sequence such that lim(a,,, —a,)=% >0,

n—oo

n+l

thenlima, =.

n—»0

hm
Ay — a0~ n—)w Qi1 ~
tim /(. /e, ) = 113;% J— J— = lim
n+1 n+l n hm n+1 + hm
n—>0 n—>0
}\‘ a Stolz—Cesaro
= ——— =—— whichresults from: lim—=% = lim Zost "% _
\/X-F'\/x 2 n—© pn ns>o p4+l—p

a a n+1 . a . n+l
and lim 2 = lim| ==L . —— | = [im —L . lim =A-1=A.
n—>wo n—ow I’l+1 n n—o }’l+1 n—>wo p

We deduce lim \/_ (\/_ \/_ )

n—>0

Solution 2 by Angel Plaza, UnlverS|ty of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.

By the condition lim (a,,, — a,) = e, then lim a, = oo. Then,
n—co

_ V(a1 —an) e
lim Vi({an1 —ap) = lim “ZEe2e = e lim 2= = 7 lim

2 n—oo 4] dnt1

= lim
n—o0 [ An+1 n—oo an+1—an

5

and by the Stolz-Cezaro lemma, we obtain lim

Therefore, the proposed limit results lim \/_ (\/ Apy1 \/ an) = ?

n—co
a, s a
Solution 3 by author. lim—=* = hm——e let x, =n(|fa a,, —+a,)= a7
n—o© pn n—x© (n+ ) # l n+ '

7

1 1
(a,,—a,)- ;SO hm\/_ . llmx =e- =—.
T e e Vs ) Jetide 2
n+1 n n

Also solved by Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania.

Q105. Proposed by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.
8 8 18
(a+b)6 a’—b S 381 ‘
(a+b) —a’-b° 31
Solution by author. Lemma. If a,b > 0 then
(a+b)' —d*—b*  2(4a°+14a’b+28a'b’ +35a°h* + 284’ +14ab’ +4D°)

(a+b) —a®—b° (64" +15a°h+20a’h” +15ab’ +6b")

Ifa,b,c >0 ,abc =1, then prove that Z
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(a+b)' —d* —b* B 2ab(4a6 +14a°b +28a*b> +354°b* +284°h* +14ab’ +4b6)

Proof. 6 - 4 3 272 3 4
(a+b) —a® —b° ab(6a* +15a’b+20a’b’ +15ab’ +6b*)

LHS - Z (a+b) —d* - 224a +14a’h+28a"h* +35a’b’ +28a°b" +14ab’ +4b° 505
(a+b) *_ab—p° 6a* +15a°h+20a’b’ +15ab’ + 6b*

AM -GM
> 2212—7 b—127z ab > 12—7 3—33811—RHS,
44° +14a°b +28a*bh* +35a3b3 +28a’b* +14ab’ +4b° 127
4 3 212 3 4 23 (ll) g
6a” +15a’b+20a°b” +15ab” + 6b 62
< 248a° +106a°b—169a*b* ——370a°b* —169a*b* +106ab’ +248b° >0 <

< (a-bY (248a" +602a’h+787a’b” +602ab’ +248b" ) 2 0, equality iff a =b.

abc=1
(AM-GM) < Zab >3, since Zab > 3\3/(abc)2 = 3. Equalityiffa=b=c=1.
Also solved by Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania.

(SOS) <

Q106. Proposed by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

A
tan® =

1
> .
3tan2§+\/§tan(2:+l 3\5

In AABC prove that Z

3
Solution 1 by author. Lemma. Ifx, y,z >0, xy+ yz +zx = 3then Z—1>1.
V 4z 4+

X+ +22 23, x+y+z23, X'+ +2° 2xp+yz+2zx=3and
(x+y+z)223(xy+yz+zx):3-3:9.
Ifx,y,Z>0then(x2+y2+22)(x+y+z)23(xy2+y22+Zx2).Indeed:
(x2+y2+22)(x+y+z)23(xy2+y22+zx2)<:>
S X +Y +2 + XY+ z+ 22207 4227 4220 &
<:>(x3+zzx—2zx2)+(y3+x2y—2xy2)+(z3+y22—2yzz)20<:>
(:)x(x2+22—22x)+y(y2+x2—2xy)+z(22+y2—2yz)20<:>
Cjx(x_zf+44y—xf+¢(z—yfzo,emmmyﬁfxzyzz.
LHS =3 — =2 2x4 > (Z=) (2) S
Xy’ +xz+x Z(xy2+xz+x) > x? +sz+2x
i (E) 3(X) () _
SIS SR Vb Fee M M sy e e
3Zx SZx (Z ) p’ (;)lzRHS
Zx+2x+3 2Zx+3 2> x+3 2p+3 ’
p

Y +z+1

M) - 321@,9 >2p+3 < p’—2p-320< (p-3)(p+1)20, since

p23,p=x+y+z=23. Equalityiff x=y=z=1.
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Solution. Ztangtangzl = z\/gtang-\/gtan%=3

Using Lemma for (x,y, z) = (\/gtang, x/gtan g, x/gtan %J we obtain:

A 3
(\/gtan 2) 3\/§ tan’ 1;

S >l

2 B C
2 B 2 2

2

tan’ é
2

> >
3tan2§+\/§tan§+l 33

. Equality if the trianghle is equilateral.

Solution 2 by Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania.

2
A 4R+ A 4R
Lemma 1. Ztg "> 3 Lemma2. Ztgzgz( +rj -2.
p

3

l\)\h;..g

g

>
3tg’ ;1+\/§tg§+l 23

Let £ = Z Using the inequality Z— >

Q0"
32

y B C , B C ,C 4
—teZ y=te—,z=te—,a=3tg> — +\3tg—+1, b=3tg’ — +/3tg = +1,
g2y g2 g2 gZ g2 g2 g2

A B
c=3tg’ By + \/gtgz + 1, and the above lemmas we obatin:

(4R+FJ
3
E> . P :3(3k2 6k ;] 3),wherek=MZ\/§.
-6+ + p
33(4R+r] _6+\/§[4R+FJ+3
p p
k3

& (kv3 =3)(k = 1)(k +1) > 0, which is true in

It remains to prove that

33k> —6+kJ3+3) 3\/_

conditions from above.

»Potentialul uman este acelasi pentru toata lumea. Sentimentul tiu ,,Nu valorez nimic”, este
gresit. Total gresit. Te minti singur. Cu totii avem puterea gandului- deci, ce iti lipseste ? Daca

ai vointa, atunci poti schimba orice. Se spune ca esti propriul tiu maestru ”

Dalai Lama




- CALEIDOSCOP MATEMATIC -

»Nu vreau sa fiu un geniu, am destule probleme incercand si fiu om.”
Albert Camus
(1913- 1960)

A Caleidoscop matematic

2024 AN BISECT

DOUAMII DOUAZECI SI PATRU

- II - de Béla Kovdacs, Satu Ma

Scrierea cu combindri: 2024 = C§3 + C% 2024 = Cg + CgS —C133
2024=C3+C3+Ci+C2+. . . +C55 = C3y
In ultima relatie 2024 apare ca o sumi de numere triunghiulare consecutive, respectiv este un
numar tetraedral.
Nu este numar patratic, nu este numar pentagonal, nici hexagonal si aga mai departe, il vom

intalni printre numere 74-poligonale. 2024 este al 8 - lea termen al sirului b, =36n?> —35n.
1, 74, 219, 436, 725, 1086, 1519, 2024, 2601, 3250, . . . .

Tot asa 2025 este al 9-lea numir 58-poligonal, ca termen al sirului ¢, = 28n> —27n .

1, 58, 171, 340, 565, 846, 1183, 1576, 2025, 2530, , , , ,

In fine: 2023 este al 7-lea numar 98-poligonal, fiint un termen al sirului a, = 48n*> —47n .
1, 98, 291, 580, 965, 1446, 2023, 2696, 3465, 4330, . . .

Se poate exprima folosind o singura cifra: 2024=7-(7-7-7)-7-7-7+7+7+7:7
2024 =88 - (8 +8+8)—88
2024=333+3+3:3)3+3)+(3+3):3

Scrierea lui 2024 intr-o alta baza de numeratie:

202410=111111010002 202410 = 22022223 202410 =1332204
202419 = 310445 202410 = 132126 202410 = 56217
202419 = 3750g 2024190 = 26889 202410 = 158014

202410 =12081

Se poate exprima cu tremenii sirului Fibonacci:

2024 =FQ2) +F(3) + F(7) + F(9) + F(14) + f(17) =1+ 2 + 13 + 34 + 377 + 1597
Ecuatia de tip Pell x*>—2023y*>=1 are o solutie: x = 2024 si y = 45

Ecuatia de tip Pell x> 2024y’ =1 are o solutie: x =45siy=1

si 0 altd solutie: x =4049 s y=90

Se poate scrie folosind toate cifrele o singura data, crescitor, respectiv descrescator:
2024=12-34-5-6+7-8-9

2024 =1234-5+6+789

2024=9+8-7+654-3-2-1

2024=9-8-7+6-5)-4+3+2-1
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Apare in inegalitati:

1936 = 44° < 2024 < 45% = 2025 1179 <2024 < 1.1%°

63 64 17 18

Yk <2024< Yk Y kP <2024 < Yk

k=1 k=1 k=1 k=1

8 9 209 210

3K <2024 < YK Y Vk <2024 < Y Wk

k=1 k=1 k=1 k=1

403 404 816 817

Y Ink <2024 < Y Ink ~2024.49 > lgk <2024 < ) lgk ~23.4
k=1 k=1 k=1 k=1

2024
27176 < | 1+ —— <2.718<e
2024

Scrierea numerelor cu cifrele lui 2024 in aceasta ordine:

1=2+0+2):4 2=2+0-2-4
3=20_-2+4 4=2+0-2+4
5=(2+0):2+4 6=2-0+2+4
7=2-01+2+4 8=2+0+2+4
9=2+01+2+4 10=2+0+2-4
11=2+0!+2-4 12=20-2-4

2024 = (exprimat cu numerele 2,3,4,5,6,7,11,12,13, 14 legate cu operatii elementare):

2.4 3.5 5-7 11-13
2024 =14 + + + +
3_ﬁ 4_£ 6—ﬂ 12_11'13
3 4 6 12
2024 cu cifrele romane; MMXXIV = MXII + MXII

Anul 2024 are 366 zile, 8784 ore, 527040 minute si 31.622.400 secunde.

2024! (factorial) este un numar urias avand ultimele 503 cifre de zero. Este cu mult mai mare
decat googol.

22024 de asemenea este un numdr foarte mare in care scriere apare grupa de cifre 666. Un astfel
de numar se numeste apocalipt.

Numarul 2024 apare 1n acest articol de 172 ori.

Bibliografie: www.numbersaplenty.com

profesor: Béla Kovdcs, Satu Mare


http://www.numbersaplenty.com/
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Curiozitiip cu numerg

110=5"+6"+7

204° =23° +24° +25°
1001° =15° +2° +3° +4° +...+12° +13°

1300=1°+2°+3" +4°
1729 =9 +10° 1729=7-13-19
1989=4°+5+6"+7°+8 +9° 1676=1'+6"+7° +6°
2025=45 =P +2° +3 +4’ +5 +6 + 7 +8 +9° 2592 =2°.9?

3435=3*+4*+3*+5°
110110=18*+19% +20° +....+ 68> + 69°
510510=2-3-5-7-11-13-17

8208=8"+2*+0* +8*
323323=7-11-13-17-19
548834 =5°+4°+8°+8°+3°+4°

din cartea ,, 1,2,3....SHOW... ,, de Eduard si Ioan Dancila

ORDINEA .... LOGICA

Gasiti care este ordinea logica din fiecare dintre cele patru randuri si adaugati
animalul lipsa din ultimul rand.

in cartea area carte a jocurilor mintii”’, de Ivan Moscovic
D tea “M teaj 1 tii”, de I M h

98 oSy N 4 9SYET 9SPETT

Raspuns:
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Care este cel mai mare numar scris cu trei cifre de S si cu trei cifre de 7 ?

de Florin Rotaru

7575

O solutie ar fi aceasta:

Una si mai buna ar fi aceasta:

Si mai mare este acesta:

DEMONSTRATII FARA CUVINTE

(a+b+c)’ =a’ +b” +c” +2ab+2bc+2ac

trimisa de prof. Dumitru Preoteasa, Giurgiu



- POSTA REDACTIEI -

,,IN viati nu este nevoie si dai explicatii.
Prietenii n-au nevoie de ele, dusmanii nu le cred, idiotii nu le nteleg.”

Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 34 al revistei de matematici ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revistd care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, sperdm noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori Impreund, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si
performanta.

Profesorii si elevii care doresc si trimiti materiale pentru revistd, constind in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completii, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e mail: ady stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate, de preferat
scrise cu programul mathtype( salvate in Word 2003-2007). Materialele primite trebuie sa fie originale si
sa nu mai fi fost trimise sau si mai fie trimise si catre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise

spre publicare, apartine redactiei.

(Data finald pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numirul 35 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 01 MARTIE 2025. Vi uram succes si va asteptam.

Economic ,, Maria Teiuleanu” Pitesti, Arges.:

Clasa a Vlll-a: Boldea Tania Maria, Buruiand Petru Céatalin. Prof. Grigorie Dan Lucian

Clasa a X|-a: Maria- Amina Tanasi; Prof. Daniel Vicaru.

Liceul Teoretic ,,Alexandru Marghiloman”, Buzau

Clasa a IX-a: Toma Ariana, Avram Alexandru, Turcu Alexandru, Bratosin Andrei, Marcu Gabriela, Serban
Mario; Clasa a X-a: Babau Andrei, Tudor Octavian, Petcu Petru, Lupu Marian, Jig aTeodora, Dragu Florin;
Clasa a Xl-a: Zaharia Darius Andrei,, Cazacu Rares Stefan, Radu Citalina, Isicila Ema, Prof. Stan Adrian
Colegiul National ,.Fratii Buzesti”, Craiova

Clasa a Xll-a: Alexie Mihnea, Turcu Stiolica Alexandru, Boiangiu Vlad; Prof. Tutescu Lucian.

Clasa a Xl-a: Musat Horia, Negret Bianca, Cirstea Stefan, Cernaianu Alex, Colan Mara, Oroviceanu Vlad,
Prof. Moanta Cristian. Clasa a XIl-a: Moanta Stefan. Prof. Goiceanu Dorina

Liceul Energetic Craiova

Clasa a Vlll-a: Boldea Tania Maria, Buruiana Petru Catalin. Prof. Grigorie Dan Lucian

Scoala Gimnaziala Mircea Eliade, Craiova:

Clasa a VI-a: Afrem Sara, Dragan Raul, Pascu Stefan, Geand Rebeca, Prisnel Sara. Prof. Grigorie Dan
Lucian.

Scoala Preuniversitara de Miasura Smeeni, Buziu

Clasa a V-a: Nicula Andrei, Pael Bogdan, Pipoi Antonia; Clasa a VI-a: Dobre Andrei, Stan Maria; Clasa a
Vl1l-a: Bunea Eliza, Neagu Delia, Manolache Andreea; Prof. Ion Stanescu.
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organizeaza

Editia a KUll-a, clasele) IN-KIl
12 APRILIE 2025
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