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» Cel mai iscusit invatator este timpul *’.
Euripide

Istoria Matematicii

200 de ani de la nasterea lui
Evariste Galois

de prof. Adrian Stan, Buzau

Pe 25 Octombrie s-au implinit 200 de ani de la nasterea matematicianului francez
o Evariste Galois ( 25 Octombrie 1811, Bourg — la — Reine — 31 Mai 1832, Paris) unul
' / dintre fondatorii algebrei moderne prin introducerea in 1830 a conceptului de grup.

XA R Elev fiind la Colegiul Royal de Louis — le — Grand nu se impaca cu rigorile scolii
devenind plictisit de studii cu exceptia matematicii pe care o studiaza din cartile lui Lagrange si Legendre
sub indrumarea profesorului sdu Louis Richard care 1l apreciaza foarte mult.

Incd de pe bancile scolii redacteaza o serie de lucrari ce il determini si se inscrie la 16 ani la
examenul de la prestigioasa scoala Politehnica. In doua randuri insa, este picat la acest examen, probabil, din
cauza ca examinatorii nu i-au inteles argumentarea ideilor sale originale, au spus unii comentatori mai tarziu.

Mult timp matematicienii au fost preocupati sd determine o ecuatie algebrica de grad mai mare ca
patru ce poate fi rezolvata cu ajutorul radicalilor si nu cu ajutorul functiilor trigonometrice sau a altor tipuri
de functii. In 1799, italianul Paolo Ruffini a incercat demonstrarea acestui fapt insa rezolvarea a venit de
abia in 1824 de la un matematician norvegian Niels Abel(1802- 1829), (teorema Abel - Ruffini) un alt destin
tragic, mort de tandr din cauza tuberculozei.

Independent de Abel, studiul ecuatiilor polinomiale I-a condus pe Galois la notiunea de grup. Teoria
dezvoltata de el investigheaza conceptul de simetrie Tn mod abstract, faicand legatura intre studiul structurii
si al spatiului. El a dat un criteriu pentru existenta solutiilor unei ecuatii algebrice in termeni de grup de
simetrie al radacinilor polinomului.

Desi cercetarile sale au fost trimise in doud randuri in 1829, si 1830, la Academia Franceza de
Stiinte, acestea au fost pierdute se pare de catre Cauchy si respectiv Fourier. De abia in 1831 la un
memoriu asupra teoriei ecuatiilor a primit insa, un raspuns negativ din partea Academiei. Membrii comisiei
din care ficea parte si ilustrul Poisson nu au inteles ideile originale ale lui Galois si au crezut eronat ca
lucrarea contine o serie de greseli si nu au acceptat-o ca atare.

Spirit revolutionar intrucat se trigea dintr-o familie cu vederi liberale, pro republicane, a fost de

multe ori implicat in conflicte cu sustinatorii regelui si chiar arestat.
Cu o noapte inainte de un duel provocat de dujmanii politici si astfel inainte de moartea sa, Galois si-a
redactat succint o serie de rezultate ale muncii sale pe care i le-a adresat prietenului sdu Auguste Chevalier.
Manuscrisul ce continea si o serie de noi teoreme si conjecturi a fost studiat mai tarziu de catre Joseph
Lioville care 1-a publicat in 1846 remarcand contributia originali a lui Galois. In 1870, Camille Jordan a
continuat munca de studiere a operei lui Galois publicand o carte in care ii face un elogiu activitatii acestuia.
Incepea era teoriei grupurilor.

Grupurile de permutari au inceput sd fie studiate de catre Cauchy, Cayley didea in 1854 prima
definitie abstractd pentru grupuri finite. Felix Klein, axiomatizeaza geometria pe baza grupurilor de simetrie
in 1872,ca parte a programului de la Erlangen. In 1884, Sophus Lie pune bazele studiului grupurilor Lie.
Printre alti matematicieni ce au dezvoltat teoria grupurilor amintim de Camille Jordan (1870), Walther von
Dyck(1882) cel care a dat prima definitie moderna a grupurilor abstracte, Frobenius, Burnside. Aplicatii ale
grupurilor le intalnim in geometria algebricd, in teoria numerelor, in criptografie, in fizica la intelegerea
teoriei relativitatii, in chimie in domeniul cristalografiei, in informatica. Plecand de la conceptul de grup s-au
dezvoltat conceptele de inel, corp, creindu-se astfel o intreagi teorie numiti Teoria lui Galois. In onoarea
matematicianului, astronomii au denumit un crater de pe luna cu numele sau.

Bibliografie: Caleidoscop Matematic. Vasile Bobancu. Editura Niculescu. Bucuresti. 2001.
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» Toti ne pricem sa dim sfaturi, dar cand
gresim noi insine, nu bagim de seama”
Euripide

Articole si note matematice

Aspecte referitoare la locurile geometrice
de prof. Constantin Rusu, Rimnicu Sarat

In aceasti lucrare se prezinti notiunea de loc geometric, etapele care trebuiesc urmate in rezolvarea
unei probleme de loc geometric, se dd o listd de locuri geometrice fundamentale urmate de cateva surse
bibliografice de aplicatii.
Notiunea de loc geometric.Un loc geometric este o multime de puncte M care au o proprietate
comuna. Punctele pot sa apartind planului pe care il notdm cu P sau spatiului pe care il notam cu S.
Rezolvarea unei probleme de loc geometric consta in parcurgerea urmatoarelor trei etape si anume:
1) M= ; 2) Construirea mai multor puncte ale multimii M si intuirea unei figuri geometrice F care sa le
contina.Se aratd ca F— M ; 3) Se demonstreazd ca M c F.De aici rezultd cda M=F ceea ce incheie rezolvarea
problemei.

Locuri geometrice fundamentale.

L = {M eP |MA =MB,A+# B, A, B, puncte ﬁxe}=mediatoarea segmentului AB ;

d(M,a)

L, = {M e Int(£4 OB)(
d(M,b)

=k,k €(0,0),a =(04,b = (OB} = 0 semidreapta inclusa in Int(A/O\B) .

L —

: . o 04 : .
Pentru k=1, se obtine bisectoarea unghiului 4OB. Pentru k zﬁse obtine o semidreaptd ce

contine simediana dusa din varful O pe latura 4B .

L, = {M € P|A(AMBC )=k,k € (0,00),B = C,B,C, puncte ﬁxe}= reuniunea a doua drepte echidistante
fatd de dreapta BC'.

L= {M € Int(l?/R’HA(AMAB) = A(AMAC), A, B, C,puncteﬁxe} = o semidreapta inclusd 1in

Int(B/A\C ) ce contine mediana dusd din A4 .

L= {M € P‘m(A/]\E?) =a,a<€(0,7), A+ B, puncte ﬁxe} = reuniunea a doud arce de cerc simetrice fata

de dreapta AB .
L= {M € P|MO =r,r € (0,0),0 = punct ﬁx}= cerc de centru O si raza r.

L, =M € P|MF, + MF, = 2a,a > 0,F, # F,, puncte fixe}= clipsi.

L, {M € PHMF1 —MF2| =2a,a>0,F, # F,, puncte ﬁxe}= hiperbola.

L, {M € P|d(M,F) =d(M,d),M = punct fix,d = drepta fixa din plan,F ¢ d}: parabola.
L,= {M € P‘MA2 —~MB* =k,k € R,A# B, puncte ﬁxe}= o dreapta perpendiculara pe 4B.

Lista acestor locuri geometrice, nu se incheie aici. Le-am numit fundamentale deoarece ele se folosesc in
rezolvarea problemelor de loc geometric mai dificile.

Locurile geometrice L, — L, pot fi considerate si in spatiu. Astfel: L, este planul mediator al segmentului
AB; L, este un semiplan inclus in unghiul diedru (a, p ) ; L, este reuniunea a doud plane paralele

echidistante fatd de un plan 7z in care segmentul BC se misca pastrandu-si lungimea si (MB C ) L
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L, este un semiplan m, m < Int(£Laf}),Ac a(\ f,B € a,C € 3, planul (4ABC)mobil si paralel cu un
plan dat; L este untoroid; L, este o sferd; L, este un elipsoid; Lg este un hiperboloid; L, este un

paraboloid si L, este un plan perpendicular pe dreapta AB .Se observa ca L, se obtine din L,,pentru £k =0.
Remareci. Pentru aprofundarea lui L, se recomanda [2]§i [5]; pentru L, se recomanda [I],

pag.90; pentru L.si Lse recomanda [l]cap.IV si [4]; pentru L,L,, Ly, L,se recomanda [l]cap. XXVIII,
[2] pag. 190-201; pentru L,,si exemple de probleme in acdror rezolvare intervin locuri geometrice

fundamentale recomandam [3] pag.8.Un loc special 1l ocupa locurile geometrice care conduc la curbe
algebrice plane (a se vedea [6] pag. 32-36, pag. 39-41, pag 44-46).

Bibliografie [l] Gh. Titeica, Culegere de probleme de geometrie, Editura Tehnica, Bucuresti, 1965.

[2] N. Mihaileanu, Complemente de geometrie sintetica, Editura Didactica si Pedagogica, Bucuresti, 1965.
[3] M. Pimsner, S. Popa, Probleme de geometrie elementard, E. D. P. Bucuresti, 1979.

[4] A. Dafina, Contributii asupra locurilor geometrice, Editura Premier, Ploiesti, 2003.

[5] C. Rusu, O problema de minim in poligoane convexe, G.M.-B, 2/2011.

[6] Al Popescu-Zorica, Curbe algebrice plane si invariantii lor topologici, Editura Rafet, 2010.

O generalizare a problemei X.275 din RMT nr 4 /2009

de Prof. Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat

In numarul 4 / 2009 al RMT este propusa spre rezolvare urmitoarea problema.
X. 275 Fie a,b,c €(0;0), a+b+c=1. Demonstrati ca adla+2b +bb+2c +cie+2a < 1,
Calin Burdusel, Targoviste

O generalizare a ei poate fi urméitoarea :
Fie a,b,c € (0;0), a+b+c=1, p,q,reR,, 2p<qg+r,neN,n>2.Sase arate ca
p+qg+r+3(n-1)

3n '

Demonstratie : Folosind inegalitatea dintre media geometrica si media aritmeticd se obtine,

+qgb+rc+n—1
«”/pa+qb+rc:d(pa+qb+rc)- . gparaprreTh si analoagele ; Atunci, facand suma

a{/pa+qb+rc+b{/pb+qc+ra +c£/pc+qa+rb£

n
n—-1 de 1

acestor relatii se obtine a(/pa+qb+rc +b(/pb+qc+ra +c{/pc+qa+rb <
Sapa+qb+rc+(n—1)+bpb+qc+m+(n—l)+cpc+qa+rb+(n—1) _

n n n
3 p(a® +b* +c* +2ab+2ac+2bc)+(q+r—2p)ab+ac+bc)+(n—1) B
n
3 pla+b+c) +(q+r—2p)ab+ac+bc)+(n—1) _ p+n—1+(q+r—2p)ab+ac+bc) <
n n B

1
p+n—1+(q+r—2p)-§ _3p+3n-3+q+r-2p p+q+r+3(n-1)

n 3n 3n

<

S-a folosit faptul ca 3(ab+ac+bc)<a’ +b* +c* +2ab+2ac+2bc=(a+b+c)’ =1=>ab+ac+bc S%.

Pentrun=3,p=1, q=2, r=0 se obtine problema X 275.
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Observatii asupra unor notiuni din geometria triunghiului
de Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

Fiind dat un triunghi ABC, vom nota BC=a, AC=b, AB=c si cu A', B', C', mijloacele
laturilor (BC), (AC) si, respectiv, (AB).

Triunghiul A'B'C' se numeste triunghiul medial sau complementar al triunghiului ABC. Evident,
laturile acestui triunghi sunt liniile mijlocii ale triunghiului dat si, deci, cele doua triunghiuri sunt asemenea.
Segmentele (AA'"), (BB') si (CC'") sunt medianele triunghiului ABC.

Un triunghi ale carui laturi sunt congruente cu medianele triunghiului ABC se numeste triunghi median
al triunghiului ABC. ( in ,,Geometria Triunghiului” a lui Traian Lalescu, un triunghi median al triunghiului
ABC este notat cu o3y ).

Vom nota lungimile laturilor unui triunghi median : AA'=m_, BB'=m, si CC'=

2 2 2 2 2
. 2b+ca2a+cb2a+bc
Cu teorema medianei, avem: |m; = -——, my, = -——, m, = -
2 4 2 4 2 4
In unele lucrari de geometrie, se afirma ca un triunghi median al unui triunghi dat este asemenea cu
triunghiul dat. In general, un triunghi median, al unui triunghi dat, nu este asemenea cu triunghiul dat, dar,
un triunghi median, al unui triunghi median, este asemenea cu triunghiul de referinta.
In cele ce urmeaza, vom pune in evidenta aceste afirmatii :

Fie triunghiul dreptunghic ABC,cu BC=a=5, AC=b=4 si AB=c=3. Astfel, avem:

, b*+c® a’ ,_16+9 25 25 25 25 5
m, = -—— = m, = ——=———=—/,deci, m, =—;
2 4 2 4 2 4 4 2
, a‘+c® b , 2549 16 34 16 52 J52
m, = - m, = =—-——=—,deci, my =——;
2 4 2 4 2 4 2
2 2 2
oY O s 25416 9 41 9 T3 L mczﬁ'
2 4 2 4 2 4 4° 2

Din faptul ca a > b > ¢, rezulta ca m, <m, <m_ si ar trebui sa avem egalittile :

VB s
s @ﬂ:rs
5 4 0

= Y22 = (fals
1 (fals).

Js_z.ﬁ

1
2 )

2 2 2
V73 = V52 + Bl <:I>£=2 EC>73 52+25 < 73 ="T7 (fals).
2 2 2 4 4 4

Deci, am aratat ca un triunghi median al triunghiului dreptunghic ABC, nu este asemenea cu triunghiul

ABC.
Sa aratdm ca un triunghi median al unui triunghi median este asemenea cu triunghiul de referinta :

Dacd notam cu m, , m, si, respectiv, m_, medianele unui triunghi median, al triunghiului ABC, vom

W o |

. 5 .
Putem arata i ca numerele 5 , nu verifica relatia lui Pitagora ; intr-adevar,

2

2 2
m; +m , . . .
—b ¢ _ 2 gjanaloagele. In plus, efectuand calculele, obtinem :

2

putea scrie egalitétile : m;z =

a’+c¢> b2 a’+b? ¢ b+’ a’

a2 4t p T4 T4 24D+ —¢ 20’420
' 2 1 8 16
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4a’ +b*+c¢* 2b° +2c¢* —a’ 8a’ +2b° +2¢* —2b*—2¢* +a® 9a’ 5 . 3a
= - = = , de unde rezulta : m, =—
8 16 16 16 4
. . 3b . . 3c 3a 3b 3¢
si analoagele : m, :T si m :?. Din faptul cd numerele T’ 7, T sunt proportionale cu

numerele a, b, ¢, putem preciza ca un triunghi median, al unui triunghi median, al triunghiului ABC, este
asemenea cu triunghiul ABC . In plus, deducem ca raportul de asemanare a celor doua triunghiuri este egal

3a
4

cu —= rk Astfel, putem enunta urmatoarea observatie : ,» Un triunghi median, al unui triunghi
a

. . : . : 3
median, al unui triunghi dat, este asemenea cu triunghiul dat. Raportul lor de asemanare este egal cu Z ?

Bibliografie:
1. Lalescu Traian, Geometria triunghiului. Editura Tineretului, Bucuresti, 1958 .

2. Lalescu Traian, Geometria triunghiului. Editura Apollo, Craiova, 1993 .

Asupra problemei U 181. din Mathematical Reflections

de prof. D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti
prof. Neculai Stanciu, Buziu

Cel de al doilea autor, al prezentei note, a propus pentru revista internationald de matematica
Mathematical Reflections, din SUA, editatd de Titu Andreescu, o problema(vezi [2]) dedicata profesorului

D.M. Batinetu — Giurgiu cu ocazia Implinirii acestuia, in luna ianuarie 2011, a frumoasei varste de 75 de ani.
Scopul notei de fatd este de a prezenta alte doua solutii(mai simple) pentru:

Problema U 181. Se consideri sirurile (an )nzo,(bn )nZO si (Sn )nZO’ unde a,=b, =1, a,,,=a, +b,,

(nJrl)2 n’
b, (n +n+l)a +b,,n>1. Calculati limS, ,unde S, = -

n—»o ’Hl’anﬂ E ’
(n + 1)

At W

Se procedeaza ca in [2]$i se obtine a, = n2, VneN",

Solutia 1 (Neculai Stanciu). Notim B, = ( ]—sirul “D.M. Batinetu-Giurgiu”.

2
Deci, S, = ( (n hl 1) J Deoarece lim—= = e i llm n(\/_ I)=In2, avem:

w2+ 1) 42! > W

n’ n n?
lim —=—-—— = lim—{/2 - hm lim—-1limn|\y/2 —-1)=¢eln?2.
n—)oo("/n! nlzn!] n—>ooﬂ/2n!( ) n—>aon/ n—>oon/ | n—o ( )
2

2 2
n
Fie 0, = +eln2, atunci lim@d, =0 si — —eln2+0,.
32n \/_ e «”/Zn J_
_ (n+1)? ?

-0,.

n+l

n
—eln2+6 1—(—
n+ W

—eln2+9nJ B, +0
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Asadar, lim(S ,— B, ) =0, prin urmare,

n—>x0

lim§, = hm((S ~B,)+B,)=1im(S, —B,)+1imB, =0+e=e. Am folosit faptul cunoscut ca

n—>0 n—>0 n—»0

lim B, = e (vezi (1)).

Solutia 2 (D.M. Batinetu — Giurgiu). Avem:

_(n+1)2_ n® (n+1j2. K/Z e n’ 0 n’ u, -1 B
(1) Sn B ”H,anﬂ {/Z_M n n+1/an+l ! _n an (un 1)_ Q/Z lnun lnun_

n u,—1

:\/_-l ‘Inu’, Vn e N", unde am notat
va, nu,

+1)  4a, .
Q) u _(n+1) VneN.

n n n"  Caucchy=D'Alembert (n + 1)n+1 n2
(3)lim =lim =lims|— = lim =lime, =e, unde am notat

N nlan n—o n/nyz n—o \ pl.2 00 f’l +1 '2 n" ot

" n a, (3)
e, =(1+lj . @ limu, :lim[n+1 ntl J l:
n

n—o n—>0 n n+l1 a " e
ol n+,1/ +1)2 )@
(5)limu" = lim (””] e of(n+1)2 | =1lim| e (v e Lo,
n—0 n—o n (n + 1) n—o n+1 e
Din (1), (3), (4), (5) si (6) rezultica limS, =e-1-lne=e.

In incheiere, va propunem si rezolvati prin metodele de mai sus urmatoarele patru probleme.
(n + 1)2 n’
a-(n+1)! Q/a-n!
Problema 2. Daci (2n—1)!=1-3-5-...-(2n—~1) Vn e N" , atunci calculati
[nw +DI2n+ DI #/nl(2n— 1)!!}

n+l1 n

n—>0)

Problema 1. Calculati llm[ j, unde a > 0.
n+l,

lim

n—>0)

% % . a *
Problema 3. Daci (a,) _,a, € R., Vn e N astfel incit lim—""— = b € R, atunci calculati

n—»0 n . an
n+1[a [
lim| ——
ool p+1 n
% % . a *
Problema 4. Daci (a, )nZl (b, )nZl ,a,,b, € R,, Vn e N astfel incat lim—""—=a € R_si

n—0 no - an

n—»0 n3 . b n—>0

n

. b . ,
lim—"— = b e R, , atunci calculati lim|

ntl " bn
a +1 an
Bibliografie

1. D.M. Batinetu - Giurgiu, Gazeta Matematica — seria B, nr. 4/1989, problema C:890, pag. 139.
2. Neculai Stanciu . Mathematical Reflections, 1/2011, Solutions, Undergraduate problems, U181, pag.16 —21.
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Calculul unor integrale definite
de prof. Gheorghe Ghita, Buziau

Acest articol propune o propozitie care permite calculul unor integrale definite ce fac obiectul unor
probleme publicate in Gazeta Matematica.

Propozitie. Daca f:[a;b] >R cu a,beR, a < b, este o functie integrabili pe [a;b],

atunci: j F(x)dx = % j [£(x)+ f(a+b—x)]dx.

Demonstratie. Avem:
! F(x)dx = %j F(x)dx+ % j Ffla+b-x)dx < j F(x)dx = j fla+b-x)dx

si utilizdind schimbarea de variabila @(x)=a+b—x,@:[a;b] >R in a doua integrald, obtinem prima
integrala, adica ceea ce trebuia demonstrat.

a+b k
Observatie. Daca functia f are un centru de simetrie C( ) adica functia f are proprietatea ci

f()+f (a +b—x)=k,Vx€[a,b], atunci conform relatiei de mai sus, ob‘;mem ca:

j fs="0=

Aplicatii rezolvate.

1) Fie f :R — R o functie continui cu proprietatea ca: f(x)- f(—x)=1,VxeR.

Sa se calculeze

i

J‘ (26269,2/2010,Radu Ghenghiu,Oradea)
(1+2sin? x)(1+ f(x)

7

1
Solutie .Consideram functia g: —->R 1 atunci
: ’ g[ 4 4} -8(0)= (1+2sir12x)(1+f(x))s
1 1
x)+g(—x)= + =
g(x)+g(=x) (142sin2 x k14 £(x))  (1+2sin® (—x) 1+ f (=x))

1 L 1 B 1+ f(x) _ 1
(1+2sin x 1+ £ (x)) (stinz){” 1 j (1+2sin® x 14 £ (x))  1+2sin’x
S(x)

Conform propozitiei de mai sus , avem:
3 T 3 3
"lj B J‘1+tgx J‘mgxd J'(tgx) PaE
2 ”1+251n 1+31g%x tg oy | 1e x+3 9
4 4

f+ﬂ
1+\/§

2) Sa se calculeze ————sinmxdx. (26254,1/2010, Vasile Berghea, Avrig, Sibiu)

Solutie. Deoarece

3 _\/_-}-«/1 X «/1 x+\/_
S+ f(=x)= v M

sinz(1-x)=
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2 14+4/2(1-x) 14+42x  144/2(1-x)
(a5 J2(1=x)+v/2x +2
(\/_ﬂ/l_’lwz(l—x)+\/E+2¢x(1—x)
— V2 W1Zx +Vx+42)
(\/_Jr\/l_/\/_(\/l x+\/_)+(\/1 x+4/x)?

=(\/;+\/1—{ sine sinz(1- X)J (\/;-H/E{ 1 N 1 Jsinmc:

sinsmx =

sinzx =A/2 sinsx,

\/5.

si atunci integrala data / :EI\/_ sinzoedx =——
T

b
3) Sa se calculeze:I = J.ln(1+tg(a+b)tgx)dx, unde 0<a <b<%—a .

(24372 -7,8,9/2000 Marin Sandu si Mihai Sandu, Bucuresti)
Solutie. Din faptul ca
f(x)+ f(a+b—x)=In[l+tg(a+b)tgx]+In[l+tg(a+b)tg(a+b—x)]=

ln{(lﬂg(a +b)tgx{l+tg(a +b)wﬂ = In[l+tg’(a+b)],

1+tg(a+b)tgx
rezultd ca I = b%aln[lthgz(aer)].
4) Fie functiile continue f, g : R—> R, unde g este para si functia h :R— R*-{-1} astfel incat
h(x)h(-x) =1 Vx e R. Daca ac(0,2), sa se arate ca:

I(lj:_o ]‘f()(;c =% I (fog)(x)dx .(24392,10/2000 D. M. Batinetu-Giurgiu, Bucuresti)

Solutie. Avem:

(fog)(x) , (fog)(=x) PR
1= J[ () T 1h(—x) } I(fog)(x) T+h(x ) [ px= Ej(fog)(x)dx.

- h(x)

arcs1n\/7
5) Sa se calculeze: j ———dx,a>0.(25714,1/2007, Ilie Diaconu, Cluj Napoca)

x —ax+a

Solutie. Deoarece

. la / /
arcsin \E arcsin i arcsm\/7 +arccos, [1— a x
f(x)+f(a—x)= + =

x*—ax+a® (a-x)’—a(a—x)+a’ x*—ax+a’
. |a a Vs
arcsin,|—+arccos,|— = a
= X X 2 rezulti: =2 I d i artg 2x—a
- - b . —_ .
x’—ax+a’ x’—ax+a’ 29 x*—ax+a’ a\/_ a3
2

Bibliografie: [1] Gazeta Matematica 2000-2010 ;
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Sase solutii pentru problema L:155 din Sclipirea Mintii, nr. VII, 2011
de Titu Zvonaru, Comanesti si Neculai Stanciu, Buziu
Scopul notei de fatd, asa cum reiese si din titlu, este de a prezenta sase solutii pentru problema:

L:155. Sa se demonstreze ci, daci cel putin doui din numerele a,b,c,d sunt diferite de zero, are loc
inegalitatea
a’ N b? N c’ N d’
b*+c*+d> a*+c*+d’ a’+b*+d> at+b’+C’
Prof. Violeta Corbu, Buzau

4
>—.
3

Este evident ca inegalitatea este echivalenta cu
X y z t 4
3

+ + + >
y+z+t x+z+t x+y+t x+y+z

Notam S =x+y+z+¢.

——= -
S—-x 3 3(S-x) 3(S5-x) 3(S-x)
Grupand fractiile in functie de numaratorii lor, obtinem

X-y . y-x :(x—y)(S—y—S+x): (x—y)2
3(S-x) 3(S-y) 3(S-x)(S-y) 3(S=x)(S-y)

— 2 _ 2

similare rezultd identitatea ——— + —2— + ——— + L4 = (x y) + (y Z)
S—-x S-y S-z S-t 3 3S-S8-y) 3S-»)S-2)

) S ) S o B )
3S-2)(S—1) 3S-)S-x) 3S-x)S-2) 3(S—-yS—-1)

doritd. Avem egalitate dacd si numaidacd x=y=z=¢.

1 X — X—2z x—t
_ Y n

Solutia 1. Avem si Inca trei egalitati similare.

si Tmpreund cu alte trei egalitati

de unde rezultd inegalitatea

X >15x—y—z—t
Y+z+t N x+y+z+t)

Solutia 2. Avem inegalitatea (1) , care este adevarata deoarece este echivalenta

cu
O +9x(y+z+0)215x(y+z+1)—(y+z+1) & Bx=(y+z+1)) 0.
Scriind inca trei inegalitati similare cu (1) obtinem
x L,y .z t 215(x+y+z+t)—3(x+y+z+t):i'
y+z4+t x+z4+t x+y+t x+y+z Ox+y+z+1) 3
Solutia 3. Rezolvand sistemul: y+z+ ¢t =3a,x+z+¢t=3b,x+ y+t=3c,x+ y+z=3d
obtinemx =-2a+b+c+d,y=a-2b+c+d,z=a+b—-2c+d,t=a+b+c—-2d si atunci
inegalitatea de demonstrat se scrie
—-2a+b+c+d a-2b+c+d a+b-2c+d atbtc-2d 4

+ + + > -
3a 3b 3c 3d 3

a b a c¢ a d b ¢ b d c d
S|+ |+ —F— || =+ — |+ || =+ |+ —+— | 212,
(b aj (c aj (d aj (c bj (d bj (d cj

care este adevarata deoarece fiecare paranteza este > 2.

X t
Solutia 4. Cu inegalitatea lui Bergstrom obtinem + J + z + =
S-x S-y S-z S-t¢
2 2 2

2
X z t X+y+z+t
2+ y 2+ 2+ 2Z ( y 2 )2 2 2 > §1
Sy—-y~- Sz—z" St—t S(x+y+z+t)—(x +y +z +t)

2

Sx—x
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rezultd ca este suficient sd demonstram ca
2
+y+z+t 4
(x 2y 22 )2 - >—c>(2)4(x +y 4z +t) >(x+y+z+1).
(x+y+z+1) —(x +y +z7+t ) 3
Inegalitatea (2) poate fi demonstrata in doua moduri:
(1)4(x +y? 4z 4t ) >(x+y+z+t) o (x—y)V +(x—zf +(x—t) +(y—z) +
+ (y - t) + (Z - t) > 0, adevarata.
(i1)Cu inegalitatea Cauchy — Buniakovski — Schwarz obtinem
A+ 422+ 2 )= (A 141+ D)7 4> + 22 +10) 2 (x+ y+z+0)
Solutia 5. Datoritd omogenitatii putem presupune S = 1 .Se considera inegalitatea
a léa -1
& (4a

3 >
()l—a 9

si adunand cele patru inegalitati obtinute rezulta
X y z t 16x 1 16y—1 16z—-1 16t—-1 16(x+y+z+t)—4 4
+ + + + + = -

— 1)2 > 0, adevarata pentru 0 < o <1.Scriind inegalitatea (3) pentru x, y,z,t

l-x 1-y l-z -t~ 9 9 9 9 9 3
Solutia 6. Fara pierderea generalitatii putem presupune cd x = y = z = ¢ . Rezulta succesiv

1 1 1 1
—x<—y<L—z<+t& S—x<S§5-y<S-z<=S§5-r& > > > si

S-x S-y S-z S-t¢

aplicand inegalitatea lui Cebdsev si apoi inegalitatea dintre media aritmetica si media armonica obtinem:

X y z t 1 1 1 1 1
+ + + > (x+y+z+t) + + + >
S-x S-y S-z S-t 4 S-x S-y S-z §S-t¢
1 16 1 16 4
2—-(x+y+z+t)- =—- S5 —=—.
4 S—x+S-y+8S—-z+S5-¢t 4 3§ 3
Observatie. Solutiile 4, 5 si 6 pot fi folosite si pentru demonstrarea urmatoarei generalizari a inegalitatii in
X, X, X, n
+ +...+
S—-x, S-x, S—-x, n-1

discutie:

unde n2>3,x, 20,i=1,nsi S =x +x,+...+x,(pentru n =3 se obtine bine cunoscuta inegalitate a lui
Nesbit).

Two applications of rearrangement inequality
J.L. Diaz-Barrero and J. Gibergans-Baguena

Abstract: In this short note the well-known elementary permutation or rearrangement inequality is
revisited and two applications of it are given.
Keywords:Classical inequalities, permutations, order.

1. Introduction. No doubt that one of the most fundamental principles in the theory of inequalities
is the systematic employment of order relationship. An elementary application arises in natural
way.In the following we will state and prove by induction the general case that appeared in 1934 in
the famous book of Hardy-Littlewod and Pélyall].

Theorem 1. Let a,<a,<..<a,and b <b,<..<b be sequences of real numbers and let
¢,,Cy,...,C, be a permutation of b,,b,,...,b, . Then holdSZa b, Zakck z:czkla,kk+1
k=1

with equalzlylff(cl,cz, . C ) (bl,bz, b, )or (cl,cz, ., C ) (b bn1,...,bl);espectively.
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Inequality reverses if the two sequaences are sorted oppositely, one increasing and other
decreasing.
Proof . We argue by mathematical induction.First, we prove LHS inequality.

Indeed, let P(n): Zakbk > Zakck . The case when n =Itrivially holds. WLOG we can assume
k=1

k=1

thata, <a, <..<q,<..<a,<..a,<a,, b <b,<..<b <..<b,<.b, <b

n+l2 n+l

And suppose that ¢, =b,,,and c,,, = b, for some index, j .
Since(a,,, —a,\b,,, —b,)>0, then ab, +a
inductive hypothesis and preceding inequality the proposition P(n+1) immediately follows. The

b,,,=ac, +a .Taking into account the

n+1~"n+l1 n+lcn+1
RHS inequality is obtained from the preceding replacing the sequence
(b1 ,b,,...,b, )by -b, <-b, , <...<—b,.This completes the proof.
Two special cases of the preceding are the following corollaries.
Corollary 1. Let a,,a,,...,a, be positive real numbers and let c,,c,,...,c, be any permutation of

them.Then, holds Zaf > Zakck .

k=1 k=1
Corollary 2. Let a,,a,,...,a,be positive real numbers and let c,,c,,...,c, be any permutation of

them.Then, holds zc—k >n.

k=1 dy
In the famous Eotvos Competition of the year 1935 in Hungary was asked to proof the
above Corollary [2].From the above theorem and its corollaries it is possible to derive a lot os useful
inequalities.For instance, all the classical inequalities used in this paper and derived in this way can
be found in [3][4].

2.Main Results
Hereafter, we present two applications of rearrangement inequality.

Application 1. Let a,b,c > 0.Then holds

b)) (i

j >12n?, for any positive integern > 1.

b+c c+a a+b
Proof. WLOG we can assume that a > b > ¢, follows a+b>a+c>b+cand
! > ! > ! . By applying rearrangement inequality we get

b+c c+a a+b

a b c a b c a b c b c a
2 + + 22 + + , + + > + + ,
b+c c+a a+b a+b b+c c+a b+c c+a a+b a+b b+c c+a

( - b € jz( - b +-< ) Adding up the preceding inequalities, yields

b+c c+a a+b a+b b+c c+a

l((4n+l)a—b+(4n+l)b—c+(4n+l)c—a]22n.
b+c c+a a+b

3
Taking into account AM-QM inequality, we have

\/ 1 [((4n+l)a—bjz +((4n+1)b_c)2 +((4n+1)c_aj2} 1 [(4n+l)a—b . (4n+1)b—c . (4n+1)c_aj>2n

3 b+c c+a a+b 3 b+c ct+a a+b

From which the statement follows.Equality holds when a = b = ¢ and we are done.
Remark. The particular case when n =1has appeared recently in [5]
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Application 2.
5 3 5 3 5 3 5 3
If a,b,c,d >0 with abcd =1, then holds a +b + b+ + < +d +d ra Zg
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c 3
1 1 1 1
b+c+d c+d+a’ d+a+b a+b+c
way, as can be easily checked, then we have
a’ b’ c’ d’ b’ c’ d’ a’
>

+ + + > + + +
b+c+d c¢c+d+a d+a+b a+b+c b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c

Proof. Since (as,bs,cs,a’s) and ( j are sorted in the same

and
a’+b’ b’ +c’ ¢’ +d’ d’ +a’ b’ +b’ ¢+’ d’+d’ a’ +a’
+ + + > + + +
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c
Applying AM-GM inequality, we have
b’ +b’ ¢+’ d’+d’ a’+a’ 2b* 204 2d* 2a*
+ + + > + + +
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c
Now, we apply Cauchy’s inequality to the vectors

R 2 2 2 2 -
u= b , ¢ , d , i and v=(«/b+c+a’,\/c+a’+a,\/a’+a+b,«/a+b+c) to obtain
Vb+c+d Je+d+a Jd+a+b Ja+b+c
2b* 2¢* 2d* 2a°  _2a’+b>+c’ +d?)
+ + + 2 .
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c 3la+b+c+d)
2
On account of AM-QM inequality, we have a® +b> +¢* +d’* > (a +b+4c +d) and
b’ +b’ . ¢’ +c’ +d5+d3 a’+a’ >2(az+bz+c2+a?2)2>
b+c+d c+d+a d+a+b a+b+c  3(a+b+c+d)
Na+brc+d) _(avbre+d) (4abed) _8
3.4%(a+b+c+d) 24 24 3

Equality holds when a = b = ¢ = d =1and the proof is complete.

Acknowledgements.The authors would thank to Ministry of Education of Spain that has partially
supported this research by grant MTM2009-13272.
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“ Inteligentii se impart in doua: buni si rai. Prostii se impart in una: rai «

G. Ibraileanu
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» Multi nu-si pierd mintea, fiindca nu o au”
Gracian

Examene si concursuri

Continuand traditia scolii buzoiene de matematica, In perioada 11 — 18 august s-a
desfasurat in Campusul ,, Sfantul Sava” de la Bisoca, la initiativa domnului profesor Apostol
Constantin si cu ajutorul unor renumiti profesori din judetul Buzau, tabara de matematica, care in
data de 17 august, au organizat testul final pe care-1 prezentam si noi mai jos.

Concursul Taberei de Matematica
11- 18 august 2011, Bisoca

Clasa alV-a
1) Rezolvati: 724: 4 +23-12 — 609:3 +124-7 ;
2) Matei a rezolvat 142 de probleme. Mara a rezolvat cu 28 de probleme mai mult decat Matei. Geo a
rezolvat cu 9 probleme mai putin decat Matei. Simona a rezolvat cu 12 probleme mai mult decat Geo. Alex a
rezolvat atitea probleme, cate au rezolvat Geo si Simona impreuna. Monica a rezolvat cu 8 probleme mai
putin decat Alex. Cate probleme au rezolvat, impreuna, elevii ?
3) M-am gandit la un numar. La acest numar am adunat 1257. Din suma am scazut 389. Jumatatea diferentei
am triplat-o si am obtinut 3993. La ce numar m-am gandit ?

Subiecte propuse de d-na inv. Marcela Marin

Clasa a VI-a

1) Determinati toate numerele naturale nenule, care, impartite la 8, dau catul x si restul y si impartite la 15,
dau catul y si restul x. Simion Marin
2) Aritati cd numiarul 4A=9+9"+9° +...+9” este divizibil cu 13. Luca Tuta

3) Ardtati cd numarul B=1+2+3+...+2010+2011+2010+2009 +...+ 3+ 2 + 1 este patrat perfect.
Neculai Stanciu

Clasa a VII-a
1) Sa se determine numerele naturale x si y, stiind ca: 1-2-3-....-x+ 58 = Mihai Neagu

2) Se da triunghiul ABC, cu m(ﬁ) =90". Pe (BC) se considera punctul D, astfel incat, (BD) = (BA).

Stiind ca m(C/'AT)) este cit a saptea parte din m(a ), determinati m(ﬁ) . Constantin Apostol
1 11 1
3)a) Arataticha —=—| —— , Vn,pe N*
n(n+p) p\n n+p
b) Calculati suma: § = —+——+ Gheorghe Strutu

et ———.
1-6 6-11 2006-2011

Clasa a VIII-a

1) Stiind ca @® =~/6 =7 =246 + 23 +3 s5i b* =3+ 242 =2 +3-2/3. Calculati It+ab_1-db

a+b a-b
Luca Tuta

2) a) Aratati ca exista un triunghi ale carui inaltimi sa aiba lungimile egale cu 2x/§ , 2\/6 si \/g cm.
b) Determinati masurile unghiurilor acestui triunghi. Constantin Apostol
2 1 6503

3) Calculati numarul x din proportia: = . Simion Marin

I 1 1 1
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» Nu munca este rusinoasa, ci lenea’’.
Hesiod

Probleme rezolvate

« INVATAMANT PRIMAR

P:193. Suma a trei numere este 575. Stiind ci jumitatea primului numér este dublul celui de-al doilea
si impartind al doilea numar la al treilea se obtine citul 5 si restul 11, sa se afle numerele.

Prof. Lacrimioara Nastase, Padina, Buzau
Rezolvare: Fie x, y, z, cele trei numere, x+y+z=575. Jumatatea lui x este dublul lui y, implica x=4y. Din
datele problemei rezulta y=5z+11. Deci x=4(5z+11)=20z+44. Obtinem: 20z+44+5z+11+z=575
& 262=575-55 <> z=20. Inlocuind pe z in expresiile lui x si y, se obtine x=444, y=111.

P:194. Diferenta a doua numere este 738. Primul numir se termina cu cifra zero. Daca se taie cifra
zero se obtine al doilea numar. Care sunt cele doui numere?

Prof. Lacrimioara Nastase, Padina, Buzau
Rezolvare: Daca a este al doilea numar, atunci primul numar este 10a. Din 10a-a=738 rezulta a=82
si 10a=820.

P:195. Un biciclist pleacd din Buziu cu viteza constanti v = 20 km / h iar dupa patru ore pleaci in
aceeasi sens un motociclist cu viteza constantd v= 60 km / h. Dupi cét timp il ajunge motociclistul pe
biciclist si la ce distanta de Buzau. Prof. Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: Pentru aceeasi distanta parcursa, fie t timpul pe care — I parcurge biciclistul. Atunci timpul
motociclistului este t — 4. Din D = vi-tj= v,t; rezultd 20t=60(t-4) adica t = 6 h iar D = 20 -6=120 km.
Asadar, motociclistul il ajunge pe biciclist dupat—4=6 -4 =2h la 120 km de Buzau.

P:196. O fermi a insiméantat trei cincimi din terenul ei arabil cu griu si restul cu porumb. Stiind ca
griaul ocupi o suprafati cu 120 ha mai mare decit ocupid porumbul, si se afle cite hectare s-au
insamantat cu cele doua culturi. Prof. Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: Diferenta dintre cele trei cincimi ocupate cu grau si cele doua cincimi ocupate cu porumb
adica o cincime Tnseamna cele 120 ha ocupate cu grau . Atunci, trei cincimi inseamna 3-120=360 ha ocupate
cu grau si doud cincimi inseamna 2-120=240 ha ocupate cu porumb .

P:197. O carare care inconjoari gridina bunicii are 112 metri. La o intrecere in timp ce Radu a
inconjurat gradina de 3 ori, Andrei a inconjurat-o de 2 ori.

Ce distanta au parcurs cei doi copii impreuna? Inst. Anton Maria, Berca
Rezolvare: (112x3) + (112x2) =336 + 224 =560 m

P:198. Daci din dublul unui numér scidem sfertul siu obtinem numirul 98. Care este numirul?

Inst. Anton Maria, Berca
Rezolvare: Notam cu ,,a” valoarea unui sfert din numarul cerut. Atunci, conform datelor problemei
obtinem: 8a —a =98 de unde, 7 a =98 . Rezultd a = 14, iar numarul cerut este 4a adica 56.
P:199. fIntr-un bol sunt 160 de baloane. Andreea, Bogdana, Cristi, Dan si Emilia hotarasc sa-si

1 1
imparti baloanele astfel: Andreea va lua 5 din numaérul lor, Bogdana si Cristi vor lua— , respectiv

1 1
E din rest, iar Dan si Emilia vor lua fiecare E din noul rest. Céte baloane va lua fiecare copil?

Prof. Branza Cristian, Buzau
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Rezolvare: Andreea: 160 : 2 = 80 (baloane), Bogdana: (160 — 80) : 4 =20 (baloane),
Cristi: (160 — 80) : 2 = 40 (baloane), Dan: (80 — 20 —40) : 2 = 10 (baloane), Emilia: 10 baloane.

P: 200. La cel mai mare numar de 6 cifre, adunati cel mai mic numar de 7 cifre si din suma scideti cel
mai mic numair de 5 cifre in care se repeti de 2 ori cifra 9.

Prof. Dragan Cornelia, Berca
Rezolvare: Cel mai mare numar de 6 cifre este 999 999 ; Cel mai mic numar de 7 cifre este 1 000 000 ;
Cel mai mic numar de 5 cifre in care se repeta de 2 ori cifra 9 este 10 099;
Asadar, 999 999 + 1 000 000 — 10 099 =1 989 900

P: 201. Determinati valorile lui a, b si ¢ astfel incat egalitatea (a — b) x ¢ = 0 sa fie adevirata.
Rezolvare: Inv. Lupsan Ion, Plescoi
I. a=b (orice nr. natural) sic#0; II.c=0,a#b ; Ill.a=b, ¢c=0.

P: 202. Calculati3a+4b +c+d,dacia+b=10sib +c+d="70. Prof. Lupsan Nicoleta, Berca
Rezolvare: 3a+4b+c+d=3a+3b+b+c+d=3x(atb)+b+c+d=3x10+70=100

P: 203. Doi ciclisti, care sunt separati prin distanta de 92 kilometri, pleaca in acelasi timp unul citre
celalalt. Fiecare biciclist parcurge in medie cite 23 kilometri pe ora. Dupa cat timp se vor intélni?
Inv. Marchidanu Florica, Berca
Rezolvare: 1. Cu céti km se micsoreaza distanta pe ora? Raspuns: 23 km x 2 =46 km
2. Dupa cat timp se intalnesc cei doi? Raspuns: 92 km : 46 km =2 ore

P: 204. Daca 5 saci cu griu si 4 saci cu porumb cantiresc 490 kg, iar 5 saci cu grau si 2 saci cu
porumb cantiresc 370 kg, s se afle cit cintireste un sac cu grau si cit cintireste unul cu porumb,
toti sacii de grau, respectiv de porumb fiind la fel de incarcati.

Inv. Marchidanu Florica, Berca

Rezolvare:
Ssacicugrau............... 45aCi CUPOTUMD ....viiiiii e 490 kg
Ssacicugrau ................ 25aCI CUPOTUMD 1.ttt 370 kg
Osacicugrau............... 2 SaCT CU POTUIMID ...uuneinteeet et eeeee ettt eeeeen e e e 120 kg

Deci, 2 saci cu porumb cantaresc 120 kg, ceea ce inseamna ca un sac cu porumb cantareste:
120 kg : 2 = 60 kg.
Din datele de mai sus stim ci 5 saci cu grau si 4 saci cu porumb cantiresc 490 kg. Deci cei cinci saci cu
grau cantaresc: 490 kg — 4 x 60 kg =250 kg
Un sac cu grau cantareste 50 kg iar un sac cu porumb cantareste 60 de kg.

P: 205. Trei frati au impreuna 34 de ani. Primii doi au impreuna 23 de ani, iar al doilea si al treilea
sunt gemeni. Céti ani are fiecare copil? Prof. Marinescu Gabriela , Stancesti, Vadu-Pasii

Rezolvare: Notez a, b, ¢ varstele celor 3 frati. Atunci, a+b+c =34, a+b=23, ¢c=34-23. Asadar,
c=I11ani,b=c=I11ani,a=34-(11+11),a=12 ani.

P: 206. Aflati numirul care adunat cu 198939, di acelasi numir daci adiugam la dreapta lui, 48.
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: Notim numirul cu  abcd. Atunci, abcd48 = abed +198939 <
100abcd +48 = abed +198939 < 100abed — abed =198939 —48 &
99abed =198891):99 = abed = 2009 . Numirul ciutat este 2009.

P : 207. Un dreptunghi si un pitrat au ariile egale cu 2500m° . Comparati perimetrele lor stiind ca
latimea dreptunghiului este cit patru cincimi din latura patratului.

Prof. Marin Simion, Rm. Sarat
Rezolvare :
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y Notam cu 5x lungimea laturii patratului. Atunci latimea
- dreptunghiului conform datelor din problema este 4x. Cum cele doua
- figuri au aceeasi arie inseamna ca suprafetele hasurate au aceeasi arie
4ax | & si anume S5x-x=4x-yunde y este diferenta dintre lungimea
dreptunghiului si latura patratului. De aici, se obtine cd y = Zx .
y X
Sx (y este cinci patrimi din x )

Cum perimetrul dreptunghiului este 2-4x+2-(y+5x)=8x+2- (%x +5x)=8x+ %x +10x =20,5x

iar perimetrul patratului este 4-5x=20xrezultd ca perimetrul dreptunghiului este mai mare.

= GIMNAZIU
Clasaa V-a

G:229. Si se scrie numirul 5*°''+10 ca suma de cinci numere naturale impare consecutive.
Prof. Iuliana Trasca, Scornicesti, Olt

Rezolvare: Fie x,x+2,x+4,x+6,x+8 cele cinci numere naturale impare consecutive. Atunci,
X+ (x+2)+(x+4)+(x+6)+(x+8)=5""+10= 5x +20=5"""+10=>x =5 -2,
Asadar, 52011 4 10 :(52010 _2)+52010 +(52010 +2)_|_(52010 +4_)_|_(52010 +6)

G:230. Fie a,b,ce N* si A=5a+7b+6c, B=3a+2b+8c.Se cere:

a) Calculati A+ 2B si 3A — B;
b) Daca A este divizibil cu 11 demonstrati ca B este divizibil cu 11;

¢) Daca B este divizibil cu 11 este adevirat ca A este divizibil cu 11 ?
Prof. Constantin Dinu, Buzau

Rezolvare:
a) A+2B=11(a+b+2c)si3A—B=12a+ 19b +10c;

b) A:11, (A+2B):11=2B:llsicum (2;11)=1= B:l1;
¢) da, B:11, (A+2B):11= A:11;
G:231. Dintr-un carton se taie sase buciti dreptunghiulare pentru a se construi o cutie de chibrituri.

Se masoara perimetrele lor si se obtine: 8cm, 16 cm, 8 cm, 12 ¢cm, 16 cm, 12 cm. Aflati suma ariilor

celor sase buciti dreptunghiulare.
Prof. Constantin Rusu, Rm. Sérat

Rezolvare: Notand cu asi b dimensiunile dreptunghiului cu perimetrul de 8 cm; cu b si ¢ dimensiunile
dreptunghiului cu perimetrul de 12 cm; cu csi a dimensiunile dreptunghiului cu perimetrul de 16 cm,

avem:b+a=4;b+c=6;c+a=8. Adunand cele trei relatii obtinem 2(a+b+c):18:>
a+b+c=9:>c=5,a=3,b=1.Sumaariilorvaﬁ2-(3-1)+2-(1-5)+2-(5-3)=46cm2.

G:232. Aflati numerele de patru cifre (diferite intre ele) care se termini cu 2, sunt multiplii de 4 si au

suma cifrelor 2°.
Prof. Mariana Mitea, Cugir, Alba
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Rezolvare: Fie x = abc2un numir din cele cdutate, deci din x =M, rezultic e {1,3,5,7,9},c0nf0rm
criteriului de divizibilitate cu 4.

Daci ¢ =1 rezultd a+b =13, iar x € {4912,9412,5812,8512,6712,7612};

Daca ¢ =3 rezulta a +b =11 si cum cifrele 2 si 3 sunt folosite deducem x € {4732,7432,5632,6532}
Dacd ¢ =5rezulti a+b =9, iar x € {1852,8152,3652,6352};

Daci ¢ = 7rezulti a+b =7, iar x € {1672,6172,3472,4372};

Dacda ¢ =9rezultd a+b=5,1ar x € {1 492,4192}. Prin urmare exista 20 astfel de numere.

- 1 2
G:233. In doui cupoane sunt 128Z m de stofa. Cati metri sunt in fiecare cupon daca s din primul
e ong 4o . < 3
este tot atat cat 5 din al doilea. Prof. Tuta Luca, Buzau

2 4 1 2
Rezolvare: Daca g din primul este 5 din al doilea, atunci g din primul este 5 din al doilea, deci, primul

19

2 10 10 19
cupon este 5 5 = —din al doilea iar suma lor este —+— = ? din al doilea; Asadar, 3 din al doilea are

128%m. Atunci, édin al doilea este 128% :19=6,75m . Primul cupon are 10-6,75 = 67,5m . Al doilea

cupon are 9-6,75 = 60,75m .

G:234. Si se demonstreze ci existd un unic numir natural n astfel incaAt numarul 3'° +88-3° +3” si
fie patrat perfect.

Prof. Adrian Stan,Buziu
Rezolvare:

Cum numarul dat este patrat perfect atunci il vom nota cu a’, a € N*.
394883 +3" =a’=3"=a’-3°3"+88) = 3" =a"-3°169=3"=a" -3’13’ =
3" =(a-3"-13)(a+3’-13)= 3 p,q e Nastfel incat a—3’-13=3" si a+3’-13=37 cu p+q=n.
Rezultd, 37 —3” =q+3’-13—a+3’-13= 37(3*” —1) =2-3’ -13. Conform unicititii descompunerii
in factori primi se obtine p=3 si q=6. Asadar, numarul cadutat este n= p+q = 3+6=9.

G:235. La etapa pe centru a Olimpiadei de matematici au participat 90 de elevi la clasa a VIII-a. 80
de elevi au rezolvat prima problema, 75 de elevi au rezolvat problema a doua, 70 de elevi au rezolvat
problema a treia si 53 de elevi au rezolvat problema a patra. Aritati ca cel putin opt elevi au rezolvat
toate cele patru probleme.

Prof. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare:

Se presupune ca niciun elev nu a rezolvat toate cele patru probleme. Deci, fiecare elev a rezolvat cel
mult trei probleme. Daca fiecare elev ar fi rezolvat trei probleme atunci cei 90 de elevi ar fi rezolvat in total
270 de probleme . insa numarul de probleme rezolvate de cei 90 de elevi este 80 + 75+ 70 + 53 =278 cu 8
in plus fatd de cele 270. Aceasta Inseamna ca cel putin 8 elevi au rezolvat toate cele patru probleme.

G:236. Determinati numerele prime x, y, z astfel incit x+5y+13z =132.
Prof. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Daca x, y, z sunt numere prime impare, atunci ar rezulta cd x + 5y + 13z este impar.
Se analizeaza pe rand urmatoarele cazuri:
x=2=>y=13,z=5;
y=2=>x=3l,z=7sau x=83,z=3;
z=2=x=1l,y=19sau x=41L,y=13sau x=7L,y=7;



@ - PROBLEME REZOLVATE - DT TDTD T A NTNTIT O

G:237. Si se arate ci numirul N = ab61+ 22 ab este divizibil cu 61. Prof. Violeta Corbu, Buzau
Rezolvare: N=100ab+ 61+ 22ab=122ab+61 =61(2ab+1).

Clasa a VI - a

G:238. Si se rezolve in NxN ecuatia: 2x +3y —xy =0.
Prof. Constantin Rusu, Rm. Sarat

Rezolvare: 2x+3y—-xy =0y = x3,x¢3 Sy=2+ 3 eN<:>x—3|6.
xX— xX—
Deci, trebuie s avem x —3 € {~3,-2,1,2,3,6}. Rezultd S = {(0,0),(4,8),(5,5),(6,4),(9,3)}.
G:239. Determinati raportul a stiind ca a-13 -4 ,unde a,b e N*,
b b b+7

Prof. Constantin Dinu, Buzau
Rezolvare: (a—13b)(b+7)=ab< Ta=13b+91. Deoarece 91=13-7 , luim a=13a’; rezultd

Ta'=b+7Tsi cu b=7b" obtinem a'=b"+1. Solutia In NxN a ecuatici 7a=13b+9leste

a=13(k+1), b=Tk, k € N". Rezulti ci ﬁzm,k eN".
b Tk
G:240.Fie £ =2 52— 4 pce.
4 6 8 10

. . NPV a b c

a) Determinati numerele m si n astfel incat sa avem: — = —=—
m 48 n
b) Determinati numerele a@,b sic stiind c¢a a + b + ¢ =105.
Prof. Tuta Luca, Buziu
Rezolvare: a) Notam 4._ 2 =k = a =4ksib = 6k .Deci, @ =< =c= ﬂ Obtinem,
4 6 8 10 2
ﬁ:%:ﬁ,asadar m=232si n=060.
m 48 2n

b) Cum a+b+c:105:>4k+6k+%:105:>k=6:>a:24,b:36,c:45.

G:241. Un obiect costi 3600 lei. Se majoreaza pretul produsului cu 20% si apoi se reduce cu p% din
pretul majorat. Acum pretul produsului este de 3672 lei. Determinati procentul cu care s-a redus
pretul.

Prof. Cornelia Gurau, Moinesti, Bacau

Rezolvare: Pretul produsului dupa majorare este % 3600 +3600 = 4320 lei.

4320— L2 .4320=3672 = £ . 4320 = 648 = p = 15%.
100 100

G:242. Determinati doud numere intregi direct proportionale cu 2010 si 49 stiind cid suma patratelor
lor este 16170004.
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

X
Rezolvare: Fie x §i y «cele doud numere intregi. Atunci, Y k, (1si

2010 49
2+ 37 216170004, (2).
Din (1) rezulta x = 2010k, y = 49k adica rezult x* = 4040100%, y* = 2401k%, (3).
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Din relatiile (2) si (3) rezultd x° + y* = 4042501k>, (4); Din (2) si (4) rezulta
4042501k> = 16170004|: 4042501 = k> = 4 = k = +2 . In final se obtin doua solutii
x =-4020, y=-98si x =4020, y=98.

G:243. Sii se rezolve in Z xZ ecuatia: 6x° +7x—3xy+4y=32.

Prof. Mariana Mitea, Cugir, Alba
Rezolvare: Ecuatia dati este echivalenti cu 6x° +7x —32 = y(3x —4) sau

2x(3x—4)+53x—-4)—-12=y(B3x—4)deunde y =2x+5- €l < 3x—-4€eD,.Rezulta

3x—4
3x—4 e {£1;+2;43;+4;+6;+12} . Multimea solutiilor este S ={(1;19),(2;3),(0;8)} .

G:244. Aflati numerele naturale X, y, z, t stiind ci suma lor este 2011 si 5x =10y = % =t—-361.

Prof. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

t—361 +y+z+1t-361
Rezolvare: Relatia datd se mai poate scrie de forma %:%:gz =2 ly z =500
- 1 —+—+2+1
5 10 5 10
intrucat stim ca x+ y+z+¢ =2011si atunci se gasesc usor valorile: x = 100, y = 50, z= 1000, t = 861;
+ + + 2x+3y+
G:245.8eds — 2 = VT2 _ 274 .Calculati _2x+3y+5z

Tx+11y+13z
Prof. Gheorghe Darstaru, Berca, Buzau
Rezolvare: Se aplica proprietatea sirului de rapoarte egale si anume
Xty _yrz _EHx 2x+y+2) :gj 3x +3y=4x+2z; 3y+3z=4y+2x;
2x+z 2y+x 2z+y 3(x+y+z) 3
3z+3x=4z+ 2y asadar, x =3y —2zsi Inlocuind in a doua relatiec avem 3y + 3z=4y + 6y —4z=>y=z=
2x+3y+5z 10

Tx+11y+13z 31

2x+z 2y+x - 2z+y

G:246. Cu trei puncte distincte se poate construi un triunghi. Cu patru puncte distincte se pot
construi doui triunghiuri fira puncte interioare comune. Céte triunghiuri, fira puncte interioare
comune, se pot construi cu 2010 puncte distincte ? Prof. Ion Stanescu, Smeeni
Rezolvare: La 3 puncte avem 3 -2 =1 triunghi, la 4 puncte avem 4 — 2 =2 triunghiuri, la 5 puncte avem

5 — 2= 3 triunghiuri, iar la 2010 puncte avem 2010 — 2 = 2008 triunghiuri.

G:247. Determinati sase numere naturale a ciror suma este 2010 si sunt direct proportionale cu sase
numere naturale consecutive . Prof. Simion Marin, Ramnicu Sarat

Rezolvare : Notam cu a, b, ¢, d, e, f cele sase numere naturale care au suma 2010 si cu x-2, x-1, x, x+1, x+2,
x+3 cele sase numere naturale consecutive. Conform enuntului problemei putem scrie

a b ¢ d e f a+b+c+d+e+f ~ 2010 670

x=2 x—1 x x+1 x+2 x+3 x-2+x—l+x+x+l+x+2+x+3 6x+3 2x+1

Deci, a =w:335—4.5.67 si cum 2x+leste impar (cu x>2, deci 2x+1>5) avem ca
2x+1 2x+1

2x+1€{67,335}.

Pentru 2x+1=67 rezulta x= 33 si se obtin numerele (310,320,330,340,350,360) direct proportionale cu

(31,32,33,34,35,36). Pentru 2x+1 = 335 rezultd x = 167 i se obtin numerele

(330,332,334,336,338,340) direct proportionale cu (165,166,167,168,169,170).




Ae(OB), M,N € (OY astfel incat M e (ON)si [OA]E [AM]E [MB]E [BN]E [NC]. Aritati ci
[oc]=[oN].

Prof. Valerica Rosu, Rm. Sarat
Rezolvare:

Fie unghiul <«<XOY, cu m(xX0OY)=20" si punctele 4,B,C € (OX in aceastd ordine, 4 e (OB),
M, N € (OY astfel incat M € (ON)si [OA] = [AM] = [MB] = [B ]E [NC]. Aratati ca [OC] = [ON].
[04] = [AM ] rezults AAOM isoscel de bazi  [OM ], rezulta m(m) = M(A/]M\O) =20°.

Unghiul MAC este unghi exterior triunghiului AOM = m (@) =40°

[MA] = [MB] = AMAB isoscel de baza [AB] = m(m) = m(@) =40°.

Unghiul BMN este unghi exterior triunghiului BOM = m (B/JMTV ) =60’

[BM]=[BN] = ABMN isoscel de bazi [MN ]
= m(m)z m(@?\f) =60’

Unghiul ]VB% este exterior triunghiului BON

= m(NBC|=m(0)+m(BNO)=20"+60" =80’
[NB]=[NC]= ANBC isoscel de bazi [BC] = m(«<NBC) = m(«<NCB) =80

Din suma masurilor unghiurilor unui triunghi in ANBC,

m(<«BNC)=180" —[m(<NBC)+m(«xNCB)] =180 — (80" +80") = 20°
m(<«ONC) = m(<«ONB)+m(<BNC)=60°+20°=80" = m(xONC)=80"
Din m(<ONC)=m(<OCN)=80" = AONC isoscel de bazi [NC] = [0C]=[ON]

G:249. Aritati ca daca numerele (a, b, ¢, d) sunt direct proportionale cu numerele (3, 4, 5, 6) atunci
are loc relatia: > +b° +¢c’ =d°.
Prof. Nicolae Iviaschescu, Craiova

: : . o .a_b . o
Rezolvare: Din relatia de directd proportionalitate rezulta — = Z =—= g iar prin ridicarea la puterea a

c
5
3 3 3 3 3 3 3 3
treia a fiecdrui raport se obtine a—3 :b—3:c—3:d—3: 613”)% :d—3 .Cum 3’ +4°+5 =216iar
3 4 5 6 F+4+5 6
216 =6’ rezulti relatia din enunt.
G:250. Determinati numerele naturale nenule x, y, psi g ( p=22,q—p= 1) care verifica:

p

xP—=xT? =2 si y’ —x7 =1.

Jamel Ghanouchi, Tunisia

2
— . Deoarece
X

. - N - .. . -1 —p—1
Rezolvare: Din x” —x?” =2, prin impartire la x obtinem: x”~ —x7 "~ =
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x¥P =x"-222,5ig—p-120, p—121, deducem ca x”"' —x? """ = = este numir natural nenul cu

X

x>2. Asadar, x =2, siavem: 297" +1=2"" unde membrul sting este numir impar iar membrul drept
numar par. Deci, egalitatea este posibila daca g —p—1=0.

Rezulti:2 =2""= p=2=¢g=p+1=3=yp" =" =x"+1=2"+1=9= y =3.

Obtinem solutia: (x, V, P, q) = (2,3,2,3).

G:251. Sa se determine maisurile unghiurilor ascutite ale unui triunghi dreptunghic, stiind cia suma
misurilor a trei unghiuri exterioare ale acestui triunghi este egali cu 320°.
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

Rezolvare: Fie ABC triunghiul dat, m(;l) =90°. Deducem ci cele sase unghiuri exterioare au urmitoarele
masuri: doud au 90°, doud au 180° — C, doud au 180° — B;

Deosebim urmatoarele cazuri:

Cazul I: 90° +(180° — B)+(180° — C) =320° < 360" =320° ceea ce este fals, deci, acest caz nu poate
avea loc.

Cazul II: 90° +90° +(180° —B) =320° < B=40", C =50";

Cazul I1I: 90° +(180° — B)+(180° — B) =320° < B=65", C =25";

Cazul IV: (180° —B)+ (180" —B)+(180° —=C)=320° <> B=130"ceea ce este fals cici unghiul B
trebuie sa fie ascutit.

Clasa a VII — a

G:252. Si se demonstreze identitatea: a’ +b° + ¢’ —3abc =(a +b + c)(a2 +b* +c* —ab—bc— ca) si

apoi dovediti ¢i n° + 7+ 2 divide n° —5n° +8, VneN.
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
Rezolvare: Identitatea se demonstreaza prin calcul direct. In identitatea de mai sus ludm

a=n’,b=n,c=2si obtinem concluzia.
G:253. Rezolvati in multimea N’ ecuatiaxyz—3xy+2xz+yz—6x—-3y+2z=12.

Prof. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Ecuatia datd este echivalenta cu xyz—3xy+2xz+yz—6x—-3y+2z—-6=6si dand factor

comun pe z-3 dupa ce grupam termenii doi cate doi se obtine: (z —3)(xy+2x+ y+2)=6. Mai mult,
putem scrie (z—3)(y+2)(x+1) = 6 de unde dand valorile corespunzatoare se obtine multimea solutiilor

S ={(0;4;4),(0;0;6),(0;1;5),(1;1;4),(2;0;4)} .

G:254. Determinati xe N pentru care vx* +27x+160 e N
Prof. Delia Ileana Basch - Naidin, Caracal, Olt
Rezolvare:  Se observa ca

Va1 24x 1144 <\x? +27x+160 <~A/x? +28x+196 < x +12(x* +27x +160(x +14.
Cum xeN= +x*+27x+160 = x+13, de unde rezulti ca x = 9.

1 1 ~ 2000

+ +ot =
1+2 1+2+3 1+2+3+...+x 1001

Prof. Constantin Dinu, Buzau
+1 1 1 1
n(n+1) si =—- , ne€N* ecuatia data
2 nn+l) n n+l

in N*,

G:255. Rezolvati ecuatia 1+

Rezolvare: Utilizand formulele 1+2+3+...+n =
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1 1
este echivalentd cu 1 ———= 1000 = x=1000;
x+1 1001

G:256. Aritati ci dacd N =a’ +b’ (a,b € Z*), atunci 2N si N’ sunt sume de pitrate perfecte.
Prof. Tuta Luca, Buzdu
Rezolvare: Avem: 2N =2(a” +b*) = (a+b) +(a—b)*si N* = (a2 + b2)2 = (a2 —b2)2 +(2ab)’.

1 1 1

G:257.Fie A= ———+—— 4.4 —— .
20112 1 2011°+2 20112 +2011

Sa se arate ca 201 1(%{2012 .

Prof. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:

1 1 1 1 1 1
Cum ( 2 = 2 2 ( 2 = 2 >
2011°+1 2011° +1 2011742011 2011°+2 2011° +1

B

2011* +2011
1 1 1 1 1 1

20112+2011<20112+3 T 2010 +1 " 2011 +2011 20117 +2011 20112+1j

20117 +2011 2011° +1

201102011+ —— (120114122012 = 2011(-(2012.
2011 4 A

prin adunarea relatiilor de mai sus ca

G:258. Pe diagonala [AC] a dreptunghiului ABCD cu AB = 16 cm si BC =12 cm, se ia punctul E astfel
incit AE = 3EC. Sa se afle distanta de la E la BD. Prof. Cornelia Gurau, Moinesti, Bacau
Rezolvare: Se afla usor AC =20 cm si din AE =3EC si AC =20 cm rezulta EC =5 cm.

Fie DBNAC= {O} = OE=EC =5 cm. Din A, =4+ 4. = Apop =48cm’ . In triunghiul A COB cum

[BE] este mediand, rezultdi aria A, , = Ay 12 => Ay, =24cm’.  Pe  de alti  parte
d(E,BD)-OB

s = (+ = d(E,BD)=4,8cm.
G:259. in triunghiul ABC, M este mijlocul iniltimii (AD), D € (BC)si fie E € (AC), astfel incat,

EC =2 AE. Sa se arate ca daca B, M si E sunt coliniare, atunci triunghiul ABC este isoscel.
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
Rezolvare: Ducem prin D paralela la BE si fie F punctul de intersectie a acestei paralele cu dreapta AC. In

triunghiul ADF, (ME) este linie mijlocie, caci M este mijlocul laturii (AD) si ME este paralela cu DF;
Deducem ci E este mijlocul laturii (AF) si deci, (4E)=(EF)=(FC). in triunghiul BEC, avem
DF' || BE si F, mijlocul laturii (EC). Deducem ca (DF) este linie mijlocie adica D este mijlocul laturii (BC).

S-a obtinut faptul ca (AD) este atat mediana cat si inaltime, rezulta asadar, ca triunghiul A ABC este isoscel,
cu varful A

Clasa a VIII - a

G:260. Si se aduci la o forma mai simpla (9 + 8)(92 +8° )(94 + 84)(98 + 88)...(91024 + 81024).

Prof. Delia Ileana Basch - Naidin, Caracal, Olt
Rezolvare: Se va inmulti cu 1 =9 — 8 si se va ajunge la 9°** -8

G:261. Comparati numerele a si b unde:



e il i, Sl e, E s B i s 'y,
SCTIPIREA MINTIT S - PROBLEME REZOLVATE -

1 1 1 b 2009 2010 2011

a= + + , b= + + .
J2009 /2010 /2011 V2010 -4/2011  +/2011-4/2009 /2009 -4/2010

Prof. Constantin Rusu, Rdmnicu Sarat
Rezolvare : Calculam diferenta b —a .Vom nota x =+/2009,y =+/2010,z =+/2011.

x y z 1 1 1_x2+y2+22—xy—yz—zx_

&

Avem:b—-ag=—+"+————— ——
yz zx Xy X y z xyz
2 2 2 2 2 2
= 2<x ARAAL B Zx) = (x y) - (y Z) hl (Z x) > (. Inegalitatea este stricta deoarece
2xyz 2xyz

X#Yy,y#z,2z#Xx.Inconcluzie b>a.

G:262. Determinati x € R"_ stiind ca = (\/; )" Prof. Tuti Luca, Buzau

Rezolvare:

x 2
xﬁz(\/;))‘@x&:xzz x:%:x:%:%c:xz:x2—4x:0:>x(x—4)20.
:xgavemsicazulle. Deci, x =1sau x=4.
46x* —2392x +31145

x*=52x+677

Tot din x*/;

G:263. Determinati valoarea maximai a fractiei /'(x) = si aflati valoarea reali a

lui x pentru care se obtine acest maxim.
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Fractia data se sparge in doud fractii de forma
46(x* —52x+ 677 3
(f al ) +— =46+—5—
X" =52x+677 X" =52x+677 (x=26)" +1
cand x- 26 = 0 adica pentru x = 26 valoarea maxima este egald cu F(26) = 49.
G:264. Aritati ca nu exista functii f astfel incat /(x)+ f(5—x)=4x-1, VxeR.
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: Presupunem ca existd astfel de functii. Atunci, pentru x = 0 si x = 5 se obtin relatiile
f(O0)+ f(5)=—1s1 f(0)+ f(5) =19 de unde contradictia este evidenta.

G:265. Fie expresia E(x) = |x|+|x—1| +|x—2|+...+|x—2011

F(x)= = F(x)are valoarea maxima atunci

, xeR.
Sa se determine min £(x)si pentru ce valori ale lui x se realizeaza acesta.
xeR

R Prof. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: In total sunt 2012 module din care jumatate au valoarea din modul pozitiva daca luam pe
x din intervalul [1005;1006) .
Astfel, E(x)=x + x-1 + x-2 + ...+ x-1005 — x+1006 — x+ 1007 — x+ 1008 ...+ x+2011 = 1006°.
r){an E(x)=1006>,Vx €[1005;1006) .

Nota. O altd rezolvare a dat domnul Titu Zvonaru din Comanesti, si anume:

Avem: 1006° =—-1-2—..-1005+1006+1007 +...+2011=

=[x+ (x=1)+(x=2) +....+ (x=1005) + (—x +1006) + (=x +1007) +...+ (=x + 2011)| <
=|x|+|x = 1| +...4+]x =1005|+|x —=1006| + |x =1007| + ...+ |x = 2011| = E(x).

si deci miRn E(x) =1006 . Se deduce usor ca E(x) =1006" = x € [1 005,1 006).

G:266. Aritati ci numirul 4=7>" +8% " 4+ 9% este divizibil cu 48.
(in legdtura cu problema G :165 , propusi de Gheorghe Darstaru.)
Titu Zvonaru, Comanesti

Rezolvare: Din descompunerea a”""' +b*""' = (a +b)(a™" —a”'b+...—ab*"™" +b*") rezulti ca pentru
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m=impar, a” +b" se divide cu a+b. Avem:

721 + 8% se divide cu 7 + 8, deci si cu 3, si cum 92" se divide cu 3, rezultd cd A se divide cu 3;

721 197 g6 divide cu 7+ 9 si cum 87" se divide cu 16, rezultd cd A se divide cu 16.

Deoarece 3 si 16 sunt prime intre ele, deducem ¢a A4 se divide cu 3-16 =48.

G:267. Si se rezolve in Zx7Z ecuatia: X’y —6=3x"+y. Prof. Gheorghe Dérstaru, Berca
Rezolvare:

Xy—6=3x+yo (@’ -(y-3)=9= x’-le{-1;1;-3;3;-9;9}.

Se obtin solutiile: S = {(0,~6),(~2,6),(2,6)}.

109
X+y=—m
G:268. Si se rezolve sistemulin QxQ: ;3"
Vr+fy ==
2
Prof. Ion Stinescu, Smeeni
2
2 (13 169 225
Rezolvare: Din a doua ecuatie rezulta (\/; + \/; ) = (?j =>x+y+ 2\/x— = e =X 1 . Mai

departe se formeaza ecuatia de gradul al doilea cu radacinile x si y stiind suma si produsul lor:

47 —109¢+225=0=> 8§ = {(25;%), (%;25)} .

4
G:269. Si se giseascid minimul expresiei £ = a’° +b° + ¢’ —g(a +b+ c) .

Prof. Ligia si Gheorghe Strutu, Buzau
Rezolvare:

2
E=a —ia+4+b2—ib+4+c —ic+i—i:( j +( ) (c——} —iz—i,asadar,
3 9 3 9 3 9 3 3 3

4 2
minimul expresiei este ~3 care se realizeazd pentru a =b=c = 3

Clasa a IX - a

éj+67£0. Sa se arate ca 6a=b(7+\/B)sau

2 g2
L:150. Daci a,beR* si 9 a_+b_ 42[ﬁ+
b’ b a
6b=a(7+ J13 ). Prof. Constantin Dinu, Buzau
Rezolvare: Inegalitatea data este echivalenta cu

bY b b T b
9 a,2 —-18-42 a,2 +67<0<1(3 a.2 -71 £0=3 a,2 —7=0. Se face notatia
b a b a b a b a

+
9t 2 TEIB b4 T3y san 5= ATENI3)
b t 3 ’ 6 6
L:151. Daca a,b > 0 si ab <1 aratati ca (a+b+2)2 >4(a+b)ab+1).
Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov

Rezolvare: (a+b+2) >4(a+b)ab+1) < (a+b) —4(a+b)ab+4>0
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A, =16(a’h®> —1)<0,Va,b>0,ab<1.

L:152. Fie functia g:R —> R, g(x)=-x+2010. Determinati functia /:R — R, astfel incat
f(g(x))=-24x+48191.

Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Deoarece g este functie de gradul intai iar compunerea lui f cu g este tot functie de gradul intai
vom considera prin urmare functia f(x)=ax+b. Atunci,

f(g(x))=-24x+48191 & f(—x+2010)=-24x+48191 < a(-x+2010)+b=-24x+48191 =
a=24si b=-49. Asadar, f(x)=24x-49.

L:153. Determinati partea intreagi a numarului:

A=3n+ 2(\/112 -n+ \/n2 -1+ \/n2 +n),ne N* . Prof. Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare.Vezi rezolvarea problemei 26371, din G.M.-B, nr. 11/2010 in G.M-B nr. 5/2011, pag.258 si 259.

3x+1
x+

L:154. Fie f:[-1;1]—> Rcu proprietatea (fo f)(x)=
fE=D+@)=0.

, Vxe[-1;1]. Sa se arate ca

Prof. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Observam ca (f o f)(—1)=—1si (f o f)(I1) =1atunci facem transformarea x — f(x).

. . _3f(x)+1 10x+6 .
Se obtine (f o f)(f(x)) = 10943 6x210° (*).

Pentru x = -1 se obtine f(f(f(-1)))= f(-1)=—1din (*) sipentrux =1 rezultd f(f(f(1))=f(1)=1
din (*). Asadar, f(-1)+ f(1)=0.

L:155. Sa se demonstreze ci, daca cel putin unul din numerele a, b, ¢, d este diferit de zero, are loc
2 2 2 2
inegalitat a 20 +— —2 >4
inegalitatea >—.
b*+c*+d* a’*+c*+d> a*+b*+d* a’+b’+c” 3
Prof. Violeta Corbu, Buzau
Rezolvare: Se noteaza b’+c*+d* = x, a’+c*+d° = Y, a’+b’+d? = z, a>+b*+c? = t. Se determini

22 = %Hx b2 = w ¢ = %HZ & = %Z-% Se inlocuiesc

relatiile in inegalitatea de demonstrat obtinand

+z+t-2x x+z+t-2y x+y+t-2z x+y+z-2t _4 . <
Y + y Ty +2TY ZE' Inegalitatea se transforma 1n

3x 3y 3z 3¢
l+£+£-2+£+£+£—2+£+1+£—2+£+Z+£—2240b‘ginéndu-se
X x X y y oy z z z t t t
(Z+£)+(£+£)+(£+£)+(£+Z)+(£+Z)+(£+£)212ceeaceesteadevérat.
X y X z x t y z y t z

Nota. Au mai dat sase solutii domnul Titu Zvonaru, din Comanesti impreund cu domnul Neculai Stanciu
din Buzau.

2cos14°sin10° —sin 24°
cos 86’ )

L:156. Sa se calculeze expresia: E =
Prof. Delia Ileana Basch- Naidin, Caracal, Olt
2co0s14"sin10" —sin24°  2cos14’sinl10° —sin(14 +10)"
cos 86’ cos86°

Rezolvare: E =
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_ 2c0s14°sin10° —sin14° cos10” —cos14°sin10° _ cos14’sin10° —sin14° cos10°  —sin(14-10)"
- cos86° - cos86° " cos86° -
_ —sin4”  —cos(90°-4") —cos86"
 cos86" cos 86° © cos86°
Nota. O alta varianta de rezolvare a dat domnul Titu Zvonaru, din Comanesti:

25in10° cos14” =sin(10° +14") +sin(10° —14°) = sin24° —sin4” =sin24° — cos86° ,deci £ =—1.

L:157. Si se rezolve ecuatiile: a) cosx =" —2y+2; b) cosx=y*—4y* +5.
Prof. Gherghina Manea, Buzau
Rezolvare: a) cosx = (y—1)>+1. Cum |cosx| <= (-1)’=0=>y=1=cosx=1=>x=2kr,keZ
b) Asemandtor, ob;inem(y2 —2)2 +1<1=)°-2=0=>y= +V2 = cosx=1=x=2kr,keZ.
L:158. Ardtati  cd  daca a,b,ce [l,oo) sunt  laturile unui  triunghi, atunci
1 1 1 1 ] 1
a4 -b4 +b4 -04 +c4 -aA S 1
2 2 2 :
a4 + b4 + 04 2

Prof. José Luis Diaz-Barrero, Polytechnical University of Catalonia, Barcelona, Spain

Rezolvare:
Observam cd daca trei numere X, X,,X; € [1,2), atunci putem construi un triunghi cu lungimile laturilor

X,,X,,X;, deoarece suma a doud dintre ele este mai mare ca al treilea.Aceasta inseamnd cd

1 1 1 A .
X, +x, 2 2> x, .Mai observam ca aA ,bA , sl 04 sunt 1n intervalul [1,2). Intradevar, dacd a > 1, atunci

a% >1. Asa cid este suficient si dovedim ca a% <2< a<2” Deoarece [a]S a<a+l, din
inegalitatea lui Bernoulli, avem:

2¢ >0l = (1 + I)M >1+ [a] > a. Asemanitor, pentru b% si c% . Deci cu segmente de lungimi a% ,b% ,
Ve putem forma un triunghi si avem:a% < b% +c% , b% < c% +a%, c% < a% +b%. Inmultim
prima inegalitate cua% Je

obtinem o inegalitate echivalenta cu inegalitatea de demonstrat.

si ¢

1
,a doua cu b4 si a treia cu c¢’¢, iar apoi prin adunarea inegalititilor obtinute

L:159. Calculati suma: 7+19+37 +...+(3n* +3n+1) prin doui metode.

Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
Rezolvare: Metoda 1.

S, =Y 3k +3k+1)=3Y k> 43> k+n= 3”(””);2”“) +3”(”2+ D 4= n(n* +3n+3).
k=1 k=1

k=1

Metoda 2.
S, =3 (3K + 3k +1)=

[ + 26 + 1)+ (62 + &)+ £2]= 3 (k1= Kk + 17 + k(k+1)+ &=

k=1 k=1
S le+1) —k =2 P 3 2 8 3 (1) —n® = (1) 1 = +30+3)
=1
Nota. O variantd mai scurta pentru metoda 2 a dat domnul Titu Zvonaru, din Comanesti.

2 3 4 2010

9 27+...——32009 .

Rezolvare: impartind suma dati la 3 se obtine % = l - g + i - i + w

3 9 27 81 T 30

Prof. Mariana Mitea, Cugir, Alba

. Adunand aceasta relatie
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cu cea din enuntul problemei obtinem: ﬁ = (l—l+l—L+...—%j—%; Se calculeaza mai
3 3 9 27 3 3
intdi suma din paranteza care este suma unei progresii geometrice cu @, =1 si ratia g = —l. Atunci
2010
1- L 1_L
4S8 3 2010 4S5 32000 2010 9 2681
3 1\ 3200 jT: 4 32000 :S:E' I_W
1-| == =
) :

L:161. Demonstrati ca daca a,bsi c sunt laturile unui triunghi, atunci au loc relatiile:

(T Tt

(b+c—a)c+a- b).

. a b c a-b\ (b-cY c—a\
i) + + >3+2 + + .
b+c—a c+a-b a+b-c a+b b+c c+a

Titu Zvonaru, Comanesti si prof. Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare:
i)Notam b+c—a =x,c+a—b = ysi a+b—c =z .Tinand cont de inegalitatile triunghiulare, avem
X, ¥,z > 0. Atunci, identitatea care trebuie demonstrata este echivalenta cu :

%.zy_”_3:%zﬂ©zy_”_6zz(x—y)z - @ZGJ%_ZJZZ(X—W

X xy X xy xy

-y)f _gb-y)
& Z = Z , evident.
Xy XY
ii)Folosind identitatea de la punctul i) inegalitatea din enunt se mai scrie

2
Z (b (a _) (b) b) > z Ea — Z;z , iar pentru a demonstra ultima inegalitate, este suficient sa aratam
+c—a)lc+a- a+
. 1
a > ,
(b+c—a)c+a-b) (a+b)’

care este echivalenta cu

(a+b) >2c* —(a—-b) = (a+b+cla+b—c)+(a—b)* >0,sieste adevirati deoarece a,bsi ¢ sunt

laturile unui triunghi. Avem egalitate daca si numai dacd a =b=c.

L:162. Fie x = ! + ! 4.+ ! ,y:L+L+...+;.Arﬁtagicﬁ x<1005<y
2-3 4.5 2010-2011 1-2 3-4 2009-2010 2011
Prof. Ligia si Gheorghe Strutu, Buzau
Rezolvare: Observam ca L(L ! ( Lo ! ( ! = x(y;

2:3'1-27 4-5°3-477772010-2011 '2009-2010
+y

X
Din x<y=>x< < ¥ (1). Pe de alta parte se calculeazd x+ y si se obtine

+y:2010:> x+y _ 1005 ©
2011 2 2011

Din (1) si (2) se obtine relatia ceruta.
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Clasaa X-a

L:163. Determinati functia /' :N — Q care indeplineste simultan conditiile:
1) £(2012)=2013;

2) fx+1)= f(X)+m

Prof. Constantin Dinu, Buzau
Rezolvare: Dand valori lui x de la 1 la x-1 in relatia de la punctul b) dupa care adunand relatiile obtinute

rezulta f(x):f(1)+OL(1+2+3+...+x—l). Pentru x = 2012 stim ca f(2012)= 2013 atunci

i 2011-2012 x(x=1)
f)=2013-=— == f() =2 f() =2+ 2.

n+m

L:164. Fie n si m numere naturale. Calculati suma: —Z3k ZC C’
k=0 i+j=k
Prof. José Luis Diaz-Barrero, Polytechnical University of Catalonia, Barcelona, Spain
Rezolvare' Dezvoltand suma a doua avem:

n+m n+m

23" ZC C/ = T 23 [C C" +C, C" Tr.4C CO] Apoi, tinem cont de relatia

2n
2 i+j=k

C, Ck +C, Ck1+...+C C0 C* slobtmem:

n+m

n+m n+m

22,1 Z3k Y.cic) = 23 cr = (1+3)”+’" 4",
i+j=k
6
L:165. Rezolvatiin R ecuatia:sin x = Coszk—ﬁ
k=0

Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
2kn 2krx —
Rezolvare: Se considera ecuatia x’ —1=0, care are solutiile x, = COST +i SlnT (k 0 6)
< S 2km & . 2kx & 2km .
Atunci, ZXk = ZCOST+ iZsmT =0= ZCOST = 0 si ecuatia devine sinx =0, cu

=0 =0 k=0 =0
multimea solutiilor {kﬂ|k e’/ }

L:166. Daci 0<a, <b, si x, €[a,,b,| (k=1,2,...,n) aritati ca:
log, ((a, +b,)x, —a,b,)+log, ((a; +by)x; —asby) +..+log, ((a, +b)x, —ab)=2n.

Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov
Rezolvare: Daca x, €[a,,b, | = (x, —a, )b, —x,)>0 < (a, +b, )x, —a,b, >x7,

Asadar avem: Y log, ((a, +b,)x, —a,b,)> Y log x; =2 ) log, x, > on,| log, x, =2n.
cyclic

cyclic cyclic cyclic

) 2
. logs| x"+— 1
L:167. Sa se rezolve in R ecuatia 5 ( * j + (x +—j =9; Prof. Adrian Stan, Buzau
X

1 . . .
Rezolvare: Notim x° + — =1)0. Atunci, ecuatia data devine: stel 4 =7,
X

Cum functia f :(0;00) > R, f(¢)=5"" +¢ este strict crescatoare pe (0;00), rezulti ci ecuatia
f(t) =7 are solutie unica si anume, t =2 adica
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1
x’ +— =2 de unde se obtin solutiile: x=1, x=-1; § = {—1;1} .
X

L:168. Daci a,b,c sunt numere reale strict pozitive, si se demonstreze inegalititile:
3 2 S 1

> 21+ > .
27abc a+b+c 27abc  ab+bc +ca

DI+

Titu Zvonaru, Comanesti
Rezolvare: Folosind inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica, obtinem:

4 1 1 4 11 4 1 3
=—4+—+ —_— = Z ;
27abc 2 2 27abc 2 2 27abc 3 abe a+b+c

1) 1+ > 33

2:1+1+1233\/1-1-1:121.
27abc 27abc  27abc 27abc 2Tabc 33/ 4%b%c*  ab+bc+ca

2) 1+

8
Avem egalitate in primul caz daca si numai dacd abc = 57 sia=b=c,adicaa=b=c= 3

. 1
In al doilea caz avem egalitate daca si numai daca abc = 57 siab=bc=ca,adicia=b=c= 3

L:169. Sa se rezolve ecuatia: 2-343" —3.98" +10-28" -14-8" =0
Prof. Iuliana Trasca, Scornicesti, Olt

3x 2x X
Rezolvare:2-343x—3-98x+10~28x—14-8x=0@2-(%) —3-(%j —10-[%} -14=0.

Notam (%J =y >0 siavem 2y’ —3yz—10y—14=0(:)(2)}—7)()/2 +2y+2)=0,ecua§ia

7 AN
y2 +2y+2 =0 nu are radacini reale, ramane 2y-7=0, adica y = 5 , deci(;} = 5 < x=1.

Clasa a XI - a

4 1 1
L:170. Fie matricea A4,, =| 8 2 2|.Si se determine a,b € R astfel incit determinantul matricei
4a b b
B=x-4,,+ yl; si nu depindi de x. Prof. Florentina Popescu, Buzau
Rezolvare:
4x+y x X

det(B)=| 8x 2x+y 2x |=x"y(d4b—4a)+xy’(6+b)+y’. Se pun conditiile 4b—4a =0 si
4ax 8  bx+y
6 +b=0deunderezultaa=b =- 6;
L:171. Se consideri un triunghi 45C . Determinati multimea punctelor A din interiorul triunghiului
ABC pentru care Aria(AAMB) = Aria(ABMC)= Aria(ACMA).
Prof. Constantin Rusu, Radmnicu Sarat
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Rezolvare:  Asociem triunghiului 4BC reperul ortogonal xOyin care A(a b) C (c 0),B(0,0) cu
a,b,c > 0. Ecuatiile dreptelor AB si AC sunt:

AB :bx—ay =0;AC :bx —(a—c)y —bc = 0. Distantele de la M(x, y) la AB respectiv

M d(M,AC) =
«/a2+b2 bz—(a—c)2

] |bx—ay| Na* +b? |bx—ay|
Prinurmare: A4,,, = . = ;

Na® +b? 2 2
b be| \b* + b b
A = | x_(@-c)y- c| (a 2 | x—(a- c)y c| 5 Agye =X, Conditia din enunt se
Jb* +(a—c) 2

scrie in mod echivalent: |bx—ay| =cy= |bx—(a —c)y —bc| < S, US,US,US,, unde
g - bx—ay=cy |bx—ay=cy

Ylbx—(a-c)y-bc=ye T |bx—(a—c)y—bc=—-yc

AC sunt: d(M, AB) =

g - bx—ay =—cy |bx—ay=—cy
*lbx—(a-c)y—bc=ye ' |bx—(a—c)y—bc=—-yc
R . . . . . . a+c b
Rezolvand aceste sisteme, solutia problemei este data de solutia sistemului S, , care este x = , V= g ,

care sunt de fapt coordonatele centrului de greutate al A4BC , plus solutiile sistemelor S,,S; si S, .
Nota. O solutie sintetica (pe care o prezentdm mai jos) a fost datd de domnul Titu Zvonaru, din Comanesti.

Din enut rezultd ca Aria(ABMC) = Aria(AAMB) = %Aria(AABC) .

Deducem ca distanta de la punctul M la dreapta BC, este o treime din distanta

de la punctul A la dreapta BC, si analog pentru punctul C'si dreapta AB .

Paralela prin M la BC intersecteaza latura [AB] in D, iar paralela prin M la

AB intersecteazi latura [BC] in E . Notim A'= AM () BC . Folosind

asemanari putem scrie: D /
|_DB_MA _EA"_ BA' B4A'" 2 E A ¢

—= = = EA' = — BA'-BE=—— = —BA'= BE =
3 AB AA'" BA 3 3 3
2, 1 , BC ) , . . <
= EBA ZEBC = BA 27, deci AA’este mediand. Rezultd ca punctul cautat, M este centrul de

greutate al triunghiului ABC .

L:172. Daca X;,X,,X; sunt radacinile ecuatiei X’ =1, aratati ca:
det(x,/; — 4) +det(x,1, — A) +det(x,/; — 4) =3(1-det 4),V4A e M;(C).

Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov
Rezolvare: Avem det(x], — A) = x* —Tr(A)x> + Tr(4 )x—det 4.
Din x° =1, rezultd le =0, lexz =0, lez =0. Atunci,

cyclic cyclic cyclic

D det(x, 1y — A) =D x] —=Tr(A)D_x; +Tr(A7)) x, = > det(4) = 3—-3det(A).

L:173. Sa se calculeze lim x-(3In(x+3)+5In(x+2)—-8In(x +1)).
Prof. Adrian Stan, Buzau
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Rezolvare: Limita data este echivalentd cu lim {3x[ln(x +3)—In(x+1)]+ 5x[In(x + 2) — In(x + 1)]} =

lim(Gxln 2 1 seln %) 1im[31n(1+ilj +51n(1+L] 1=
X+

x>0 x+1 x+1 o x+1
2x
L"’l x+1
2 kY
1 1 x+1 \ 41
lim[3In| |1+ — +51n[(1+—] ] ]= 3-Ine*+5-lne' =6+5=11.
x> x+1 x+1
2

u(x)
S-a utilizat formula lim | 1+—— =e
u(x)—>0 M(X)

k(k+2) n
keNsi b = .
ey (eaz) it ke s b=20,

a) Sa se arate ca sirul (b )neN este marginit si strict crescator.

L:174. Fie sirurile (a,),_y, (bn )neN exprimate prin a, =log,
2

n

b) Si se calculeze limb, .

n—>x0

Prof. luliana Trasca, Scornicesti, Olt

Rezolvare: a) b ,, =a, , +b <b,  —b =a, . Avem
n(n+2 n’+4n+3 n’+4n+3 :
a, =log, (—2) < a,,, =log, ——————,dar 0 <———— <1, iar din monotonia functiei
2 (n+1) S n +4n+4 n*+4n+4
2
L n°+4n+3 , . )

logaritmice avem: log, ——— >log, 1< a,,, >0,deci b,,, —b,>0 = sirul (bn) este strict
> 4n+4 > neN
2 n+ 2

crescator. Deoarece b, este o suma de logaritmi, putem scrie:

1.3 2.4 3.5 (n=1)(n+1) n(n+2 +2
b,=log,| 7 —"— ( )g ) ( 2) :logln—>0
N2 34 n (n+l) 52(n+1)
ar 2l(/ln++2l) >l, folosind monotonia functiei logaritmice avem log % 2( n +1) < IOg;%ZI

Deci 0<b, <1 = sirul (bn )neN este marginit.

. . 2 1
b) Conform a) avem ¢ sirul (b, ) \ este convergentsi limb,=log, | lim nT =log, —=1
ne n—® 3 ”—”02(1’1-}-1) 7 2

ax’ +bx+2, xe[0;1)
2x* =5x+c, xe[l;3]

sa verifice teorema lui Rolle. Prof. Laura Tanase, Buzau
Rezolvare: Se impun conditiile: f continua pe [0;3], f derivabild pe (0;3) si f(0) = f(3) . Din acestea rezulta
relatiile:a+b—c=-5; 2a+b=-1;c=-1. Asadar,a=5,b=-11,c=-1;

I -1 Xy 1 0
L: 176. Fie matricele 4 = o 1/ X = . ,x,v,z,teRsi [, = 0 .

z 1

L:175. Sa se determine a,b,c € R astfel incat functia f :[0;3] > R, f(x)= {

a) Calculati A =347+ 21,55
b) Calculati A**"’;
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¢) Aflati matricele X pentru care AX=XA; Prof. Gheorghe Darstaru, Berca
Rezolvare:
6 -9 I -2010
a) A3 _3A2 +212 = ) b) A2010 = ;
0 6 0 1

¢) Din (1 _1}[)6 y]:[x y}(l _lj rezulta X:(x yj,x,yeR.
0 1 z t z t)\0 1 0 x
Clasa a XII - a

L:177. Sa se determine 7 € N pentru care numirul N =10" —2" —8 este divizibil cu 21.
Prof. Ovidiu Tatan, Ramnicu Sarat
Rezolvare: Cum 21=3- 7, stabilim forma numerelor # € N pentru care N este divizibil cu 3 si cu 7.

Avem succesiv:. (10" —2" —8) = 0(mod3) < (1-(~1)" +1) = 0(mod 3) & (2 (~1)") = 0(mod 3).
on=2-k+L,keN. Pentru n=2-k+1,keN,obtinem:
(107 = 2% —8) = 0(mod 7) & (37" = 2°" —1) = 0(mod 7) & (9" -3-2% -2-1) = 0(mod 7) <
& (24-3-2%-2-1)=0(mod 7) & (2" ~1)-(-2-2" +1) = 0(mod 7) < (2 ~1) = 0(mod 7) sau
(2-2" ~1)=0(mod 7).

Din (2k—1)50(m0d7):n=3-p,peN:>n=6'p+l,peN.

Din (22" —1)=0(mod7) considerand eventual, k =3-¢+7,7 € {0,1,2}, € Nrezulta
(2:2" 1) =0(mod7) & (2% 2" ~1) = 0(mod 7) < ((23 )2 1) = 0(mod7)

(27 -1)=0(mod7) < (r+1)=0(mod3) < r=2. Atunci,
k=3t+2=>n=2-3t+2)+1=>n=6-t+5,teN.
in concluzie, forma numerelor 7 € N pentru care N este divizibil cu 21 este n = 6-k +1sau

n=6-k+5keN.

s 2
x+sin” x
L:178. Sa se calculeze: [ =

- dx . Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
1+sinx+cosx

NN —— |y

L 2 L 2
. 6 ——t+cos ¢t ; ——t+cos ¢
Rezolvare: Cu substitutia # = — — x, obtinem : / = Iz—(— dt)= Iz+dt =J.
2 1+ cost+sint 1+ cost+sint
3 6
x V4
3 —+1 X
1+J :I 2 ——dx . Cu substitutia g — = u obtinem dx = —du si
1+ cosx+sinx 2 l+u
6

N 1 2 N B+l
2]2(—+1]J . 2du:(—+lj '[ du:(ﬂ+2)-ln .
L l4u 243
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Asadar, [ = 7[2 -In

” a+b)" —a™! .
L:179. Sa se arate ca Z—C,fa”_kbk = ( ) ,Va,be C .
+ (n+1)b
Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov
X pn X ) x+1 n+l _1 5
Rezolvare: Avem Z—Ck i J. Clx'dx = '[(x +1)"dx = Q, de unde rezulta:
0 k=0 0 n+
] X+ -1 s b . L :
ZﬁCf x= % Inlocuim x = — si rezultd cerinta problemei.
=k+ n+1)x a
[e™ +5x+3
L:180. Sa se calculeze J.zx—dx Prof. Laura Tanase, Buzau
e +x

0

Rezolvare: Vom scrie numdritorul in functie de numitor astfel, €™ —5x+3=a(e™ +x)+b(e™ +x) =
—-5x+3 —a(Zezx +D)+b(e +x)=> e —5x+3=¢e""(2a+b)+bx+a=> a=3sib=-5;

j‘e +5x+3 _3.[8 +x) —dex=31n‘e2x+x‘:)—Sx:)=3hl(€2+1)—5;
0

0 €+X €+X

0

Completari la problemele rezolvate din numerele trecute:

Clasa a VI-a :
1 35 2007 S 1

1. Aratatica —-—-—-

246 2008 1005
(in legatura cu problema G : 168, propusa de Neculai Stanciu)

Titu Zvonaru, Comanesti
4k +1 4k+3 2k +1

Rezolvare:Vom folosi inegalitatea (*) . > , adevarata pentru orice numar pozitiv k .

4k+2 4k+4 2k+3

Intr-adevir, inegalitatea (*) este echivalenta succesiv cu

(16k* +16k +3)(2k +3) > (16k> + 24k +8)(2k +1) < 16k* +14k +1> 0.
Scriind inegalitatea (*) pentru £ = 0,1,2,...,501 obtinem

1 .3 15 7 3 2001 2003 1001 2005 2007 1003

2

2 47376 8 5772002 2004 1003 2006 2008 1005
135 2007 1

si prin Inmultire rezultd ca—-—-—-

>
246 72008 1005

2. Sa se arate ci in sirul x, = 55...51,n € N exista o infinitate de numere compuse nedivizibile cu 3.
(In legatura cu problema G : 169 , propusi de Ovidiu Tdtan )

Titu Zvonaru, Comanesti si Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare: Numirul 17 este prim si 51 =3-17 .Cu mica teorema Fermat obtinem ca 10"~ —1 este

divizibil cu 17.Deducem ca numarul 99...9 este divizibil cu 17 si cum 99...9=9-11...1, rezultd ca
16 16 16

x;; =55..51=100-55...5 4+ 51 este divizibil cu 17; deducem ca numerele x,q,,,, kK € N sunt divizibile cu
— —
17 16
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17. Suma cifrelor numarului x,,,, este 80k + 6, si dacd & nu este multiplu de 3, atunci nici x,,;,, nu este

multiplu de 3.

3. Sa se arate ca 3,5<1+%+%+...+—<4,6.

(In legatura cu problema G:208, propusi de Lacrimioara Nistase)
Titu Zvonaru, Comanesti

1 9

1 1
Rezolvare: Fie § =1+ —+—+...+ — . Folosind inegalitatea cunoscuta —+ —+—> ———,
2 3 a b ¢ a+b+c

inegalitatea dintre media armonica si media aritmeticd obtinem:
S=1+ l+l+l +...+ L+i+i 21+2+2+...+i:1+1+l+ l+l +
2 3 4 23 24 25 9 18 72 2 \3 4
+ l+l+l+l >25+ l+l + l+l+l+l =2,5+l+l=3,5.
5 6 7 8 4 4 & 8 2 2
: 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1
Maiavem: S =L5+| -+ —+—=|[+| -+ =+.. + — |+| =+ —+..+— |+ —+—=<
3 45 6 7 11 12 13 23) 24 25
<L5+ l+—+— + l+1+...+l + L+L+...+L +L+L:1,5+1+1+1+L:4,6
3 3 3 6 6 6 12 12 12) 20 20 10

6ori 120ri

Observatie. Procedand similar, inegalitatea din stdnga se poate generaliza astfel:

1+l+l+...+;>2+£,unde treN.
2 3 3-2"+1 2

Clasa a IX-a
4. Sa se demonstreze ci in orice triunghi ascutitunghic avem:
-b)(p—-c —-c)p—a —a)(p-b bc ca ab
(p )gp ) (p )(219 ) (p )gp ) be @ @b
a b c 2b"+c”) 2(c"+a’) 2a +b7)

(In legaturd cu problema L : 135, propusa de Constantin Rusu.)

Titu Zvonaru, Comanesti
Rezolvare:
Dupa inmultirea cu 4, inegalitatea de demonstrat se poate scrie

2 2 2 2 2 2
a” —(b-c) +b —(c—a) L —(a->b) < 2bc 2ca 2ab

+ + 1 Avem:
2 b2 P b24c? S +d’ ai+b? (1)
2be _a’=(b=c) _(b-o) () 2bc )_(b-0) (b-c)"
b* +c? a’ e B +c?) a b +c?
2072 2 2
= (b c)2 (b2 al c2 a) > 0, deoarece triunghiul este ascutitunghic.
a (b”+c”)

Scriind inca doua relatii similare, prin adunare obtinem inegalitatea (1).
Avem egalitate dacd si numai daci a=b=c.

1
5. Fie x, y,z numere reale astfel incit — + —+— = 4 si x® + y2 +2z%> =9. Si se demonstreze ci

Xy
9 .
|xyz| = 5 (In legatura cu problema L :118, propusa de Neculai Stanciu)

Titu Zvonaru, Comanesti
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Rezolvare: Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakovschi-Schwarz, avem:

2
(x2 +y? +22{L2+iz+%j2(\/x2 -L2+\/y2 -inrJzz %J ,adicd 9-4 =36,
xT y oz X y z

2 2 2 4 4 2 2
. . .. X z z z
asadar avem egalitate, ceea ce inseamnd cd — = N T I S
1 4 3 4 9 2 3
x2 y2 ZZ

Inlocuind in relatia x* + y* +z° =9 deducem cd x> +2x° +3x° =9

3.9 81 9
si 1n final (x2 ,y2 ,22): (5,3,5} rezulta imediat x2y222 = ?, adica |xyz| = 5

Erata

1) SM, nr. V1/2010

-Solutia corecta pentru problema L :101(pag.22) este urmatoarea:

avem x+y+zz\/g+\/;+\/;:20—\/ﬁ—\/§—\/ﬁ (*), si atunci
min(x+ y+z) = 20—@—5—@, atins pentru x =y =z =%(20—\/§—\/§—\/5)
(deoarece atunci avem egalitate Tn inegalitatea (*)).

2) SM. nr. VII/2011

- In articolul de la pagina 3, se vaciti a, € R, deci relatia (2) este inegalitatea mediilor nu o

extindere a sa;
- Solutia corecta pentru problema L:140 este urmatoarea:

217 = x? +i222,/x2 xiz =2=1-y>>1=y”> <0, deci S ={1,0)(-1,0)}

X
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» Stiinta nu este urata decat de ignoranti”,
Oxenstierna

Probleme propuse

« INVATAMANT PRIMAR

P: 208. Bunicul are in ferma lui rate, curci si vaci, 90 de capete in total. Daca numarul curcilor este de doud
ori mai mare decét al ratelor, iar numarul vacilor este cu 10 mai mic decét al curcilor, aflati numarul total al
picioarelor animalelor din ferma bunicului.

Inst. Anton Maria, Grup Scolar Berca

P: 209. Suma dintre jumatate din varsta unui lup si un sfert din aceasta varsta este 18.  Cati ani are lupul?
Inst. Anton Maria, Grup Scolar Berca

P: 210. Intr-un parc sunt 382 de tei, castani si stejari. S se afle cati pomi sunt de fiecare fel in parc, daca
stejarii si castanii la un loc sunt 258, iar stejarii sunt de 2 ori mai multi decét castanii.
Prof. Branza Cristian , Buzau

P: 211. Mama a cumparat 6 boluri mari si 6 boluri mici. Ea a platit vanzitoarei 714 lei. Céat costa un bol
mare, daca unul mic costad 67 de lei? Rezolvati in doud moduri.
Prof. Dragan Cornelia, Berca

P: 212. Calculati 5a + 7b + 5¢ + 7d stiind caa+b + ¢ +d =50 si a + ¢ = 20.
Inv. Lupsan Ion, Plescoi

P: 213. Reconstituiti adunarea: MAC + AC + C = 5M8.
Prof. Lupsan Nicoleta, Berca

P: 214. Un tata are 48 de ani si 4 copii care au varstele de 6, 8, 10, respectiv 12 ani. Dupa cat timp tatal va
avea varsta egald cu suma varstelor copiilor la acea data?
Prof. Lupsan Nicoleta, Berca

P: 215. O carte de matematica costd 54 de lei, iar una de lectura cu 23 de lei mai putin. Daca se cumpara
cate una din fiecare fel, ce rest se va primi de la 86 de lei?
Inv. Marchidanu Florica, Berca

P: 216. Un numar se inmulteste cu 10, la rezultat se adauga 532, apoi rezultatul obtinut se imparte la 2 si se
obtine 501. Care este numarul cautat?
Inv. Marchidanu Florica, Berca

P: 217. Media aritmetica a trei numere este 75. Al doilea numar este cu 25 mai mare decat primul si cu 25
mai mic decat al treilea numar. Aflati numerele.

Prof. Marinescu Gabriela, Stancesti, Vadu-Pasii
P: 218. Lungimea unui teren este 369 m, iar latimea reprezintd cinci noimi din lungime. Stiind ca 1 m de
sarma costa 20 de lei, care este costul sirmei necesare imprejmuirii terenului?

Prof. Marinescu Gabriela, Stancesti, Vadu-Pasii

P: 219. Georgeta a cumparat de la piata 5 kg de mere si 8 kg de struguri, platind in total 29 lei. 1 kg de mere
costa de 3 ori mai putin decat 1 kg de struguri. Cat costa impreuna 1 kg de mere si 1 kg de struguri?
Prof. Marinescu Gabriela, Stancesti, Vadu-Pasii
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P: 220. Perimetrul unui dreptunghi este de 90 de metri. Stiind ca lungimea sa este de 4 ori mai mare decat
latimea sa, aflati dimensiunile dreptunghiului.
Inv. Anton Florica, Rm. Sarat

P: 221. Suma dintre sfertul unui numar si dublul altuia este 625 . Sa se afle numerele stiind ca primul este de
doua ori mai mare decat al doilea .
Inst. Marin Marcela , Rm. Sarat

Clasa a V-a

G: 270. Aratati ca fractia M este reductibild, unde n € N,

50n+1
Prof. Doina Stoica, Mircea Mario Stoica, Arad
G: 271. Aflati numerele de patru cifre (diferite intre ele) care se termina cu 2, sunt multiplii de 4 i au suma
cifrelor 2.
Prof. Mariana Mitea, Cugir, Alba
G: 272. Aflati restul impartirii la 97 a numarului N =164899...9 .
2007 cifre
Prof. Tuta Luca, Buzau
G: 273. Sa se afle numerele prime de doud cifre care impartite la rasturnatele lor care sunt prime dau catul
si restul tot numere prime.
Prof. Gheorghe Ghita, Buzau
G: 274. a) Precizati cate numere naturale sunt divizori ai numarului 1225. Scrieti multimea divizorilor
naturali ai acestui numar.

b) Aritati cd numarul 1a05 are un numir par de divizori naturali.
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
G: 275. Fienumarul a=7+21+35+49+...+1421.

a) Aratatica 3|a
b) Sa se determine cel mai mic numar natural de doua cifre b, astfel incat produsul a- b sa fie patrat
perfect. Prof. Valerica Rosu, Rm. Sarat

G: 276. Sa se arate ci existd numerele naturale nenule, X, y, z astfel incat x4 y3 +2°=2016".

Prof. Ana Panaitescu, Rm. Sarat
G : 277. Fie numarul a =1234567891011...2012, unde cifrele sunt obtinute, scriind numerele naturale de la
1 1a2012. Care este a 2012- a cifra ?

Prof. Cornelia Gurau, Moinesti, Bacau
G: 278. Aflati a,b,c,d € N* astfel incat si avem a’ +b° +¢ =dd .
Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova

Clasa a VI-a

G: 279. Rezolvati in multimea Zx 7Z ecuatia xy+7x—6y =52.
Prof. Doina Stoica, Mircea Mario Stoica, Arad

2a+2b+7% b* 42

G: 230. Sa se arate ca = > o1 2
2a+2b+3 b* +3

Va,be N’

Prof. luliana Trasca, Scornicesti, Olt
G: 231. intr-o luni oarecare, diferiti de luna februarie, trei duminici cad la date cu sot. In ce zi a saptimanii
cade data de 25? Prof. Tuta Luca, Buzau
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G: 232. Sa se determine cel mai mare numar natural 7 pentru care urmatoarea problema are solutie unica:
“Bogdan, Nicu si Titu au impreuna 7 mere. Aflati cate mere are fiecare dintre ei, stiind ca Nicu are de trei ori
mai multe mere decat Bogdan, iar Titu are mai multe mere decat Bogdan si mai putine decat Nicu.”
Titu Zvonaru, Comanesti si Neculai Stanciu, Buzau

G: 233. Sa se rezolve ecuatia:

x+(x=Dx+x-Dx> +..+(x-Dx"=2011"" ne N ,xe N - {l}.

Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
G : 234. Aritati cd numirul a = 444..4222..2 —666...6444 este patrat perfect, ne N .
R bbb ARINACA AL
n cifre n cifre n cifre

Prof. Marin Simion, Rm. Sarat
G: 235. Gasiti a,b € N*, a)b astfel incat 2011=a” —b>. Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova

G: 236. Un muncitor poate executa o lucrare in 6 zile, iar altul in 9 zile. Ei lucreaza impreuna un numar
oarecare de zile la lucrare, dupa care al doilea muncitor termind lucrarea in 4 zile. Céate zile au lucrat
impreuna muncitorii?

Prof. Lacrimioara Nastase, Padina, Buzau

G: 237. In triunghiul ascutitunghic ABC, in care m(ﬁ) ) m(a ) si M este mijlocul laturii (BC),

mediatoarea laturii (BC) intersecteaza dreptele AB si AC in E, respectiv, F. Sa se arate ca daca

EM 1 EA 1 . AF 1 . <
—=—, atunci—=—§1 —=— . Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
EF 2 EB 3 AC 4

G: 238. Se dau punctele A, B, C, D, E coliniare luate in aceasti ordine, iar a, b, ¢, d lungimile segmentelor
[AB], [BC], [CD], [DE].
a) Dacd a — 2011=b+2010=c — 2012=d+2009 , scrieti in ordine crescitoare a lungimile segmentele date.

b) Dacd AE = 100m, aflati lungimile segmentelor exprimate in cm.

c¢) Aflati lungimea segmentului [MN], respectiv [PQ], unde M, N, P, Q sunt respectiv mijloacele segmentelor
[AB], [BC], [CD], [DE].
Prof. Mariana Mitea, Cugir, Alba

Clasa a VII-a

2 J—
G: 239, Aritaticd 1959+ 1>+ 1y 43706 de n1=1.2-3 o0, neN*,
21731 41 50!

Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
G: 240. Sa se arate ca dacd a+b+c+d =2011unde a,b,c,d eR, * atunci

2011 2011 2011 2011
T+ >
a b c d

16. Prof. Gheorghe Strutu, Buzau

G: 241. Aratati ca numarul \/200920]0 +2010%" +2011°°" +2012°°" + 2013 este irational.
Prof. Gheorghe Darstaru, Buzau

G: 242. Determinati o proportie in care suma extremilor este 23 , suma mezilor este 17 si suma patratelor
tuturor termenilor este 578.
Prof. Marin Simion, Rm. Sérat
2012x+1

G: 243. Sa se determine valorile lui x, numere intregi, pentru care fractia. —————— este ireductibila.

2013x+2
Prof. Valerica Rosu, Rm. Sarat
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G: 244. Comparati numerele @ =+/2009 ++/2010 si b =~+/2008 ++/2011.

Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova

G: 245. Aflati aria triunghiului ABC stiind ca AB + AC = 20 cm si cé distanta de la intersectia dreptei BC cu
bisectoarea unghiului «xBAC la dreapta AB este egald cu 8 cm.
Prof. Lacrimioara Nastase, Padina, Buziu

G : 246. In interiorul dreptunghiului ABCD luim punctul P si construim in exteriorul siu BT L PB,
AR L AP cu AR =PC i BT =DP. Aratati ca PR =PT.

Prof. Ion Radu, Bozioru, Buzau
G: 247. Sa se determine masurile unghiurilor unui triunghi, stiind ca trei dintre unghiurile sale exterioare au
masurile proportionale cu numerele 11, 11 si 14 si suma masurilor celorlalte trei, egala cu 330°

Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

G: 248. Se considera un segment [ BC]pe care luam un punct D . In punctul D se ridici perpendiculara pe
segmentul [BC]. Fie M un punct variabil pe aceastd perpendiculara. Daca BD =3cm, DC=12 cm,
DM = x cm, atunci se cere:
a) Pentru x = 6 cm si se afle raza cercului circumscris triunghiului BMC ;

b) Si se afle valoarea lui x pentru care m(<BMC) <90°;

¢) Si se afle valoarea lui x pentru care m(<xBMC)>90° .
Prof. Constantin Rusu, Rdmnicu Sarat

G: 249. Fie triunghiul ABC cu m(;l) =60". Si se arate c lungimea inaltimii din varful 4 este data de

bc\/g

2a

relatia /1, = , unde notatiile sunt cele obisnuite.

Prof. Tuta Luca, Buzau

Clasa a VIII-a

G: 250. Rezolvati ccuatia H|x ~1]-2|- 2009\ =2008, xeN.

Prof. Doina Stoica, Mircea Mario Stoica, Arad
G: 251. Si se arate ca x(x—10)(x* —10x +36)+324)0, Vx e Q. Prof. Ligia Strutu,Buzau

G: 252. Si se determine functia liniard  f : R — R, astfel incat sa aiba loc relatia :
fQBu+v)+ f(5u+3v)=8u+8v+6, in cazurile : I)u este argument si V € IR ;II) v este argument si

uelR.
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

G: 253. Sa se arate ¢ numirul @ =20102011* +2-20102010* +4-20102011—1 este patrat perfect.
Prof. Valerica Rosu, Rm. Sarat

G: 254. Aratati ca daci @ € R—Q,n =10 (ke N*), si M = {{a}, 2a},..{(n + D)}, unde
{-}reprezinté partea fractionara, atunci multimea M contine cel putin doud elemente diferite care au primile
k zecimale aceleasi.

Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov
G: 255. Daci a,b,c sunt laturile unui triunghi si a’ +b° +¢* <ab+bc+ca, atunci triunghiul este

echilateral.
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat



=. - PROBLEME PROPUSE -
G : 256. Volumul unei piramide triunghiulare regulate este 288 \/5 dm” | iar distanta de la centrul bazei la o

fata laterala este de 48 dm . Sa se determine aria laterala a piramidei .
Prof. Marin Simion , prof., Rm. Sarat

G: 257. Un rezervor are forma unui paralelipiped dreptunghic cu una din dimensiuni egala cu media

aritmetica a celorlalte doua, Stiind ca suma celor trei dimensiuni este 27 m si aria totala de 428 m* aflati
capacitatea 1n hectolitri a rezervorului.
Prof. Tuta Luca, Buzau

Clasa a IX-a

L: 181. Sa se demonstreze ca in orice triunghi ABC are loc inegalitatea:
\/ 2ap +bc + \/ 2bp +ac + \/ 2cp+ab <2P, ., unde notatiile sunt cele obisnuite.
Prof. Mariana Mitea, Cugir, Alba

T — , S NO
L: 182. Daci x, € (O,EJ ,k =1,n, atunci, aratati céZ(Slnxk +tgxk)> 2n-80x, X, X,
k=1
Prof. D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti
a b c d 243
+ + + > :
b+c c+d d+a a+b 3
José Luis Diaz-Barrero, Polytechnical University of Catalonia, Barcelona, Spain

L: 183. Aratati ca daca a,b,c,d > 0, atunci: 1+1(

L: 184. Aratati ca existd numerele naturale x;, (i =1, n)distincte astfel incat Zx,f este o 4p + 1 putere
k=1

perfecta, si Zx,? un patrat perfect. Prof. dr. Mihaly Bencze, Brasov
k=1

L: 185. Daca a,b,c sunt laturile unui triunghi care nu este obtuzunghic si
a'b* +a'c? +b'a* +b'a’ + bt +ctat +c*'b? <ab +b° + ¢ +2a%b% P,
atunci triunghiul este dreptunghic.
Prof. Constantin Rusu, Rdmnicu Sarat

L: 186. Fie /:[2;0) >R, f(x)=yx—142vx—2 +x+7—63x—2 .
Sa se determine functia g : R — R cu proprietatea (f o g)(x)=2x+1,Vx)11.
Prof. Adrian Stan, Buzau

Clasa a X-a

L: 187. Sa se determine m € R astfel incét inegalitatea log, (logx2+2[(m ~Dx* +2(2m—3)x+5m— 4]))0

sa fie adevarata pentru orice x real.
Prof. Florentina Popescu,Buzau



- PPROBLEME PROPUSE -

a\’ a\’
[oe5) (o) onng
c
L:188. Daci a,b,c € (l,oo)si bc < a® , atunci aratati ca ¢ Eq —21.
log, ab log, ac a
log, —
bc
Prof. D.M. Batinetu — Giurgiu, Bucuresti
L: 189. Fie un sir (x,) .5

de numere 1n progresie aritmetica in care x; > 1si ratie pozitiva. Sa se arate ca:
lg? x, +1g* x; +1g% x, +...+1g” x, | >lgx, lgx; +lgx, lgx, +1gx; lgxs +..+lgx, ,lgx,

. 1
L:190. Aratati ca daca z € C astfel incat |z + —
z

Prof. Gheorghe Ghita, Buzau

:\/g, atunci [\/EZ_IJ S|Z| S(\EHJ .

2
Prof. dr. Mihaly Bencze, Bragov
L: 191. Sa se calculeze partea intreagd a numarului a = log, 8+1log, 2-log, 7.

L: 192. Sa se rezolve ecuatia:

x+y 1005 1005

Prof. Adrian Stan, Buzau

+2011=+/2011x—2010 ++/2011y 2010 .
x oy

Prof. Mitea Mariana, Cugir, Alba
12x
1 1
L: 193. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia: (% + j = (

1Y (1Y
— — |+ =
Kb 125} (16}

Prof. Delia Ileana Basch- Naidin, Caracal, Olt
Clasa a XI-a

L: 194. Daci 4,B e M, (Z) si det(4+1936-B)= 0, atunci aritati ca 75 divide det(4+2011-B).

Prof. D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti si Neculai Stanciu, Buzau
L:195. Sa se arate ca

det(A4™" +20107,) =2011" det(A).

daca

Ae M, (C)astfel  incat A*=24-1 ,

., atunci

Prof. Gheorghe Ghita, Buzau
L: 196. Fie 4,B € M,(C) doui matrice pentru care avem det(4™'"' + AB — BA) = (det 4)*"" . Aritati
ca:

a) (AB-BA) €0,

b) det(4+ B+ AB— BA) = det A+det B+det(AB— BA), Tr(AB)=Tr(A)-Tr(B)

Prof. Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
. x+4x-5
L: 197. Si se calculeze limx-In

X—>0

-~ Prof. Adrian Stan, Buzau
x"+3x-10
L:198. Fie functiile f:R —> R si g:R — R. Stiind ca f este o functie para, iar

2x° ,

g(x)= (% +3] -f(x)+2x , s se calculeze g (O) .

Prof. luliana Trasca, Scornicesti, Olt



i
& - PROBLEME PROPUSE -

Clasa a XII-a

. 1 5 ..
L:199. Rezolvand ecuatia x° —x ——= = 0si se demonstreze relatiile:

33

V4 b4 Tr 1 ) T , S , 1 A T Y4 s 3
a) COS—:Cc0s—-Ccos— =—; b)cos” —+cos"—+cos” — =c0s" —+Cc0s —+C0S — =—;
9 9 9 8 9 2
V4 Sx Tr 3 )
¢)cos’ 9 +cos’ ) +cos’ ) = 3 Prof. Ovidiu Tatan , Rimnicu Sarat

L:200. Daci a,b <R (a <b)si f :[a,b]— R este o functie continui cu proprietatea ci

j)-f(x)dx = 2011, atunci calculati: 'lix(f(x) + fla+b- x))a’x .

' ' Prof. D.M. Bitinetu — Giurgiu, Bucuresti
2

L:201. Sase calculeze:j %+ dx.

x2011+x2007 +x4+1

1
2
Prof. Gheorghe Ghita, Buziu

L:202. Fie f:[0;1] > R o functie continua astfel incat J- f(t)dt < %’ Vx e[0;1] . Aratati ca
0

[(F -1 >

Prof. Florin Stinescu, Gaesti, Dambovita

n+l
L: 203. Sa se demonstreze inegalitatea: e?” <e—1,Vn>2.
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

n+l1
L: 204. Fie f o functie polinomiald cu proprietatea J. f(x)dx=2n", VneN*. Sise calculeze

n

suma S = z f(k). Prof. Adrian Stan, Buziu
k=1

L: 205. In planul XOY un melc pleaci din punctul A( 2;2) si merge pana in B(3;%T7) strabatand

graficul unei functii continue f :[2;3]— (0;0). Melcul constata ca in orice punct M(x;y) ar fiel ,
situat pe graficul functiei, diferenta dintre o patrime din produsul coordonatelor punctului M si aria
subgraficului functiei f pe [2;x] este egald cu 1. Demonstrati ca:
a) feste derivabild pe [2;3]sica x- f'(x)=3f(x);
b) Determinati functia f;

Prof. Constantin Dinu, Buzau

“Invatatura nu se obtine prin sansa; trebuie cautata cu ardoare si
frecventata cu sarguinta”

Abigail Adams




- CALEIDOSCOP MATEMATIC - @

» Un prost nu spune lucruri inteligente,
dar un inteligent spune multe prostii’’.

EEL INﬂl G.Ibriileanu

ﬂ Caleidoscop matematic

1. “Folositi doua cifre de 4 si operatii/functii matematice pentru a obtine rezultatul 10. Aceeasi
problema pentru doua cifre de a, unde a € {6,7,8,9}.”
Titu Zvonaru, Comanesti

2. Am doud luméinari care ard la fel de repede, pe toata lungimea lor, fiecare
timp de cate o ora. Cum putem masura cu ajutorul celor doua luméanari (fara ﬁ ﬁ

sd le masuram, indoim sau rupe) trei sferturi de ora?
3. Cum se poate sa iei 1 din 19 si sa ramana totusi 20?

4. Intr-o tigaie incap numai doui chiftele. Stiind ci pentru a prijii o chiftea este nevoie de a fi
pusa ciate un minut pe fiecare parte, care este timpul minim in care se pot prajii trei chiftele?

5.
¢ o s e
oo & o
b e ®
R
'_._J. ._ ----- -. ------ .: .___-.____.-___.I L LI B I B )
[43=2° 143+5=3" 143+5+7=4"  143+5+7+. +2011=.7
Raspunsuri: 1. Daca [x] este partea intreaga a lui xsi n!=1-2-3-...-n, avem:

—|-vara|=10; Vo :6]=10:7-|-v7|=10:8+ |[V8]=10:~[-9.9]=10.

2. Aprindem 1in acelagi moment ambele luméanari, una la un capat si cealalta la ambele. Cand aceasta din urma
se stinge, a trecut o jumatate de ord. Aprindem lumanarea ramasa, care a ars pe jumatate, la ambele capete.
Cand aceasta se stinge a trecut incd un sfert de ora. Deci , din momentul aprinderii si pana ce a doua lumanare
se stinge, au trecut trei sferturi de ora.

3. Scriu 19 cu cifre romane XIX.. iliaupel... si rimane XX adica 20 !

4. Timpul este de 3 minute. Se prajesc doua chiftele un minut pe o parte, se scoate una, se pune cealalta , iar
cea ramasa 1n tigaie se Intorce. Se prajesc un minut. Se scoate chifteaua prajita pe ambele parti, se intorce cea
ramasa si se pune la prajit cea scoasda dupa primul minut. Se prajesc inca un minut si astfel sunt toate prajite pe
ambele parti.

5. Cum, 3=22-1, 5=2-3-1, 7=24-1, .......... , 2011=2-1006 -1, atunci, 1+ 3+ 5+ ...+ 2011 = 1006°.



- RUBRICA REZOLVITORILOR -

Rubrica rezolvitorilor de probleme

Scoala cu clasele I-VIII “Vasile Cristoforeanu” Rm. Sirat:
Clasa a VIII-a : 45p-Buterez David, Sirbu Claudiu, 40p- Chiriac Andrei, Doni Alina, 32p- Parlog Valentin, Baciu Diana Valentina,
Tudorache Alina, Neagu Daniela, Lazar Elena ,Vlad Oana Andreea, Tasca Valentin, Banu Calinut ; Prof. Marin Simion;

Scoala cu clasele I-VIII, Smeeni.

Clasa a VI-a: 20p. Chiriacescu Roxana, 18p. Nica Camelia, Tescan Irina;

Clasa aVII-a: 35p. Bulgarea Alexandra; 30p. Neacsu Laura.

Clasa a VIII- a. 40p.Scarlat Roxana; 34p.Vasile Cristina, Marin Valentina; Prof. Stanescu Ion.

Scoala cu clasele I-VIII nr. 1, Padina.

Clasa a I'V-a: 35p. Nastase Teodora;

Clasa a V-a: 20p. Draghici George, 18p. Dréaghici Silvan, 16p. Dumitroiu Andreea, 12 p. Mircescu Corina, 10 p. Balica Gabriela,
Jega Cristina, Herta Adelina, Cilin Elena;

Clasa a VI-a: 30p. Bocioaca Andreea, 26p. Dumitru Georgiana;

Clasa a VII-a: 36p. Nastase Daniel; 28p. Fleoarca Andreea, Dumitrache Diana, 25p. Ciocan Mirela Vasilica Prof. Licrimioara
Nastase.

Scoala cu clasele I-VIII, “Tristan Tzara” Moinesti, Bacau. .

Clasa a V-a: 16p. Munteanu Gheorghe, Lila Ionut, Olaru George, Ulia Maria;

Clasa a VI-a: 10p. Bobocea Laurentiu;

Clasa a VII-a: 22p. Armeanu Ana , Martin Adrian, Manea George, Murariu Vlad, Ciobanu Eduard,

Clasa a VIII-a : 34p. Agavriloaie Bianca, Macadan Ioana, Dudau Codruta, Botezatu Georgiana, Ciubotaru Alexandru, Cuceac
Vicentiu. Prof. Cornelia Guriu.

Scoala cu clasele I-VIII “Gh. Popescu “ Mirgineni —Slobozia, Olt
Clasa a V-a: 12p. Trascd Ionut- Vladut, Ene Daniela- [uliana, Vochin Ioan — David, Moisescu Denis, Costea Nicoleta, Nedelea
Adrian Ilie; Prof. Iuliana Trasca.

Grupul Scolar ,,Costin Nenitescu”, Buziu:

Clasa a IX-a: 10p. Tudor Madalin, Tureac Andrei, Dragomir Ionut, Grozea Cosmin, Pirnog Georgiana, Neagu Costin, Ciopec
Corina, Dobrin ITulian, Picu Elena Daniela, Borcea Eduard, Sterpu Denisa, Stoian Cristina, Toader Florinel, Toma Ionut, Brinzoiu
Maria, Marinescu Madalin, Sicaru Gabriela,

Clasa a X-a: 24p. Feraru Andreea, Pertea Larisa, Marcu Cristina, Lica Adriana, Gheorghitd Dinel, Dinu Madalina ;

Clasa a XI-a: 35p- Zaharia Madalina, Bisoceanu Aura, Soare Manuela, Lixeanu Daniela, Tabara Stefan;

Clasa a XII-a: 40p- Vlad Iulian, Dinu Alin, Antemir George, Dima Octavian, Anghel Sorin; Prof. Stan Adrian.

Scoala cu clasele I-VIII “George Emil Palade “ Buzau

Clasa a VI-a: 10p. Burada Andrei, Stan Eduard, Marin Cristian, Vaceanu Ramona, Duca Miruna, Mutuliga Teodor, Sandu
Alexandra, Serban Ionut, Stefanescu Raluca.

Clasa a VII-a: 16p. Mardale Cosmin, Mantoiu Antoniu, Rdican Mihaela.

Clasa a VIII-a: 24p. Radu Bogdan, Zwak Eduard, Dima Lucian, Apostol Alice, Cojanu Elena. Prof. Neculai Stanciu.

Scoala cu clasele I-VIII, nr. 1 Rm Sarat.
Clasa a VI-a: 10p. Jercan Adrian, Nacu Catélin.
Clasa a VII-a: 26p. laru loana Victoria, Vasile Dragos Mitrut, Rapeanu Miruna. Prof. Valerica Rosu.

Scoala cu clasele I-VIII, nr. 2 Cugir, Alba.
Clasa a V-a: 16p. Codrea Maria, Codrea Marian, Muntean loan, Molodet Dragos, Siderias Alexandru;
Clasa a VIII-a: 20p. Bortoc Adrian, Codeanu Andrei, Dan Andreea, Vinersar Catalin; Prof. Mariana Mitea.

Grup Scolar Tehnic ,, Sf. Mucenic Sava”, Berca, Buziu.
Clasa a I'V-a: 19p. Badea Teodora, Bratosin Cosmina, Ciupag Alin, Dinu Alexandru, lonitd Lorena, Moldoveanu Andreea, Papatoiu

Andrei, Popa Madalina, Solca Roxana, Téatulescu Razvan, Prof. Lupsan Nicoleta.

Profesorii si elevii care doresc sa trimitd materiale pentru revista, constind in articole, exercitii si
probleme cu enunt si rezolvare completi, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a mbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e mail: ady_stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate in
Word 2003-2007) , fie scrise de mana si scanate. Materialele primite trebuie sa fie originale si sa nu mai
fi fost trimise sau sa mai fie trimise si citre alte reviste.

Data finald pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numarul 9 al revistei
» SCLIPIREA MINTII” va fi 1 Martie 2012.
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