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» Multi oameni de valoare nu se pot arata
asa cum sunt din cauza ca stapanesc cei rai ”’.

Euripide
Istoria Matematicii

MIHAIL MANOILESCU
O personalitate de exceptie - premiant la matematica
(1891-1950)

de prof. Neculai Stanciu, Buziu

,.Dintre toate pacatele pe care omul politic poate sa le faca, cel mai josnic este acela de
a sacrifica interesele statului pentru acelea ale partidului. (...). Se intimpla adesea ca spiritul
de partid sa fie mai tare decit patriotismul.* (p. 197)
S-a nascut la Tecuci la 21 decembrie 1891. A strilucit, deopotriva, ca elev, student,
profesor, inginer, economist, orator, sociolog, publicist, istoric, eseist, industrias si
politician. A disparut, absurd si nedrept fiind o victima a unei istorii potrivnice care l-a
impiedecat sia se realizeze pe deplin. Ca elev a fost premiant al Concursului Gazetei
Matematice n anii 1907, 1908 si 1910. La banchetul din anul 1910, unde au participat elevi si profesori,
Mihail Manoilescu a recitat, aclamat de asistentd, un poem lung de 124 de versuri, “Realism §i poesie”, care
a fost publicat in suplimentul cu recreatiuni nr. 9 din mai 1910 al Gazetei Matematice. In acest poem sunt
exprimate sentimente cu ajutorul notiunilor matematice:

Calculand cu logaritmi unghiul sufletului tau,

L-am gasit destul de mare ca sa-ncap in el §i eu,

Nu cer prea mult de la tine, nu am nici un gand demonic,
Numai ca doi buni prieteni sd fim in raport armonic.

Mihail Manoilescu, a intrat primul la Scoala de Sosele si Poduri in 1910 si a terminat ca sef de
promotie in 1915. In 1928 a elaborat in limba francezi(stia la perfectie franceza, italiana si germana)
volumul “La théorie du protectionnisme et de I’echange international”, aparut in august 1929 la Editura
Giard din Paris. Aceasta este opera lui capitald, despre care Costin Murgescu a scris: La aproape sase
decenii, lucrarea lui fundamentald si-a croit drum in intreaga lume, ea constituie prima strapungere
romaneasca in gandirea economica universala si a intrat definitiv in istoria doctrinelor economice moderne,
fiind citatad 1n studii de specialitate, cursuri universitare, tratate si enciclopedii, dar nu a vazut pana in 1986
lumina tiparului in limba roména. La 9 iunie 2000, a avut loc o Intdlnire la sediul AGIR intre reprezentantii
corpului diplomatic, ai tarilor din America Latind si mari personalitati ale ingineriei romanesti. Excelenta Sa,
domnul Jeroninio Moscardo de Sousa, fost ministru de stat al Culturii din Brazilia, fost membru al
Consiliului Executiv al UNESCO, ambasadorul Braziliei la Bucuresti, de atunci, in discursul sau intitulat
“Influente reciproce” a calificat Romania “ca o putere culturald, care a influentat Brazilia in doua momente
decisive: la dobandirea independentei intelectuale prin Tristan Tzara si in realizarea independentei
economice prin Mihail Manoilescu.” In ce priveste contributia romaneascd in organizarea economiei
braziliene, remarcdm influenta imensa pe care inginerul Mihail Manoilescu a avut-o in anii 30, cand in
Brazilia aveau loc numeroase discutii privind avantajele i  dezavantajele industrializarii.
In anul 1932 a fost tradusi in Brazilia cartea lui Mihail Manoilescu “Teoria protectionismului si a
schimburilor internationale”, care a devenit “biblia industriasilor brazilieni”, autorul devenind un mentor
al gandirii economice pentru brazilieni.

Mihail Manoilescu, a fost: Director in Ministerul Industriei si Comertului in 1920; Subsecretar de
Stat la Ministerul de Finante in 1924 ; Ministru al Lucrarilor Publice si Comunicatiilor in 1930; Guvernator
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al Bancii Nationale in 1930; Ministru al Industriei si Comertului in 1931; profesor de economie politica la
Scoala Politehnica din Bucuresti intre anii 1931-1944; senator; presedinte al Asociatiei Generale a
Inginerilor din Romania (AGIR) intre anii 1935-1940; presedinte la Sectia Romana a Camerei Internationale
de Comert; Ministru de Externe in 1940. Detinut politic din 1948 la Ocnele Mari si Sighet, moare in 1950
datorita regimului de exterminare la care este supus.

,Partidele sunt de un sectarism, de o rautate si de o violentd care depasesc orice limitd, deoarece instinctele
crude pot sad-si dea, in sinul acestora, acoperirea unei autoritati colective.” (p. 223)

,In timp ce dictatura aluneca pe panta pieirii ei, suprimind critica, democratia isi consuma prestigiul sau si pe
acela al natiunii, exagerind-o0.* (p. 253)

»lrebuie sa se recunoasca faptul cd in toate tarile, chiar si in statele cele mai evoluate, guvernul trebuie sa
exercite fatd de mase o functiune de educatie. Din aceastd functiune deriva atit ceea ce trebuie si faca
guvernul pentru ca sa ridice moralitatea vietii publice, cit si, mai ales, ce nu trebuie sa faca niciodatd. Orice
educator este obligat sd dea dovada de decentd si sd aiba o tinutd corespunzatoare rolului sdu. Tot asa si
guvernul, deoarece abaterile sale fatd de morala au o rezonanta particulard.“(p. 275)

(Citatele sunt din cartea “Etica Politica” , scrisa de Mihail Manoilescu, in limba franceza, in perioada 1946-
1947, intre doua arestdri ale autorului. Sotia si colaboratoarea acestuia, Elena Vellan-Manoilescu (1895-
1967), a tradus-o in limba romana. Cum manuscrisul original s-a pierdut, prezenta editie princeps reproduce
traducerea respectiva realizatd in anii 1950.)

Prof. Scoala cu cls. L.-VIII,
,» George Emil Palade”, Buziau

Din viata Filialei Ramnicu Sarat a SSMR

de prof.Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

In ziua de patru decembrie 2010, a avut loc lansarea cartii domnului profesor Alexandru
Popescu-Zorica cu titlul “Curbe algebrice plane si invariantii lor topologici’. Cartea a fost editata
sub egida filialei Ramnicu Sarat a SSMR. In aceastd carte autorul prezinti intr-un stil original
contributia matematicienilor in domeniul curbelor algebrice plane. Fata de acesti matematicieni care
au trait intr-o perioadd de aproape trei mii de ani autorul manifesta un respect imens. In carte sunt
aduse noutati importante. Este conturatd metoda invariantilor topologici cu care se poate studia
complet o curba. Autorul o face cu daruire totald pe curbele cunoscute. In acest “buchet” mare al
curbelor algebrice plane, domnul profesor introduce curba “Icara”. Autorul invitd cititorul sa
inlocuiasca cercul din locul geometric ce conduce la curba “Icara” cu orice altd curba algebrica si
sa stabileasca raporturile de dualitate cu ele. Rezultatele pe care le obtineti va va dezvolta orizontul
cunoasterii si va va inobila sufletul. Succes!
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» Cel care va merge impreunai cu cei intelepti, va fi intelept;
iar cel care merge impreuna cu cei fara minte, se va cunoaste ”.

Septuaginta

Articole si note matematice

Observatii asupra unor inegalitati
de prof. Constantin Rusu

In acest articol vom utiliza notiunea de extrem local al unei functii pe baza cireia se obtin unele
inegalitati. Asupra acestor inegalititi se fac observatii, iar In partea finald se optimizeazd o inegalitate
cunoscuti care apoi este generalizata.

Fie functia f: £ < R — R . Punctul A(xo,m)este punct de minim pentru functia f daca existd o

vecinatate a punctului x,, V(xo) astfel incat f (x) > m pentru orice x € V'(x,) M E . Similar se defineste si

punctul de maxim. In continuare vom obtine cateva inegalitati interesante. Astfel, fie functia f : R — R data

prin f(x)=e"" — x. Studiem monotonia acestei functii.

Avem f'(x)=e"" —1care se anuleaza in x=1, lim f(x)=lim f(x) = +o0 .Pentru
X—>—00 X—>0

Vx e (— oo,l], f'(x) <0 si pentru Vx e [l,oo) , f'(x) = 0. Deci, punctul (1,0)este punct de minim absolut

siin consecinta f(x) > f(1)pentru Vx € R, adica (1)e*™ > x.

. y e : a +a,+.+a, )
Observatie: Daca «, € R\i =1,n), atunci 2) o, ,...a, < .
n

at+a,+..+a,

Demonstratie. Notam cu M = si in inegalitatea (1) inlocuim pe x, pe rand cu

n
ata,+.ta,
——nh

o n
M MM

. . . oy N . . a\a,.a,
si obtinem ninegalititi pe care le inmultim si deducem:M—Se "

n

a +a,+..+ta,

n
j , care reprezintd o extindere a inegalitatii
n

S oa0,.0 <M< aa,.a, S(
mediilor.Pentru ¢, > 0, (2) devine inegalitatea mediilor.

(3)Dovediti ci Vn € N avem (sin2 x)smzx ‘(cosz x)mzx > 1 VxeR—- {x|sin 2x = O}.
Demonstratie.Notim sin” x = ¢ si consideram functia f : (0,1) >R, fO)=t'A-0"".

Avem f'()=t'(1-0)"" lnl—tt.f'(t)=O<:>ln%=0<:>tzé.Rezulté f'()<0 Vte(O,%jsi
, 1 , 11 .. . .
f'®)>0Vte E,l . Prin urmare A4 P este punct de minim absolut pentru functia f .Deci,

f(t)> % Vte (0,1) , de unde rezulta (3).

)cos2 g(x)

. sin g(x 1
Observatia 1. Inegalitatea (3) poate avea forma (sm2 g(x)) ¢ -(cos2 g(x) > 5 unde g este o

functie definitd pe o multime cu valori reale.
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Observatia 2.Fie sirul u, = (sin2 n)Sin ! -(cos2 n) ",neN’ Aratati  ca  sirul (un )n . este

marginit.Este girul (u ; )n ., convergent?

Conform cu demonstratia inegalitatii (3) avem u, € (E,l care aratd ca sirul este marginit dar nu este

. /4
convergent, deoarece pentru x, = nz — o, f(x,) — 1, iar pentru x| = (2n + 1)5 — o, f(x/)—>0.

(4)Vom optimiza acum binecunoscuta inegalitate (4') Z (a i~ a; )2 >0.

I<i<j<3
Notim cu X pe a, si inegalitatea (4") devine f (x) >0, unde
f:R—>R, f(x)=2x"-2x(a, +a,)+2(a; +a;)—2a,a, Functia f are un minim egal cu

+
—4A (A = —12(a2 —a, )2), care se atinge in x = %.Deci, f(x)=> —4A < f(x) > %(a2 —a, )2.
a

a
Intr-un  mod asemanitor inlocuim pe X cu a,si respectiv. cu a,s5i  obtinem
f(x)= %(al —a,), f(x)> %(al —a,) In concluzie
3 2 3 2 3 2 " 3 2 1A
f(x) 2 max 5(“1‘“2) ,E(al—a3) ,E(az—a3) < (4")f(x) > max 5 Z(ai—aj)‘kelﬁ .
1<i#k<j<3

Generalizam inegalitatea (4")astfel:consider€1m inegalitatea Z(al. —a, )2 >0 pe care o vom optimiza

I<i<j<n

prin  procedeul de mai sus .Notdim pe x cu a;si  se considera  functia

f(x)=(n-1x* —2X(Zn:aij+(n—1)iai2 -2 Zaiaj, n>3.

2<i<j<n

Observim c¢a f(x)20VxeR, si cum n—-1>0, rezultd cd fare un minim egal cu

A__n Z(ai—aj)z,

4a n-1 2<i<j<n

Proceddm ca mai sus si obtinem 1n final (4'") f(x) > max{

Z(al. —aj)z‘kel,_n}. Pentru n =3

L I<izk<j<3

se obtine (4").

Bibliografie:
[I]Matematica v. Scole —nr. 4,5,6/1980

[2]Gussi, Gheorghe; Stanasild, Octavian — Elemente de analiza matematica, EDP, Bucuresti, 1983
[3] Drambe, Mihai Onucu — Inegalitati.Idei si Metode, Editura Gil.

» Dupa cum un magar, care transporta o sarcina de lemne de santal, stie ce-i
povara, dar nu stie ce-i santalul, tot astfel cei care citesc carti multe dar fara sa le inteleaga,
poarta numai o povara la fel ca niste magari *’.

Bohtlingh
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Aplicatii ale trigonometriei in geometrie
de prof. Adrian Stan

Scurt istoric

Istoria trigonometriei a cunoscut o lungd perioadd de evolutie Incepand de acum 3000 de ani i.e.n cu vechii
egipteni, babilonieni si indieni preocupati de studiul eclipselor de soare si de lund, de constructia piramidelor sau de
masurarea unor suprafete si distante sau de stabilirea unor calendare. Una din cele mai vechi surse de probleme de
trigonometrie o constituie papirusul Rhind scris de scribul Ahmes (1680-1620, i.e.n) in care se gisesc o serie de
probleme de trigonometrie utile in constructia piramidelor.

Etimologic, « trigonometria » provine de la cuvintele grecesti trigonos = triunghiular §i metron = masura, ca
stiintd care se ocupa cu masurarea unghiurilor si a relatiilor dintre ele.

Dintre cei mai vechi matematicieni care au contribuit la inceputurile acestei stiinte amintim pe geometrul grec
Hipparchus din Nicaea (180- 125, 1.e.n) care a realizat un tabel trigonometric cu valorile arcelor corespunzatoare unor
unghiuri, Euclid(325-265, i.e.n) cel care a pus bazele geometriei plane si care a enuntat teorema catetei si a inaltimii
unui triunghi dreptunghic, a reciprocei teoremei lui Pitagora, a demonstrat concurenta mediatoarelor unui triunghi ,
Apollonius din Perga(262-190,i.e.n) a determinat aria unui triunghi in functie de laturi precum si in functie de raza
cercului Inscris si semiperimetru.

Eratostene(276-195, i.e.n) este primul care a calculat circumferinta Pamantului cu o acuratete remarcabild gésind
valoarea de 39690 km cand valoarea ei actuald este de 40008 km. .

Pappos din Alexandria (sec.3) a dat formula lungimii medianei unui triunghi in functie de laturi si a formulat teorema
celor trei perpendiculare, Ptolemeu(87-165) prezinta in cartea sa « Almagest » multe cunostinte de trigonometrie
precum si diviziunea cercului in 360 de parti congruente si a construit §i o serie de instrumente astronomo — geodezice.
Matematicienii indieni Aryabhata (476-550), Bhaskara I(600-680 ), Brahmagupta (598668, e.n) au dat o serie de
aproximadri pentru sin x si formule si tabele trigonometrice.

in lumea araba, la inceputul secolului al IX-lea, Al Khwarizmi (780-850 ) a contribuit cu elaborarea primei table

cu valori a functiei tangenta precum si alte table de valori pentru sin i cos.
Matematicianul arab Al Biruni (973-1048) a demonstrat formula sinusului sumei si a diferentei masurilor a doua
unghiuri, a sinusului unghiului dublu, teorema sinusurilor, precum si tabele de valori ale sinusului si tangentei. De
asemenea, a avut ideea considerarii cercului trigonometric cu raza unitard. A descris si utilizat metoda triunghiulatiei
metoda dezvoltatd de catre civilizatia araba.

Un rol important in dezvoltarea trigonometriei ca stiintd de sine stitdtoare au avut-o i matematicienii Abu al-
Wafa(940-998) , Omar Khayam(1048-1131), Al Kashi(1380-1429), Nasir al-Din al-Tusi(1135-1213), care au
imbunatatit calculele trigonometrice, au gasit valoarea pentru sin 1° si au dat numeroase formule. Abu al-Wafa(940-
998) a dat formula sin(a + b) in forma ei moderna.

in China, mai putin preocupati de calculul trigonometric, fata de alte ramuri ale matematicii, matematicienii s-au
aplecat asupra acestei ramuri incepand cu sec. 10 e.n. in timpul dinastiei Song mai mult datorita calendarelor solare si a
calculelor astronomice pe care trebuiau sa le faca.

in Europa, sunt cunoscuti ca pionieri ai dezvoltarii trigonometriei, matematicienii Regiomontanus(1436-1476),
Georg Rheticus(1514-1574), Isaac Newton(1643-1727) si de asemenea Leonhard Euler(1707-1783) cel care a

introdus notatiile moderne pentru functiile trigonometrice precum si celebra formula " =cosx+isinx. John
Wallis(1616-1703) in 1670 deseneaza graficul functiei sinus, sinusoida,
determinand si semnul functiei sinus.

A(cosx,sinx)
Aplicatii ale trigonometriei in geometrie — notiuni elementare ﬂ
© A . . ~ . . . COosXx
Aplicand teorema lui Pitagora in triunghiul dreptunghic de catete \/
sin x si cos x din cercul trigonometric de raza 1 se obtine :
1. Teorema fundamentali a trigonometriei
A

22 2 0 0 A
sin“ x+cos” x=1, Vxe[0",1807]. A

2. Teorema sinusurilor B &
a b c \ C

=2R, unde R este raza cercului

sind sinB sinC
circumscris triunghiului ABC. A’

Demonstratie : B
Daca AABC este ascutit unghic = centrul cercului, O
este 1n interiorul triunghiului iar daca BA” este diametru atunci ABCA " este dreptunghic adica

a=2Rsin A', unde R este raza cercului circumscris triunghiului.
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. 4 S o 2 — o g

Cum ;4\'5:4:>a=2RsinA:>

= 2R. Analog pentru celelalte.

sin A

Dacia AABC este obtuz unghic = centrul cercului, O este in exteriorul triunghiului iar daca BA’ este
diametru atunci ABCA' este dreptunghic adicd @ =2Rsin A'. Cum A si A’ sunt suplementare, rezulta
sinA = sinA’, rezultind ceea ce trebuia demonstrat.

3. Teorema cosinusului a’ =b° +c”> —2bccos A.

Demonstratie : In triunghiul ABC fie BD1 AC, atunci BC’>=BD*+DC*=
a’ =(csin A)* +(b—ccos A)’ = a’ =c’sin> A+b> —2bccos A+c* cos’ 4.

De aici, rezultd a® =b* +c* —2bccos A. Analog si pentru celelalte laturi.
4. Teorema lui Pitagora generalizata :
Daci m(A)(90° = a*> =b* +¢* —2bAD ; Daci m(A4))90° = a® =b* +¢* +2bAD ;
5. Rezolvarea triunghiului oarecare
Cazul L.U.L Se dau C, a, b.
A-B a-b C asinC

AsiBseaflaidin tg——= ctg—, si A+ B=n—-C, iarcseafladin c=— .
2 a+b 2 sin 4

Cazul L.L.U. Sedau A, a, b

bsin 4 C
,cseafladin c=— iar Cdin C=7—-(A4+B).
a sin B
Cazul L.L.L. Se dau a, b, c.
A, b, ¢ se pot afla cu ajutorul Teoremei cosinusului sau cu ajutorul formulelor

sind _ /(p—b)(p—C)’ cos Ao [pp-a) L%
2 bc 2 bc

Cazul U.L.U. SedauB,C, a.
Aseaflidin A=7—-(4A+C), bdin b=

B se afld din sin B =

asin B asinC
C:

sind sind
6. Formule pentru aria triunghiului
a-h, b-h c-h
2 2
Cum h, =bsinC, h,=csinA, h, =asin B, rezulta

6.1 S=

b-c-simA a-c-sinB _a-b-sinC
2 2 2

62 S=

Cum sin 4 = 2sin£cos§, sinB = 2sin§cos§, rezulta

6.3 S:b-c-sinécosé, S:a-c-sinécosg, S:a-b-singcosg.
2 2 2 2 2 2

De aici, cu ajutorul formulelor (*) de la punctul 5 se obtine:

64 S= \/p(p —a)(p—b)(p—c),unde p= %]HC . (Formula lui Heron).

sin B
Din 6.2 sidin b= a - (Teorema sinusurilor) rezulta
sin
2 . .
sin B-sinC
65 S= a.— . Analog si pentru celelalte.
2sin 4
a abc

Din teorema sinusurilor , R = si din 6.2 rezulta

2sin A B 2bcsin A

6.6 S= % . Cum b=2rsinB, ¢=2rsinC,din62rezults 6.7 S =2R"sin Asin BsinC.
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s
‘g A+B
a+b 2
7.T t tel = .
eorema tangentelor ) N 1-B
2
+b -b
Demonstratia provine din faptul ca 'a =— de unde — a - =— a -
sin4 sinB sinA+sinB  sinA-sinB
; A+ B
a+b sinA+smnB g 2
a-b sinA-sinB A-B °
g
2
. . Lo 2bc A : . .
8. Lungimea bisectoarei interioare / = 5 cos—, unde 1, este lungimea bisectoarei [AD].
+c
AD BD b
Pentru demonstratie , se aplicd teorema sinusurilor in AABD ,—— = siin AABC,——=2R iar
sinB _. sin B
sin —
2
A

acsin B ac-——cos— 2bccos—

din teorema bisectoarei, BD = rezulta AD = = 2R 2 __ 2

b+c b+c

. A . A A
(b+c)sin— (b+c)sin—cos—
2 2 2

Aplicatii practice ale trigonometriei

Elementele de trigonometrie se pot utiliza la masurarea distantelor dintre doud corpuri ceresti sau
repere terestre, la tehnica de triangulatie sau in domeniul maritim, aviatic, In biologie, chimie, inginerie,
oceanografie, acustica, optica, statistica.

1. Daca un vapor se deplaseazi in mod rectiliniu din portul I
A in portul B, (neglijindu-se curbura Pamantului) pe o
distanta de 8 km si apoi din portul B se deplaseaza

6\/5 km sub un unghi de 45" pani in portul C. Si se d
determine ce distantd ar fi parcurs vaporul daca s-ar fi
deplasat direct de la portul A la portul C.

Solutie: Conform figurii aldturate se poate aplica Teorema ,
cosinusului in triunghiul ABC : A d1 B

dz

d*>=d’+d>-2dd, cos45’ = d* =8 +(6v/2)’ —286\/_f d’> =40 = d =210 ~ 6,32km

2. O persoanid mergand pe un drum in linie dreapti, observa la un moment dat doua turnuri sub un
unghi de 90°. Dupi 3 km cele doui turnuri se observi ca unul singur pe o directie ce face un unghi de
30° cu drumul. Si se determine distanta dintre cele doui turnuri.

Solutie :

Consideram drumul d si punctul C pe el unde sunt
observate cele doud turnuri sub un unghi de 90° si
dupa 3 km pe d, punctul D unde sunt observate cele
doua turnuri ca unul singur adica in linie dreapta.

Vom lua cercul ce trece prin A si B si este tangent cu
drumul in C. Cum [AC] cu [BC] formeazi 90°
inseamna ca [AB] este diametrul cercului si OC este

perpendicular pe CD.

sinDzﬁj sin 30° :%: OD =20C .
OD OD
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oD~ 2 20C
oC = \/g . Cum [AB] este diametrul cercului inseamna ca este dublul lui [OC] prin urmare 4B = 2\/5 km

cosng—D:>cos300=C—D:>£— 3

3. Fat Frumos vine si o salveze pe fata de impirat, tinuta inchisd de mama smeilor in varful unui turn
situat peste un rau. in dreptul raului in punctul A, ca in figura aliturati, vede cu ajutorul unui
ochean, varful turnului sub un unghi de 45°, iar daci se deplaseazi inapoi cu 40 de m, vede varful sub
un unghi de 30° . Stiind cii ocheanul se afli la o distanti de 180 cm fati de sol, si se afle care este

inaltimea turnului?

b

Solutie :  Din #g30° = _F 1g45° = F = AC = CF,adica
30 AC

+AC
J3 3043
AC="2(30+4C) = AC =2 _15(/3+1) ~ 41m.
3 ( ) 3-3 ( )

Prin urmare inaltimea turnului este de 41+ 1,8=42,8 m

4. in figura de mai jos, A si B sunt doui localititi prin care tranziteazi o conducti de titei iar dintr-o
alta localitate C se doreste constructia unei conducte de lungime minima care sa se alimenteze din
prima conducta. intre localitatea C si celelalte doud existi o padure ce nu permite sa se vizualizeze
locul D unde ar trebui sa ajunga conducta perpendiculara pe cea principala, dar se cunosc unghiurile
formate de AB cu AC de 45 si de AB cu BC de 60° iar lungimea intre A si B este de 10 km. Si se
determine lungimea distantei de la C la AB.
Solutie : ) . 10 km

Fie D punctul in care se duce perpendiculara
din C pe AB. Atunci CD este distanta minima si A
este egala cu lungimea AD deoarece triunghiul
ADC  este  dreptunghic  isoscel.  Atunci,

CD .
tg4 = ——.In triunghiul BDC,
AD

tgB=————. Din cele doua relatii rezulta
10— A4D

AD-tg45° = (10— AD)-tg60° =
AD = (10— AD) 3 = AD ~ 6,35km..

Bibliografie :
Geometrie. Edwin Moise, Flooyd Downs, Jr. Editura Didactica si Pedagogica. Bucuresti. 1983.

Mica Enciclopedie Matematica. Editura Tehnica. Bucuresti. 1975.

Prof. Grupul Scolar >’Costin Nenitescu’’, Buziau



— ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE - 9

Cum se “naste” o problema de olimpiada nationala!
de prof. Chesca Ciprian

Cautand idei noi pentru a concepe inca o problema frumoasa pentru olimpiada nationald de informatica, am
redeschis cu placere si nostalgie o carte valoroasa, Gheorghe Sirefchi - Analiza Matematica — vol. 11, Exercitii avansate
de calcul diferential si integral real, editia a Il-a, Bucuregsti, 1982. M-am oprit asupra unui exercitiu interesant atribuit
lui W. Sierpinski cu urmatorul enunt :

“Se considera multimea A = {1,2,3,4,5, ..., o g3

Sa se arate ca existd A; = {X1, X2, ooy Xp} SI A2 ={1, Y25 +-. , Yu} 0 partitie a lui A cu proprietatea ci sumele
puterilor k, 1 <k < n, ale elementelor fiecirei submultimi, sunt egale.”

Exercitiul are o valoarea matematica si “esteticad” deosebita si se preteazd prin metoda de rezolvare prezentata
la o abordare informatica, in sensul ca se poate realiza un algoritm si respectiv un program care sa calculeze cele doua
submultimii pentru diferite valori de intrare ale numarului natural n.

Pentru a realiza problema de concurs insi, mai era nevoie de “valoare addaugatd”, adica de o contributie
proprie care sa valorifice ideea exercitiului de mai sus si s conduci la o problema de concurs care sa permita testarea
cunostintelor matematice ale elevilor dar mai ales abilitatile practice de programare.

Avand in vedere si alte probleme asemandtoare de olimpiadd cunoscute, am incercat abordarea unei

generalizari. Lucrurile au decurs pozitiv i dupa cateva incercari am reusit generalizarea exercitiului sub forma :
“Se considera doud numere naturale p si n si A = {1,2,3.4,5, ..., p""} multimea tuturor numerelor
naturale cuprinse intre 1 si p™*. Si se arate i existd p submultimi, notate A, A,, ..., A, cu proprietatile:

e Numidrul de elemente din fiecare submultime A;,1 <i<p, este egal cu p",

e AANAN...NA={J}

e AIUAU...UA=A 1 2 30| e p

e Sumele puterilor k, 1 < k < n, ale elementelor [ L e e ] e | e

fiecarei submultimi, sunt egale”

Demonstratie

Vom demonstra existenta partitiei cerute prin inductie matematicd, mecanism ce constituie si baza
algoritmului construirii submultimilor cerute.
Pentru p fixat, presupunem n=1 si vom demonstra c¢i existi p submultimi ale multimii A = {1,2, 3, ..., p°}
de sume egale.
Se ageaza elementele multimii A Intr-o matrice M cu pxp linii si coloane de forma :
Se extinde matricea, addugand in continuarea acesteia primele p linii §i se formeaza submultimile A; cu
elementele de pe diagonala principald a matricei si cele de pe diagonalele paralele cu diagonala principala.
Exemplu :
Pentru p =4 vom avea :
Ar={1,6,11,16} ; A, = {5,10,15,4} ; A5 ={9,14, 3, 8}; Ay = {13,2,7, 12}
In felul acesta am demonstrat prima etapa din mecanismul inductiei matematice.
Pentru n=2 algoritmul de formare a submultimilor este :

Se porneste de la submultimile formate pentru n=1 si se repeta de p-1 urmitoarea secventa.
Fie 1 numirul de elemente din submultimea A; (1 <i < p-1). La elementele submultimii A; se adauga
ultimile 1 elemente ale submultimii A;; adunate cu p2 iar la elementele submultimii A, se adauga
ultimile 1 elemente ale submultimii A; adunate cu p’.
Exemplu :
p=3,n=2;
A;={1,59,13,17,12,25,20,24} ; A, = {4,8,3,16,11,15,19,23,27}; A; = {7,2,6,10,14,18,22,26,21}
Se poate observa ca submultimile A;, A,, A; sunt formate din toate elementele cuprinse intre 1 si 3° . Sa
calculdm acum puterile 1 si 2 ale elementelor acestor multimi.
In mod evident suma puterilor 1 ale elementelor este aceeasi deoarece s-a adiugat acelasi numar la toate
elementele. Sa analizim suma puterilor 2 ale elementelor din prima submultime adica :
P +5+9° 137+ 177+ 12°+25 +20° + 24°=
12+ 57+ 9% + (4437 + (8+3%)° . (3+3%)7 4 (7+2:3%)7 1 (2+2-3%)7 . (6+2-3%)° =
1P+ 27+ 324+ 4%+ 57+ 62+ 77 + 87 + 97, 2:3%(4+8+3) + 2:2:3%(7+2+6) + 3-(3* + 2%3%).
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Se observa ca aceastd suma este formatd dintr-o expresie simetricd si o expresie care depinde de
sumele anterioare, care sunt egale pentru toate cele 3 submultimi, de unde putem trage concluzia ca
efectuand aceleasi calcule pentru celelalte 2 submultimi vom obtine acelasi rezultat.

Sa presupunem in continuare ca exista p submultimi disjuncte cu p" elemente fiecare pentru care toate sumele
puterilor 1,2,3,...,n sunt egale.

Fie A1 = { X115 X12, ... ,len}, A2: { X215 X22, . .. ,szn}, ............................ , Ap: { Xpls Xp2, . .. ,prn} partl‘gla
cu proprietatile cerute. Pentru a demonstra implicatia p(n+1) repetdm algoritmul descris anterior si anume :

Se porneste de la submultimile descrise mai sus §i se repeta de p-1 urmaitoarea secventd. Fie 1
numarul de elemente din submultimea A; (1 <1i < p-1). La elementele submultimii A; se adauga ultimile 1
elemente ale submultimii A;;; adunate cu p"iar la elementele submultimii A, se adauga ultimile | elemente
ale submultimii A, adunate cu p".

Sa analizam prima dintre cele p submultimi. Aceasta va fi de forma :
, X3P’ Xaotp' L Xy P
» Xartp', Xaotp” X' HP”
5 Xp1+(p'1)pny Y ,prn +(p'1)pn}
Suma puterilor k, (1 <k <n+1) ale elementelor acestei submultimi va fi formata dintr-o expresie simetrica si
sume de puteri anterioare, asadar acestea sunt egale pentru toate submultimile.
Generalizarea problemei a constituit baza problemei partitie care a fost utilizata in concursul
national de pregatire a elevilor din cadrul Centrului Virtual de Excelentd SIVECO creat de
SIVECO Romania in colaborare cu Ministerul Educatiei si Cercetarii si care reuneste tineri care
prin ideile lor inovatoare contribuie creativ la dezvoltarea pietei software.
Enunt: Se considera doua numere naturale p si n si A = {1,2,34,5, ..., p“+1} multimea
tuturor numerelor naturale cuprinse intre 1 si p"*'.
Cerinta: Sa se scrie un program care determina p submultimi, notate A, A,, ..., A, cu proprietatile:
e Numirul de elemente din fiecare submultime A; ,1 <i<p, este egal cu p".
e AANAN...NA={J}
(] A1UA2U...UAPZA
e Sumele puterilor k, 1 < k <n, ale elementelor fiecarei submultimi, sunt egale.
Date de intrare
Fisierul de intrare partitie.in contine doud numere naturale p si n separate printr-un spatiu, cu semnificatia de
mai sus.
Date de iesire
Fisierul de iesire partitie.out va contine p linii. Pe linia i vor fi scrise cele p" elemente ale submultimii A;, 1 <
i < p, separate printr-un spatiu.
Restrictii i precizari: 2<p<10, 1<n<15 2<p-n <30

Exemple:
partitie.in partitie.out Explicatie
22 1476 A= {1,2,3,4,5,6,7,8}
3258 A =1{1,4,7,6}

AZ = {3:2,598}
1+4+7+6=3+2+5+8
1442477462 =3%422452+8>

Timp maxim de executie/test: 0.3 secunde

Total memorie disponibild 16 MB /1 MB

Problema a fost desemnatd sa apara in runda 1 de de pregatire de performantd in informatica a elevilor de pe site-ul

http://campion.edu.ro/ la grupa medie (clasa a X-a). Runda s-a desfasurat pe o perioada de 10 zile, timp in care elevi din

toatd tara au trimis variante de rezolvare a problemei pe site-ul de pregdtire. Din cei peste 700 de elevi inscrisi la

concurs, au trimis variante de rezolvare 63. Din acestia, 20 au obtinut punctaje cuprinse intre 90 si 100 de puncte, 5 au

obtinut punctaje cuprinse intre 50 si 85 de puncte iar restul au obtinut punctaje mai mici de 50 de puncte.

Bibliografie

1.Emanuela Cerchez, Marinel Serban-Programarea in limbajul C/C++, Ed. Polirom, 2005;

2.Gheorghe Siretchi-Analizd Matematica—vol. II, Exercitii avansate de calcul diferential si integral Bucuresti, 1982;
Profesor, Grupul Scolar “Costin Nenitescu” Buzdu
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Demonstrarea prin inductie a inegalitatii
dintre media aritmetica si cea geometrica

de prof. Mihaly Bencze, Brasov

In aceastd nota, prezentdm o demonstratie simpla, a inegalitdtii dintre media aritmetica si cea
geometricd, bazatd pe inductia matematica.

Teorema 1. Daca x, >0 (k = I,_n), atunci (*)Zx,’j > ”ka .
k=1 k=1

Demonstratie. Pentru n =1 avem x, > x,, adevdrat. Pentru n =2, avem x; +x; > 2x,x,, adicd

2 - - - - T
()cl — xz) > 0, adevarat.Presupunem ca (*) este adevarata pentru »n —1, adica

n—1 n—1 n

X7 X T > (= Dy X XX, (k = l,n), si acum demonstrdm pentru

n Deoarece (xl. —x; Xx,.”*l —~ x;.'*l)z O obtinem cd x; +x” > x/"'x, +x""'x,, unde
i,je {1,2,...,n}.Avem in continuare

n n
(n—l)ZxZ = Z(xl" +x;7)2 Z(xf—'xj +x;_1xi): Z:xk(xl"_1 Fotx g +x) +...+x;’_1>2
k=1 k=1

1<i<j<n 1<i<j<n

> (n - l)ixk (xl...xkflxkﬂ...xn): n(n —l)ﬁxk adica ix,'{' > nﬁxk .
k=1 k=1 k=1 k=1
Teorema 2. Daca y, >0 (k = I,_n), atunci A(yl,yz,...,yn ) = lzn:yk > n}ﬁyk = G(yl,yz,...,yn).
= k=1

Demonstratie. In teorema 1. folosim notatiile x, =2/y, (k = l,n).

Bibliografie:
[1] Octogon Mathematical Magazine (1993 — 2010).

Stiatica ......

...... denumirea de matrice a fost introdusa de matematicianul englez James Joseph Sylvester (1814 -
1897) in anul 1851 ca urmare a studiului determinantilor i in urma prieteniei cu matematicianul Arthur
Cayley(1821 - 1895) cel care a gasit interesant studiul asupra matricelor dand in 1858 si o teorie a lor.
Studentilor de la Oxford, Sylvester le spunea: *’ cu toate cé este mai tanar decat mine, Cayley a fost parintele
meu spiritual, el a fost primul care mi-a deschis ochii si i-a curatit de orice ceata, asa ca de atunci ei au putut
vedea si Insusi misterele adénci ale credintei noastre in matematici’’.

Cei doi au realizat foarte multe lucrari impreuna iar Cayley este considerat matematicianul cel mai prolific
din toate timpurile fiind intrecut doar de Euler.

» Daca vrei s fii socotit intelept, invata sa intrebi cu intelepciune, sa asculti cu luare aminte,
sa raspunzi linistit si sa incetezi de a vorbi cind nu mai ai nimic de spus.”’
Vernon Law
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» A fi inteligent presupune a folosi si inteligenta altora”’

J. F. Kennedy

wﬂm

CONCURSUL JUDETEAN DE MATEMATICA
Scerrmea @R INnTH

editia a V-a,
(6 noiembrie 2010)

de prof. Adrian Stan

Acest concurs aflat la a V-a editie, a reunit un numar de 269 de elevi din clasele V-XII din care 191 elevi din
clasele V-VIII si 78 din clasele IX-XII, de la un numar de 12 scoli si licee din judetul Buzdu, dupa cum urmeaza:
Scoala cu clasele I-VIIL, ,, George Emil Palade” ; Scoala nr. 1 Rm. Sarat; Scoala V. Cristoforeanu , Rm. Sarat; Scoala
Potoceni; Liceul de Artd ,, Margareta Sterian”;Liceul cu Program Sportiv ,, Iolanda Balag Soter” ,Colegiul Economic
Buzau;Grup Scolar ,, Costin Nenitescu”,Grup Scolar Tehnic, ,, Sf. Mc. Sava”, Berca;Scoala cu clasele I-VIII
Bozioru;Scoala cu clasele I_VIII, nr.1 Nehoiu; Scoala cu clasele I-VIII Basca Rozilei, Nehoiu.

Au participat un numar de 22 de profesori dupa cum urmeaza: prof. Darstaru Gheorghe, prof. Marin Simion,
prof. Radu Ion, prof. Moise Elisabeta, prof. Ungureanu Daniela, prof. Stan Marius, prof. Tanase Laura, prof. Corbu
Violeta, prof. Strutu Gheorghe, prof. Strutu Ligia; prof. Popescu Florentina, prof. Dinu Constantin, prof. Dibu Daniela,
prof. Manea Gheorghe, prof. Popa Claudia, prof. Prefac Maritanta, prof. Prefac Vasile, prof. Ana Panaitescu, Prof.
Constantin Apostol-presedinte concurs, Prof. Adrian Stan- coordonator, prof. Neculai Stanciu- coordonator, Prof. lorgu
Minzala — inspector;

Multumim pe aceasta cale si doamnelor directoare Elena Gheorghe si Aurelia Ignatescu de la Sc. ,, George Emil
Palade” Buziu, gazdele concursului de la aceasta editie.

Prezentdm cu aceasta ocazie rezultatele elevilor premiati la Concursul Judetean de Matematica
” Sclipirea Mintii” desfasurat la  Scoala cu clasele I-VIII, “George Emil Palade”, Buzau, in data de 6
Noiembrie 2010 , editia a V-a, clasele V- XII.

Clasa a V-a: Loc. I- Dogaru loana, Gr. Sc. “Sf. Mc. Sava”, Berca, Loc. II - Sava Teodor, Sc. “V.
Cristoforeanu”, Rm. Sarat, Vaceanu Ramona, Sc. “ G. E. Palade”, Buzau, Dediu Anda Elena, Sc. “V.
Cristoforeanu”, Rm. Sarat; Loc. I1I — Chiriac Beatrice, Sc. Nr. 1, Rm. Sarat, Gheorghe laura, Rotaru Miruna,
Sc. “V. Cristoforeanu”, Rm. Sarat, Burada Andrei, Anton Bogdan, Sc. “ G. E. Palade”, Buzau.

Clasa a VI-a: Loc. I- Iaru Ioana, Sc. Nr. 1, Rm. Sarat, Sandu Andrei, Sc. “V. Cristoforeanu”, Rm. Sarat;
Loc. II — Istrate Adriana, Sc.nr.5, Rm. Sarat, Curca Cristian, Sc. Bozioru, Neacsu Teodor, Gr. Sc. ““ Sf. Mc.
Sava”, Berca; Loc. III — Parvan Mihail, Lic. “ M. Sterian”,Buzau, Burduf Ana, Alexandru Diana, Sc. “ G. E.
Palade”,

Clasa a VII-a: Loc. I — Buterez David, Sc. “V. Cristoforeanu”, Rm. Sarat, Loc. II - Neacsu Karina, Sc. Nr.
1, Rm. Sarat; Loc. III — Sirbu Claudia, Tudorache Alina, Sc. “V. Cristoforeanu”, Rm. Sarat, Tatulescu Ana
Maria, Sc. Nr. 1 Nehoiu, Colman Viorel, L.P.S. Buzau, Vlad Iuliana, Gr. Sc. “ Sf. Mc. Sava” Berca;

Clasa a VIII-a: Loc. I - Dan Andra, Sc. Nr. 1 Rm. Sérat, Loe. I -Spataru Felicia, Sc. Bozioru, lonita
Georgian, Sc. Nr. 1 Rm.Sarat, Loc. III — Oancea Maria, Istudor Stefania, Sc. Gréjdana;

Clasa a IX-a: Loc. I — Chiricioiu Adriana, Col. Economic, Buzau, Cotunda Andreea, L.P.S. Buzau, Loc. II —
Feraru Andreea, Gr. Sc. “ C. Nenitescu”, Buzau, Cretu Luiza, Lic. “ M. Sterian”, Buzau,Loc. III — Nucianu
Adriana, Pertea Larisa, Oseac Vasilica, Gr. Sc. “ C. Nenitescu”;

Clasa a X-a: Loc. I — Modoran Madalina, Gr. Sc. « Sf. Mc. Sava”, Berca, Loc. II — Stancu Daniela, L. P. S.
Buzau, Loc. III- Zaharia Madalina, Gr. Sc. “ C. Nenitescu”, Anton Crina, Florea Elena, Col. Economic,
Buzau;

Clasa a XI-a:Loc. I — Chirita Stefania, Col. Economic, Gavrild Marian,L.P.S, Loc. II - Nicolae Elena,Col.
Economic, Loc. III — Gogoci Miruna, L.P.S. Buziu;

Clasa a XII-a: Loc. I - Gherasim Andrei, Col. Economic, Mihalache Roxana, L.P.S. Buzau, Loc. II —
Stanga Mihaela, Loc. I1I - Silivastru Florin, L.P.S. Buzau,
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Prezentam 1n continuare subiectele date la liceu. Acestea au fost elaborate de catre prof. Adrian Stan
si prof. Gheorghe Darstaru.

Clasa a IX-a
1. Sa se determine a € (—2;0) astfel incat \/a_2 +\/(3 —a)’ —\/a2 +4a+4=3;

2. Aratati cd numarul x = \/5 —42+242- \/7 —5v2 ++/3=24/2 este natural.

3. Sa se demonstreze ca :

2
a) 2 <+a _a+b’ ‘v’a,beR*+; b)(l+lj(l+lj2(l+ 2 ] ,Va,beR*+
11 2 a b a+b

a b
Clasa a X-a

1082
1. Sé se calculeze: \/g —log, (\/5 +

\/_)+10g1 \/_

2. Sa se arate ca 10g2 7+ 10g7 17+ log17 256)6;
3. Sise cornpare numerele A si Bunde 4= %/5 —%/12%/5 —6%/5 —Si

e e

Clasa a XI-a

X +443° =3

1. Sa se calculeze limita 11m - 5
X—>00 10g3 3/3);

: arcsin’ x
2. Si se calculeze limita 1Im — ;
01+ x° -sinx —cos x
1 00
3. In multimea M,(C) se considerd matricea 4=0 2 0.
0 0 3

a) Sa se determine X € M,(C)astfel incat 4- X =X -4,

b) Sa se determine numarul de solutii ale ecuatiei X’ = A in M,(C).

Clasa a XII-a

3x+5
1. Se considera functia f : R—{ —2;—1} —>R, f(x)=

(x+1)(x+2)

Si se arate ca orice primitiva F a lui f este concavd pe R .
1
log,—— T T
2. Sa se calculeze integralele:  a) J.\/E 2x2+4dx; xeR; b) I(thX+tg4x)dx; X e (—E,Ej

3.Pe R se consideri legea de compozitie X *y =3xy—12x—-12y+52,Vx,y e R.
a) Stiind ca legea este asociativa, s se calculeze 2020005 *D2 % gl %90 ;

< * ok k%
b) Sa se calculeze ¥ X" X"...." X.

n factori

Baremele de notare se gasesc pe www.liceulnenitescu.rdsbz.ro / Sclipirea Mintii / concurs /
subiecte.
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» Nu da sfatul cel mai placut, ci cel mai bun”’.
Zenon

Probleme rezolvate

« INVATAMANT PRIMAR

P:165. Este posibil sa punem 10 bile in 4 cutii astfel incit in fiecare cutie sa fie cel putin o bila si s nu
existe doui cutii cu acelasi numir de bile? Dar 28 de bile in 7 cutii (in aceleasi conditii)? Dar 90 de bile
in 13 cutii ?

Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova
Rezolvare:

Dacé introducem o bila in prima cutie, doua in a doua, trei in a treia §i patru in a patra ne ies 10 bile
care intrd astfel in patru cutii. La fel in sapte cutii intrd exact 28 de bile dupa regula data. Dar in 13 cutii
intrd cele 90 de bile dar 1n ultimele doua se gasesc exact 12 bile prin urmare nu respectd conditia ca sd nu
existe doua cutii cu acelasi numar de bile.

P:166. Aflati suma dintre cel mai mare numar natural par de trei cifre distincte, predecesorul si
succesorul sau.

Inst. Anton Maria, Berca
Rezolvare: Numerele sunt: 985 986 987. Suma numerelor este: 985 + 986 + 987= 2958

P:167. Un grup format din 9 copii si 3 adulti au cules 54 Kg de fructe. Stiind ca 3 copii au cules cit 2
adulti, afld ciate Kg a adunat un copil si cite un adult?

Prof. Branza Cristian Cosmin, Badila, Parscov
Rezolvare: Notam cantitatea de fructe culeasa de un copil cu ,,c” si pe cea culeasa de un adult cu ,,a”. Atunci,
9c+3a=54
Stiind ca 3 ¢ = 2 a, atunci, Tnmultind cu 3, obtinem 9 ¢ = 6 a si din relatia 9 ¢ + 3 a= 54, inlocuim9ccu6a
obtinem: 6a+3a=54, 9a=54 deunde a=6.Din 9c+ 18=54 rezultda c=4. Asadar, un copil a
cules 4 kg de fructe, iar un adult a cules 6 kg.

P:168. La suma numerelor 48 si 35 adauga rasturnatul diferentei lor.

Inv. Ton Daniela, Berca
Rezolvare:

Aflam suma numerelor: 48 + 35 =83 ; Aflam diferenta numerelor: 48 —35 =13
Rasturnatul nr. 13 este 31. Raspunsul va fi 83 +31 =114

P:169. Intr-o bombonierd sunt bomboane. Irina a mincat pini a ramas o pitrime din numirul lor.
Bunica a mai pus 8 bomboane. Acum, in bombonier: sunt 10 bomboane.
Cate bomboane au fost la inceput in bomboniera si cite bomboane a mancat Irina?

Inv. Lupsan Ion, Plescoi, Berca
Rezolvare: 10 — 8 =2 (bomboane — o patrime din numarul bomboanelor);
4 x 2 = 8 (bomboane — nr. initial din bombonierd) . Atunci, 8§ —2 =6 (bomboane — a mancat Irina).
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P:170. Micsoreaza cel mai mare numar natural de 3 cifre diferite de 1, al caror produs este 36, cu cel mai
mic numar natural de 3 cifre diferite de 1, al caror produs este 24, apoi mariti rezultatul obtinut cu rasturnatul
sumei acestor numere.

Prof. Lupsan Nicoleta Gabriela, Berca
Rezolvare:
Cel mai mare numar de 3 cifre diferite de 1, al caror produs este 36 este 922.
Cel mai mic numar de 3 cifre diferite de 1, al caror produs este 24 este 226.
Diferenta lor este: 922 — 226 = 696. Suma lor este 922 + 266 =1 188.
Rasturnatul sumei este 8 811.  Atunci, numarul cerut este 696 + 8 811 = 9507

P:171. Calculati produsul tuturor numerelor naturale mai mici decat 8, apoi mariti-1 cu triplul celui
mai mic numar natural scris cu doui cifre identice. Cu cét trebuie marit rezultatul pentru a obtine
numirul ce reprezintia produsul numirului 10 cu el insusi ?

Prof. Marinescu Gabriela, Stancesti,Vadu Pasii
Rezolvare: (0x1x2x3x4x5x6x7) + (3x11) =33
33+a=10x10 a=100-33. Rezultd a=67.

P:172. Daca inmultim un numir cu 8 , obtinem produsul egal cu suma numarului 36 cu el insusi.Ce
produs vom obtine inmultind acelasi numar cu el insusi ? Dar cu 7?
Prof. Marinescu Gabriela, Stancesti,Vadu Pasii
Rezolvare : Notdm numarul necunoscutcua ax8=36+36. a=72:8 a=9
9x9=81 9x7=63

P:173. Cu o treime din banii pe care ii avea Ana a cumpirat un album de 45 lei, iar cu o zecime din

banii care i-au ramas a cumparat 3 carnetele.

Cat costi un carnetel? Elev Necula Teodor Alexandru
Prof. Vrabie Marioara, Berca

Rezolvare: 45 lei x 3 = 135 lei (banii pe care 1i avea) 135 lei — 45 lei = 90 lei (banii care i-au ramas)

90 lei : 10 =09 lei (costa 3 carnetele) 9 lei: 3 =3 lei (costa un carnetel). Raspuns: 3 lei

» GIMNAZIU

ClasaaV-a

G:192. Sreviste de matematica si 4 culegeri de probleme costa 93 lei. Doi colegi schimba, dupa cost, 4
reviste cu 3 culegeri. Cit costa 6 reviste si 5 culegeri ?

Prof. lon Stianescu, Smeeni, Buzau
Rezolvare: Dacd notdam cu r pretul unei reviste si cu ¢ pretul unei culegeri se obtine: 4r =3c,

:c=§rsi5r+4-%:93:>r:9:c=12.Atunci, 6r+5¢c =104 lei.

G:193. Sa se determine numerele naturale x si y, stiind ca diferenta lor este egala cu catul lor.

(Concurs Comanesti, 2010) Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
Rezolvare: Daca x si y sunt cele doua numere si ¢ , catul lor atunci avem relatiile:

X=Y=C i X=) C+r yunder este restul , (Y. Se obtin solutiile x=n+1, y = n sau x=4, y=2.

G:194. Aratati ca orice putere naturald nenuld a numarului 19 se poate scrie ca suma de trei patrate

perfecte.
Prof. Marin Simion, Rm. Sérat

Rezolvare:

19 =9+9+1=3>+32+17;

192 =361=36+100+225=6> +10% +157% ;

19° =19%19=19%(3> +3% + 12 )=(19-3)> +(19-3)> +(19-1)* ;
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19* =19%.19° =197 (6 +10° +15*) = (19-6)> + (19-10)* + (19-15)* ;
192121919 =197 (3> +3> +1>) = (19" -3)> + (19" -3)> + (19" -1)* ;
1922=19".19> =19 .(67 +10% +15%) = (19"-6)* + (19" -10)* + (19" - 15)".

G:195. Aflati restul impértirii numéarului 4 =10""""-10""" +3-10*" 1a 33.
Prof. Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: 4 =10""(10°-10+3)=10*"".93 =

93-(999..79+1) = 93+93-9-111...1= =93 +93-999...7.9. Cum 999....9
2008cifre 2008cifre 2008cifre (Cym 33 atunci, restul

2

impartirii lui A la 33 este egal cu restul impartirii lui 93 la 33 care este 27.

G:196. Consideram numiirul natural n = abc , scris in baza 10. Sa se arate ca daca diferenta dintre n

si suma cifrelor sale este un numair par, atunci a si b sunt ambele pare sau ambele impare.
Prof. Ana Panaitescu, Rm. Sarat

Rezolvare: abc—(a+b+c¢)=100a+10b+c—a—b-c=99a+9b=9(11a+b)

daca si numai daca asi b sunt fie pare, fie impare.
G:197. Demonstrati propozitia:”daci pentru orice numir natural 7)l existi cel putin un numir prim

care este un numar par

p inintervalul (2n,3n) (Conjectura lui Sierpinski pentru k=2) atunci exista cel putin un numér prim

in intervalul (n,Zn) (Postulatul lui Bertrand).” Prof. Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare:

Cazul I: Pentru n par, n= 2k rezulta n =2k{p(3k(4k =2n

Cazul II: Pentru n impar, n =2k + 1, n =2k +1Q2(k + ){ p(3(k +1){4k+2 =2n

Aceasta este cea mai simpla demonstratie a postulatului lui Bertrand si utilizeaza: Propozitia. ,,Pentru orice
numar natural 7)l exista cel putin un numar prim p astfel incat 2n{ p(3n.” (demonstrata in 2006 de catre

matematicianul M. El Bachraoni).
G:198. Si se determine un pitrat perfect cuprins intre 3*' si 13-3. Prof. Adrian Stan,Buzau
Rezolvare: 381 = 32 . 379 <12 . 379 = 22 . 380 = (2 . 340 )2 <13 . 379. Asadar, pétratul perfect este (2 . 340)2 .

1 1
G: 199. Gasiti patru numere stiind ca primul este g din al doilea, al doilea Z din al treilea, al treilea

|
5 din al patrulea , iar primul cu 94 mai mic decat al patrulea. Tuta Luca, Buzau

Rezolvare: Notdm cu x primul numar. Rezultd ca al doilea este 6x, al treilea 24x, iar al patrulea
48x .Cum 48x—x =47x si diferenta dintre al patrulea si primul este 94 rezultd ca 47x =94 si
x = 2. Numerele cautate sunt: 2,12, 48 si 96.

G:200. Determinati cinci numere de cate sapte cifre diferite, divizibile cu 250.
Prof. Lacrimioara Nastase, Padina

Rezolvare: Fie A=a,a,a,a,a;a.a, = a,a,a,a, -1000+ a;a.a, , cu toate cifrele a,, a,, ....a; distincte.
Deoarece 10003250, rezultd ¢ Ai250 < a.a.a, 250. Cum cifrele sunt distincte, trebuie ca
asaga, €1{250,750} si atunci A :250.

Daca a, =2,a, =5,a, =0, cifrele a,,a,,a,,a, le alegem astfel incat sd avem:
la,,a,,a,,a,}c{1,3,4,6,7,8,9}. Exemple: 1346250, 3467250, 1468259...........

Daca a, =7,a, =5,a, =0 cifrele a,,a,,a,,a, le alegem astfel incat sa avem:
la,,a,,a,,a,}c{1,2,3,4,6,8,9}. Exemple: 1234750, 2346750, 4689750..........
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G:201. Verificati pentru ce numere naturale n, numairul a = 1! + 2! + 3! + ... + n! nu este patrat
perfect, unde prin n! intelegem produsul 1-2-3-...-n.

Prof. Gheorghe Darstaru, Berca,Buziu
Rezolvare: Pentru n=2, 1!+2!=3 si nu este patrat perfect. Pentru n=4, atunci, 1!+2!4+3!4+4!=33 nu este patrat
perfect. Cum ultima cifra a fiecarui numar 5!, 6!, si asa mai departe este 0 atunci ultima cifra a numarului

a=1!+2!+3!+ ... +n! este 3 pentru n mai mare sau egal cu patru. Asadar, pentrun =2 si n >4, ”a” nu
este patrat perfect.

Clasa a VI - a

G:202. Si se arate ci 396 divide 12" —22(2°""" +3"")+132n+98.
Prof. Mihaly Bencze, Bragov
Rezolvare: 3" -3=33""-1)=M,;

4 —4=4( =) =M, = (3 -3J4" —4)= M,

= (3" -3)4" -4 =M, =12"-3-4"-4.3"+12=M, = M, = > (12" -3-4" -4.3" +12) =
k=1
n+l n n n+l 2n+1 n+l
_monz o 4l 3L 127 222027 437 1320498
11 3 2 11

36-11=396 = 12" = 222> +3"1) 41321+ 98 = M, .

G:203. Si se determine numirul xyzt, stiind cid xyzt + 2 E +3-zt+4-t=2010.

Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
Rezolvare: Evident, x # 0 . Pentru x se pot lua valorile 1 sau 2, atunci relatia data devine:
100x +30y + 6z +t = 201. Cum 100x, 30y, 6z numere pare si 201 este numar par rezulta ca t este numar

impar, deci, t € {1,3,5, 7,9} . Doar pentru t =5 se obtin solutii i anume:

Daca t=5, atunci 100x + 30y +6z =196 <= 50x +15y + 3z =98.

Daca x=1 atunci 15y +3z=48, S5y +z=16 deunde y=2 si z= 6 sauy=3 si x= I;
Daca x= 2 nu obtinem nicio solutie.

Rezulta, xyzt e {1 31 5,1265} .

G:204. Exista numérul natural a, astfel incat fractia

sa se simplifice prin 5 ?
4a—
Prof. lon Stianescu, Smeeni, Buzau
Rezolvare: Presupunem cé exista d, un divizor propriu, comun numadratorului si numitorului. Se arata ca d=2
sau d = 7, prin urmare fractia nu se simplifica prin 5.

G:205. Sa se determine multimea A4 = {x el

% € Z} . Prof. Adrian Stan, Buziu
x —

Rezolvare: 4x —1[3x+502 = 4x—1]4(3x+502), 4x—1J4x—1=>4x-1[3(4x—1). De aici rezulta ca
4x-1 divide si diferenta lor, adicd 4x—1|2011= 4x—1e D, = {+1;+2011}. Asadar, 4 ={0;503}.

G:206. Gasiti cel mai mare numir mai mic decit 1000 care are exact 10 divizori.

Prof. Gheorghe Darstaru, Buziau
Rezolvare: 7 =3"-11=2881, numirul divizorilor lui n este egal cu (4+1)(1+1)=10.
G:207. Suma a trei numere naturale este 87. Daca se mareste primul numéar cu 150% din el, al doilea
se micsoreaza cu 25 % din el, iar al treilea se micsoreaza cu 5, numerele obtinute sunt egale. Sa se afle
numerele. Prof. Ana Panaitescu, Rm. Sarat
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Rezolvare: Din a+b+c=87si a+%a:b—%=c—5rezulté

a=12, b=40, c=35.
. . 1 1 1
G:208.Sasearateca 2,7<1l+—+—+..+— <749.
Prof. Lacrimioara Nastase, Padina, Buzau

I 1 27 27 27
| —F— [F .+
13 14 2:25 3.24 13-14

Rezolvare:

. 1 1 1 1 1 1 1
FieS=1+—+—+...+ —=1+| —+— |+| =+ — |+
2 3 25 2 25 3 24

Vom arata ca dacad a+b=27 gi 2< a< 13 atunci 50< a-b< 13-14

Deoarece 2< a< 13 rezulta ca a=2+k, unde keN, 0< k <11. Din a+b=27, deducem ca b=27-a=27-(2+k)=25-k.
Cu aceste notatii inegalitatea 50< a-b devine:

50<(2+k)(25-k) < 50< 50-2k+25k-k* < k(23-k) > 0, inegalitate evidentd pentru orice numar natural k, k<11
si deci inegalitatea 50< a-b este adevarata. (1)

Deoarece 2< a< 13 rezulta ca a=13-p, unde peN, 0< p <11. Din a+b=27, deducem ca b=14+p. Cu aceste
notatii inegalitatea a-b<13-14 devine:

(13-p)(14+p) <13-14 < -p-p°< 0 < —p(1+p) < 0 inegalitate evidentd pentru orice numar natural p , p<11 si

deci inegalitatea a-b<13-14 este adevarata. 2)
Din (1) + (2) rezultd 50< a-b< 13-14
Rezultaca S > 1+ 27 27 27 1+ 12-27 _ 1 324 =1+178...= 2,78 > 2,7 (*)

+ +..+ = =1+
13-14 13-14 13-14 13-14 182

12 0ri

s<1+2—7+2—7+...+£:1+12'27:1+324z7,48<7,49 ......... (*)
50 50 50 50 50
120ri

Din (*) +(**) rezulta ca 2,7 < S < 7,49.
G:209. Sa se afle x din egalitatea:

1|1 1 1 1 1 1 1 1

| ==+ —x|-—|-—}——=—, xeN. Prof. Cornelia Gurau, Bacau

5{52 {53 55 j 56} 57} 585

11 (1 1 1 1 6 1 (1 1 1 11
RCZOIV&TCZ{S—z‘ 5_3(5_4+5_5xj_5_6:|_5_7}=5_8 :>5—3'(5—4+5—5Xj—5—6:5—6 =x=295.

G:210. Se dau triunghiul echilateral ABC si patratul BCDE cu varful A exterior pitratului. Sa se
imparta un unghi al triunghiului in patru unghiuri congruente, folosind numai o rigla negradata.
Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova
Rezolvare:
Fie [BC] latura comuna dintre triunghi si patrat ca in figura de mai jos.

Cum m(BzglC )=60°, impartindu-1 in patru parti egale trebuie si obtinem patru

unghiuri a cate 15 °. Evident, triunghiul ABE este isoscel. Atunci,

180° — 2m(l§) B 180° —(90° +60°)
5 =

" N V¢ m(BEA) = m(BAE) = =15".

O Este suficient sd3 se ducd cu rigla [AE] si [AD]. Atunci,
TR AN R m(Ezle) =60 —(15° +15°) =30°. La randul siu acesta se imparte in doud parti

egale ducand cu rigla [AO] unde O este intersectia diagonalelor patratului. Se
foloseste faptul ca triunghiurile OCA si OBA sunt congruente.
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G:211. Se dau numerele naturale a =3n+5, b =2n+3, ¢ = n+2, n e N*. Ce fel de numar este

Jla,b]+[a,c], rational sau irational ? Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova
Rezolvare: Se verificd faptul cd numerele a si b sunt prime intre ele. Fie
d=(a,b)=>d a,d|b = d|3n+5,d|2n+3 = d|2(3n+5)—3(2n+3)adicé, d divide pe 1. Analog asic

sunt prime intre ele. Deoarece perechile de numere sunt prime intre ele inseamna ca cel mai mic multiplu
comun al lor este egal cu produsul lor, deci [a,b]+[a,c]=a-b+a-c =a(b+c)adica este egal cu

(Bn+5)2n+3+n+2)=3n+5)" ceea ce inscamni ca numdrul dat este rational.
b

< . e . <, . < a c .
G:212. Daca a,b,c sunt laturile unui triunghi aritati ca , , sunt de asemenea laturile
l+a 1+b 1+c

unui triunghi.
Prof. Mihaly Bencze, Bragov
Rezolvare: Avem a<b+c,b<c+a,c<a-+b.

@b b)) < a)1+ )+ e(l+a)1+b) < a<b+c+2be+abe
l+a 1+b 1+c

< 0 < 2bc + abc (adevarat).
G:213. a) Si se determine numerele abc stiind ca: Vabe = %—\/E .
b) Sa se determine numerele abcd stiind ca: \abed = ab+ &, od .

Prof. Ovidiu Tatan, Rdmnicu Sarat
Rezolvare: a) Ridicand la patrat relatia din enunt obtinem egalitatea:

abc=ab’ —2ab-~c+c=>100a+10b+c=ab(ab—2vc )+ =10(10a +b) = ab(ab-2c) =
ab-10

:10-%=E-(%—2«/€): c= e@:x/EeN:\/ge{O,l,L?s} deoarece c este

ciftd. Pentru ¢ =0=>ab=10,c =1=>ab=12,c =4 = ab =14,c =9 = ab =16 . Rezulta abc
abe €{100,121,144,169)
by abed=ab +2-ab-ed +cd = ab-100+cd =ab +2-ab-\ed +ed =100=ab+2-\ed

Rezultd ca: Ved €N , deci \/J €1{16,25,36,48,64,81}. Pentru fiecare caz in parte, se obtin pentru ab ,

in ordine , valorile 92,90,88, 86,84,82. Asadar, abcd € {9216,9025,8836,8649,8464,8281}.
G:214. Si se rezolve in Zx 7 ecuatia: x’-3y =4

Prof. Lacrimioara Nastase, Padina, Buziu

Rezolvare: Ecuatia datd se mai scrie: X- 4= 3y. Rezulta x°-4=M; de unde x’=Mj+4= Ms+1
Cum prin Tmpartirea la 3 a numerelor Intregi se pot obtine resturile re {0, 1, 2} rezulta ca orice numar este
de forma x=3k+r, cure{0, 1, 2} si keZ. Avem urmatoarele cazuri:
x=3k = x’=M; # M3+1; x=3k+1 = x’=Ms+1;  x=3k+2 = x’= M3+8= M3+2= Ms+1
Deci x=3k+1, keZ, de unde

x4 (3k+1)P -4 27k +27K7 +9k +1-4

T3 3 3

Prin urmare ecuatia are o infinitate de solutii (x;y) unde : x =3k +1, y =9k +9k* +3k -1, Vk e Z.

=9k +9k* + 3k -1

G:215. Aflati numirul rational a, stiind ¢ a(a+ 2)\/5 ++/2  este numir rational.
Prof. Ion Stanescu, Smeeni

Rezolvare: a(a+2)N2 +v2 =a’~2 +2av2 +v2 =v2(a* +2a+1) =/2(a+1)>. Stiind ca /2 este

irational, pentru ca V2 (a+1)*si fie rational trebuie ca a +1 si fie egal cu zero, prin urmare a = -1.



Naimiuie

-7 — PRORL - SO EA MINTH 74

Mai existd si posibilitatea ca (a+1)* si fie o putere impari a lui \/5 dar 1n aceasta situatie , a nu mai este
rational.
G :216. in triunghiul dreptunghic isoscel ABC cu ipotenuza BC se construieste simetricul M al
centrului cercului inscris in triunghi fata de latura [BC]. Aratati ca triunghiul ACM este isoscel.

Prof. Marin Simion, Rm. Sarat
Rezolvare :

Construim bisectoarele [CC’] si [AO]. Triunghiul fiind
isoscel AO este si mediatoare . Obtinem simetricul punctului I de
intersectie al bisectoarelor prelungind segmentul [IO] cu [OM]
astfel incat IO = OM . in triunghiul CIM , CO este mediatoare ,

deci triunghiul este isoscel de bazd [IM]. m(CAM )=90°:2=
T 45° deoarece unghiul B/ATC este drept si [AO] este bisectoare .
Cum [CO] este si bisectoare iar m([C/\O) =m( O/C]\\l) =452
= 22°30° remultai ¢ m(ACM) = 3-22°30'=67°30". Dar
M m(m)=450:>m(zﬂl\C)=67030' = AAMC este isoscel.

G:217. Sa se determine lungimea razei cercului circumscris unui triunghi, stiind ci maisurile
unghiurilor sale sunt proportionale cu numerele 3, 4 si 5 si ca perimetrul si aria sa sunt numeric egale.
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

m(4) _m(B) _m(C) _180"

Rezolvare: Fie ABC triunghi in care =15"=
4 5 12
m(;l) = 450,m(§) = 600,m(6) =75°. Ducem CD 1 AB,D € (AB) si notam BD = x. Atunci,
2
BC =2x, CD=DA=x+/3, AC = x~/6 . Perimetrul P =x(3 +3 +\/€) ,lararia A, = X(3T+\/§)

2
3+4/3
Din faptul ca aria si perimetrul sunt numeric egale rezulta x(3 3+ \/6) = X(T\f) —x=2+6-2

deunde P = A, =12+46 .

Notam cu O, centrul cercului circumscris trunghiului ABC. In triunghiul BOC, avem

BC=2x=212+ J6 - \/5) si m(B/O\C) =90 (fiind unghi la centru si arcul BC are 90° , caci

m(l@l\c ) =45°, care este unghi inscris); in plus, BO = CO = R, unde R este raza cercului circumscris
triunghiului ABC. Din 2R* =4x> = R = 2(\/5 + \/g -1).

G:218. Se da trapezul ABCD cu m(/l) = m(b) =90°, AB=1 lx/E, CD =22 si aria sa este egali cu

39+/2. Si se afle m(A/C\B) Prof. Adrian Stan, Buzau
AB+CD)-CE
Rezolvare: Fie indltimea CE | AB . Atunci, din A4, = ( C2 )-C = CE =6cm.

Cum EB=AB - AE= 92 din triunghiul dreptunghic CEB rezulta : BC=3+/22 . Conform teoremei

reciproce a lui Pitagora aplicata in triunghiul ACB, rezulta ca m(A/C?f ) =90".

G:219. Fie a, b, ¢, lungimile laturilor unui triunghi oarecare, ABC si S, ., aria sa.

5 5 a’+b’ 5 5 a’+b’+c’
a) Sa se arate ca SABC < T b) Sa se arate ca SABC < T
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
a-h, cab

S =
. N . . .. h < . R
Rezolvare: Fie h, inaltimea din A, atunci, 2 2 Cci h,<b cu egalitate cand

m(C) = 90",
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2 b2 2 2 2 2
Jab< 457 o SABCslabsl a tb’_a+b ) = 90°
Cum 2 2 2 4 Cu egalitate cand a=b si m(C)=90".
a’+b’ b’ +c a’+c’

b) De la punctul a) putem deduce S ;- < 1 S se < 7 S se < . Cum ele nu se pot

realiza simultan deoarece doar un unghi poate fi de 90°, adunand aceste inegalitati obtinem relatia ceruta.

Clasa a VIII - a

G:220. Daci a,bc R, atunci 2(a2 -b* )2 +4ab(ab—3)+9 >0.

Prof. Delia Naidin, Caracal, Olt
Rezolvare: Inegalitatea se transcrie astfel:

2(a*+b*)+9>12ab
Folosind succesiv inegalitatile: 2()62 + y2) > (x + y)2 si X +y° >2xy, avem:

2(a* +5*) 492 (a® +57) +92(2ab)’ +3° 22-2ab-3=12ab

2
G:221. Aratati ca aria figurii formata din punctele de coordonate (x ; y), unde |x| < \/5 , y| < 7 este
exprimata printr-un numar natural patrat perfect. Prof. Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

Rezolvare: Se obtine un dreptunghi de arie 4.

G:222. Aratati ca numerele A si B, unde

A= \/22010 +2'9% 41 siB= \/22010 — 21997 4 219% 41 sunt numere naturale impare consecutive.
Prof. luliana Trasca, Olt
Rezolvare:

22010 4 1006 1005 4 U(2'°% 4+ 1)=3=> 2" +1 impar
\/22010 _21007 + 21006 +1 :21005 _1 U(21005 _ 1 ):1 — 21005 _1 impar

Asadar, numerele 2'°” —1 si 2'°° +1 sunt impare consecutive, unde cu U(x) s-a notat ultima cifra a lui x.

G:223. Aritati ca orice numar intreg se poate reprezenta sub forma x>+ y2 —z*, unde x,v,zeZ.

Prof. Mihaly Bencze, Brasov
Rezolvare: Afirmatia rezultd din egalitatile:

(Bn) +(4n—1)° = (5n—1)* =2n, respectiv 3n—1) +(4n—4) —(5n—4)> =2n+1.

G:224. Determinati partea intreagia a numarului real x , stiind ca :

1 1 1

1
+ Yt
N2+l B2 V4T V1225441224

1 1

1
+ ot ——
JI0+49  Vi1+4/10 J900 ++/899

Rezolvare: Calculand valoarea expresiei de la numarator obtinem :

I SR 1 e (U V1225 —\1224 ~
V2T B2 7 1225441224 (V2 +D2 V1) T (1225 +41224)( 1225 -1224)
V241 V3-42 V1225 V1224 21 3V 122541224

Prof. Marin Simion, Rm. Sarat

+ +...+
W2 -Gy (ByY-(2y T (1225 -(1224)° 2-1 0 3-2 1225-1224
V1225 - \/I =35 -1=134. Analog , valoarea expresiei de la numitor este /900 —x/§ =27.
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Deducem ca x = E = IE . Rezulta ca partea intreaga a lui x este 1.

2 a2
G:225. Si se rezolve in NXN, ecuatia : X" =4y +3y+3 Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat
Rezolvare:

. xz :4y2+3y+3 :>x2>4y2 :>x)2y:>x22y+1‘()2 :>x2 24y2+4y+1
m
S ={(5;2)}.

D

4y +3y+324y° +4y+1e< p<2

Atunci, Se obtine solutia

G:226. Se considera un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a,b,c si diagonala d = \/g .

. 1 1 1
Calculati: mln(1 + + ). Prof. Neculai Stanciu, Buzau

+ab 14+bc 1+ca
Rezolvare: Se foloseste mai intai inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica, apoi inegalitatea

dintre media aritmetica i media armonica iar la final se tine cont de faptul ca a’+b*+c*=d’.

1 1 1 1 1 1

Rezulta: + + > > -+ > -+ > -2

l+ab 1+bc 1+ca a +b b”+c c"+a

I+ I+ 1+
2 2 2

9 9

> 5 = =1. Egalitatea are loc daci a =b=c = ND) (paralelipipedul este cub).
3+a"+b"+c~ 346
1 1

Rezultd min( )=1.

+ +
l+ab 1+bc 1+ca
G:227. Consideram trei cuburi cu muchiile de lungimi @,b si ¢ ,unde a + b+ ¢ = k.Daca suma

ariilor bazelor cuburilor este egali cu suma volumelor acestora si egald cu k& , aritati ca cele trei
cuburi sunt identice. Prof. Neculai Stanciu, Buzau

Ma+b+c=k
Rezolvare: Din enunt rezultd relatiile:<a’ +b° +c¢* =k < (2)a-a+b-b+c-c=k . Daci adunim
ad+b+c =k Ba-a’+b-b>+c-c’ =k
prima ecuatie cu a treia si scddem ecuatia a doua de doud ori, dupd care grupdm convenabil si ddm factor
comun se ajunge la: (a”> —2a+1)a+(b> =2b+ Db+ (¢’ —2c+\)c=k+k-2k=0 <
S a-Da+(b-1)°b+(c-1)’c=0.

(a-1)*a=0
Rezultd:{(b—1)°b=0,sideaici a=b=c=1,c.c.td.
(c=1)*c=0

G:228. Se da prisma triunghiulara regulata ABCA’B’C’ cu AB =a i AA’ =Db. Sa se arate ca planele
(ABC’)si (BCA’) sunt perpendiculare, daci si numai daci, 3a>=2b” .

Prof. Constantin Apostol,Rm. Sarat
Rezolvare:

Fie AC'NCA'= {D} . Atunci, (ABC"YN(BCA") = BD . Din motive de simetrie, perpendicularele din A si
C pe [BD] cad in acelasi punct, M. Atunci, (ABC'") L (BCA") < m(A/]\l\C) =90" = AAMC este

dreptunghic isoscel.
.. .. o ' ' P P \Y} 3(12 + b2
Cum D este mijlocul laturii [AC’], rezultda AC'=BC'=+~a"+b", BD = — 5

BD-AM  AM 24+b
[AM] este inaltime in AABD, A4, = 5 = 5 . 3a2+b ,
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a-NC' \3a’ +4b* aN3a® +4b*

Pe de alta parte, A, =24,,, = 5 =2A4,,,.Cum NC'= #:AABD = 2
Din egalarea celor doud arii se scoate lungimea lui [AM] si din AM* + MC? = AC* = relatia 3a® =2b°.
Clasa a IX-a
. . 1 13 2009 1 . _
L:127. S se demonstreze ¢i ————(—-—- Prof. Andrei Dobre, Ploiesti

2210901012 4 72010 2010

R 1 Fie 1 3 2009 i 2 4 201 Atunci
ezolvare: Tt T hereese —_— E T —_— , =
P=57% 2010° 17375 2011 P = 50m
Cum plg|-p= p*(p-q= SR ——
2011 J2011 '+/2010°
13 12009 2010! _2010! > 1
2.4 777 2010 2%-47....2010% (2'°°.1005!)*" 2**'°.2010!"

L:128. Pentru orice 12 € M* determinati x € N* astfel incat: v x—1{~n—1+ \/; +/n+ 1(\/;

Prof. Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare:
1 1 — — ; . —
\/n+1—\/;= ( =yn—yn—1< (Vyn—1+vyn+1 < 2yn

Jn+1++/n n++ln—-1

Din (1) prin adunare in ambii membri cu /: obtinem :
()Vn—1+n +n+13yn =on
(**)Vn—1+~+n+~n+1)3/n’ —n )J9n—1, prima inegalitate s-a obtinut din inegalitatea mediilor

iar a doua inegalitate se obtine usor prin ridicare la puterea a 6 —a.
Din (*) si (**)avemv/9n—1< Vn—14+ n+yn+1<0n
Rezultd x = 9n.

n 2 2
L:129. Sa se arate ca : z 9% +21k +13 :n(3n +15n+25)

k> +21k+10)  125Gn+5)°

Prof. Mihaly Bencze, Bragsov
2 99k +21k +13) Z( 1 j 11 onl3n +15n+25)
o (k> +21k+10) T\ Bk+2)  (3k+5) '

Rezolvare:

58 (3n+5) 125(3n +5)°

L:130. Daca x, y,z > 0 aratati ca \/g(x—i-y +z)> \/x2 +2yz +\/y2 +2zx +\/z2 +2xy.
Prof. Mihaly Bencze, Brasov

Rezolvare: (Z:x)2 = Z(xz +2yz): Z(ﬂxz +2yz)z 2%@1/)& +2yz)Z sau

cyclic

ZxZ%zw/xz +2yz siin final x/g-ZxZ 21/x2 +2yz .

L:131. Daca x+y+z = 6, xy+yz+xz =9, atunci x, y, z€[0,4].
Prof. Delia Naidin, Caracal, Olt
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= —(6—x)-t+9—6x+x2 =0.

y+z=6—Xx y+z=6—Xx
Rezolvare: Avem

=
y-Z:9—x-(y+z)
cuteR. Atunci, A, =—3x” +12x >0 <> x €[0,4] . Analog deducem y, z€[0,4].

y-z=9—-6x+x

2 2 2
L:132. Aflati patratul sumei radéicinilor ecuatiei: x [(\/E - x) +242x - 2x }+ [x]=0, unde [x] este

partea intreaga a lui x. Prof. luliana Trasca, Olt
Rezolvare: Notam [x]=k. Avem ke Z si x* —2x* =k =0.Rezultd x> =1++1+k cuk>-1,keZ
Pentru k= -1 avem x” =1 si deci x== 1, verificd numai x, =—1.

Pentru k=0 avem x=0 sau x=2, verificd numai x, = 0. Pentru ke N* convine numai x* =1++/1+k .

Deoarece [x]=k 21 rezultd x =1 adicd x=+/1++/1+k .Deoarece [x]<x avem k< /1++/1+k adica
2 —1<\k+1 & (k=1) (k+1)’ <k +1& (k-1)° (k+1) <1. Convine numai k=1 si deci

2
x, =142, AvemSZ(xl+x2+x3)2:(—1+0+\/1+\/§) =242 -241++2.

L:133. Cel mai mic dintre unghiurile unui poligon convex misoari 78". Aflati numaérul laturilor
poligonului stiind cd masurile unghiurilor sale sunt in progresie aritmetica de ratie 4.

Prof. Constantin Dinu, Buzau
Rezolvare: Fie cel mai mic unghi de masura a; = 78°. Atunci al k —lea unghi are masura
a =78" +(k-1)-4 . Suma celor n masuri ale unghiurilor poligonului este suma unei progresii

[78° +78° +(n—1)4]-n
2

de unde se obtin solutiile n; = 12 si n, = 15 adicd putem avea un poligon cu 12 sau 15 laturi.
n—1

aritmetice si este egala cu = (n—2)-180". Rezultd ecuatia n* -27n +180=0

m n
L :134. a) Fie n,me N, Si se demonstreze ci : Zardg 2 = arcig—
k=0 m- + k(k + 1) m
. . 1 1 1 1 - < <
b) Sa se arate ca : arctga + arctgg + arctgg + arctgg =arctg? Prof. Ciprian Chesca, Buziu

Rezolvare :

Fie un dreptunghi ABCD cu dimensiunile AB = m, AD = n, conform figurii alaturate. Se considera
doud puncte situate la distanta k respectiv k+1 fata de punctul A pe latura [AD]. Unind punctele k, k+1 cu

punctul B se formeaza doua unghiuri pe care le notdm cu x respectiv y, iar unghiul ~ kBk+1 il notam cu
z. In mod evident avem z=y-x ;  Putem scrie relatiile :

k

A tgx=—;

¥ y B m

Kk 2 k+1

FH gy=——-:;
m

n

D m C| de unde obtinem :

k+1 k
Z —1gx m
gr=ig(y-x)=—2L 8L __m __m__

1+zgy-zgx_1+k+1i m? +k-(k+1)
m m
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(1

si z=arctg

__m
m* +k-(k+1)

Dar suma tuturor unghiurilor z cand k ia valorile de la 0 la n-1 este chiar masura unghiului ABD , adica
arctg (n/m). insumand relatia (1) dupa k cu valori de la 0 la n-1 obtinem relatia ceruta.

n-1

Zarct " i
Observatie : Pentru n = m se obtine relatia : 8 =
’ ’ S v k(k+1) 4

b) Este un caz particular al relatiei propuse la problema precedentd. Daca se alege m = 2 si n = 4, dupa
efectuarea calculelor se va obtine relatia ceruta.

L:135. Sa se demonstreze ca in orice triunghi avem:

(p—b)gp—C) +(p—0)(2p—a)+(p—a)§p—b) c be - ab .
a b c (b+c)” (c+a)” (a+b)

Sa se precizeze cind avem egalitate.

(p-bXp-c) _ be
a’ T (b+co)

Dupa cateva calcule algebrice avem ca:

(p-b)p-c) _  be
a’ - (b+o)’

Se observa ca pentru b = c avem egalitate.

(p—C)(Zp—a) < () i (p—a)gp—b) . ba e
b (a+c) c (b+a)

Prin adunarea relatiilor (1),(2) si (3) rezulta ceea ce trebuia demonstrat

Egalitate se realizeaza in cazul triunghiului echilateral.
Remarca. Dacd inmultim relatia (1) cu 4p(p —a) si apoi extragem radical din ambii membri

gasim 25 < biw/pbc(p —a) < h, <1, . Egalitatea are loc daca b =c.
a +c

Prof. Constantin Rusu, Rm. Sarat

Rezolvare: Vom dovedi ca

(1

< (b-c)(a—b—-c)a+b+c)<0, ceea ce este adevirat.

Analog se arata

Clasa a X-a

L:136. Dacid x,y € [0,%} aritati ci \/(2+sin2 x)(2+cos y) +\/(2+cos2 x)(2+sin’ y) 2%-(9+sin@c+y)).

Prof. Mihaly Bencze, Bragov

2 2
Rezolvare: Avem inegalitatea (*) (2 +a’ XZ +b’ )Z [2 + (a ;b] ] , Va,b>0

si a+b < 2. Inegaliatea este echivalentd cu (a — b)2 (16— (a + b)* — 4ab) > 0,adevirati.

*) : 2
(1) a =sinx,b = cos y=(1"/(2 +sin’ x)(2 + cos> y) > 2+(—Smx+2"°syj :

*) . 2
(2) @ =cosx,b = sin y=>(2")y/(2 +cos’ x)(2 +sin’ y) > 2+ (—Co” ; Sy ] ,

Dupa adunarea inegalitatilor (1) si (1) rezulta c.c.t.d.
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L:137. Si se rezolve ecuatia: log, x-log,(19—-x)=1. Prof. Adrian Stan, Buziu

Rezolvare : Se pun conditiile de existenta: x)0, 19-x)0 = x (0;19)
Pentru x €(0;1) = 19-x)18 = log, x(0, log,(19—-x))0 = log, x-log, (19 —x)(0.

Pentru x=1 rezulta 0 =1, absurd.
1

Pentru x)1 = log, (19— x) =log, 4 =19—x=9"%* =19 —x = (9"*)"* . Cum functia
1
. (1. — Inx _ qln4
fiioo) > R, f(x)=a™ o sirict convexd, unde ¢~ 971 rezulta ca ecuatia data are cel mult doua
solutii. Se observa ca acestea sunt x, =3,x, =16.

L:138. Se dau numerele a =+/5— 243 + (x/§—2)_l si b= 1 -32 \/,1

Si se calculeze (b-a)’. Prof. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: ,_ 3. b=34+32-1 Atunci. 4 =%/Z+{/5+2:>(b—a)2 263/5+5%/Z+8'
& x-3'% -3
L:139. Aflati x din egalitatea: Z(k + 1) 3= — Prof. Tuliana Trasca, Olt
k=1
k+1 2 x99 1 xlOI —X2 . . .
Rezolvare: Pentru x #1 avem Zx T=xt = . Derivam si obtinem:
P x—1 x—1
9 101" = 2x)(x=1)=x"" +x° % 199.3'% _3
D (k+1)-x* =( I 2) . Pentru x=3, Y (k+1)-3" =————— si deci x=199.
= (x—l) k=1 4

1 -
L:140. Rezolvati ecuatia x’ +—= 21

" Prof. Andrei Dobre, Ploiesti

Rezolvare: x’ +i2 >2,[x° % =227 =2 y=xLx=zx1. §= {(1;1), (—1;—1),(—1;1),(1;—1)}.

X

Clasa a XI - a

2+4x+2%)
L:141. Sa se calculeze limita lim log,( Jx

. Prof. Adrian Stan, Buzau
== Jog,(3+:/x +3")

Jxo2 Jxo2
2’62’6

x+log2(l+ +—)

X 10g2 2X
Rezolvare : lim log, (2+ \/_ +27) =i =lim =1.

m
= log,3+3/x +37) = Ux x> %/_
3"

log, 3° —) x+log,(1+—— 3 —)

L:142. Aritati ci ecuatia: (1++/1+1g” x)Ilgx + x(1++1+x>) =0, are o singuri solutie in intervalul
(0,1). Prof. Neculai Stanciu, Buzau

Rezolvare: Fie f:R—>R, f()=t(++1+¢>), continud si derivabili pe R, cu

2
=1+ 1+2¢

N1+122

injectivd. Se mai observa ca f(—t)=—f(¢), Vt e R, deci f este o functie impara.
Astfel, ecuatia devine :

>0,Vt € R. De unde rezultd ca f este strict crescatoare pe R si, prin urmare
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"=impara [f=injectiva

J

flgx)+ f(x)=0= f(gx)=—f(x) = f(gx)=f(—x) = lgx=-x, 0 ecuatic cu o unica
solutie reala in intervalul (0,1).

* % %
L:143. Unui elev i se scrie pe tabli matricea A=|* 3 * |. Profesorul ii cere sia inlocuiasca

2 * 7
asteriscurile cu numere intregi astfel incit dupa completare, suma tuturor elementelor de pe fiecare
linie, fiecare coloana si de pe cele doua diagonale sa fie egale. Este posibil acest lucru ?. In caz

afirmativ, ce matrice obtine elevul ? Prof. Constantin Dinu, Buzdu
Rezolvare. Dacd elevul noteazda cu x elementul de pe linia 3 coloana 2 obtine matricea
x—1 6 x+4 -1 6 4
A= 8 3 -2 |.Din x-1+6+x+t4=x+9rezulti x=0siastfel 4= 8 3 -2].
2 x 7 2 0 7

L:144. Daci 4,B € M,(R) aritati ci (4B — BA)’ = (det(4B + BA) — 4det AB)I, .
Prof. Mihaly Bencze, Bragsov
Rezolvare: Din teorema Cayley-Hamilton avem

(AB—BA)* —(AB — BA)Tr(AB — BA) + det(AB — BA)I, =0, dar
Tr(AB — BA) = Tr(AB) — Tr(BA) = 0 = (1)(4B — BA)’ +det(4B — BA)I, = 0.
(2)det(AB + BA) + det(AB — BA) = 2(det AB + det BA) = 4det AB =

©
= det(AB — BA) = 4det AB —det(AB+ BA)=Q.E.D.

L :145. Sa se ridice la puterea n € N, matricele:

1 V2 1 NCIENG IS
a)A=]0 1 ~2|; md=|0 B3 V2|; ek

0 0 1 0 0 3

ln\/z n’

Rezolvare : a) Prin inductie se aratica 4" =0 1 n\/z ; b) Deoarece A=B+ \/313 unde
0 0 1
0 V2 1 1 0 0
B=|0 0 2|si ,=|0 1 0atunci 4"=(B++3L)" = C*B"-(31,)* =
0 0 0 00 1 .

n n— —1 n—
:\/g I3+n\/§ lB—i—%\/g 2B2 deoarece B3=O3,B4=03,

Clasa a XII - a

L: 146. Pe multimea R se defineste legea de compozitie prin xoy =2xy—2x—-2y+3.

a) Calculati xoxox.....ox . Generalizare.
\_ﬁf—_/

2010 termeni
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b) Pe tabla sunt scrise numerele -2010, -2009, ...0, 1, 2, ...2009, 2010. Se

sterg doua numere a si b si in locul lor se scrie numarul 2ab -2a -2b +3. Se continua acest procedeu

pana cand pe tabli rimane un singur numir. Care este acest numar ?

Prof. Constantin Dinu, Buzau

Rezolvare : a) xoy=2(x—1)(y—1)+1. Se demonstreaza prin inductiec xoxox....ox=2""(x—-1)" +1.
-

2010 termeni

b) Ultimul numar este x = 2(x, —1)(x, —1).....(x,y,, —1)+1 unde x,,i =1,4021 sunt numerele de pe tabla.

Cum exista un indice 1 astfel incat x; = 1 rezulta ca ultimul numir este x=1.

L:147. Daca f : R — R astfel incat f(x)+ f(—x)=1,Vx e [—1 1] calculati J‘L{(x)d
oxt+

Prof. Mihaly Bencze, Brasov
Rezolvare:

(1)1:11+12_j(x “)f(x) I(x +1)f(x)

x°+1 x®+1

-1 0

(2)11:T(x4+1) ) ; _I(t +1)+f( t)( )= J-(x S0

e +1 |

Din (1),(2) si f(x) +f(—x) =1

x* +1 p 1 T
rezultd [ = dx =| arctex + —arctex® ||\ ==.
'[x +1 J'x +1 ;[x +1 ( & 3 & j‘o 3

7

L :148. Fie P(x)= Zx , cu radacinile x;, Xz,..., X751 T = Z

k=0 k=0 X —

.CevaloareareT ?

Prof. Naidin Delia, Olt
Rezolvare: Avem P(x)=x" +x°+..+x+1= (x—xl)(x—xz)...(x—x7)

ol o) (=)= ,)

x—1

o 7x® —8x7 +1 1 1 1
Derivand avem : ————— = P(x ) + +..+
-

Pentru x #21 avem :

(x-1)’ X=X, X=X,
7787 +1 71 1 1 1
Pentru x=7 rezulta 3 = + +...+
(7-1) T-1\7-x, 7-x, T-x,
1 1 1 T ) 205-7" +5
Dar + +...+ =—— dCCI, =———
7-x, T1-x, 7-x, 10 3(1-7%)
T e 3 e —e” |
L:149. Demonstrati ingalitatea: J 2 dx > Zb3—3, unde a,beRsia=b.
-a

a

Prof. Constantin Rusu, Rm. Sérat

dx > [%(ebz —e” )T

Rezolvare: Inegalitate din enunt se rescrie astfel:
2

a3).i[(e““2 )V dx > [%(ebz —e” )T = j!szdx-j:(exz )

Din inegalitatea Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz avem :

bz bx22 lbx22' 2 L( a )
:!-x dx-:':(e )dx>[z.£e' (x )dx} :Z(e —e )

Observatie. Nu avem egalitate deoarece et # 0,VxeR si x> # ke*
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» Inainte sa va suparati pe cel care va pune la treaba,
amintiti-va ca fara presiune nu se formeazi diamantele”.

Mary Case

Probleme propuse

» INVATAMANT PRIMAR

P:174. Doi copii se joaca cu niste jetoane pe care sunt scrise numerele: 9x9, 10x10, 11x11, 12x12, 13x13,
14x14. Dupa ce stabilesc ordinea de incepere fiecare ia pe rand cate un jeton, un jeton trebuind sa ramana pe
masa. La sfarsit ei constatd ca sumele inscrise pe jetoanele alese sunt egale. Ce jeton a ramas pe masa ?

Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova

P:175. Suma a trei numere naturale este 2063. Daca la fiecare se aduna acelasi numar se obtin numerele 45,
47,51 2031. Aflati cele trei numere naturale.
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

P:176. Daca se aseaza cate un elev in banca, raman zece elevi in picioare, iar daca se ageaza cate doi elevi
intr-o banca, riman doua banci libere. Céati elevi si cate banci sunt ?
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

P:177. Andrei a citit 126 de pagini dintr-o carte. Fratele sau citeste o sesime din acestea, iar sora lor patru
doimi din paginile citite de cei doi Tmpreuna. Cate pagini au citit cei trei frati?

Prof. Mirela Axente, Buzau
P:178. Doua bucati de matase aveau aceeasi lungime. Dupa ce s-au vandut 18 metri dintr-o bucata si 25 de
metri din cealaltd, in prima bucata a ramas de doua ori mai multd matase. Cati metri de matase au fost 1n
fiecare bucata? Prof. Mirela Axente, Buzau

P:179. Daca un autoturism merge cu viteza constantd de 80Km/h fard intrerupere, atunci ce
distanta parcurge in 4 ore si 30 de minute?
Prof. Adrian Stan, Buzau
P:180. Se da sirul de numere: 2; 3; 5; 8; 12; 17; ......... Care este al zecelea termen al sirului ?
Prof. Adrian Stan, Buzau

P:181. Gasiti multimea numerelor naturale “n”, stiind ca acesta (n) este un numar natural scris cu 3 cifre, in
care cifra zecilor este 5, iar cifra unitatilor este 8.

Inst. Anton Maria, Berca
P:182. Calculati si aflati pe rand care este diferenta dintre cel mai mare si cel mai mic numadr ce se poate
scrie cu doud dintre cifrele urmatoarelor numere: 765;  791;  823; 194,

Inst. Anton Maria, Berca

P:183. intr-o cutie sunt 36 de figuri geometrice, patrate si dreptunghiuri, galbene si rosii. Dintre acestea 12
sunt dreptunghiuri, 16 nu sunt rosii, iar 13 patrate nu sunt galbene. Cate dreptunghiuri nu sunt galbene in
cutie? Prof. Branza Cristian Cosmin, Badila, Parscov

P:184. Taie ce nu se potriveste, rescrie problema apoi rezolva:
a)Un gospodar avea 34 de oi albe, cu 18 mai multe oi negre si 54 de capre. Cate oi avea, in total, gospodarul?
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b)Maria are 1n colectia sa 54 de timbre. Ana 1i oferd cu 17 mai putine timbre, iar George 15 ghiocei. Cate
timbre are acum Maria? Inv. Ton Daniela, Berca

P:185. Un numar de trei cifre are cifra zecilor cat dublul cifrei sutelor si de 4 ori mai mare decat cifra
unitatilor. Suma celor trei cifre este 14. Care este numarul? Inv. Lupsan Ion, Plescoi, Berca

P:186. intr-o serd au inflorit timp de o sdptimand 7 094 de flori. Stiind ca in fiecare zi au inflorit triplul si
inca 3 flori decdt in ziua precedentd, sa se afle cate flori au inflorit in prima zi.
Prof. Lupsan Nicoleta Gabriela, Berca
P:187. Se stie cd 17 muncitori lucreaza in 31 de zile 13 175 m plasa.
Cati metri de plasa vor lucra in 15 zile 38 de muncitori?
Inv. Marchidanu Florica, Berca
P:188. Lungimea unui dreptunghi este cu 10 m mai mare decét triplul latimii sale.
Aflati laturile dreptunghiului stiind ca perimetrul sau este 780 m.
Inv. Marchidanu Florica, Berca
P:189. Tatal, mama si cei 2 copii gemeni au Impreund 78 de ani. Aflati varsta fiecaruia stiind ca: varsta
tatalui este egala cu produsul numerelor 2, 3 si 6, iar mama este cu 4 ani mai mica decat tatal.
Prof. Marinescu Gabriela, Stancesti,Vadu Pasii

P:190. Intr-o clasi sunt 8 fete si de doud ori mai multi baieti. A treia parte din numarul elevilor clasei
practicé Inotul, un sfert din restul elevilor practica atletism, iar restul joaca baschet. Aflati numarul elevilor
care joaca baschet.
Prof. Marinescu Gabriela, Stancesti,Vadu Pasii
P:191. Din triplul unui numér natural scadem 45. Triplam rezultatul, apoi il micsordm cu 6, obtinand un
numar format din 3 cifre a caror suma este 12, cifra sutelor este identica cu cifra zecilor, iar cifra unitatilor
este dublul cifrei zecilor. Care este numarul?
Elev Necula Teodor Alexandru
Prof. Vrabie Marioara, Berca
P:192. Suma a cinci numere este 624. Primele 4 numere sunt consecutive pare, ultimul numar este dublul
celui de-al patrulea. Care sunt numerele?
Elev Necula Teodor Alexandru
Prof. Vrabie Marioara, Berca

= GIMNAZIU
ClasaaV-a

G:229. Si se scrie numarul 5°°''+10 ca suma de cinci numere naturale pare consecutive.
Prof. Iuliana Trasca, Scornicesti, Olt
G:230. Fie a,b,ce N* si A=5a+7b+6¢c, B=3a+2b+8c.Se cere:
a) Calculati A+ 2B si 3A — B;
b) Daca A este divizibil cu 11 demonstrati cd B este divizibil cu 11;
¢) Daca B este divizibil cu 11 este adevarat ca A este divizibil cu 11 ?
Prof. Constantin Dinu, Buzau

G:231. Dintr-un carton se taie sase bucati dreptunghiulare pentru a se construi o cutie de chibrituri. Se
masoara perimetrele lor si se obtine: 8cm, 16 cm, 8§ cm, 12 cm, 16 cm, 12 cm. Aflati suma ariilor celor sase
buciti dreptunghiulare.

Prof. Constantin Rusu, Rm. Sarat
G:232. Aflati numerele de patru cifre (diferite intre ele) care se termind cu 2, sunt multiplii de 4 si
au suma cifrelor 2*.

Prof. Mariana Mitea, Cugir, Alba
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G:233. In doua cupoane sunt 128% m de stofa. Cati metri sunt in fiecare cupon daca %din primul

4 . .
este tot atat cat 5 din al doilea. Prof. Tuti Luca, Buzau

G:234. Si se demonstreze ci existd un unic numar natural n astfel incat numarul 3' +88-3° +3" si
fie patrat perfect.
Prof. Adrian Stan,Buziu

G:235. La etapa pe centru a Olimpiadei de matematica au participat 90 de elevi la clasa a VIII-a. 80 de elevi
au rezolvat prima problema, 75 de elevi au rezolvat problema a doua, 70 de elevi au rezolvat problema a treia
si 53 de elevi au rezolvat problema a patra. Aratati ca cel putin opt elevi au rezolvat toate cele patru
probleme.

Prof. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

G:236. Determinati numerele prime x, y, z astfel incat x+5y+13z =132.
Prof. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

G:237. Si se arate ¢ numirul N = ab61+ 22 ab este divizibil cu 61. Prof. Violeta Corbu, Buzau

Clasa a VI - a

G:238. Sa se rezolve In NxN ecuatia: 2x+3y —xy =0.
Prof. Constantin Rusu, Rm. Sarat

G:239. Determinati raportul a stiind ca a-13 - ,unde a,b e N*,
b b b+7
Prof. Constantin Dinu, Buzau
a b b c
G:240.Fie —=— si —=— (a,b,c € Q).
i 6 510 0)
.. . N a b c
a) Determinati numerele m si n astfel incat sa avem: — = —=—
m 48 n

b) Determinati numerele a,bsicstiind ca a+b+c=105.
Prof. Tuta Luca, Buzau
G:241. Un obiect costa 3600 lei. Se majoreaza pretul produsului cu 20% si apoi se reduce cu p% din pretul
majorat. Acum pretul produsului este de 3672 lei. Determinati procentul cu care s-a redus pretul.
Prof. Cornelia Guriu, Moinesti, Bacau

G:242. Determinati doud numere intregi direct proportionale cu 2010 si 49 stiind ca suma patratelor
lor este 16170004.

Prof. Mircea Mario Stoica, Arad
G:243. Si se rezolve in ZxZ ecuatia: 6x” +7x—3xy+4y =32.

Prof. Mariana Mitea, Cugir, Alba

G:244. Aflati numerele naturale x, y, z, t stiind ca suma lor este 2011 si 5x =10y = % =1-361.

Prof. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

x+ +z z+x . 2x+3y+5z
7 = .Calculati LXTOYTOZ
2x+z 2y+z 2z+x Tx+11y+13z
G:246. Cu 3 puncte distincte se poate construi un triunghi. Cu 4 puncte distincte se pot construi 2
triunghiuri fara puncte interioare comune. Cate triunghiuri, fard puncte interioare comune, se pot construi cu

2010 puncte distincte ? Prof. Ion Stanescu, Smeeni

G:245. Se da . Prof. Gheorghe Darstaru, Berca
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G:247. Determinati sase numere naturale a caror suma este 2010 si sunt direct proportionale cu sase
numere naturale consecutive . Prof. Simion Marin, Rimnicu Sarat

G:248. Fie unghiul <XOY cu m(<XO0Y)=20" si punctele A4,B,C (OX in aceastd ordine,
Ae(OB), M,N €(OY astfel incdt M e (ON)si [04]=[4aM]=[MB]=[BN]=[NC]. Aritati ca
[oC]=[oN].

Prof. Valerica Rosu, Rm. Sarat

G:249. Aratati ca daca numerele a, b, c, d sunt direct proportionale cu numerele 3, 4, 5, 6 atunci are
loc relatia: @’ +b° +¢’ =d”’ .

Prof. Nicolae Ivaschescu, Craiova
G:250. Determinati numerele naturale nenule x, y, psi ¢ ( p=22,q—-p= 1) care verifica:
xP—=xT" =251y’ —-x7=1.

Prof. Jamel Ghanouchi, Tunisia

G:251. Sa se determine masurile unghiurilor ascutite ale unui triunghi dreptunghic, stiind ca suma

masurilor a trei unghiuri exterioare ale acestui triunghi este egald cu 320°.
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat

Clasa a VII - a

G:252. Si se demonstreze identitatea: a’ +b° +¢* —3abc =(a+b + c)(a2 +b% +c’ —ab—bc- ca)
si apoi dovediti cd n° +n+2 divide n® —51n° +8 Vne N.
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
G:253. Rezolvati in multimea N’ ecuatia xyz —3xy +2xz+ yz—6x-3y+2z=12.
Prof. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

G:254. Determinati xe N pentru care vx” +27x+160 e N
Prof. Delia Naidin, Caracal, Olt

in N*,

G:255. Rezolvati ecuatia 1+L+ 1 ot ! =2000
1+2 1+2+3 1+2+3+...+x 1001

Prof. Constantin Dinu, Buzdu

G:256. Aritati ci daci N =a’ +b° (a,b € Z*), atunci 2N si N’ sunt sume de pitrate perfecte.

Prof. Tuta Luca, Buziu

1 ! ! Sa se arate ca 201 1(%(2012 .

5 + 5 to .
2011°+1 2011°+2 20117 +2011

G:257.Fie A=

Prof. Adrian Stan, Buzau
G:258. Pe diagonala [AC] a dreptunghiului ABCD cu AB = 16 cm si BC =12 cm, se ia punctul E
astfel incat AE = 3EC. Sa se afle distanta de la E la BD. Prof. Cornelia Guriu, Moinesti, Bacau

G:259. in triunghiul ABC, M este mijlocul inaltimii (AD), D e (BC)si, fie E € (AC), astfel incat ,

EC =2 AE. Sa se arate ca dacd B, M si E sunt coliniare, atunci triunghiul ABC este isoscel.
Prof. Constantin Apostol, Rm. Sarat



3

 COT TDTRT A MINTT 7 ) - PROBLEME PROPUSE - Zata
ACIVIEIN T I 7 r A gl )

9
g
3
b
{
{
/
|
l
{

Clasa a VIII - a

G:260. Si se aduci la o formd mai simpla (9+8)(9” +8°)(9* +8*)(9° +8°)...(9* +8"*).
Prof. Delia Naidin, Caracal, Olt

G:261. Comparati numerele a si b unde:

1 1 1 b V2009 N 2010 N V2011

a= + + ,b= .
J2009 2010 /2011 V2010 -4/2011  +/2011-4/2009 /2009 -+/2010

Prof. Constantin Rusu, Rdmnicu Sarat
G:262. Determinati x € R’ stiind ca = (\/; ). Prof. Tuta Luca, Buzau

2
G:263. Determinati valoarea maxima a fractiei F'(x) = 46x > 2392x+31145
X —=52x+677

si aflati valoarea

reald a lui x pentru care se obtine acest maxim.
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

G:264. Aratati ca nu exista functii f astfel incat f(x)+ f(5—x)=4x-1, VxeR.
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

, xeR.

G:265. Fie expresia E(x) = |x|+|x—1|+|x—2|+..+|x-2011
Sa se determine m%l E(x)si pentru ce valori ale lui x se realizeaza acesta.
Prof. Adrian Stan, Buzau

G:266. Aritati ¢ numirul 4 = 7" + 8" +9°'! este divizibil cu 48.

(In legatura cu problema G :165 , propusi de Gheorghe Darstaru.)
Prof. Titu Zvonaru, Comanesti

G:267. Si se rezolve in ZxZ ecuatia: x’y—6=3x"+y. Prof. Gheorghe Darstaru, Berca

Xx+y=—0-

Jx+ y=§

G:268. Sa se rezolve sistemul in QxQ: Prof. Ton Stanescu, Smeeni

< 8 . . . 4
G:269. Si se giseascd minimul expresiei £ =a’+b° +c” —g(a +b+c).
Prof. Ligia si Gheorghe Strutu, Buzau

Clasa a IX - a

2 2
L:150. Daca a,beR* si 9[2_2+b_2j_42(£+2) 67<0. Sa se arate ca 6a=b(7+\/ﬁ)sau
a a

6b=a(7+ J13 ). Prof. Constantin Dinu, Buziu

L:151. Daci a,b >0 si ab <1 aritati ca (a+b+2)’ > 4(a +b)(ab +1)
Prof. Mihaly Bencze, Brasov
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L:152. Fie functia g:R —> R, g(x)=-x+2010. Determinati functia /' : R — R, astfel incat
f(g(x))=-24x+48191.
Prof. Mircea Mario Stoica, Arad

L:153. Determinati partea Intreaga a numarului:

A=3n+ 2(\/112 -n+ \/n2 -1 +\/n2 +n),ne N¥*) Prof. Neculai Stanciu, Buzau

L:154. Fie f:[-1;1]—> R cu proprietatea (f o f)(x )_3x+1

SED+ M) =0.

Vx e[—1;1]. Sa se arate ca

Prof. Adrian Stan, Buzau

L:155. Sa se demonstreze ca, daca cel putin unul din numerele a, b, ¢, d este diferit de zero, are loc

inegalitatea a + b + ¢ + d > 4
b*+c’+d> a’+ct+d’ at+b +d? a’+b P+t 3
Prof. Violeta Corbu, Buzau

2cosl14°sinl10° —sin 24°

L:156. Sa se calculeze expresia: E = -
cos 86

Prof. Delia Naidin, Caracal, Olt

L:157. Si se rezolve ecuatiile: a) cosx=y*—2y+2; b) cosx=y* -4y’ +5.
Prof. Gherghina Manea, Buzau

L:158. Aratati ca  daca a,b,ce [1, oo) sunt  laturile  unui  triunghi,  atunci
] )} ] 1
a4 -bﬁ +b% ~04 +c4 -a% >l
2, 2, 2, :
a4 + bA + 04 2
Prof. José Luis Diaz-Barrero, Polytechnical University of Catalonia, Barcelona, Spain

L:159. Calculati suma: 7+19+37 +...+(3n> +3n+1) prin doud metode.
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

L:160. Calculati: S =1- % + 3 i _ 2010 . Prof. Mariana Mitea, Cugir, Alba

9 27 32009

L:161. Demonstrati ca daca a,bsi c sunt laturile unui triunghi, atunci are loc

i)(Zb+c aj 3= 22b+c a)(c)+a b).

2 2
iy —4 4 b +—°C 23+2(a_bj +[b_cj +(c_aj .
b+c—a c+a-b a+b-c a+b b+c c+a

Prof. Titu Zvonaru, Comanesti si prof. Neculai Stanciu, Buzau

2.3 4.5 2010-2011" 7 1.2 3-4 2009-2010 011

Prof. Ligia si Gheorghe Strutu, Buzau
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Clasa a X-a

L:163. Determinati functia f : N — Q care indeplineste simultan conditiile:
1) f(2012)=2013;

2) f(x+1)= f(x) +ﬁ, VxeN. Prof. Constantin Dinu, Buziu

n+m

L:164. Fie n si m numere naturale. Calculati suma: % Y3y .

k=0 i+j=k
Prof. José Luis Diaz-Barrero, Polytechnical University of Catalonia, Barcelona, Spain

. o o 2k
L:165. Rezolvati in R ecuatia:sinx = » cos——.

k=0
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat

L:166.Daci 0<a, <b, si x, €la,,b, | (k=12,...,n) aritati ci:
logxl ((a, +b,)x, —a,b,) + logx2 ((a; +by)x; —a;by) + ...+10gx” ((a, +b)x, —a,b)) =2 2n.
Prof. Mihaly Bencze, Brasov

) 2
N . log,| x +— 1
L:167. Sa se rezolve InR " ecuatia 5 * [ x ] +(x+—j =9;
X

Prof. Adrian Stan, Buzau

L:168. Daca a,b,c sunt numere reale strict pozitive, sa se demonstreze inegalitatile:
4 3 2 1
> ; + > .
27abc a+b+c 27abc  ab+bc+ca

D1+

Prof. Titu Zvonaru, Comanesti

L:169. Sa se rezolve ecuatia: 2-343"—-3-98" +10-28" -14-8" =0
Prof. Tuliana Trasca, Scornicesti, Olt

Clasa a XI-a
4 1 1
L:170. Fie matricca 4,,=| 8 2 2|. Sd se determine a,b e Rastfel incat determinantul
4a b b
matricei B=x-4,,+ yl; sd nudepinda de x. Prof. Florentina Popescu, Buzau

L:171. Se considerd un triunghi ABC. Determinati multimea punctelor M din interiorul
triunghiului ABC pentru care Aria(AAMB) = Aria(ABMC ) = Aria(ACMA).
Prof. Constantin Rusu, Ramnicu Sarat
L:172. Daca X,,X,,X; sunt radacinile ecuatiel x =1, aratati ca:
det(x,/; — 4) + det(x,/, — A) +det(x,/, — A) =3(1—det 4),VA e M,(C).
Prof. Mihaly Bencze, Brasov
L:173. Sa se calculeze )1(152 x-(BIn(x+3)+5In(x+2)-8In(x +1)).

Prof. Adrian Stan, Buzau
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L:174. Fie sirurile (a,),.y.(b, ), exprimate prin a, =log,
2

k(k+2)

keNsibh=Ya,.
(o)) kel st b=2a,

a) Sd se arate ca sirul (b, )neN este marginit §i strict crescator.

b) Sa se calculeze limb,.

n—>0

Prof. Tuliana Trasca, Scornicesti, Olt

ax’ +bx+2, xe[0;1)
2x* =5x+c, xe[l;3]

sa verifice teorema lui Rolle. Prof. Laura Tanase, Buziu

L:175. Sa se determine a,b,c € Rastfel incat functia 7 :[0;3] > R, f(x)= {

) ) I -1 Xy _ 1 0
L: 176. Fie matricele 4= 0 1 , X = . , X, v,z,teRs1 I, = 0o 11

z
a) Calculati 4° —34> +21,;

b) Calculati A*';
c) Aflati matricele X pentru care AX=XA; Prof. Gheorghe Darstaru, Berca

Clasa a XII - a

L:177. Sa se determine #n € N pentru care numarul N =10" —2" —8 este divizibil cu 21.
Prof. Ovidiu Tatan, Rdmnicu Sarat

x+sin® x

L:178. Sa se calculeze: I = dx .

1+sinx+cosx

NN —— |y

Prof. Constantin Rusu, Rdmnicu Sarat

(a +b)7l+1 _ an+1

S| 1 .
L:179. Sa se arate ca Z—Cia”*kbk = ,Va,beC.
o k+1 (n+1)b
Prof. Mihaly Bencze, Brasov
(e™ +5x+3
L:180. Sa se calculeze | ————"dx Prof. Laura Tinase, Buziu

0 e +Xx
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» Cand ai zece pasi de ficut, noua pasi sunt juméitatea drumului”’.

!EL IN"I proverb chinezesc

ﬂ Caleidoscop matematic

1. Cum inmulteau vechii chinezi !

21 x 12 = 252 31 x12=372
o 3
— a.
2
< g rr 5 7 2
14 x 23 =322
24x13 =312
2
: 2
2 2 1012
11 312
12
322 10 12
11 12

Liniile orizontale de sus reprezinta cifra zecilor iar cele de jos, cifra unititilor ale primului numar. Liniile
verticale din stinga reprezinta cifra zecilor iar cele din dreapta, cifra unitatilor ale celui de-al doilea numair.
Rezultatul inmultirii este exprimat in functie de punctele de intersectie ale

dreptelor. 3. CURIOZITATI

2. Puneti in spatiile libere dintre numere, operatii sau alte 13 - 2 ' g * :2"3}
=1-9+(1+

simboluri astfel incat sa dea rezultatul din dreapta. 29=2-9+(249)
39=3-9+(3+9)
49=4-9 +(4+9)
59=5.9+(5+9)
= 69=6-9+(6+9)
= 79=7-9+(7+9)
= 89=8-9+(8+9)
99=9-9+(9+9)
109 =10 - 9 + (10+9)
119=11-9 +(11+9)
129 =12 - 9 +(12+9)
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4. Un citel este legat de un copac cu un lant lung de 8 m iar 1a 15 m de el este asezat un
castron cu mancare la care citelul reuseste sa ajunga. Cum este posibil acest lucru ?

5. Gaseste ordinea logica din fiecare dintre cele patru randuri si adauga figura lipsa in cel
de-al cincilea rand.

I
O
?

@l A
Qe NA
Ol Al
A | I

6. Ghicirea unui numar

Mihai 1i spune lui Vlad: - Scrie pe hartie un numar oarecare, format din patru cifre cuprinse intre 0
si 9 1n ordine consecutiva. Scrie acelasi numar in ordine inversa si scade cel mai mic din cel mai
mare. Nu - 1 aga ca ti-a dat 3087 ? Cum a aflat Mihai cat face diferenta celor doud numere fara sa le
cunoasca ?

7. O demonstratie matematica a esecului prin studiu, STUDIU = ESEC ?

FARA STUDIU = ESEC
STUDIU = FARA ESEC
(H)FARA STUDIU + STUDIU = ESEC + FARA ESEC
(FW 1)STUDIU = (1 + E ) ESEC

De unde rezultd ca STUDIU = ESEC.
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» Oboseala si lenea au aceleasi simptome”’ .

Bissane de Soleil

Posta redactiei

(Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut al saptelea numar al revistei de matematica ,, SCLIPIREA
MINTII”, o revista care promoveaza studiul matematicii in rdndul elevilor nostri, si care, speram noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreund, din judetul Buzau si nu numai, pentru a face din obiectul
matematicii o activitate performanta.

Profesorii si elevii care doresc sd trimitd materiale pentru revistd, constdnd in articole, exercitii si
probleme cu enunt si rezolvare completi, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a Tmbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de ¢ mail: ady_ stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate( salvate in
Word 2003) , fie scrise de mana si scanate. Materialele primite trebuie sa fie originale si sa nu mai fi
fost trimise sau si mai fie trimise si catre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise spre
publicare, apartine redactiei.

Elevii care doresc sa trimita rezolvarile problemelor, trebuie sa ia legatura cu profesorii lor si sa respecte
conditiile ca fiecare problema sa fie rezolvata pe o singura foaie cu specificarea numarului problemei, si a
autorului ei, iar la sfarsitul solutiei sa-si treacd numele si prenumele, clasa si profesorul siu, scoala si
localitatea.(Indicativele P, G si L sunt pentru diferentierea pe invatamant primar, gimnazial respectiv liceal)
Fiecare elev poate rezolva si trimite problemele destinate clasei in care se afla si pe cele ale ultimelor doua
clase imediat inferioare precum si pe cele din clasele superioare cétre profesorul clasei. Fiecare rezolvare

promova in continuare revista in randul elevilor, iar cei carora li se publica articole sd comande un numar
mai mare de exemplare.

(Data finald pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numarul 8 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 1 Octombrie 2011. Va uram succes si va asteptam.

Redactia

Raéspunsuri la problemele de la Caleidoscop Matematic:

2. (1+1+1)! = 6 (3 factorial =1-2:3= 6); 2+242=6: 3-3-3=6
Ja+Ja+Ja=2+2+2=6; 5:5+1 = 6; 6+6-6=6;
TT+7=6, Y8+3Y8+3Y8=2+2+2=6; J9-90-/0=9-3=6.

4. Citelul este pe partea cealaltd a copacului.
5. Asociind fiecarei figurl un numar se obtine urmatoarea secventd de numere: 654321, 54321,
4321, 321, 21, prin urmare ultima figura lipsa este cercul.

6. Diferenta celor doud numere este de forma (x+3)(x+2)(x+2)x —x(x+D(x+2)(x+3)=
(x+3)10° + (x+2)10° + (x + D10+ x —x10° = (x +1)10° = (x +2)10—(x+3) =3100—-13 = 3087 .




- RUBRICA REZOLVITORILOR -

o

Scoala cu clasele I-VIII “Vasile Cristoforeanu” Rm. Sarat:

Clasa a VII-a : 40p-Buterez David, Sirbu Claudiu, 35p- Chiriac Andrei,Doni Alina, 27p- Parlog Valentin, Baciu Diana Valentina,
Tudorache Alina, Neagu Daniela, Lazar Elena ,Vlad Oana Andreea, Tasca Valentin, 20p- Banu Calinut ; Clasa a VIII-a : 28p-
Sitaru Bogdan, Andronescu Alexandra, 25p- Tatu Horatiu Stefan, Ursicd Bogdan, Chiriac Corina, Barbu Ionelia; Prof. Marin
Simion;

Rubrica rezolvitorilor de probleme

Scoala cu clasele I-VIII, Smeeni.

Clasa a V-a: 12p. Chiriacescu Roxana, 10p. Nica Camelia, Tescan Irina;

Clasa aVI-a: 28p. Bulgarea Alexandra; 22p. Neacsu Laura. Clasa a VII- a. 32p.Scarlat Roxana,;24p.Vasile Cristina, Marin
Valentina; Clasa a VIII-a: 30p. Dragomir Alexandru; 25p.Cristea Maria, 23p.Birzoi Madalina. Prof. Stanescu Ion.

Scoala cu clasele I-VIIL nr.1 Nehoiu:
Clasa a VII-a: 25p- Irimia Malina, Prof. Prefac Vasile. 27p-Petre Andreea, Prof. Prefac Maritanta.

Liceul de Arta ., Margareta Sterian”, Buziu:

Clasa a VI-a: 20 p- Constantin Alexandra, Tuclea Laura, Argasealda Gabriela, Velea Roxana, Stanciu Georgian, Clasa a VII-a: 25p-
Cristea Irina, Stanciu Adelina; Clasa a X-a: 22 p- Dumitrache Emanuel, Mititelu Aurora, Enescu George, Vasile Smaranda, Clasa a
XI-a: 20p- Ciomag Alina, Costache Raluca, Prof. Dibu Daniela.

Colegiul Economic Buziu:
Clasa a X-a: 27 p- Marin Adina, Mandrutd Alina; Prof. Dinu Constantin.

Grupul Scolar ,,Costin Nenitescu”, Buziu:

Clasa a IX-a: 14p. Feraru Andreea, Pertea Larisa, Dinu Madalina, Maruntis Simona, Catalin Alexandra, Pintoiu Alina, Tudose
Stefania, lordache Razvan, Capatana Corina, Pascu Nicoleta, Baraboi Costin;

Clasa a X-a: 30p- Zaharia Madalina, Bisoceanu Aura, Soare Manuela, Lixeanu Daniela, Prof. Stan Adrian. Borcau Georgiana,
Prof. Plesu Natalia, Olteanu Robert, Fratiloiu Adrian, Bucur Liviu, Feraru Viorel, Prof. Popescu Florentina.

Clasa a XI-a: 32p- Vlad lulian, , Dinu Alin, Antemir George, Dima Octavian, Anghel Sorin Prof. Stan Adrian. 23p- Iordache
Mariana, Ispas Alina, Semian lonela, Iordache Ioana, Anghel Cristina, Prof. Plesu Natalia;

Scoala cu clasele I-VIII “Gh. Popescu “ Mirgineni —Slobozia, Olt

Clasa a V-a: 15 p. Pirvu Cristina, Stefan Adriana, Radu Giorgiana, Marinescu Catalin; Clasa a VI-a: 20p. Valcica Adelina, Trasca
Catalina, Duta Livia, Ghita Alin; Clasa a VII-a: 24 p. Marinescu Dorina, Vladu Laurentiu. Clasa a VIII-a: 30p. Balasescu Nicoleta,
Risca [onut, Olteanu Marian. Prof. Iuliana Trasca.

Scoala cu clasele I — VIII “Ion Creangi” Baciu:
Clasa a VI-a: 12p - Popescu Cezara, Chiper Raluca, Herciu Madalina, Mocanu Alexandru; Clasa a VIII-a: 14p - Moruz
Alexandru, Militaru Elena, Popa Dragos Prof. Constantin Eugen Piduraru.

Scoala cu clasele I-VIII nr. 1, Padina.

Clasa a I1I-a: 20p. Nastase Teodora; Clasa a V-a: 18p. Bocioacd Andreea, 16p. Dumitru Georgiana; Clasa a VI-a: 26p.Nastase
Daniel; 18p. Fleoarcd Andreea Raluca, Paraschivescu Andreea, 16p. Ciocan Mirela Vasilica Clasa a VII-a: 16p. Mihaild Fanel
Daniel; Clasa a VIII-a: 25p. Dragoi Alexandru Stefan. Prof. Lacrimioara Nistase.

Scoala cu clasele I-VIII, nr. 4, Moinesti, Bacau. .

Clasa a V-a: 6p. Munteanu Gheorghe, Lila Ionut, Olaru George, Ulia Maria, David Alexandra

Clasa a VII-a: 18p. Armeanu Ana , Martin Adrian; Clasa a VIII-a : 24p. Agavriloaie Bianca, Macadan loana, Dudau Codruta,
Botezatu Georgiana, Ciubotaru Alexandru, Cuceac Vicentiu, Gheorghe Bianca, Moldoveanu Alexandru, Motei Rézvan. Prof.
Cornelia Gurau.

Scoala cu clasele I-VIIL nr. 1 Rm Sérat.
Clasa a VI-a: 10p. laru loana Victoria, Vasile Dragos Mitrut, Rapeanu Miruna. prof. Valerica Rosu.

Scoala cu clasele I-VIIL nr. 2 Cugir, Alba.
Clasa a V-a: 10p. Codrea Maria, Codrea Marian, Muntean loan, Molodet Dragos, Siderias Alexandru; Clasa a VII-a: 12p.Bortoc
Adrian, Codeanu Andrei, Dan Andreea, Vinersar Catalin; Clasa a VIII-a: 10p. Margineanu Cristina. prof. Mariana Mitea.

Grup Scolar Tehnic ., Sf. Mucenic Sava”, Berca, Buzau.
Clasa a I1I-a: 9p. Badea Teodora, Bratosin Cosmina, Ciupag Alin, Dinu Alexandru, Ionitd Lorena, Moldoveanu Andreea, Papatoiu

Andrei, Popa Madalina, Solca Roxana, Téatulescu Rézvan, Prof. Lupsan Nicoleta.

Scoala cu clasele I-VIII, Bidila, Buziu.
Clasa a I'V-a: 10 p. Buche Larisa, Porceanu Andreea, Sandu Ionut, Prof. Branza Cristian Cosmin.
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