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,.Litera € nu se va mai folosi pentru nimic altceva decéat
pentru aceasti constanta universala pozitiva ( solutia ecuatiei Inx = 1)”.
Edmund Landau ( 1837- 1938)

l! Istoria matematicii

Un numar celebru ,,e”

si un matematician si ... ,,mai celebru”, Leonhard Euler
de Adrian Stan, Buzau, lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu

Explicatia numarului ,,”- numarul lui Euler, denumire data in
cinstea matematicianului, fizicianului si  astronomului elvetian
Leonhard Euler (15.04.1707 — 18.09.1783) este in stransa legaturad cu
aparitia calculului diferential si totusi acest numar folosit ca bazd a
logaritmului natural ar fi fost observat mai intai la calculul unei sume N
la care se adauga o dobanda anuala d de n ori pe o perioada de t ani, iar

nt
cand n creste oricat de mult, suma rezultata S =N -(1+—] , Se apropie
n

de o anumitd valoare si anume 2,718 ( cand N=1, d=1, t=1). De

T . 1
asemenea, problema studierii ariei de sub hiperbola y == a condus tot
X

la acelasi numar, rolul important al lui ,,e” avea sa fie dat in sec. al XVIII-
lea de catre Leonhard Euler ca urmare a importantei pe care a jucat-o functia exponentiala e* in
calculul diferential.

Tn 1614, John Neper ( 1550 — 1617) ( sau Napier) introducea conceptul de logaritm in cartea
,Mirifici logarithmorum canonis descriptio”, ,,.Descrierea minunatului canon al logaritmilor”, dupa
20 de ani de calcule in care dadea tabele de calcul si proprietati ale acestui numar, L din relatia

N =10’ -(1—10‘7 )L. John Neper, nu a putut descoperi numarul ,,e” ca baza a logaritmilor deoarece

el nu s-a gandit la o baza, conceptul acesta aparand mai tarziu la logaritmii zecimali introdusi Tn 1624
de catre Henry Brigss ( 1561- 1631), dar modul cum Neper a definit el logaritmii, 1l putea conduce

. | T . o
la descoperirea numarului — care era in principiu baza logaritmilor sai.
e

Inventia logaritmilor a adus enorme beneficii intregii lumi stiintifice iar urmatorul pas a fost
realizarea unui dispozitiv mecanic care sa faciliteze calculul diverselor operatii cu logaritmi, aceasta
reusindu-i lui William Oughtread ( 1574-1660) care a introdus rigla gradatd cu doua scale
logaritmice si folositad peste 350 de ani pana la aparitia calculatoarelor electronice in 1945 sau a celor
de buzunar la inceputul anilor 1970.

Pornind de la calculul cuadraturii curbelor de ecuatie generala y=x",( pentru n =2 avem

parabola), Piere Fermat( 1607- 1665), continudnd metoda exhaustiva a lui Arhimede ( cca. 287-212
i.e.n) introduce o serie de dreptunghiuri care sa acopere suprafata careia 1i calcula aria. Suma ariilor
acestor dreptunghiuri intre punctele  x = 0 si x = a avand bazele 1n progresie geometrica,
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a, ar, ar’, ..., r{, i aproxima aria de sub graficul lui y=x",mai bunid cu cit numirul de
dreptunghiuri erau mai multe si mai inguste adica r tindea catre 1.
an+l . 1_.,. an+l ] a‘n+l . . .
A = ( ) = adica A= 1 (*) unde pentru n =2 se obtinea aria obtinuta de
n+

1—-r" 1+r+ri+..+r"
3

Arhimede ( cca. 287 — 212, i.e.n) pentru parabola, Az%. Cuadratura hiperbolei in cazul y :1
X

( hiperbola lui Apollonius) I-a pus pe Fermat in impas datoritd numitorului n+1 din relatia (*) care
devenea 0. Un alt matematician Gregorius de Saint — Vincent ( 1584 — 1667) si un discipol al sau,
Anton de Sarasa ( 1618- 1667) rezolva aceasta problema prin descoperirea legaturii dintre cresterea
geometricd a bazelor dreptunghiurilor cu cresterea aritmetica a ariilor dreptunghiurilor care acopereau
aria de sub hiperbola, rezultand formula A(t) =logt unde X =t era un punct de referinta cuprins intre

1 si tiar baza functiei logaritmice avea sa fie notatd mai tarziu de catre Euler.

1 2 é 5
Printre primele preocupari ale Iui Isaac Newton (1642 — 1727) a fost sa extinda dezvoltarea

(atb)" si pentru n rational ( n 1665) si apoi n negativ si n real. Generalizarea dezvoltarii binomiale
pentru n negativ, l-a condus pe Newton la o serie infinitd a carei suma este

1+ %) =1—-x+x*—x*+.... iar aria de sub hiperbola y = ilde lax =0 lax=teste log(t+1)ceea
X+

, L t* 2t . . .
ce a condus la seria logaritmica log(t+1) =t Y + §_Z+ ..... . Continuand studiul sau cu privire la

calculul ariilor de sub graficul unor functii, Newton a ajuns la problema tangentei si a inversei

tangentei adica la un algoritm, care astazi constd in derivarea unei functii respectiv in integrarea
n+1

nedefinitd. Newton a observat legatura dintre aria A= de sub curba y =x", intre x=0 si x=a cu

n+1

n+l

formula de integrare pentru y=x", A= 1 adica problema tangentei si problema ariei sunt
n+

inversa celeilalte adica tocmai ideea calculului diferential si integral.

Primul care a facut legatura dintre | = Ilm(1+—j si problema dobénzii compuse a fost

nN—o0 n

matematicianul elvetian Jakob Bernoulli (1655- 1705) care a aratat ca Ie(2,3)cu ajutorul
binomului lui Newton.

1+1 :1+1+1+£+£+ ..... +£+...,unde nl=1.-2-3-4-....-n.
n 21 31 41 n!
n=1: 2=2; n=2: 2+l=2,5; n=3: 2+£+1=2,666;
2 2 6
n=4: 2+£+1+i:2,70833; n=>5; 2+£+1+i+i:2,71666,si cu cat este mai
2 6 24 2 6 24 120 ’

mare cu atat se obtine ca
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Iim[1+—j ~2,718281.... Tot Jakob Bernoulli introducea in 1690 si denumirea de calcul

nN—oo n

integral.

H'

Studiind seriile infinite, Jakob Bernoulli a aratat ca seria %+i2+i2+ ...... +i2+ ..... este
1 2° 3 n
convergenta, dar nu a reusit sa-i calculeze suma, de abia in 1736, Leonhard Euler( 1707 — 1783)
2

.~ /. A . . -
ii gaseste valoarea de 3 incluzand-o in cartea sa de mecanica ,,Mechanica” unde apare pentru

prima datd litera ,,” fara sa stim carui fapt i se datoreazd aceastd notatie dar se presupune ca a
ales notatia de ,,e” de la prima litera de la cuvantul exponent si nicidecum de la numele sau.

Se pare insa ca Euler folosise notatia literei ,,e” pentru valoarea 2,718281.... cu mult timp
Tnainte, pe cand avea 20 de ani intr-o lucrare din 1727 dar publicata in 1862 la 80 de la moartea
sa ca multele din sutele de note sau articole descoperite si publicate dupa moartea sa, opera sa
intreaga ,,Opera Omnia” contindnd 80 de volume mari cu mii de articole si zeci de mii de
pagini, Euler devenind primul dintre cei mai prodigiosi matematicieni ai tuturor timpurilor,
naintea lui Cayley, Cauchy si Poincare.

Euler a demonstrat in 1737 ca orice numar rational se poate scrie ca o fractie continua
finita in timp ce un numar irational se poate scrie ca o fractie continua infinita, de exemplu, e:

1
1
2
3
4

e=2+
1+

2+
3+
4+

Lucrarea ,,Introductio in analysin infinitorum” publicata in 1748, este o carte care se
constituie ca fiind baza analizei matematice in care Euler introduce si conceptul modern de

n
. . . o .. . X .
functie cu notatia f(x). El introduce urmatoarele functii €*=Ilim (1+ —) s

n—o n
1 n
Inx=1lim n[xn —1} reliefand importanta celor doua functii si a trecerii la limita la infinit. Avem
n—ow

urmatoarele dezvoltari in serie infinita de puteri ale lui e*:

: 1Y 11 . xY x x* X

I|m(1+—j =l+—+—+—+...5l I|m(1+—j =l+—+—+—+...... ().
n—> n 21 1 2t 3

Tn relatia (**), Euler a tnlocuit pe x cu ix, unde i era definit ca i =+/—1 (unitatea
imaginard), obtinand trecerea de la numere reale la numere complexe in relatia

e” =1+ix+ TR si mai departe prin separarea termenilor
- x> x* X x° -
e'x=(1+§+$+ ...... ]+i-[x—§—§ ........ ] obtine celebra formula e” =cosx+isinx. Mai

= : : L i _ CIY e 1 5
departe, prin nlocuirea lui x cu -x obtine si urmatoarea € = =COSX—=ISINX ‘jar din ultimele doud
Euler obtinea relatiile care poarta denumirea de formulele lui Euler:
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ei>< +e—ix ix
cosx:T, sinx =

—ix

—e
. De aici, punand in locul lui x pe 7, Euler obtinea una dintre cele

o : _ _
mai frumoase si interesante formule in matematica: € = _1, (Sm 7 =0, cosz =

identitatea lui Euler.
Se pare ca si alti matematicieni, printre care Roger Cotes ( 1682-1716) si Abraham De
Moivre ( 1667-1754) ar fi ajuns la aceasta formula naintea lui Euler prin alte relatii echivalente:

(cosp+ising)" =cosng+isinng.

-1 ), numita

Tn 1748, Euler cunostea primele 18 zecimale ale numirului e iar dupa el multi alti
matematicieni  s-au preocupat cu gasirea zecimalelor lui e, cum ar fi: William Shanks in 1853 stia
primele 205 zecimale, J.M Boorman cunostea primele 346 de zecimale in 1884, iar in 1949 John von
Neumann gésise circa 2010 zecimale. Aparitia calculatoarelor a facilitat gasirea zecimalelor, astfel
ci pe 27 aprilie 2007 matematicienii Shigeru Kondo si Steve Pagliarulo gisiserd un numar de 10*
zecimale ale lui e.

Un fapt interesant este felul cum numarul ,,e” intervine in teorema numerelor prime — 0
conjectura enuntata de C. F. Gauss ( 1777- 1855). Acesta inca de la varsta de 15 ani era fascinat de
gasirea unui model de determinare a numerelor prime, iar conjectura Iui Christian Goldbach(1690-
1764) — ca orice numar par mai mare decat 4 este suma a doua numere prime 1-a intrigat si mai mult.
Gauss a cercetat tabelul de numere prime a lui J.H. Lambert ( 1728-1777) si a incercat sa gaseasca o
regula dupa care se distribuic numerele prime mai mici decat un intreg X, introducand notatia

X . w(X n o .y n o .
7(X) ~—— sau IImL =1 ceea ce insemna ca probabilitatea ca un intreg dat sa fie prim este
n X X—>00

In x

1 .. . L
aproape egal cu I—cand X creste nemarginit. De abia in 1896 matematicienii S. Hadamard
nx

(1865- 1963) si Charles de la Valle Poussin ( 1866-1962) au demonstrat conjectura lui Gauss
reliefand astfel ca distributia medie a numerelor prime este legata de functia logaritmica si indirect de
numarul e.

Dar comunitatea matematica se intreba ce fel de numar este e ?

Euler fi demonstrase irationalitatea n 1737 dar existau matematicieni /

2

care se intrebau daca existd numere irationale nealgebrice cum era si
francezul Joseph Liouville ( 1809- 1882) care descoperise intr-un B
final ca ,.e” nu e solutia niciunei ecuatii patratice cu coeficienti T TR
intregi. Doar matematicianul francez Charles Hermite ( 1822- 1901) |
reuseste in 1873 sa demonstreze complet transcendenta numarului lui
Euler cét si a lui €%, adici ,.e” nu este solutia niciunei ecuatii polinomiale cu coeficienti intregi.
Ulterior, in 1882 germanul Carl Lindemann ( 1852-1939) descopera transcendenta lui 7 si 0

e

data cu aceasta a fost deschisa calea pentru gésirea si a altor numere transcendente, z°, 7", e°.

O scurta introspectie in viata lui Euler ne dezvaluie faptul ca acesta s-
a nascut la Basel in Elvetia pe data de 15 aprilie 1707 cu un tatd pastor
luteran care studiase matematica impreuna cu Johann Bernoulli ( 1667 —
1748) sub Tndrumarea lui Jakob Bernoulli ( 1655 — 1654).

Trebuie mentionat ca in familia Bernoulli care a dat o seama de
matematicieni si fizicieni de prim rang, Jakob a fost cel dintai care
propusese Th 1690 in revista ,,Acta eruditorum” a lui Leibnitz, problema
cunoscuta sub denumirea de ,,problema lantisorului”, si rezolvata ulterior
de fratele sau Johann dar si de Leibniz si C. Huygens Tn moduri diferite.
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(e™+e™)

Ecuatia gasita a lantisorului este ecuatia unei curbe y = care depinde de densitatea sa si

X —X

de tensiunea la care este supus iar pentru a=1 se obtine ecuatia y = — CU mentiunea ca atunci

nu se folosea un simbol pentru e si nici pentru functia exponentiald, dar era rezultatul inceputului
folosirii calculului diferential al lui Leibniz.

Interesant este faptul ca, de mic copil, Euler a fost indrumat de tatal sau sa studieze teologia si
limba greaca pentru a deveni pastor, dar Intdlnirea lui cu marele matematician Johann Bernoulli pe
cand avea doar 13 ani, a avut o influenta covarsitoare care i-a determinat viitoarea cariera de
matematician.

Johann Bernoulli (1667- 1705) i-a devenit mentor lui Euler si vazand in el un talent

deosebit, i-a cerut tatalui acestuia sa-i canalizeze eforturile catre matematica. Asadar, Euler desi Tsi
luase un titlu de master in filosofie la facultatea din Basel si Tsi terminase studiile teologice, renunta
la acestea si se apuca de studiat matematica, absolvind in 1726 Universitatea din Basel.

Tn 1727 publici diverse articole printre care unul este premiat cu locul doi de Academia din
Paris, dar acest lucru nu la descurajat si in intreaga viata a obtinut apoi de 12 ori premiul Academiei
din Paris.

Tn acelasi an la Basel, Tsi sustine doctoratul cu o teza despre acustica si apoi aplicd pentru un
post de profesor la Universitatea din Basel dar nu il obtine ceea ce il face sa accepte invitatia de a
preda la Sankt Petersburg, asa ca in primavara lui 1727 pe 17 mai ajunge la Academia din Sankt
Petersburg, patronata de tarina Ecaterina | a Rusiei, locul unde predau cei mai mari matematicieni ai
vremii, printre care si prietenul sau Daniel Bernoulli sau Jakob Hermann, Christian Goldbach si
multi altii.

Ajuns aici, Euler a invatat foarte repede limba rusa si dupa plecarea lui Daniel Bernoulli din
Rusia, Euler ajunge in 1931 sef al departamentului de matematicd. Munceste foarte mult in aceasta
perioadd, infiinteazd o revistd In care 1si publicd numeroase lucrdri, se ocupd de cartografierea
teritoriului Rusiei, ajungand ca in 1735 la varsta de 28 de ani sa sufere o congestie cerebrald si sa isi
piardd vederea la ochiul drept.

Continua sa lucreze excesiv iar in 1738 si 1740 obtine marele premiu al Academiei din Paris
propulsandu-l printre marile figuri ale oamenilor de stiintd. Dupa 14 ani de sedere in Rusia, si dupa
Tnceputul unor vremuri tulburi acolo, Euler accepta in 1941 invitatia lui Frederic al Il-lea de a veni
la Academia din Prusia, viitoarea Academie din Berlin, pentru a preda acolo chiar din pozitia de
director al departamentului de matematica.

Avea sd ramana aici 25 de ani pana in 1766 ocupandu-se de numeroase activitati inclusiv
supervizarea Observatorului Astronomic, Bibliotecii Academiei si a Gradinii Botanice, s-a ocupat de
problemele financiare ale Academiei, a publicat numeroase calendare si harti aducand venituri
substantiale pentru Academie.

Tn 1766, la varsta de 59 de ani si complet orb se reintoarce la Sankt Petersburg unde timp de
17 ani avea sa dea dovada de o productivitate extraordinara, toate cercetdrile sale le facea mintal,
putea elabora calcule dificile dupa care le dicta fiicei sale. Cunostea pe dinafara si putea sa recite de
oriunde din vasta opera ,,Eneida”.

O intdmplare povesteste faptul ca, odata au venit la el doi studenti care calculaserd suma a 17
termeni dintr-o serie convergenta insa separat fiecare dintre ei gasisera o diferenta la a 15-a zecimala.
L-au intrebat pe Euler care din ei a facut calculul corect si atunci, matematicianul calculand si el insa
fara a lua creion si hartie a reusit sa determine mintal a 15-a zecimala corect.

Leonhard Euler este considerat cel mai prodigios om de stiinta al lumii, in intreaga sa
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ce, algebrei, teoriei

@ - ISTORIA MATEMATICII-

activitate a avut lucrari stiintifice din domeniul analizei matema
numerelor, topologieli, fizicii, opticii, astronomiei, si altele din domeniul tehnicii
Tn timpul vietii a fost membru a opt academii de stiinte dintre care, al Academiei de Stiinte
din Berlin, Prusia, cét si la cea din Sankt Petersburg, Rusia, impartindu-si viata intre cele doua orase,
respectiv tari.
Euler a reprezentat 0 scoald pentru urmasii sai, un munte de cunostinte greu de intrecut, numit
in glumd de contemporani, “analiza In carne si oase”.

Contributiile sale in matematica sunt uriase, el fiind singurul matematician al carui nume a fost
atribuit la doud constante foarte importante in matematica, numarul lui Euler, e=2,718281,...... si
constanta lui Euler ¢c=0,57721..... .

Euler a enuntat o impresionanta colectie de teoreme, formule si definitii dintre care amintim:

definitia logaritmului unui numar pozitiv, definirea ecuatiilor reciproce, studiul teoriei cu privire la
rezolvarea ecuatiilor de grad mai mare ca 4 prin radicali, definirea legii reciprocitatii cuadratice,
functia indicatorul lui Euler, i- unitatea imaginara de la numere complexe, f(x)- simbolul pentru
notatia unei functii in variabila x, a dat dezvoltari in serie, a prezentat metode de integrare, a pus
bazele calculului variational, in calculul diferential a introdus notiunile de solutie particulara si
solutie general (1775). De asemenea, in geometrie, o formula de a sa care-i poarta numele, exprima
curbura normald a unei curbe pe o suprafata.

Alte carti importante in afara celor amintite au fost  “Institutiones calculi differentialis”
(1755), si “Institutionum calculi integralis” (1768-1770).

Tn 1732, Euler a demonstrat ci numarul Fermat pentru n = 5, F = 2% 11=4294967297

nu este prim deoarece se divide cu 641, aceasta dupa ce, Fermat anuntase conjectura sa ca, “toate

numerele de forma F = 2% +1sunt prime”, dupi ce ficuse observatiile ci numerele
F, =3, F =5 F, =17, F, = 257 sunt prime.

Tn 1737, el aratd ca toate fractiile rationale pot fi exprimate in fractii continue finite si
numerele irationale se pot transforma in fractii continue infinite.

In 1747, in urma calculelor efectuate, reuseste si realizeze primul microscop cu lentild dubla
care evitd devierele cromatice ale sistemului optic din care era format primul microscop cu o lentila
al naturalistului englez Robert Hooke(1665). Euler, a observat cd o lentila convexa si una concava
conduc impreuna la fixarea frecventelor luminii intr-un singur punct al planului microscopului
nemaiexistand acea imagine neclard a perspectivei.

In 1750, Euler a introdus notiunea de rest pitratic pentru a rezolva ecuatia lui Pell — un tip de
ecuatie diofantica pe care Euler i-o atribuie din gresealda matematicianului englez John Pell
(01.03.1611 — 12.12.1685), care, de altfel a fost preocupat in teoria numerelor de studierea ecuatiilor
diofantice.

Astfel de ecuatii, cum ar fi x> —ny® =1sau nx*+1= y*cunoscute sub numele de ecuatii Pell,

au fost studiate si de Lagrange care a aratat ca au o infinitate de solutii numere intregi distincte, n
nefiind patrat perfect.

Euler face afirmatia ci ecuatia X° = m(mod p) are solutii daca m este rest patratic al lui p.
In 1758, a introdus notiunea de indicator al numirului natural n, si anume, @(n). Acesta

semnifica numarul tuturor numerelor prime cu n mai mari sau egale cu 1 si mai mici decét n.

n puteri de factori primi ai lui n, atunci, indicatorul lui Euler este egal cu


http://en.wikipedia.org/wiki/Institutiones_calculi_differentialis
http://en.wikipedia.org/wiki/Institutionum_calculi_integralis
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1 1 1 1
@(n)=n [1— —J : [1— —] . (1— —j S (1— —j Pe langi o serie de proprietiti pe care
Py P, Ps Py

le-a dat indicatorului @(n) se regaseste si urmatoarea: @(mMen) = @(M)+p(n), ¥(m,n) =1, ijar
pentru n prim rezultd @(N) =n—1. Totin 1758, Euler generalizeazi mica teorema a lui Fermat sub

forma: a”™ —1=M_, unde M, este un multiplu de n, iar a si n sunt prime intre ele.

n'

Teoria fractiilor continue a adus-o sub o forma de prezentare si scriere care este actuala dand si
relatia dintre reduse: PQ, ,—P, ,Q,=(-1)". De asemenea, gaseste radacina irationald pozitiva a

ecuatiei x*—px—q=0 sub forma unei fractii continue, x = p+L, sau X = p+ﬂ. Mai
D+ q X
p+....
tarziu, 1l va aproxima pe Ig2 prin fractii continue astfel, Ig2 = 1 n
1+
4
1+
1+L
1+£
1+...

n 1755, extinde regula lui I’Hospital pentru cazurile de nedeterminare i ,0e00, 00 — 0.
o0

Tn 1772, Euler a demonstrat c¢d numarul 23'—1 = 2,147,483,647 este un numir prim

. . . . i- 1=0 } . . .
Mersenne iar identitatatea lui Euler, € = +1=U este considerati una din cele mai frumoase
formule date vreodata.

In 1774, Euler generalizeaza relatia lui Lagrange, (C?)?+(C!)* +...+(C")* =Cj sub forma
C’.Cf+Cl-CSM+C2.C%2 4. +Cr.CY =Cf

n+m*

In 1776, Euler demonstreazi “teorema lu Fermat” pentru n = 3, si anume, “ecuatia
X"+y"=12", neN, n>3nuare solutii in numere intregi”.

S-a preocupat de asemenea si de domeniul Logicii, fiind astazi citat la binecunoscutele
diagrame Venn- Euler.

In fizica si astronomie, a dat o serie de ecuayii diferensiale si a calculat paralaxa Soarelui. S-a
preocupat si de optica, nefiind de acord cu teoria corpusculard a luminii enuntata de Newton.

In topologie este cunoscuti celebra sa problemi cu podurile din Konigsberg care a constituit
inceputul fundamentarii teoriei grafurilor.

Bibliografie:

1. Adrian Stan, si colab; O scurtii istorie a matematicii. Editura Editgraph. Buzau. 2015;
2. Eli Maor. e.Povestea unui numir. Editura Theta. Bucuresti. 2006;

3. https://ro.wikipedia.org/wiki
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“ O personalitate mare e ca un munte : iti largeste orizontul
daca stai pe umerii sdi, daci-i stai insa la genunchi 1iti strimteaza
zarea impiedicandu-te sa vezi si ce mai inainte ai vazut.”
(Lucian Blaga)
(1895 - 1961)

A Articole si note matematice

Asupra unei probleme din RMM

de Titu Zvonaru, Coméanesti

Tn revista Romanian Mathematical Magazine, Nr. 42, Editia de Toamna, 2024, la pagina
105 a fost publicata problema:
J.2408. Sa se demonstreze ca daca X, Y,z >0 si m>1, atunci

X z 3 . . .
+ y + < (Neculai Stanciu si George Florin Serban)
mx+y+z X+my+z X+y+mz m+2

In afard de obtinerea unei solutii, este interesant de a vedea care este rolul conditiei m>1
si ce se intampla daca 0<m<1.

I. Folosind metoda deligamentarii, obtinem urmatoarea identitate:

X N y N z 3
mx+y+z X+my+z X+y+mz m+2
X 1 y 1 Z 1
= — + — + —

mX+y+z mM+2 X+my+z m+2 X+y+mz m+2

1 x—y+x—z+y—z+y—x+z—x+z—y
m+2{ mx+y+z X+my+z X+Yy+mz

_ 1—m[ (x=y)° . (y-2)° . (2-%)’ j

m+2 (mx+y+2)(x+my+2z) (X+my+z2)(Xx+y+mz) (X+y+mz)(mx+y+2z)
Rezulta imediat ca inegalitatea este adevarata dacd m>1, iar daca 0 <m<1, atunci are loc
inegalitatea de sens contrar
X z 3
+ y + > :
MX+Y+Z X+my+z X+y+mz m+2

I1. Fiind o inegalitate cu fractii, ne gandim la Bergstrom. Folosind un ,,truc’’ cunoscut, scriem

inegalitatea sub forma echivalenta

1 X 1 1 z 3 3

__—+__L+__—2__

m MX+y+z m X+my+z m X+y+mz m m+2

+1 Z+X X+ 6
y + + y > :
mx+y+z X+my+z X+y+mz m+2

Aplicand inegalitatea lui Bergstrom, dupa cateva calcule simple, ramane de aratat ca

(M=D(x*+y*+2°) > (M=1)(xy + yz + 2X).




Sclipirea Mintii 35 - ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE - 9

Ultima inegalitate este adevarata pentru m>1. Aceasta solutie nu ne spune nimic despre situatia
cand 0<m«<1.

I11. Pentru m =1 avem egalitate. Dorind sd avem numitori mai simpli, putem Incerca o
substitutie. Notand mx+y+z=a, X+my+z=Db, x+ y+mz =c obtinem

_(m+Da-b-c =~ (m+Db-c-a Z_(m+1)c—a—b
S Mm+2)m-) 7 (Mm+2)m-1) ' (m+2m-1)

Inegalitatea dorita se scrie

(m+1)a—b—c+(m+1)b—c—a+(m+1)c—a—b< 3
(m+2)(m-Da (M+2)(m-Db (M+2)(m-)c m+2

b+c c+a a+b 6 1 (a b b ¢ ¢ aj 6
+ + > & —t =ttt —+— [>——
(m-Da (m-Db (m-)c m-1 m-1\b a ¢c b a c) m-1

a b o . < - <
Deoarece E+_ > 2, ultima inegalitate este adevarata pentru m>1, si are sens contrar daca
a

O<mx1.

IV. Inegalitatea este omogena; putem presupune ca X+ Y+ 2z =1. Vom incerca o spargere

< 9a+m-1
1+(m-Da (m+2)?
pentru m>1. Obtinem

echivalenta cu (m-1)(3a-1)* >0, adevirata

folosind inegalitatea

X N y N z < 9 +3(m—1)_ 3
1+(Mm-Dx 1+(Mm-1)y 1+(Mm-1z (m+2)?> M+2)° m+2

Comentarii:

1. Din cele de mai sus, pentru m =0 obtinem cunoscuta inegalitate a lui Nesbitt
X z 3
P A >—,
y+Z Z+X X+Yy 2

2. Daca numitorii sunt pozitivi, inegalitatea este adevarata si pentru m < 0. De exemplu, daca
a, b, ¢ sunt laturile unui triunghi, putem considera m = —1 si obtinem inegalitatea
a + b + ¢ >3.
b+c—-a c+a-b a+b-c

3. Pentru m =13 se obtine problema C:1079 din G.M.-B nr. 1/1991.
4. In [1] este studiati inegalitatea mai generala

b,x+Db,y+b,z N b,x+by+b,z N b,Xx+b,y+Dbz > () 3, +b, +h,)

ax+a,y+a;z aXx+ay+a,z ax+ay+az  a+a,+a;
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Asupra unei probleme pentru *’Ciclul Primar”’
de Neculai Stanciu, Buzau

Problema data la Digi24 de Daniela Vasile ca provocare pentru Nicusor Dan: sa se determine
cel mai mic numar natural cu proprietatea ca daca ultima cifra se muta la inceputul numarului
acesta devine de doua ori mai mare decat cel initial.

I. Dorim sa aflam cu ajutorul calculatorului toate numerele naturale cu proprietatea ca daca
ultima cifra se muta la inceputul numarului acesta devine de doua ori mai mare decat cel initial.

Soluzie. Fie X =aa,..a, si Y =aa,..a,,; X :\E, (*) . Din enunt reiese succesiv ca:

(P) aaa,.a  =2-3a,.a ,a <10""a +Y =20Y +2a <> a (10" -2)=19Y <

10" -2 10" -2
a, - 0 =Y, (1). Deci, 0
19

Rezolvand ecuatia (2) cu ajutorul calculatorului gasim urmatoarele solutii:
1) M=5263157894736842 , N = 18;
2) m =5263157894736842105263157894736842, n = 36;
3) m =5263157894736842105263157894736842105263157894736842, n = 54;
4) m =5263157894736842105263157894736842105263157894736842105263157894736842;
n=72,
5 m=
52631578947368421052631578947368421052631578947368421052631578947368421052631578
94736842; n =90.

Evident a, #0,a, #0,a, #1. Din relatia (3) pentru a, = 2 obtinem urmatoarele numere Y :

1) Y =10526315789473684;
2) Y =10526315789473684210526315789473684;

3) Y =10526315789473684210526315789473684210526315789473684;

4) Y =10526315789473684210526315789473684210526315789473684210526315789473684;
5)Y =
10526315789473684210526315789473684210526315789473684210526315789473684210526315
789473684,

Deci, din relatia (*), rezulta ca numerele cautate pentru a, =2 sunt:

1) X =105263157894736842;

2) X =105263157894736842105263157894736842;

3) X =105263157894736842105263157894736842105263157894736842;

4) X =105263157894736842105263157894736842105263157894736842105263157894736842;
5) X =10526315789473684210526315789473684210526315789473684210526315789473684210
5263157894736842.

Din relatia (3) pentru a, =3 obtinem urmatoarele numere Y :

6) Y =15789473684210526

7) Y =15789473684210526315789473684210526;

8) Y =15789473684210526315789473684210526315789473684210526;

9) Y =10526315789473684210526315789473684210526315789473684210526315789473684;
10) Y =
15789473684210526315789473684210526315789473684210526315789473684210526315789473
684210526.

Apoi, din (*), deducem numerele cautate pentru a, =3:

=meN,(2); Y=a, -m,(3).
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6) X =157894736842105263;

7) X =157894736842105263157894736842105263;

8) X =157894736842105263157894736842105263157894736842105263;

9) X =

157894736842105263157894736842105263157894736842105263157894736842105263;
10) X =
15789473684210526315789473684210526315789473684210526315789473684210526315789473
6842105263,

Din relatia (3) pentru a, =4 obtinem urmatoarele numere Y :

11) Y =21052631578947368

12) Y =21052631578947368421052631578947368;

13) Y =21052631578947368421052631578947368421052631578947368

14) Y =5263157894736842105263157894736842105263157894736842105263157894736842
15) Y =
21052631578947368421052631578947368421052631578947368421052631578947368421052631
578947368.

Atunci, din (*) obtinem numerele cautate pentru a, =4:

11) X =210526315789473684;
12) X =210526315789473684210526315789473684;
13) X =210526315789473684210526315789473684210526315789473684;
14) X =
52631578947368421052631578947368421052631578947368421052631578947368424
15) X =
21052631578947368421052631578947368421052631578947368421052631578947368421052631
5789473684.
Asadar, cu ajutorul calculatorului am gasit 15 solutii !

Pentru a, >4, relatia problemei, i.e. (P) a,aa,..a,, =2-a,a,..a,,a, numai este posibila !
Prin urmare cel mai mic numar cautat este X =105263157894736842.

1. Vom demonstra ca existd o infinitate de numere care au proprietatea: daca ultima cifra se
muta la inceputul numarului, atunci acesta devine de doua ori mai mare decat cel initial.

Soluzie. Fie X =a,a,..a, si Y =a,a,..a_,; X =Ya_, (*). Din enunt reiese succesiv ci:

(P) a,3,a,..a,, =2-a,3,..3,,a, <10""a, +Y =20Y +2a, < a,(10"" -2) =19Y <

n-1 _ n-1
10 2 =Y, (1). Deci, 10 2

" 19

=meN,(2);Y =a,-m,(3).

Observam cu ajutorul calculatorului ca relatia (2) se verifica pentru N e {18,36,54,72,90} , deci
pentru primii cinci multipli nenuli ai lui 18.

Vom demonstra ca relatia (2) este adevarata pentru orice numar natural nenul n, n=M,, i.e.
19‘1018"7l — 2, pentru orice numar natural nenul n.

O solutie elementara (la nivel de gimnaziu).
Tntr-adevar, (10 —2):19 =5263157894736842:; 19\10” ~2,10" =My +2;

10°" -2=10"".10"" -2=(M,, +2)" -10"" -2 =
=My +2")-10" -2=M,, +2"-10"" —2=M,, +2(20"" -1) =
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=My +2(19+)" - =M, +2(M, +1-1) =M,
O solugie cu metoda inductiei matematice (la nivel de liceu — clasa a 1X-a).
P(n):10""* —2=M,,

17 _
P@) 107 -2= M19, adevaratd. Presupunem

P(k) = P(k +1).
P(k +1) 1051 _p 1011 .q01 _p _ (107 =2+2)10" ~2= My, +2(10 ~1) =

P(k):10%! —2=M

19 adevarata si demonstram

= M19 +201Ol7 —2= M19 +(19+1)1017 2= Mlg +1017 2= Mlg
1801 _
Deci, 107 -2= My

O solufie cu micd teoremd a lui Fermat (la nivel de liceu — clasa a X1l1-a). a”* =1(mod p).

1018 _ 1(nbd 19) ;1018n—1 _ 2 — 1018(n—1)+17 . 2 — 1017 _2 — Mlg '

Deoarece 19‘1018”_1 — 2 este adevarata pentru orice numar natural nenul n, reiese ca exista o

infinitate de numere care verifica (P) a,a8,.2,,=2-2,3a,.4,,3, )

Asupra unei probleme din The American Mathematical Monthly

de Marius Dragan si Neculai Stanciu

Tn revista The American Mathematical Monthly (A.M.M.), Vol. 129, Nr. 2, Februarie,
2022, a fost propusa urmatoarea problema:

12303. Propusa de George Apostolopoulos, Messolonghi, Grecia. Fie R si r razele cercurilor
circumscris si, respectiv inscris, triunghiului ABC. Fie D, E, si F pe laturile BC, CA, si AB
astfel incat AD, BE, si CF sunt bisectoarele unghiurilor triunghiului ABC. Demonstrati ca:

FD DE EF 3 R
+ + <—[1+—|.
AB+BC BC+CA CA+AB 2r

8
Scopul notei de fata este de a prezenta doua intariri pentru inegalitatea de mai sus.

. . BD ¢ . ac . .
I. Cu teorema bisectoarei avem —— = —, deci BD = b—. Cu teorema cosinusului avem
+C

ac jz ( ac jz_ 2a’¢*  a’+c’-b?
a+b b+c (@a+b)(b+c) 2ac
_ |abc-(—a’+b®-c’®—a’b+a’c+ab® +ac’ +b*c—bc? + 3abc)

(a+b)’(b+c)? '

Deoarece \/§+\/§+\/E <J3(x+y+2), VX,y,z>0, obtinem

D FD __ _vahe z\/—a3+b3—c3—a2b+azc+ab2+ac2+b2c—bc2+3abcs
S AB+BC [[(a+b) 52

cyc

FD=+/BF? + BD? — 2BF - BD-cosB :\/(

< H— “(abcb)\/s(—a?’ —b®-c®+a’b+ab® +b’*c+bc’ +c*a+ca’)+9abc =
a+

cyc
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= ﬁ 3(_23_3 +H(a+b) +7abC) . Deoarece, Zab — p2 42 +4Rr,
+ cyc cyc <

cyc
[[@+b)=]](@p-c)=8p°-2p-4p*+> ab-2p—abc=) ab-2p—4Rrmp=
cyc cyc cyc cyc

=2p(p® +r? +4Rr —2Rr) =2p(p*+2Rr +r?) si > a® =2p(p® —3r* —6Rr), atunci ultima
cyc

inegalitate devine:

Z FD < JARIp

S AB+BC  2p(p*+2Rr+r?)

JA=2p(p® —6Rr—3r?)+2p(p® + 2Rr+r?) + 28Rrp] =

JI2RFZ@UIR+2r) . o ?
= > >— . Utilizand inegalitatea lui Gerretsen, adicd p° >16Rr —5r~, obtinem:
p°+2Rr+r
z FD < \/12Rr2(11R +2r)  {3RQAIR +2r)
~AB+BC~  18Rr—4r?> O9R-2r

Vom demonstra ci inegalitatea de mai sus este o intirire a inegalitatii din problema 12303. intr-
adevar, daca notam x=R/r, x> 2 , avem succesiv inegalitatile:

3R(11R
9R -2r 8 2r 9x -2 8 2
3256 - (L1x + 2) < 9(x + 2)(9x — 2)? <> 3(x — 2)(243x% +1350 x? + 436 X — 24) > 0, adevirati.

Prin urmare, am obtinut urmatoarea intarire pentru inegalitatea problemei din A.M.M.:

2
5 FD_ _ J12Rr?(11R + 2r) . V3R(IR +2r) Sg(“Ej’ ),
&< AB+BC p>+2Rr+r? 9R - 2r 8 2r

Il. Acum, vom obtine alta rafinare pentru inegalitatea problemei din A.M.M.
Fie p, = \/2R2 +10Rr —r* —2,/R(R - 2r)® . Din teorema lui Blundon stim ca p, < p, deci

5 ED <\/12Rr2(11R+2r)< J12Rr? (L1R + 2r)

S AB+BC  p?+2Rr+r’  2R2412Rr-2R(R-2r)*
Vom demonstra ca:
2
J12Rr? (L1R + 2r) 3. JI2x(A1x + 2) 3.
2R? +12Rr—-2\R(R-2r)° 4  2x®+12x-2x(x-2)° 4

2
&16-12x(11x +2) < 9(2x2 +12x — 24/X(x = 2)° ) ,
echivalenta cu 3x(X — 2)(3X2 +15X +14 —3(X +6)/ X(X — 2))2 0, VX =2, adevarata, deoarece

(3x* +15X +14)* —9x(Xx — 2)(X +6)* > 0,VX > 2 < 201x”* +1068 x +196 > 0,Vx > 2.
Prin urmare, am obtinut urmatoarea intarire:

5 FD _VI2RI’(IR+2r)  J12Rr’(LIR+2r) <3<3(1+ R) ()
S AB+BC  p?+2Rr+r® ~ 2R? 4 12Rr-2/R(R-2r)° 4 8U 2r) " 7

care dupa cateva calcule algebrice este
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O extindere a problemei J.3041 din RMM nr. 46
de Titu Zvonaru

Problema J.3041. Daca a,b,c >0, atunci demonstrati inegalitatea
1 . . . .
(Mihaly Bencze si Neculai Stanciu).

1
Z ZZ3(a+b)+20

ciclic 2(23- + b + C) ciclic
2

O Solurie. ! >y 1 = LI > .
C|cI|c2(2a + b + C) CIC|i03(a‘ + b) + 20 cyclic2a + b +C t:yclic3(a + b) + 2C

23. + 3(b + C) clclic

2
2 -2 Z(2a+b+c 2a+3(b+c)J:

c,c|,02a+b+c b
:Z b+c-2a :z b-a N
(2a+b+c)(2a+3b+3c) (2a+b+c)(2a+3b+3c)
Z c—a :z b-a N
(2a+b+c)(2a+3b+3c) (2a+b+c)(2a+3b+3c)
a-b

+Z(2b+a+c)(2b+3a+3c) -
b) (2a +b+c)(2a+3b+3c)-(2b+a+c)(2b+3a +3c)]

i
(2a+b+c)(2a+3b+3c)(2b+a+c)(2b+3a+3c)

Dar, (2a+b+c)(2a+3b+3c)-(2b+a+c)(2b+3a+3c) =
=a®-b? +2ac—2bc:(a—b)(a+b+20).
2

Atunci, -
ciclic 2a+ b +C cIC|iC2a + 3(b + C)
_ 2
(a—b)“(a+b+2c) >0, adevirat.

:z(2a+b+c)(2a+3b+3c)(2b+a+c)(2b+3a+30)

O Extindere. Fie p,q,X, Yy >1 astfel incat
p+2q=2x+y, xy(p-0a)* 2 pa(x-y)*, x*(p-a)* 2q°(x-y),
(X +y*)(p-a)* 2 (p* +9°)(x=y)*, (x* +xy)(p-0)° 2 (a0 + pa)(x— y)*.
Remarcam ca astfel de numere p,q, X,y =1 exista; cateva exemple cu p,d, X,y numere naturale

(4,2,32),(6,1,3,2),(7,2,4,3),(9,2,5,3),(9,4,6,5) .
Pentru orice numere reale pozitive a,b,C este adevirata inegalitatea
1
().

1
2 Zzya+xb+xc'

pa + qb + qC ciclic

ciclic

Scazand din ambii termeni expresia
S , care este egala cu J folosind metoda deligamentarii,
(p+2gq)(@a+b+c) (y+2x)(@a+b+c)
inegalitatea (*) este echivalenta cu
(p-a)’(a-b)* >y (x-y)*(a-b)’ (*%).
~ &i(ya+xb+xc)(xa+yb+xc)

gore (P +gb+qc)(ga+ pb +qc)

Tn conditiile date inegalitatea (**) este adevarata
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O generalizare a inegalitatii Doucet si a inegalitatii JP.536
din RMM Spring Edition 2025

de Gheorghe Ghita, Buzau

Articolul prezinta o generalizare a inegalitatii Doucet si a inegalitatii JP.536 din RMM Spring

Edition 2025 ([1]):
2?‘ n R n+l
p 4(}?) 1=4R+r=p 4(2r) 1

Gheorghe Ghizd, Buziu
Solurie. Pentru n = 0, prima parte este inegalitatea lui Doucet: p+/3 = 4R + r si a doua parte
este inegalitatea JP 536 din RMM Spring Edition 2025:

2
AR+r<=p f? 1R, GR) + 1, propusa de Alex Szoros — Romania.

Tn AABC,Vn € N are loc inegalitatea:

r p2
Prima parte.
n 2
Fie P(n): 4(%) = [“R;) +1,n €N < [(4R +7)2 + p2]R™ = 2"*2"p2 n € N.
Pentru n = 0 obtinem inegalitatea lui Doucet: pv/3 < 4R + 7.

)

P(n
i~ .
> 2n+2rnp2R §|

Deoarece [(4R + 1r)? + p?]R™! = [(4R +1)? + p?]R"™-R
Euler
MP2pnplp = 32 o RS 2 si conform inductiei matematice rezulta adevarata prima
parte a dublei inegalitati.
A doua parte.
2 n+1l
Fie P(n): [mp:ﬂ +1<4 (%) MEN© 2L (4R +1v)? + p?] = p’R™LnEN.
Pentru n = 0 rezulta inegalitatea JP.536 :
4R +71)?
R r?
p
propusa de Alex Szoros in RMM Spring edition 2025, adevarata din
r(4R +1)?% + p?r
Gerretsen

2 16R?%r + 8Rr? + r3 + 4R?%r + 4Rr? + 3r3 = 20R%r + 12R7r? + 473,
2p®R = 32R%*r — 5Rr? i 20R?*r + 12Rr? + 413 = 32R*>r — 10Rr? &

2R
1< —® r(4R +7)? + p?*r = 2p°R

Euler
12R%r —22Rr2— 43> 0= (R—2r)(6R+71) = 0.
Deoarece
P(n)
2°r"*2[(4R 4+ 1r)% + p?] = 2r - 2" 1" [(4R +1)2 + p?] = 2rp?R%si

Euler
2rp?R® < p?R*™*? < 2r £ R
si conform inductiei matematice inegalitatea este demonstrata.
Bibliografie:

1. http://www.ssmrmh.ro/wp-content/uploads/2023/08/36-RMM-SPRING-EDITION-
2025.pdf.


http://www.ssmrmh.ro/wp-content/uploads/2023/08/36-RMM-SPRING-EDITION-%202025.pdf
http://www.ssmrmh.ro/wp-content/uploads/2023/08/36-RMM-SPRING-EDITION-%202025.pdf
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Dezvoltiri ale unor probleme din revista
Sclipirea Mintii Nr. 34
de Marin Chirciu, Pitesti

L:1126. Dacia,b,c>0.a+b+c=1, atunci 27§8( a , b ¢ j+15§i.
b+c c+a a+b abc

Gheorghe Ghita, Buzau
Solutie: Inegalitatea din dreapta.

8( a + b + ¢ )+15£ 1 8Za(a+b)(a+c)+15£i

= .
b+c c+a a+b abc [](b+c) abc
Folosim pgr -Method.

Notaim p=a+b+c=1q=ab+bc+ca,r=abc. Aveml=a+b+c>3%/abc =3¥r = 32—17.

1:(a+b+c)2 >3 hc=3q = g%.

2
q° :(ab+bc+ca)2 >3abc(a+b+c)=3pr=3r =q*>3r = rs%.

Y a(a+b)(a+c)=p°-2pg+3r,p=1=> a(a+b)(a+c)=1-2q+3r.

[1(b+c)=pa-r,p=1=]](b+c)=q-r.

Inegalitatea se scrie:

8(1-2g+3r
w+1531<:>9r2+9r£qr+q < 9r<q, care rezulta dinr <

q2
q-r r 3
2

. . . 1
Egalitatea are loc daca si numai dacd a=b=c= 3

Wl

Ramane sa aratam céQ-% <g<Q<

Inegalitatea din stanga.

a7<g[ -2 4P L C s @ L P L€ 53 Neshity),
b+c c+a a+b b+c c+a a+b 2

Egalitatea are loc daca si numai dacda a=b=c.
Remarca

Daca a,b,c>0,a+b+c:1§in+%=27,6§k£8 atunci

27£k( a + b + ¢ j+n§i. Marin Chirciu
b+c c+a a+b abc

Solutie: Ineqgalitatea din dreapta.
k» a(a+b)(a+c
k(a+b Cj+n£1 Z(+)(+)+n<1
a

b+c c+a+a+b ch [T(b+c) “abc’

Folosim pgr -Method.
Notaim p=a+b+c=1g=ab+bc+ca,r=abc. Aveml=a+b+c>3%ab :3§/F:>r§%.

1:(a+b+c)2 >3 hc=3q = g%.

2
q? =(ab+bc+ca)’ >3abc(a+b+c)=3pr=3r = ¢’ >3r = rs%.
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> a(a+b)(a+c)=p°*-2pq+3r,p=1=> a(a+b)(a+c)=1-2q+3r.

[1(o+c)=pa-r,p=1=(b+c)=q-r.

Inegalitatea se scrie:

thns% < (Bk—n)r*+(k+1)r<q(l+2kr—-nr) <

9(k—6)r?+2(k+1)r <q[ (7k —54)r +2], care rezulta ding > /3r .

Ramane sa aratam ca:

n:27—%

t2

9(k—6)r? +2(k+1)r <3r [(Tk-54)r+2] =
t! t° t’

< 3(k—6)t° +(54-7K)t* +2(k +1)t -6 <0 < (3t—1)[ (k—6)t* +2(8—k)t+6 | <0,

vezitsé = s2—17§i[(k—6)t2+2(8—k)t+6]>0, pentru6<k <8.

Egalitatea are loc daca si numai daca a=b=c= 3

Inegalitatea din stanga.
27 <k a + b + ¢ +n < 27<k a + b + ¢ +27—%<:>
b+c c+a a+b b+c c+a a+b 2

a b c _3 . . : :
+ + > —, (Neshitt). Egalitatea are loc daca si numai dacda a=b=c.
b+c c+a a+b 2

Nota. Pentrun =15,k =8se obtine Problema L:1126 din Sclipirea Mintii 34/2024.

a+b+c

L:1127. Dacax,y>0,x+y=2, atunci inAABC cus = avem

3 4 4 4 16
4 + + >
m;+m; +m; b(ax+cy) c(bx+ay) a(cx+by) s

D.M.Batinetu-Giurgiu, Bucuresti, lonel Tudor, Calugareni, Giurgiu

. N . . . 3 . . .
Solutie: Folosind identitatea in triunghi: m? +mZ +m? = Z(a2 +b? +¢*), inegalitatea se scrie:

4 4 4 4 16
————+ + + >—
a’+b°+c® b(ax+cy) c(bx+ay) a(cx+by) s

1 1 1 1 4 . . . _
———+ + + > —-, vezi inegalitatea lui Bergstrom:
a’+b°+c® b(ax+cy) c(bx+ay) a(cx+by) s

<~

1 1 1 1 (1+1+1+1)°
Z =

a’+b*+c? +b(ax+cy)+c(bx+ay)+a(cx+by) a’+b®+c®+(x+y)(ab+bc+ca)
16 16 16 4

“altbirci+2(abrbetca) (atbrc) (2s) S0

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.
Remarca: In AABC,
3 1 1 1 S 8

a(mi+mi+m?) a(b+ic) b(c+ra) c(a+rb) OR’’

>0. Marin Chirciu
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. . o . 3 . . .
Folosind identitatea in triunghi: m? + m? + m? = Z(a2 +b’ +cz) , inegalitatea se scrie:

1 1 1 1 o . _
T +a(b+xc)+b(c+xa)+c(a+kb) > 9R? vezi inegalitatea lui Bergstrom:
1 1 1 1 (1+l+1+1)
a2+b2+cz+a(b+kc)+b(c+ka)Jr a+2Ab) Za +(a+1) > b
~ 16 16 Gerrteen
2(p2—rZ—4Rr)+(x+1)(p2+r2+4Rr) (A+3)p* +(A-1)r* +4(L-1)Rr
Gerresen 16 ~ 16 ~
(2+3)(4R* +4Rr+3r?)+ (A —-1)r’ +4(A-1)Rr  4(A+3)R*+8(A+L)Rr+4(+2)r*
_ 4 El;ef 4 _ 16
(A+3)R*+2(A+1)Rr+(a+2)r* — 9(+2) , 9(A+2)R*"
4
Am folosit mai sus(A+3)R* +2(L+1)Rr+ (1 +2)r? < 3(r+2) R’ &

< (54+6)R? —8(A+1)Rr—4(2+2)r’ 20 < (R-2r)[(54+6)R+2(1+2) >0,
vezi R>2r,(Euler). Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

- 1+cos(A-B
L:1136. Tn AABC, z#> Florin Rotaru, Focsani

cosA+cosB
Solutie
1+cos(A—B) 2¢0s? 2¢0s? COS——— oo
LHS =2, =2 =2 AT A B c -
cos A+cosB cos A+cos B 908 cos ™ sinC
A-B A- p®+r>+2Rr
AM_GM cos [ Jcos oR? 07 1 17 4 2Rr Geraen
> 33 H = 33 233 :33 >
. C . C r 2Rr
sin— sin— —
2 4R

Gerretsen _ 2 2 _ 2 _ Euler
5 33J16Rr 5r2 4t +2Rr=33\’/18Rr 4r =33/9R 2r & 396 -6 RHS .
2Rr 2Rr R

Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

Remarca
- 1+cos(A-B
In AABC |, 2#2631. Marin Chirciu
sin A+sinB p
Solutie
2cos’ A_B 2cos? A-B cos—A_B
1+cos A-B AM -GM
LHS =2 )‘Z YA AL 2
sin A+smB sin A+smB 26in 2P s A cos >
2 2 2
A- -B p®+r>+2Rr
AM_GM cos [ Jcos ) oR? 07 1 17 + 2Rr Gerasen
> 33 C 33 =33 t =33 >
COS— COS— — 2Rp

4R
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Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul este echilateral.

L:1142. Rezolvati in R ecuatia log, (6" +1) =log, (7" ~1).

Cezar Ozunu, Tica Gabriel, Craiova
Solutie
log, (6" +1)=t 6 +1= 7"
Fie log, (6" +1)=log (7" -1)=t = /(671 :{ T e =T 6
log, (7 -1)=t (7" -1=6
= x=t = log, (6" +1) =x = 6" +1="7" = x =1solutic unica,
Remarca

Fie a>1 fixat. Rezolvati in R ecuatia Ioga+1(ax+1):Ioga+1((a+1)x—1). Marin Chirciu
Solutie
log,,,(a* +1)=t x11=(a+1)
Fie Iogaﬂ(ax+1)=Ioga((a+1)x—1):t:> l( ) ) = T X(a+ )
Ioga((a+1) —1)=t (a+1) -1=a'
= (a+1)'+a* =(a+1) +a' = x=t = log,, (2" +1)=x = a"+1=(a+1)" = x=1solutic unicé.
Nota. Pentrua = 6se obtine Problema L :1142 din Sclipirea Mintii 34/2024.

L:1152. Rezolvati in R ecuatia
1 1 1 o1

——t =2 +—(3X+5X). Adrian Stan, Buziu

2774+3 3*45* 5F42 2
Solutie

CS
lHs=—+ 1 1 © 9 -
27X 4 3% 3XL5X 5X X 2(2‘*+3‘*+5‘*)

RHS =21+ 1(3+57)> > IR : o

2 2(2**+3**+5*X) 2 2(2-X+3-X+5-X)

= (2X +3"+5" )(Z’X +37+57" ) >9, cu egalitate daca si numai daca x =0

Deducem ca ecuatia admite x = 0 solutie unica.

Remarca
Fiea,b > 1fixate. Rezolvati in R ecuatia
- L —+— ! — + — ! - :2X‘1+1(ax+bx). Marin Chirciu
2¥+a™ a*+b* b*+27 2
Solutie
CS
lHs=— >+ 1 , 1 % 9 -
27%+a™* a¥+b™* b*4+27* 2(2*X+a’x+b’x)
RHS:2"’1+E(aX+b")2 9 :>2 +a’+b > 9 PN
2 2(2‘X+a‘x+b‘x) 2 2(2‘X+a‘x+b‘x)

= (ZX +a" +b* )(Z’X +a*+b™ ) >9, cu egalitate daca si numai dacax =0

Deducem ca ecuatia admite x = 0 solutie unica.
Nota. Pentrua=3,b=5se obtine Problema L :1152 din Sclipirea Mintii 34/2024.
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L:1153. Rezolvati in R sistemul
X2 +xy + Yy =(2x+y)Yxz?

yi +yz+z2 =(2y+z)3yx*. Mihaly Bencze, Brasov

22+ 2x+ X =(22+x)3[zy’

. . L o . . X+22 .
Solutie. Adunim ecuatiile si folosim inegalitatea mediilor 3/xz* < . Obtinem:

22+ xy=>(2x+y) \/; Z X+22 (ZZX +7Yxy) =
=2 X+ xy<= ((ZZX +7ny))<:>22x —22xy<0<:>z (x-y)' <0 = x=y=1z.

Folosind ecuatia X* + Xy + y* = (2x+Y) \/xz six=y=7z=3x"=3x’ < x=k>0

Deducem c sistemul admite (X, y,z) =(k,k,k),k >0.

Remarca
Fie0< A <6fixat. Rezolvati inR, sistemul

X2 +(A=1)xy+y* =(Ax+y)xz?
y +(A-1)yz+2° =(ry+2)3yx* . Marin Chirciu

2

2’ +(A-1)zx+x* = (Az+x)Jzy

2

Solutie
X+22

Adunim ecuatiile si folosim inegalitatea mediilor 3/ xz* < . Obtinem:

2> X +(i—1)ny:Z(/1x+y)3/xz_2AM§GM D (Ax+y) ngz =%(}th2 +(2£+3)ny) =
:>ZZXZ+(/1—1)nysé((22x2+(2/1+3)ny)) S (6-2)). % —(6-2)D> xy<0 <

(G—Zb)Z(x—y)2 <0< x=y=z,vezi0<1<6.
Folosind ecuatiax® +(A—1)xy+y? = (Ax+y)Ix2? six=y =z = (A+1)x* =(A+1)x* = x=k >0

Deducem ci sistemul admite (X, y,z)=(k,k,k),k>0.
Noti.Pentru A = 2 se obtine Problema L :1153din Sclipirea Mintii 34/2024.

L:1154. Tn AABC i/§+4\1/§+</§>£. Florin Rotaru, Focsani
b Vc Va R
Solutie
GM-HM
LHS = 3—+4— < = \/ 11+\/ 11 11+\/—~1~1-1-1~1-1 >
GM - HM 3 4 7

9+1+1 Ci1e14112 E+1+1+1+1+1+1 9+2 i3 2.6
a b C a b c
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3 4 cs<\/_+2+«/_) GM(\/_+2+\/_) (1)4r

l

= + + =RHS,
9+2 E+3 E +6 9+C+a+ll £+ll
a b c a b c 2r
Euler 2
32447 8 ertzl 3+2+47
unde( ) 4r ( )>g<:>t(7+2\/§+2\/7+\/ﬁ)23t+11<:>
R, R 3t+11 t
2r
. R_1(a b ¢
<:>t(4+2\/§+2\/7+«/ﬁ)211,ve2|t21. Am folosit mai sus GM: 2—>3 b+ +—
r c a
R_1(a b c
— 2> —+— , (GM 4-5/1990, Viorel Bandila, Bucuresti si Mircea Lascu, Zalau).
2r 3\b c a
Remarca
Tn AABC, i/:+n+¢/:+2n+\l/:>— neN,n>2. Marin Chirciu
Solutie

C GM —HM
LHS =p —+”+ ——|—2”+ —= 1+n+ 1 worl4ong—-1-..1 >
n-1 n a 2n

GM-HM n+l 2n+1 cs(\/_+\/n+1+\/2n+ ) G (\/ﬁ+\/n+ 1++2n+1 ) (;)4r

<

> + + > — =RHS
9+n—1 Sin Z%4on 9+E+§+4n—1 3—R+4n 1
a b C a b c 2r
(\/ﬁ+\/n+ +\/2n+l)2 O 4y (\/ﬁ+\/n+l+\/2n+l) W 2 zjftEufrl (\/§+2+\ﬁ)2 2
unde R >— >— & >—-
§+4n 1 R 3t+4n-1 t 3t+11 t

t(2n+1+n(n+1)+n(2n+1) + [n+1)(2n+1)) >3t +11

<:>t(2n—2+\/n(n +1) +\/n(2n+1) +\/(n+1)(2n +l)) >11, vezit>1.

Este suficient sa aratam ca:
2n —2+\/n(n +1) +\/n(2n +1) +\/(n +1)(2n+1) >1l <

n>2
2n+n(n+1)+n(2n+1)+/(n+1)(2n+1) >13 = 2-2+2:3+2.5+35>13 =
<:>«/€+x/1_0+«/1_5>9,adevérat
Am folosit mai sus GM: E>1(a+b+cj
2r 3\b ¢ a
R l(a b ¢

—2> +—+ ) (GM 4-5/1990, Viorel Bandila, Bucuresti si Mircea Lascu, Zalau).
2r 3\b c a

Noti. Pentru n = 3se obtine Problema L:1154 din Sclipirea Mintii 34/2024.

» NU este de ajuns a avea ratiune, principalul este de a ne sluji
bine de ea”.

Rene Descartes
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Unele demonstratii ale inegalitatii lui Mitrinovic

de D.M.Bitinetu-Giurgiu, lonel Tudor-Calugaireni

Dragoslav S.Mitrinovic (1908-1995), a fost un cunoscut matematician sarb.

In anul 1965 , a stabilit cunoscuta dubla inegalitate geometricd 3v3 r < p < 32£ R,

unde p este semiperimetrul unui triunghi cu lungimile laturilor a, b, ¢ iar r si R sunt lungimile razelor
cercului Tnscris, respectiv circumscris triunghiului.
O consecinta imediata este cunoscuta inegalitate R = 2r, stabilita de Euler in 1765.
Egalitatile au loc in triunghiul echilateral.
In literatura de specialitate exista un numar mare de demonstratii ale acestei importante
inegalitati.
Noi prezentim citeva demonstratii pentru inegalitatea p = 3+/3 r, unde vom utiliza alte
inegalitati importante din geometria triunghiului :
inegalitatea lonescu-Weitzenbéck : a* + b% + ¢ = 4/3- S ;
inegalitatea lui Gordon : ab + bc + ac = 4/3- S ;
inegalitatea lui Goldner: a®b? + b%c? + a%c? = 1652 ;
inegalitatea lui Carlitz: 33a2b2¢? = 4/3 - S.
Demonstrasia 1 .

Gordon
Avem: 4p?2 =(a+b+c)2=3(ab+bc+ac) = 3-4Y3-S=12\3pr ©p=3V3 -r
Demonstratia 2.

Ionescu—Weitzenbock
~

Avem: 4p? = (@ + b +c)?> = a? + b%? +¢? + 2(ab + bc + ac) = 43S+

Gordon
+2(ab + bc+ac) = 4V3S+2-4y3S =12y35 = 123pr © p = 3V3r
Demonstrazia 3.

Euler
Avem:a+b+c=2p=3¥abc=3%4RS = 3V4-2rS=63prlep=3iprle
opd=27Tprlep? =227r? o p=3V/3r
Demonstratia 4.
Avem:
2
4p? = (@ + b +¢)* = (3Vabc) & 4p® = 9Va?b2c? =3

Carlitz
(3Va?b%c?) = 3(4V3S) = 12V/3pr
& p = 34/3r.

Bibliografie

O.Bottema,R.Z.Djordjevic,R.R.Janic,D.S.Mitrinovic , P.M.Vasic-Geometric Inequalities,
Groningen,1969

Dumitru M.Batinetu-Giurgiu-Asupra unor inegalitati in triunghi,Recrearii Matematice nr1/2022
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Asupra unor inegalitati in triunghiul oarecare
de Radu Diaconu, Sibiu

Sa se arate cd in triunghiul ABCoarecare au loc inegalitatile: (notatiile fiind cele
cunoscute n triunghi)

\/_b+\/1_c+1/_<£ max(a+ b (o+ o) (o +a) ]

1
4+ —
h, h, h
) \/_1 ‘/1_C+1‘/_<£ max|(a+b)’ (b+c)2,(c+a)2]
g
3 : \/%4—\/][-)_04-\/5 - gﬁ-max[(a+b)2,(b+c)2,(c+a)2]
= . ] 24
Al-sinE Bl -sin— CI-sinE
. \/%-I—\/E-i-\/a Sﬁ.max[(a+b)2,(b+c)2,(0+a)z]
I U 24

A B C
—-a)-tg - -b)-tg— -c)-tg—
(p-a) 92 (p—b) 92 (p-c) 92

5. rZg%-max[(a+b)z,(b+c)2,(c+a)2]
6, Jr-rrr S%-maX[(a+b)21(b+C)21(C+a)2]
7. Jrn e +rr, fSg'maX[(a+b)2,(b+c)2,(c+a)2]

8. a-AH+b-BH+c-CH s?-max[(a+b)2,(b+c)2,(c+a)2]

SR, .o+ o (c+a)]
, , , 3 2 2 2
10. 1A? -sin A+ IB? -sinB+IC -smC£?~max(a+b) (b+c),(c+a)

r-(h, +h,+h) 3

9. a-lA’+b-IB*+c-IC?<

11. V3 , i 2

SinA+sinB+sinC 24 max[(a+b) (b+c).(c+a) ]
a_ b ¢

12. b K gﬁ.maX[(a+b)2,(b+C)2,(c+a)2]

{1 1 1}2
r-a rb IFc

13, c . s—-max[(a+b)2,(b+c)2,(c+a)2]

©
o
K3
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a b ¢
7+7
r

r, or, < g.max[(a+b)2,(b+C)2,(C+a)z]

1 1 131 1 1
— et — | — 4+ —+—
(ha hb hc j( r-a l‘b rcj

15. Z(p_a).(ra —r)gg-max[(a+b)2,(b+c)2,(0+a)2]

cyc

14.

Demonstratie: Orice triunghi are un unghi mai mic sau cel mult egal cu 60 grade.
Tn triunghiul ABCoarecare, fie de exemplu 0°< A< 60°. Avem succesiv:

be- Zm Ac % be < ? max(ab, bc, ca) < g'max[(a+b)2,(b+c)2,(c+a)2] ; (1)
Folosind inegalitatea dintre media aritmetica si cea geometrica si relatia (1) obtinem:

a+b b+c c+a

M, + + @
llx/a_+\/_+\/_a 2 2 2 —2pl’—252§ max(a+b) (b+C)2,(C+a)2]

S_

1,11 1
h, h  h r
a+b+b+c+c+a
MgsMa @
2.\/a_bl+\/§)_c+1\/a < 2 % 2 _2pr_28<ﬁ max|(a+b)’ (b+c)2,(c+a)2]
ST = 8
A r
a+b b+c c+a
Jab ++bc ++/ca MgzMﬂ 2 2 2 28
T S T 3 3
3. Al-siné Bl-sinE Cl-sinE '
2 2 2
® /3 , ,
<>y -maxa+b) (bo+c) (c+ay]
a+b b+c c+a
A Jab ++/bc ++/ea Mgi“"a o T T, _2pr_28Y
' 1 1 1 - 3 3 3
+ + =
(p-a)tg2 (p-b)tg> (p—c)-tg= r
2 2 2
§~max[(a+b)2,(b+c)2,(c+a)2]
Mitrinovic (]
5. 3J3:-r2 < pr=S=r’<—>_< =~ .max|(a+b)’ (b+c),(c+a)
P 5 ~a @b (bcf (cray]
N s*
6. r-rnr.=r- = =S?%. Rezulti:
’ (p—alp-b)p—c) p(p—a)p-b)Xp—c)
®
r-rrr, _Sl— max[a+b Y. (b+c) (c+a)]
SZ SZ'pZ )
7. L +LE 41T, = (p-c+p-a+p-b)= ~ p2.
S (p—a)(p—b)(p—C)( )

SZ

&)
Jrh + 6L+, T=p- r—Sél—: max|(a+b)’ (b+c)2,(c+a)2]
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8. a-AH +b-BH +c-CH =2R?(sin2A+sin2B +sin2C) =

8R?sin Asin BsinC = 4S<£ max(a+b)2,(b+c)2,(c+a)2]
1
(p—a)p-b)p-c

max[(a +b)’,(b+c)’,(c+a) ]

9. a-1A> +b-IB?+c-IC? =abcr?-

)'(p—a+ p-b+p-c)=

2
—abcsz P _abc=R. 4s<f R

2 2 _ . 2 A _
o a= o rbe _ bolp-a)prt _bo(p-a) o gina_os aund

sinz A (p=bfp-c) p(p-a)p-b)p-c) p
2

putem scrie: > 1A% -sin A= sz_a) BB > (p—a) = 2S. Rezulta:
cyc cyc p bC p cyc

o)
IA? -sin A+ 1B? -sinB + IC? -sinC = 2S ;g-max[(a+b)2,(b+c)2,(c+a)2]

11. h,+h,+h, =2S- 1+1+£; sinA+sinB+sinC:a+b+C:£_
a b c 2R R
2
3(ab+bc+ca)£(a+b+C)2:1+1+ < 4P = P Rezuta:

1

a b c 12Rpr 3Rr
r-(h,+h,+h) _2Rrs 1.1 1\_2RS p _28
sin A+sinB+sinC p a b c

p 3Rr 3
r-(h, +h, +h,) st_

S|nA+S|nB+S|nC 3
a b c 2p

max[a+b Y. (b+c), (c+a) ]

ebisev A ()]
o, fa b T T3 r:§i£ max[(a+b) (b+c)2,(c+a)21

1 1 1) (1 *3
— 4+ -
r, r, r r

1

L - 28(1)\/— max[a+b Y. (b+cy (c+a)]

a b ¢ 2p 1
. =
13. 8
a
a b c 2p
3
1 1 1)1 1 1
—t+—+— | —+—+—
ha hb hc ra rb r-c
@)
15.3 (p-a)-(r, —r):Z(p—a)-i :§Z =25 <§ max|(a+b)’ (b+c)2,(c+a)2].
1. Emil C. Popa, Asupra unei inegalitdti geometrice, G.M.-B nr. 7/1982, pag. 256-257;
2. Marin Chirciu, Puncte remarcabile n triunghi. Distanze. Inegalitati. Editura Paralela 45, Pitesti, 2019;

P Cebisev o 25 W /3
r' r episev
L 2r:_<_ max|(a +b)’ (b+c)2,(c+a)21
1 1 1 (1) 3 24
—t—+ — -
h, h, h r
14 ra rb rc Ceblse
cyc cyc p(p - a) p cyc
Bibliografie:
3. Emil C. Popa, Mihaela Duta, Adriana Oprea, Radu Diaconu, Culegere de probleme de geometrie si aplicayii
ale trigonometriei Tn geometrie, Editura Techno Media, Sibiu, 2020.
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In legatura cu o problema din Gazeta Matematica

de Emil C. Popa, Sibiu
In cele ce urmeaza vom demonstra urmdtoarea

Fie Q un punct situat Tn interiorul unui triunghi ABC. Notam cu M, N, P intersectiile dreptelor
AQ,BQ,CQcu BC,CA, respectiv AB.Daca peR,_,p=>1,iar

aa) (&) (&)
) (%) (&)

atunci S >2P > E
T
Folosind relatia lui Van Aubel avem:
QA _ z+zxﬁ_x+xy,QC_y+yz
QM QN QP
unde MB _ N_C =y, PA_ Z, jar  xyz=1 (Ceva).
MC ' NA PB

. p
Folosind inegalitatea (H older —Radon): a” + B° +y? > M

= , CUa,pB,y>0,
P p
gasim: (S—QJ +(8—E’J (gﬁ] 33_1 (X+y+z+xy+yz+2x)P > 6

_=3.2°,
y (QMJ +(QNJ (QPJ 1 ( 1,1 1 J
" oA QB Qc) ~ 3!

X+Xy Y+Yyz zZ+2X

m n

Daca notam x=—,y=—,z=£, cu m,n, p>0, avem:
n p m

1 N 1 1 np N mp N mn

X+Xy Yy+Vyz Z+2X

> —, conform inegalitatii lui Nesbitt.
mn+mp mn+np np+mp 2
P p
Deci: ( 1 + ! + ! j z(gj
X+Xy Y+yz zZ+12X 2
: 1 (3)" 3
Sl Sp—l ) 2 2_p

n final: § >2°F
3

E
T

2 2 2
Observatie: Pentru p=2, avem: oM + N + QP zg, ce constituie obiectul
QA QB QC 4
problemei 28098. din G.M.-B.
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»Nimic nu coboari mai adanc si

mai cu blandete Tn sufletul omului, decat exemplul.”
John Locke

(1632- 1704)

KN Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

G:1292| Exista X, Y, z,t cifre astfel Tncat xyzt + xyz + Xy + x = 2024 ?
Cornelia Neacsu, Elena Alexie, Craiova
Rezolvare: Relatia se scrie 1111x+111y +11z +t =2024. Cum 1< x <9,x € Navem X =1si de aici

111y +11z2+t=913. Pentru y=9 111y =999 >913.Pentru y=8 11z+t =999 —-888 = 25si gasim
z=2,t =3, obtinem numarul M =1823(pentru z=1=t =14 fals!)

Pentru y =7avem 777+112+t=913=11z+t =136 cum z <9si 11z <99 nu putem avea solutii .
Pentru y < 6procedam similar si nu gasim solutii . Singurul numar care verifica este 1823.

G:1293. Determinati numarul abc pentru care abcb+abc +bc = 3b+2c = 2024,
Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: Relatia data este echivalenta cu

1000a+100b+10c+b+100a+10b+c+10b+c+3b+2c = 2024 sau 1100a+124b+14c = 2024
Evident valoarea maxima a lui a este 1. Pentru a = 1 obtinem: 124b+14c =924 . Se dau valori lui b: 8, 7.
Numarul care convine este 174.

G:1294]. in céte zerouri se poate termina numirul 19" +9,ne N ?

Simona Marinela Serban, Dabuleni, Dolj, Gilena Dobrici, Bechet, Dolj
Rezolvare: Daca n este impar, numarul se termina in 8. Dacd n este par, atunci n=2Kk,k e N. Avem

19" +9=19%+9=361“+9=M, +1+9=M,+2. Un numir de forma M,+2nu poate avea doud

zerouri . Deci, numarul 19" +9 se termina in cel mult un zero .

G:1295, Aritati ci numirul a= [(27 164+ 42) : 32]-22023 :(2253 )8 este mai mic decat 2.
Ion Stanescu, Smeeni, Buzau
Rezolvare: a=[(27:2°+16):9]-27%:(2%°) =(18:9)-2%% : 2% =27 : 2% =1 ( 2,

G:1296|. Aflati x,y e N astfel incat x* +y? =2025.
eleve Prisnel Sara, Afrem Sara, Craiova
Rezolvare: Cum a® da restul 0 sau 1 la impartirea cu 3 si 3 divide pe 2025 atunci, x si y sunt multipli de 3.

Fie x=3x, y=3y,, X,¥, EN:>9(X12 + ylz) =2025= x°+Y,> =225 si cum 3 divide 225 rezulta
X=3X,, Y=3y,, X,¥, eN=9(x,+y,’)=225= X, +y,” =25. Se obin solutiile:
(x;y) €{(0;45), (45,0), (27;36), (36,27)}..
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G:1297. Comparati numerele 5% si 2°%, Elena Alexie, Elena Grigore, Craiova

Rezolvare: 5% = (53)289< (2 )289 = 9223 2024

G:1298. Exista x,y,z e N astfel incat numéarul P = (x+ y)(y+z)(z+X) sa fie egal cu:

a) 2025°%%*; b) 2024°°%*.2 Grigorie Dan, Craiova, Sebastian Ilinca , Parscoveni, Olt

Rezolvare:
a) Deoarece (X+Yy)+(y+2z)+(z+X)=2(X+Yy+2)este numar par rezultd ca cel putin unul din

numerele X+y sau y+z sau X+z este par si de aici nu existd x,y,z e N astfel incat P =2025%*,
b) Se poate lua x+y=y+z=2024"" si z+x=2024. Atunci, x=z=1012 de unde rezulti
y = 20242 ~1012

G:1299|. Determinati n € N astfel incAt numirul 2024" si aiba exact 576 divizori naturali .
Camelia Dana, Iulia Sanda, Craiova
Rezolvare:

2024" =(8-11-23)" =8"-11"-23" =2°"-11"- 23" si atunci numirul divizorilor lui 2024" este
@Bn+1)(n+D(n+1) =(Bn+1)(n+1)* =576.

Dacid n ) 5= (3n+1)(n+1)*) 16-36 =576 iar daci n ( 5= (3n+1)(n+1)*( 16-36 =576. Cum
pentru n = 5 avem egalitate inseamna ca numarul cautat este n = 5.

. Se considerd numarul natural n=abc. Daci se elimini una din cifrele sale, se obtine
un numar de 6 ori mai mic decat n. Sa se afle n.

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare:
Cazul I. Se elimina cifra a.

20a=10b+c=c=20a—-10b=10(2a-b):10=>c=0=2a=b=ne {120; 240; 360; 480}
Cazul Il. Se elimina cifra b.

100a+10b+c = 60a+6b =>40a+4b+c=0=ne{108}.

Cazul III. Se elimina cifra c. Din 100a+10b+c =60a+6b nu se obtine solutie.

2025

G:1300. Stabiliti daca fractia P este subunitara sau supraunitara.
lonel Tudor- Calugéreni, Giurgiu
32025 (331 )25

537 T)zs> 1, deoarece comparam pe 3% cu 2'**.
(2

Rezolvare:

3 — 2" =3.3%0-2.2"° =3.9% -2.8")0. Fractia dati este supraunitara.

G:1301] Aritati ci nu exista patrate perfecte de forma A=41aa..a61 unde

2k de a
ae {O;l; 2:3:4:5,6;7:8; 9} si keN. Roxana Vasile, Craiova, llinca Sebastian, Parscoveni, Olt
Rezolvare:
Restul impartirii lui A la 11 este 4+a+a+...+a+6—-(1+a+..+a+1)=4+6-1-1=8 si cum
nu exista patrat perfect de forma 11 N +8, problema e rezolvata.

G:1302. Aritati ci numirul 4”° +6'° +3°° este pitrat perfect
eleva Panduru Midailina, Bélcesti, Valcea
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Rezolvare: 4% +6'% +32° = (299 )2 4100, 3100 4 (3100 )2 = (299 +31° )2 ,c.c.t.d.

G:1303. Daca a,b,c,d e N, cu p impar, astfel incat (p+1)a+2pd = pb+4pc sa se arate ca 2p
divide ab. Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare: Din (p+1)a+2pd = pb+4pc (p+1la=p(b+4c—2d). Cum p nu divide p+1, fiind
prime intre ele, rezulta ca p|a:>a= pk, k e N; Relatia datd devine: (p+1)k =b+4c—2d si cum

membrul stang este par, rezulta ca b este par, adica b=2m, me N =ab=2mpk = 2p |ab :

2024

G:1304,. Aritati ca fractia 39 este reductibila. lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu

92024
Rezolvare:

506 ——\ 506 .
u(8*™) =u(8*) =u(....6) =6=>u(89+8°)=u(9+6) =5=>(89+8°):5;
2024y _ 2\1012 1012 _ 2024 _ _ 2024 *
u@*)=u(9’) " =u(81"*)=1=>u(89+9°*)=u(9+1) =0=(89+9 ).5’ deci fractia s

simplifica cu 5.
1+2"+3"

G:1305. Determinati ne N astfel incit numirul A= wsi fie numar natural .
+2" +
Loredana Surcel, Otopeni, Cristian Cosmin Alexandru, Bradesti , Dolj
1+2"+3"
Rezolvare: Cum 1< A<3deoarece Toiigis 3 1+2"+3"<3+3-2"" +3"care este
+2" +

adevarata . Putem avea A=1sau A=2.
Daci A=1=1+2"+3"=1+2"*+3"*fals !
Daci A=2=1+2"+3"=2+2"+2-3""sau 3“71(3—2) =1—=n=1care verifica .

= Clasa a VI-a

G:1306|. Si se afle suma tuturor numerelor naturale de forma ﬁ, stiind ca numerele ab , bc

si ca sunt direct proportionale cu numerele c, a, respectiv b.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare:
. . ab bc ca — — — N
Conform enuntului, putem scrie —=—-= e k= ab=ck, bc=ak,ca=bk sau inca
c a

10a+b=ck (1), 10b+c=ak (2) si 10c+a=Dbk (3). Adunénd (1) cu (2) si (3), gasim 11(at+b+c)=k(atb+c),
de unde k=11 (la acelasi rezultat se ajungea si daca se utiliza o proprietate a sirului de rapoarte

egale). Acum se deduce usor ca ﬁe{llLZZZ,...,999}, iar suma cerutd este
111(1+ 2 +....49) =4995.

G:1307|. Determinati produsul (b+2c)(c—a)(2a+b)  stiind ca a,b,ceN, a+b+c=44si ca
2a+3b+4c=133. Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: 2a+3b+4c=133<=2(a+b+c)+b+2c=133=b+2c=133-2-44=45.

Din a+b+c= 44|-3 —=3a+3b+3c=132 prin scaderea egalitatii 2a+3b+4c=133 obtinem
a—-c=-1sau c—a =1|-(—2) — 2a—2C=-2 si impreund cu b+2c =45 obtinem b+2a=43.
Asadar, (b+2c)(c—a)(2a+b)=45-1-43=1935.
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G:1308. Aritati ca numerele 10017, 100117, 1001117,....,,10011..117, k € N*se divid la 53.

k de 1
Grigorie Dan, Constantina Prunaru, Craiova

Rezolvare: 10017 =53-189, etc.
10k+l _1

Avem 1001117,....,10011..117 =10+ +(1ok +10 +....+10% +10 +1)+ 6=10"" +W+ 6=
kdel -

~9:10°+10“" -1+54 910" +10*"* +53
9 9
10°*+(9-10° +1):53care este adevirat deoarece 10***-901=10"-(53-17) : 53.

53 o (9-1ok+3 +1ok+1)553@

2(1-2+3-4...+2024|+|-1+ 2 3+...+ 2024])
3(|2—4+6—...+2024]+|-2+4—6+...— 2024

Ion Stinescu, Smeni, Buziu

G:1309. Aflati forma ireductibili a fractiei F =

2-(]-1012|+1012]) _2:2024 2
3-(2:|-506|+2-[506]) 3-2024 3

G:1310] Determinati numerele prime p astfel incat p? + 2000 sa fie patratul unui numar
natural.

Rezolvare: F =

Grigorie Dan, Craiova, Cristian Cosmin Alexandru, Bradesti, Dolj
Rezolvare:

p°+2000=a’ = a’ - p*=2000 < (a+ p)(a— p)=2000. Cum a+p si a—p au aceeasi
paritate  si a+p ) ap=(a+ p;a—p)e{(1000;2),(500;4), (250;8),(200;10), (100; 20), (50; 40)} .
Convin numerele p =5 si p = 499.

G:1311]. a). Descompuneti in factori numarul n=1>+2°+3° +5° +6° + 7° +113.
b) Aritati cd numirul 2024*°* se poate scrie ca suma a sase cuburi perfecte.
lonel Tudor - Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: a) Cum n=1*+2°+3*+5° +6° + 7° +11° = 2051 =7-293
b) 2024 =2051-27=n-3=1°+2°+3+5°+6° +7° +11° -3* = 2024 =1° + 2° +5° +6° + 7° +11°

Atunci, 2024%% = 2024202477 = (12 + 2° + 5° + 6° + 7° +11) (2024 ) =
2024°% = (1.2024) +(2-2024°) + (5-2024)° + (6-2924)° +(7-2024)° + (11-2024)’.

G:1312. Fie ABCD un trapez si E mijlocul bazei AD. Daca BD n CE = {F} si BC = CF aratati ca
AF 1 BD.
Grigorie Dan, Zaharia Gigi, Craiova

Rezolvare: B C
CUumBC =CF > CBF =CFB =«

De aici EFD = a (opuse la varf) si BDA = « (alterne

interne) =A EFD isoscel cu EF = ED

Cum AE = ED = EF = 22 si de aici A AFD dreptunghic E

in Fadica AF 1 BD
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. Doi muncitori, la fel de harnici, culeg strugurii dintr-o vie. Primul muncitor lucreazi S zile
iar al doilea lucreaza 3 zile. Pentru munca lor primesc impreuna 960 lei.

a) Ce procent din suprafata viei culege primul muncitor ?

b) Aflati ce sumai i se cuvine fiecarui muncitor.

lonel Tudor-Cilugireni, Giurgiu
Rezolvare:
a) Cele cinci zile reprezinta cinci optimi din suprafata viei pe care o culege primul muncitor iar
pentru cel de-al doilea muncitor cele trei zile reprezintd trei optimi din suprafata viei. Atunci, n

procente, cele cinci optimi inseamna 2-100 =62,5 asadar 62,5%.

b) Sumele primite de cei doi muncitori sunt direct proportionale cu zilele lucrate adicd pentru

muncitorul 1 avem 2-960 =600 iar pentru al doilea avem 2-960 =360.

= Clasa a VII-a

2 2

_ . .. at b ¢ .
G:1314. Fie a,b,c e R*astfel incat IS Aritatica a=b=c.
c a
eleva Panduru Mad:lina Nicoleta, Balcesti, Valcea

Rezolvare:  Evident cd a,b,c au acelasi semn. Fie

2 2 2
a- b® ¢
F:—:—:k:>a2 =bk, b*=ck, c¢*=ak = a’b’c’ = abck® = abc =k*® = a’b*c* =k°®. Cum

c a
4

azzbk:czz%:b7:k7:>b:k. Din b’ =kc=k?=kc=c=k.

Din ¢ =ka=>k*=ka=a=k. Asadar, a=b=c.

G:1318, Rezolvati ecuatia x* = 3202; +1-(1+3+32 + ...+32°24) : Ton Stiinescu, Smeeni, Buziu
Rezolvare: x2 = i R i YO M = X= i—‘?’mo_l.

2 2 4 2
. Aflati numerele naturale ab , unde cifra b este impard, stiind ci
1+3+5+7+..+ab= (2a+3b)°. Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Mid:lina Buliga, Bucuresti
Rezolvare: Membrul stang reprezintda suma primelor n numere impare adica

ab+1

1+3+5+7+..+42n—1=n?prin urmare, din ab=2n-1=n-= . Asadar, egalitatea din

+1

— 2
ab+1] = (2a + 3b)? , adica %:Zaﬁ%b, de unde, prin calcule, se obtine

enunt devine [
ecuatia 10a+b+1=4a+6b, sau 6a+1=5b, cu solutiile a=4 si b=5. Deci ab=45.

G:1317. Determinati numirul abc cu b=2a si cifre distincte, pentru care Jabc =a-b+c.
Nicolae Ivischescu, Canada

Rezolvare: Din egalitatea datd deducem ca numarul abc este patrat perfect iar C e {O;l; 4:5:6; 9}
Din b = 2a pentru a = 1 respectiv 2,3,4 obtinem b = 2 respectiv 4,6, 8. Singurul patrat perfect care se
poate obtine este pentru a =3, b= 6 si apoi ¢ =1. Deci, abc =361.
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b
+
S5a+b 5b+a
Sebastian Ilinca, Parscoveni , Olt, Cristian Catana, Bailesti

Rezolvare:  Se va aduce la acelasi numitor obtindndu-se 2a®—4ab+2b° >0« (a—b)*>0, cu
egalitate pentru a = b.
G:1319. Determinati x € Z astfel incat A=|x’—6x+4| este numr prim.

Gigi Zaharia, Constantina Pruneanu, Craiova

G:1318|. Fie a,b>0. Aratati ca < % .Tn ce caz avem egalitate ?

Rezolvare:
Deoarece X° —6x+4=(x—2)(x>+2x—2) va trebui ca |x—2|-‘x2+2x—2‘ sd fie numar prim.

Singurul numar care verifica este x = 1.

G:1320. Aflati cati termeni are suma S, =142 +B+...+4n, stiind ca are partea intreaga

egala cu 13. lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:  Calculand partea intreagad pentru S, pentru fiecare ne {1; 2:3....0 7} obtinem ca enuntul
se verifica pentrun = 7.

Pentru n = 7 avem 2,6 < \/7 < 2,7 (deoarece 2,67 = 5,76 < 7 < 7,29 = 2,7%) si rezultd inegalitatile
S7=34+V2+V3+V5+V6+V7 >3+1,4+1,7+22+24+2,6=133> 13 si

S; =S¢ +V7<11+2,7=137< 14

Din 13 < §; < 14, avem [S,] = 13 si n=7 este o solutie.

Pentrun = 8,avemS,, = Sg = S; +/8 > 13 + 24/2 > 13 + 2 = 15. Rezultd [S,] = 15 > 13.

Avem [S,] = 13, numai daca n=7 , adica pentru suma din enunt cu 7 termeni.

G:1321]. Fie x,y,z e Rastfel incat x+y-+z =3. Aflati maximul expresiei
E(X Y, Z)=X+y+2Xy+X2+Yz. Mihaela Stiincele, Craiova
Rezolvare:

E(XY,2)=x(y+z+1)+y(x+2+1)=Xx(3-x+1)+y(3—y+1)=4x— X’ +4y -y’ =

:4—(2—x)2+4—(2—y)2 <4+4=8, cuegalitate pentru x=y=2si z=—1.

. . A n-1
G:1322. Fie neN, n>2 si x,X,,...,X, humere reale astfel incat x, +x, +...+ X, :T'

.. .. . . _ 2 2
Determinati cea mai mica valoare a expresiei E, , ) =X +X"+..+X .

Lucian Tutescu, Craiova, Neculai Stanciu, Buzau
Rezolvare:

n-1

(Xq )Xo yee Xy ) =

n-1 1Y 1Y 1 n-1
=—F| X, == | [ Xg== | Fet| X = | ———=
2 2 2 2 4

2 2 2
=—+(x2—%j +(x3—%J + e +[xn—lj ZnT—l’ minimul fiind nT—l sl se atinge pentru

2 2
— Xy = Xg == Xy Xy et X, =

2

G:1323. Determinati laturile a, b, c ale triunghiului ABC stiind ci:

Ja? —10a+50 ++/b® —24b + 288 ++/c? — 26¢ +338 < 30. Ce fel de triunghi este ABC ?
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare:
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Relatia datd se scrie 1/(a—5)? +25 ++/(0—12)% +144 +/(c—13)* +169 >30 si implica
egalitate adica a=>5, b=12, ¢=13. Atunci, triunghiul este dreptunghic in C.

G:1324 Fie a,b,ceRastfel incat a+b+c=a, (a+b)c+(a+c)b+(b+c)a=p. Aritati ca
daca 6+ S <4« atunci cel putin unul din numerele a,b,ceste mai mic ca 1 si cel putin unul este
mai mare ca 1. Mihai Cilugiru , Eugenia Turcu , Craiova

I

Rezolvare: A doua relatie se scrie ab+bc+ca= 5 .Calculam

(a—l)(b—1)+(b—1)(c—1)+(c—1)(a—1)=ab+bc+ca—2(a+b+c)+3=§—2a+3<0

Daca a,b,car fi toate mai mari sau egale cu 1(sau mai mici sau egale cu 1)atunci
(a-1)(b-1)+(b-1)(c-1)+(c-1)(a—1)>0, fals .

G:1325. Determinati x € Z astfel incat x* +8x + 3sa fie patratul unui numir intreg.
Gigi Zaharia, Luiza Cremeneanu, Craiova

Rezolvare: Avem X’ +8x+16—13 = y*sau (x+4)2—y2 =13de unde (x+4—y)(x+4+y)=13si de
sici { X+4-y=1 {x+4—y:13{ X+4-y=-1 {x+4—y:—13l

X+4+y=13 | X+4+y=1 |X+4+y=-13 | x+4+y=-1
Gasim  (x;y) €{(316),(3%,-6),(-11,-6), (-11;6)} .

G:1326. Daca a,b,c)0 §i£+1+£:3,atunci: + + <-—.
a b c ab+2bc+ca bc+2ca+ab ca+2ab+bc 4

Gheorghe Ghita, Buzau

b c 3
<

Rezolvare:

2 __va 1 <ZZ.( 1 1 j:

< +
5 ab+2bc+ca 7 (ab+bc)+(bc+ca) G ab+bc bc+ca

1 ( a+c a+b b+c j 1 a+c 1 1) 1 1
= —. + + - . Z -_. Z_ ==—.1==
4 \ab+bc bc+ca ca+ab) 4 |Gib(a+c)) 4 (Gca) 4 4

Egalitatea are loc dacd sinumaidacia=b =c=1

QD

G:1327. Tntr-un paralelogram ABCD , se cunosc AB=7 cm , BC=4 cm si m(ABC) = 60°.
Tn exterior se construiesc triunghiurile dreptunghic isoscele ABM si ADN, cu bazele
[BM], respectiv [DN]. Calculati perimetrul si aria triunghiului AMN.

lonel Tudor-Cilugareni, Giurgiu
Rezolvare:

Pwn =AM + AN +MN =7+4+MN ,unde AM =AB=7, AN = AD=BC =4.
m(<«<BAD) =180° — m(<ABC) =120°,
m(«<MAN) =360° — m(<«xMAB) — m(«xNAD) —m(«xBAD) =60°. m(<xADC) = m(<ABC) =60°.
Atunci, din congruenta triunghiurilor
AMAN = AADC (LU.L) (AN =AD =7,«<MAN =<ADC =60°, AM=D=7 = MN=AC.
Prelungim MA cu AP, P €(DC). Cum MA_ L AB si AB||DC = AP L DC =
m(<DAP) =90° —m(<«ADC) =30° = PD = % =2.
Aplicand teorema lui Pitagora n triunghiul APD se obtine AP = 2\/§ iar PC= DC-DP=5 iar din triunghiul
APC se obtine AC? = AP? + PC? = AC =+/37 = MN , deci P,,,, =11++/37.
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1 1 1 . V3
AAMN = AADC :SAMN:SADC :E'SABCD =—DC-AD Sln('{ ADC) =—-7-4-5in60 = 147

2 2
DecCi Suuny = 7V3 cm?

G:1328. Fie triunghiul ABC inscris in cerc si A1, Ba, respectiv C1, punctele diametral opuse in
cerc ale lui A, B respectiv C. Daca Az, Bz, respectiv C2 sunt mijloacele laturilor BC, AC, si
respectiv AB, aritati ca A1A2, BiB2, C1C2 sunt concurente.

Alina Calugiru, Eugenia Turcu, Craiova

Rezolvare: Ducem BB', CC' inaltimile din A si C ale triunghiului ABC (B' € AC, C' € AB) care se
intersecteazd in H. Deoarece AC L AC si BB' 1 AC=BH ||AC si analog AB|CH . De aici

rezultd ca patrulaterul BACH este paralelogram si A1Az trece prin H. Analog, B1B2 si C1C; trec prin
H de unde cerinta problemei.

= Clasa a VIII-a

G:1329. Fie neN astfel incat numarul p=2° +1si fie prim . Ariitati ¢ pnu se poate scrie

ca diferenta cuburilor a doua numere naturale nenule .
eleve Militaru Cismaru Gabriela, Craiova, Panduru Midilina, Balcesti, Valcea

Rezolvare: Fie p:22"+1:a3—b3:(a—b)(a2+ab+b2), cu a,beN" . Cum a*+ab+b*>a-b
—a—-b=1deunde a=b+1siatunci p=2% +1=(b+1)3—b3:b3+3b2+3b+1—b3=3b(b+1)+1

sideaici 30(D+1)=2" fals, deoarece 3nu divide 2.

G:1330. Fiex = 1siy = 1. Ariitati ci x2y? + 16(x + y) = 16xy + 16. In ce caz avem egalitate?
Lucian Tutescu, Craiova, Sorin Botea, Tg.Jiu
Rezolvare: ~ Conform ipotezei avem x* >4x—4>0, y*>4y-4>0=

X*-y? >(4x—4)-(4y—4)=16xy —16x—-16y+16 = Xx*-y*+16(x+y)>16xy +16. Egalitate avem
pentru x> =4x—4 si y* =4y—-4= (x-2)°=0, (y-2)’=0=>x=y=2.

G:1331]. Fie x,y,zeRastfel incat x*(y+z) = y2(x+2) = 2024si x#y. Calculati z2(x+Y).
Alecu Orlando, Craiova

Rezolvare: Din 0= X*(y +2) — y*(X+2) = xy(x—y) + 2(x* = y*) = (X = y)(Xy + yZ + 2X)..

Cum X # yrezulta xy+yz+2zx=0. Cum

0=(X=Y)(Xy+yz+2X) =xz(Xx=2) + y(X* = y*) = X*(y + 2) = 2°(X + y) = 2024 — 2°(x + y) =

2 (x+y) = 2024

G:1332. Fie a,b,x,y e Rastfel incat a+b=x+y=0si a’+b®=x>+y>. Ariitati ci
a"+b"=x"+ y",(‘v’)n eN. Alina Tigaie , Craiova

Rezolvare: Avem (a+b)3 —3ab(a+b)=(x+ y)3 —3xy(x+y)de unde
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ab(a+b)=xy(x+y)adica ab=xy . Cum a=x+y—bobtinem (x+y—b)b=xysau
b? — xb—by + xy = 0sau (b—x)(b—y):o. Daca b =Xrezulta a = yiar daca b = yrezulta a = Xsi
de aici a"+b" =x"+y",(V)neN.

G:1333. Determinati ne N* astfel incat A=n"+n+1 si fie numir prim.
Mihaela Stancele, Monica Stanca, Craiova

Rezolvare: Se aratad ca
A=n"—n*+n*+n+1=n*(n° - +n’+n+1=n’(N"*-D(N*+D)+n’+n+1=

=(n*+n+1)-[n(n-1)(n° +1)+1] si doar pentru n = 1 se obtine ci A =3 este numar prim. In rest,

ambele paranteze sunt mai mare ca 1, deci A nu este numar prim.

G:1334. Aritati cd ecuatia 4x®—507x+253=0 are trei ridicini reale care au suma numir

natural.
lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu

Rezolvare:  Rezolvam ecuatia si gasim solutiile reale x;,X,,X; cu suma X, +X, + X, € N. Ecuatia
data este echivalentd cu :  4x° —507x+253=0]-2= (2x)* —507-(2x) +506 =0. Notdm 2x = y si
obtinem ecuatia y®—y-506y+506=0<(y-1)(y’+y-506)=0=vy,=1, Yy, =22, y,=-23.
Mai departe se obtine x e {% 11 —%}

4 5 2
. . X" =1 X*+1-X"—X
G:1339. Rezolvati ecuatia — +

XCHx2+x+1 (Xx=1)7-(X* +x+1)

3

=4048, x eR\{—l;l} .

Nicolae Ivaschescu, Canada
(x> +D(x+D(x-1) . (x> =1)(x*-1)

=4048 =
(X+D(x* +1) (X=D2(x* +x+1)

Rezolvare: Ecuatia datd este echivalenta cu

X—1+Xx+1=4048=x=2024. S = {2024}.

: . 1 f 1
G:1336,. Sa se rezolve in multimea numerelor reale ecuatia irationala (1+—j Vx2—x=[1+=.
X X

lonel Tudor-Cilugareni, Giurgiu
- : o - 1 s
Rezolvare:  Conditiile de existents in R ale ecuatiei sunt: x#0, 1+=>0, xX*~x>0. Ridicim la
X
patrat ambii membri ai ecuatiei , apoi rezolvam ecuatia in care nu mai apar radicali si retinem ca
solutii reale ale ecuatiei date , doar pe acelea care verifica si conditiile impuse.

1Y, 1 (x+1)? x+1 . ) . y
1+2 | (X =x)=1+= =2 x(x-1)-=—==0. Din (x+1)(x*~2)=0 se obtin solutiile
X X X X

problemei: § = {—v2,-1,v2}

(G:1337|. Fie a,b,c)0. Sa se demonstreze ca: a

+ + <=,
4da+b+c a+4b+c a+b+4c 2
Gheorghe Ghita, Buzau

1 1 1
S g—(—+—)@(x—y)22{l
Rezolvare: Se foloseste urmatoarea inegalitate: X + ¥ Xy

1
4
Yievire Larye 20 a5 <266t d)) - 2 asa) -

b c < 1
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= 212 Z Z =— Egahtatea are loc daca si numai dacia = b = c.

4Za 12 42

611338. Si se determine (X;y) € Rx[Rdin ecuatia v/x—10 +\/y—10 =

X+Yy+30
10
Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: Notim X-10=a, y-10=b=x=a+10, y=b+10
a+b+20+30 a+b
Vb= 10 10

2 2
Cuma—+b+5 2\/a—+b5 2 a;b «/\/a_;\/b_ZZ\/g;/B:x/EM/B.

a+0b:5§iJ5:J5_ Obtinem a=b=25. § ={(15:15)}.

G:1339. Un paralelipiped dreptunghic are toate muchiile exprimate prin numere naturale.
Stiind ca diagonalele a trei fete distincte ca arii au lungimile 10 cm, 2+/34 cm, respectiv

Ecuatia devine va + +5.

Avem egalitate daca si numai daca

2+/41 cm, sa se afle lungimea diagonalei paralelipipedului si volumul acestuia.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare:  Notam cu a, b si ¢ lungimile a trei muchii care pornesc din acelasi varf. Conform

enuntului avem relatiile: a*+b*=100, () a*+c*=136, (2) b®+c? =164, (3). Adunand
aceste trei egalitati, obtinem  2(a’+b?+c?)=400=d? =a? +b*+c?=200=d =10J2. Mai
departe se afli a =6, b =8, ¢ =10 iar volumul este egal cu 480 cm?.

G:1340. Tntr-un cub sectiunea diagonali are aria A1. O sectiune paraleli cu aceasta are aria

Az si A1=+/2- 4, .a) Ce formai are sectiunea a 2-a ? b) Cat este distanta dintre aceste sectiuni ?
Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

Rezolvare:
o | o"
1 M
a) Fie | muchia cubului. Atunci, D 4 /
BIDIZI\/§:>A&:BBIBIDI:|2\/§, : I z C'
A =NN'"-M'N'=I-M'N' = A 5 -
12J2 =J2-M'N", sectiunea a doua i B i
fiind patrat. i |
b) Distanta O'O" =|(2\/_%1) se obtine | :
din asemanarea triunghiurilor i i
AC'M'N' ~AC'D'B'. D ‘/ c
/z”’, \\\\\x\\ /N
A B

= Clasa a IX-a

L:1119| Gasiti toate numerele naturale n astfel incat «/n+1++/4n—3 si fie numir natural
eleva Militaru Cismaru Gabriela, Craiova
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Rezolvare:

Fie Vn+1+vV4n-3=peN*=4n-3=p-Vn+1= J4n-3eN*J/n+leNx*.
Notam n+1=a’ 4n-3=b* abeN*=4a’-b’=7 < (2a-b)(2a+b)=7. De aici se obtine
a=2 si b =3 adicad n = 3 este singurul numar natural care convine.

L:1120. Demonstrati ca:

1 1 L =" YneN*, unde [x] este partea

(V2] [¥5] [B)[Vi0] " [V ei [ [Jmenez] N+l

intreaga a lui x.

Elena si Constantin Ciobica, Falticeni

Rezolvare: Din [\/nz +1} =n,neN si [\/nz + 2n+2} =n+1VneN" obtinem ci membrul sting

1 1 1 1 111111 1 1 1 n
esteegal cCU —+—+—+...... e VU S =1- = .

1.2 2.3 3.4 nn+l) 1 2 2 3 3 4 n n+l n+l n+1
L:1121| Fie x,y,zeRcu XZ%, yz%, 22%. Aratati ca

X2y?z2% + A(Xy + yz + 2X) +1>8xyz + 2(x + y + 2) . Tn ce caz avem egalitate ?
Simona Marinela Serban, Dabuleni, Dolj
Rezolvare: Cum (x—1)> > 0= x* > 2x—1> Osi analoagele. inmultindu-le obtinem:

x’y?z% > (2x-1)(2y-1)(2z-1) < x*y?z® > 8xyz —4(xy + yz+ 2x) + 2(X+ y + ) -1 c.c.t.d.
Egalitatea existd pentrux =y =z = 1.

. - . 2 3 2 3 2 8
L:1122, Aflati solutiile reale ale ecuatiei (x* +x—1) +(3x* +x—8) =(4x*+2x-9) .

lulia si lonut Schiopu , Craiova
- - 2 3 2 3 2 3

Rezolvare: Ecuatia se scrie (X +x—1) +(3x* +x—8) +(-4x* —2x+9) =0.
Fie a=x*+x-1b=3x*+x-8,c=-4x*-2x+9. Cum a+b+c=0avem a®+b*+c* =3abc (Se
obtine din identitatea a’+b° +c® —3abc = (a+b+c)(a’ +b* +c* —ab—bc—ac))

145

Ecuatia devine 3(x +x—1)(3x + x—8)(—4x* —2x+9) =0si de aici X’ +x—1=0cu X, =

2
—1+97 . 144/
3x2+x—8:Ocux314:%§| —4x* -2x+9=0cu x516:¥.
L:1123. Fie a>1 fixat. Rezolvati Tn multimea numerelor reale:
2X | aX a2 3 2x 3 X A2\2 . TR
(a” +a*-a’-a) =(a” -a) +(a"-a’) . Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare: Cu notatia(u,v) = (a2X —-a,a" —az)ecuagia se scrie(u +v)3 =U’+V o w(u+v)=0<
1 . 1

= (a2X —a)(ax —az)(a2X +a*-a’ —a):O < xed=,12%. Rezulta S=<=,1,2"¢.
2 2

Nota. Pentrua = 2se obtine Problema propusa in MathAtelier7/2024.

- 2x X 3 2x 3 X 3 s -
Solve in real numbers (2 +2 —6) :(2 —2) +(2 —4) . Panagiotis Danousis, Greece

L:1124| Fie x,y >0 astfel incat x* + xy + y* = 3.Aritati ¢ v/3x? +1+/3xy +2 +4/3y? +3<35.

Felicia Ozunu ,Craiova
Rezolvare: Folosim inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz si avem
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(\/3x2 +14+ 43Xy +2 +4/3y° +3)2 < (12 +1° +12)(3x2 +1+3xy +2+3y? +3) = 3(3(x2 + Xy + y2)+6)
= 3(9 + 6) =45 de unde inegalitatea ceruta.

N ; ; N R 2
L:1125. Determinati numerele reale x si y astfel incat: (xy+9)2 +(y2 —xy) =18y>.
Grigorie Dan, Lavinia Trincu, Craiova
Rezolvare: Observam ca Y # 0, in caz contrar se obtine 9> = 0, fals. Relatia din enunt se scrie

X?y? +18xy + 81+ y* — 2xy® + x°y* —18y° =0 < 2y*x* +2y(9—y*) +(9—y)* =0.
A=4y*(9-y?)-8y*(9-y?)* =-4y*(9-y*)*. Din conditia

A>0, si y#£0=(9-y’)’<0=ye{-33} = xe{0}.

L:1126/. Fie a,b,c>0 astfel incaita+b+c=1.Sa se demonstreze ca

27ss-( a , b, ¢ j+153i Gheorghe Ghita, Buziu

b+c c+a a+b abc
Rezolvare:

a _3 ,. . . : . i .
Inegalitatea din stdnga este echivalenta cu Zb— > > (inegalitatea lui Nesbit). Pentru inegalitatea din
+C

dreapta aplicand inegalitatea: bisﬁcﬂb—c)2 >0=> > 4 Szb+c
+C

bc b+c bc
2a+b+c (2a+b+c)(b+c) a (a+b+c+a)(a+b+c—-a)
= < & 8 —+12< =
Z b+c Z bc Zb+c Z bc
_ 3 1_ 3
gy 8 +12<Z(1+a)(1—a)_Z(l—az)_za—aS_Za 2.2 B 2.2 _1-33f(abey’ _
b+c B bc bc abc abc abc abc
=i—3:> SZi+12£i—3,cu egalitate pentru azb:c=£.
abc b+c abc 3
L:1127. Daca x,y)0, x+y=2 atunci in triunghiul ABC cu semiperimetrul
a+b+c . : ) 3 4 4 4 16
S= , are loc inegalitatea : >—

5 5 >+ + + >

m, +mS°+mS~ b(ax+cy) c(bx+ay) a(cx+by) s

D.M.Bitinetu-Giurgiu , Bucuresti, lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

. . 3 .
VVom folosi cunoscuta relatie ma2 + mb2 + mc2 = Z<a2 +b%+c? ) , care rezultd din formulele de calcul

2 2 2 2 2 2

) o ] ) X X (X1 +X,"+.. X )

ale medianelor si inegalitatea lui Bergstrém i+i+ ...... + > iy
i Y» Yn Vit Yot tY,

Membrul stang al inegalitatii se scrie

3 +4-Z; 4[ L +> ! j

§(a2+bz+cz) Shax+cy) (a?+b?+c® 4 b(ax+cy)

Aplicand inegalitatea lui Bergstrom avem
Z 1 o r N 12 N 1? S (1+1+1)° 3 9
b(ax+cy) abx+bcy bcx+acy acx+aby ab(x+y)+be(x+y)+ac(x+y) 2(ab+ac+bc)

cyc
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Atunci

1 1 1? 3 (1+3)°
4 2, 2 2+Z >4 2 2 2t 28 o 2
a“+b°+c” G b(ax+cy) a“+b°+c® 2(ab+bc+ca) a“+b°+c°+2ab+2bc+2ac
416 16
(a+b+c)*> S?

L:1128. Rezolvati in R sistemul de ecuatii:
JX =34+ X2 =A%, +3—1[(%; —2)° =X, —3++/X2 —4x, +3—1/(x, —2)° =...
= X, =3 ++/X2 —4x +3-1/(x, —2)* =0. Mihaly Bencze, Brasov

Rezolvare: Adunand ecuatiile sistemului obtinem:

S 3+ 5 —ax, 130, 27 )-0.

k=1

Pentru X >3 avem: VX —3 +Vx2 —4x+3 < \/(x— 2)° . (1). Intr-adevar, notand y = x—2, (1)

devine Jy —1+,y* —1< \/F , sau ((y ~D(y* -1 —1)2 > 0, adevarata, cu egalitate daca si numai daca
(Y -Dy-D=1ey’ -y -y=0

1++5 1+ 5++/5
<Yy, =0y,,=——,darnumai y = >1,iex= :
’ 2 2 2
o . _(5++5 5445  5+45
Deci sistemul are unica solutie > Ty T .

L:1129. Fie aeR astfel incat ecuatia x* +ax—1=0 are radicinile reale X, si x,. Aflati cea

mai micid valoare a expresiei E(x;X,)=(1+x°)1+X,"). Alecu Orlando, Rosioridevede,
Teleorman

Rezolvare:  E(X;;X,) =1+ (X +%,)? —2x%, +(xX, ) =4+a >4 cu egalitate pentru a = 0. Minimul
expresiei este 4.

. a) Sa se arate ca existd triunghiuri cu lungimile laturilor a,b,c >2025astfel incéat
[a]+[b] < [C] , unde [X] reprezintd partea ntreagd a lui X.

b) Existd triunghiuri cu lungimile laturilor a,b,c>2025astfel incét {a} + {b} < {C}, unde
{X} reprezinta partea fractionard a lui X ?

c) Sa se arate ca nu exista triunghiuri cu lungimile laturilor a,b,c>2025astfel Tncat
[a]+[b]<[c]si {aj+{b} <{cj.

Rezolvare:

a) Fie a=b =2025,1si ¢ =4051care pot fi laturile unui triunghi deoarece a+b=4050,2, a+b>4051
a+c>b,b+c>a.

Cum [a]=[b]=2025si [c]=4051avem [a]+[b]=2-2025 = 4050 < 4051obtinem cerinta.

Observam ca putem lua a =b =2025,99si ¢ =4051, similar a=b=2025,99 ¢ =2025si obtinem alte

triunghiuri care verifica .
b) Fie a=b=2025,3si ¢ =4049,7 . Atunci a+b=4050,6 >4049,7;a+c>b,b+c>a.Avem

{a} = {b} =0, 3si {C} =0,7. Observim ca {a} +{b} < {C}
Similar putem da exemple pe aceastd idee : a=b =2025,2 ¢ =4049,5, etc.

loana Genoveva. Luiza Cremeneanu, Craiova
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¢) Adunand [a]+{a}+[b]+{b} <[C]+{C} de unde a+b<c, fals!
L:1131. Fie a, be Q. Pentru fiecare n € Z consideram multimea ecuatiilor de forma
E,: (n+)x*—2(n+a)x+b+n+1=0. Aritati ci daci 1, a, b+1 sunt in progresie aritmetic,

atunci ecuatiile En au o radacina comuna.
Adrian Stan, Buzau
Rezolvare:

Cautam o solutie a ecuatiei independenta de n. Fie @ € R 0 solutie a ecuatiilor de forma E,. Atunci,
E : (n+)a®-2(n+a)a+b+n+1=0sau n(e’-2a+1)+(a’-2aa+b+1)=0, VneZ.
cum neZsi a’-2a+1=0, a’-2aa+b+1=0=a=1si 1°-2a+b+1=0 = 2a=b+2 adica
tocmai faptul ca 1; a; b+1 sunt in progresie aritmetica.

L:1132] a) Determinati F:(0.0) = (0.) stfel tncat
X () F(x+y) =y ) (F)+F(y)) (V)xye(00)

o) Determinati | +(0) > (=20) astfet incar ¥ N F+N =V XTI+ () (V)xye(=2.0)
Lucian Tutescu, Craiova, Neculai Stanciu, Buzéu
fO)+ () _ yf(x)
f(x+y)  xf(y)’
xf(y)  yf(x)’
f(x) _f@
x 1
x€(0,00).  Tntorcandu-ne in relatia din enunt obtinem xay-a(x+y)= yax(ax+ay)relatie adevarata

Rezolvare: a) Relatia din enunt se scrie

Fiy)+ () _ xt(y)
fly+x) vy’

adica yf (x) = xf (y).Pentru y =1 se obtine

VX, Y e (0, oo) . Schimband X cu y obtinem

Vx,y €(0,) .De aici X,y € (0,00)sau y?f2(x) = x* £ 2(y)

=a.Deaici f(x)=axcu a>0pentruorice

pentru orice X,y €(0,00). Asadar f :(0,00) —(0,00) f(x)=axunde a> 0sunt functiile cautate .

b) Se procedeazi ca la a) si se gaseste f : (—oo, O) — (—oo, 0), f(x)=axcua>0

L:1133] Demonstrati ci % =tan50" . Marin Chirciu, Pitesti
Rezolvare: Se foloseste urmatoarea lema:

. . COSX T X
Lema. Ardtati ca —tg( + j

1-sinx ~“\4 2
X
sin>
1+ 2
T X tg*+t9§ 1+t95 cos.  cos_+sing
Demonstratie. tg(—+_j: 4 _ _ _ _
1-tg-t9_ 1-tg sin=  cos—-sin=
472 2 12 2 2
X
cos -
2
X . X X . X x o x
cos = —sin = || cos = +sin = 2 X 2 X
[ 2 2)( 2 2) cos” —sin*  cosx
= : _ __cosx
L cos? X +sin? X _2sin Xcos X 1-sinx
(cos Sln) 5 > 505

. . . X . X
Egalitatea are loc pentrul—sin x # Osi COSE —sin ] #0.
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cos10°
1-sin10°
L:1134. Fie @,/ >0si a,b,ce(0,:0). Aritati ci
Zaa+(a+ﬂ)b+2ﬂc+ 2ab+(a+ﬂ)c+2,8a+ 2ac+(a+ﬂ)a+2ﬁb>3
2Ba+(a+pB)b+2ac \2pb+(a+p)c+2aa \2ab+(a+p)a+2pc

Tn ce caz avem egalitate ? Lucian Tutescu , Olivia Bercea , Craiova
Rezolvare: Folosind inegalitatea dintre media geometrica si cea aritmeticd avem :

\/2aa+(a+ﬁ)b+2ﬁc _ 2aa+(a+p)b+2pc s 2(2ca+(a+pB)b+2pc)
2a+(a+p)b+2ac \/(Zﬁa+(a+ﬂ)b+2ac)(2aa+(a+,B)b+2ﬂc)_ 2(a+p)(a+b+c)

Acadar 2ca+(a+pB)b+2pc N 2ca+(a+pB)b+2pc
’ 2pa+(a+pB)b+2ac (a+p)(a+b+c)

Anal 2ab+(a+ﬂ)c+2ﬂa>2ab+(a+ﬂ)c+2ﬂa
nalog 2pb+(a+p)c+2aa  (a+p)(a+b+c)

20c+(a+f)a+2pb >2ac+(a+/3)a+2ﬂb
20b+(a+p)a+2pc  (a+pB)(a+b+c)

Relatii care prin adunare ne conduc la inegalitatea din enunt .  Egalitate avem pentru
2ca+(a+pB)b+2pc=2pa+(a+pB)b+2ac

20b+(a+pB)c+2pa=2pb+(a+p)c+2aa
20c+(a+f)a+2pb=2ab+(a+p)a+2pc
Relatiile se mai scriu (a—f)(a—c)=0;(a-B)(b—a)=0;(a«—B)(c—b)=0.Asadar cu egalitate

pentru a=b=cdacd a = 3, iar dacd « = 3 egalitatea este adevirata pentru orice a,b,c e (O, oo) .

Folosind Lema pentru x =10° obtinem: =tg(45 +5 ) =1tg50".

L:1135, Tn triunghiul ABC obtuzunghic (m(«C) ) 90°) avem 4sin A+5c0sB =6 si

5sinB+4cos A=5. Calculati misura unghiului <C . Dan Mitricoiu, Plataresti, Calarasi
Rezolvare: Din

61=6°+5° = (4sin A+5c0s B)? + (5sin B +4cos A)* =16(sin® A+cos® A) + 25(sin” B +cos” B) +
40(sin AcosB +sinBcos A) =41+ 40sin(A+B) =41+40sin(zx —C) =41+40sinC = sinC = % :

5 5
Rezulta <«C = % sau<xC = ?7[ . Cum triunghiul este obtuzunghic rezultd «C = ?7[ :

L:1136. Si se arate cii in orice triunghi ascutitunghic ABC are loc relatia:
1+cos(A-B) +1+ cos(B-C) N 1+cos(C—A) 56

cosA+cosB  cosB+cosC  1+cosC+cosA
Rezolvare: Folosim urmatoarele rezultate trigonometrice bcosC +ccosB =a si
bcosB-+ccosC =acos(B—C) si similarele lor. Obtinem:

1+cos(A—B)+1+cos(B—C)+ 1+cos(C-A) _b+c+c+a+a+b
cosA+cosB cosB+cosC 1+cosC+cosA a b C

Florin Rotaru, Focsani

>2+2+2=6

L:1137. in triunghiul oarecare ABC se consideri punctul D (BC). Sa se arate ca daca [AD
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2cosé 2C0S—
este bisectoarea unghiului «<BAC atunci: a’ <— 2 .BD*+—2.DC? notatiile fiind
sinC sinB
cele obisnuite intr-un triunghi. Emil C. Popa, Sibiu
Rezolvare. Aria S a triunghiului ABC se scrie:
a-—é1 -sinB-sinC
a-b-c a-2RsinB-2RsinC sin A a’-sinB-sinC : o
= = = = - . Cum aria triunghiului
4R 4R 2 2-sin A

ABC este suma ariilor triunghiurilor ABD si ACD avem:
a’-sinB-sinC _ BD?sinB-sin ADB . DC?sinC-sin ADC
2-sinA

A =BD?sinB-sin ADB + DC?sinC -sin ADC =
ZsinE ZsinE

a’-sinB-sinC
2-sin A

<BD?sinB+DC?sinC = c.ctd

= Clasa a X-a

L:1138. Comparati numerele A=2V"%% gj B =2024V"%==?

lonut Ivinescu, Mihaela Mirea, Craiova

Rezolvare:  Avem In A= ,/log, 2024 -In2 = ’In|20224 In2=4/In2024-In2,
n

InB = /l0g,,, 2 -In 2024 = I |20224 -In2024 =+/In2-In 2024 . Asadar, InA=InB= A=B.

n
L:1139,  Aritati ci ecuatia [3*] +[5X] =15"+1 nu are solutii nenule, unde [X] reprezinti
partea intreaga a lui x. elev Ciurea Andrei, Buzau

Rezolvare: Se arata ca pentru x ( 0 [BX]+[5X} =0 iar 15" +1)0.
Pentru x ) 0, sidin [x] < X, VxeR se aratd ca 5 +3" 2[3*}{5*] iar din
15 +1) 5 +3" < (3 -1(5"-1))0= 15" +1)[3" |+[5" |, deci nu avem solutii nenule.
L:1140. Fie a,b,c>1c>a>b.Rezolvati in R ecuatia a* b¥.c¥=a-b-c.
elev Stancu Cosmin , Craiova
Rezolvare: Ecuatia se scrie @*-b**-¢** =1 de unde rezultd Xx—1=0=>x=1sau a-b*"*.c**** =1,
Dar ¢ >b=> X" > p
a-b* .t 5 g e e — g g2 > g U > gl S 1 . b 0“5 1 De aici rezultd cd

ecuatia nu are alte solutii . Am folosit (x+1)2 >0.

L:1141. Fie x,y e R. Aritati ci X’y* +7x*y* + x* +9y* > 6xy(y* -1).
Carmen Vlad , lacob Meda, Craiova
Rezolvare: Inegalitatea data se scrie de forma

X2yt —2x2y% +x° +9y% —6xy(y’ —1) + 9x’y* = [x(y2 —1)]2 +(3y)? —2-3yx(y* D) +(3xy)’ =
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= [x(y2 -1 —3y}2 +(3xy)* >0 cu egalitate pentru x(y>—1)—3y =0 si 3xy =0 care conduce
la x=y=0.

L:1142. Rezolvatiin R ecuatia log, (6" +1) =log, (7*~1).

Cezar Ozunu , Tica Gabriel, Craiova
Rezolvare: Observimca X >0 din 7 -1>0.

Fie f:(0,00) > (0,0), f (x)=log, (GX +1) care este bijectiva si f *(x)=log, (7X —1) :

Ecuatia se scrie f (X)=f*(x)sideaici f(x)=f"(x)=Xadica log, (6X +1) =X 7 =6"+1sau

6 + 1 =1cu solutia unicd X =1.
7 7

L:1143. Rezolvati in R inecuatia x> —2x+3>+4-X*.

Alecu Orlando, RosiorideVede, Teleorman
Rezolvare: X* —2x+3=(x-1)*+2>2>+4-x*, ¥xe[-22]. $=[-2,2].

L:1144] Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 2% + 20 427 =241 41,
Marin Chirciu, Pitesti
e AM-GM e
Rezolvare: LHS = 20 . 2x#2% 4 o7 > QU4 | p([px2h .7 > 90 4 9\[?4 = 2+ L 1= RHS,
cu egalitate pentru (X+ﬂ,)2 =0,2"=2"<Xx=-A. Deducem cix=-Aeste solutia unici a
ecuatiei.
Nota. Pentru A = 2 se obtine Problema propusi in Mathematics (College and High School) 7/2024.

Solve in real numbers 2¢* + 209" 4 2 _ g, (OscarReynaga Alarcon)

x> -14x? +55x—42

L:1145, Si se rezolve in R ecuatia: (X*—7x+11) =1.
lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu

Rezolvare: Din conditia x* —7x+11) 0= x e (—oo; ! _2\/§J u£7 +2\/§ ; ooj . Logaritmam ecuatia data

si obtinem: (x° —14x* +55x —42)-Ig(x* = 7x+11) =lg1=0=
X° —14x* + 55X —42 <> (x—1)(x* —13x+42) =0 = x € {1;6; 7} care convin.
Din Ig(x2 -7 +11) =0=> X —7x+11=1=x*-7x+10=0=x e {2;5} care respecta conditiile de

existentd. Mai exista si posibilitatea (—1)%* = 1 unde 2k este numar intreg par.
. x2—7x+11=-1
Deci [x3 — 14x? 4+ 55x — 42 intreg par

x2—7x+12=0=x=3saux =4

Dacd x = 3avem x3 — 14x? 4+ 55x — 42 = 27 — 126 + 165 — 42 = 192 — 168 = 24 numdr par si

avem solutia x = 3

Dacéd x = 4,atunci x® — 14x? 4+ 55x — 42 = 64 — 224 + 220 — 42 = 218 , numar par , deci avem si
solutia x; = 4.
Asadar, multimea solutiilor reale ale ecuatiei date este S = {1,2,3,4,5,6,7} .

L:1146. Fie neN astfel incAt numarul p=2% +1si fie prim . Aritati ¢ p nu se poate scrie
ca diferenta puterilor qa doua numere naturale nenule , g este numéar prim q> 3.
Lucian Tutescu , Ramona Nilbaru, Craiova

Rezolvare: Fie p=2% +1=a"—b" = (a—b)(aq’l +a%b+...+abt? + bq’l) .Cum
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a"™ +a’b+...+ab"* +b"" >a—bsi peste numir prim rezultai a—b =ladici a=b+1.
Atunci

p=2" +1=(b+1)"—b® =b* +Cip** +C2"* +...+ CI'b+1-b* =Cip** +C2"* +...+ CI b +1si
de aici 2% =Clb™" +C2b*? +...+CJ'b ceea ce este fals deoarece ¢ ‘Cé ,q‘CZ oo ‘Ck o ‘Cg‘l si gnu

divide 2° deoarece qeste numar prim si q > 3.

L:1147. Fie a,be(0;1)U(L;00)astfel incat log, 2023+ log, 2023 = 2log, 2023. Aritati ci

log, 2024 +log, 2024 = 2log, 2024 . Delia si Cristian Schreider, Craiova
Rezolvare: Relatia din enunt se scrie
IN2023 In2023 _In2023| In2024  In2024 In2024 _In2024
+ =2 : = + =2 =
Ina Inc Inb | In2023 Ina Inc Inb
log, 2024 +log, 2024 = 2log, 2024 .

L:1148 Gasiti 0 functie bijectiva f : R — R astfel incat f(f(x))— f(x) =56x+2024, vxeR.
Eugenia Turcu, Mihai Calugaru, Craiova

Rezolvare: Se va cauta o functie de forma f (x) =ax+b, a= 0 iar dupa inlocuire in relatia din enunt

obtinem: (a® —a)x+ab =56x+ 2024 = a* —a =56 si ab=2024. Gisim

ae {—7;8} =bhe {—g;ZSB}.

L:1149 Existd z e Castfel incat z2°° = (z +1)** =1.

Florin Sendroiu, Tg. Carbunesti, Sorin Botea, Tg. Jiu
Rezolvare: Presupunem ci exista si trecem relatia datd la module, luand z =a+ib, a,b e R.
V3

7| =|z+)]=1=2a’+b*=1 si (a+1)*+b?>=1.Se obtin valorile: a:—%,b:i—. Dar

2
s (1..43 ’ 2025 3767
(Z +l) =(§ii7J =—1:>(Z +1) =[(Z —l—l) } =-1, contradictie, deci nu exista un astfel de

numar z.

L:1150. Rezolvati in R ecuatia %% +2023 + 453 + 2024 + 33 +2025 =0.
lleana Stanciu, Mihai Calugiru, Craiova

Rezolvare: Observam ci X = —3/2024 este solutie . Cum
F:RoR, f(X)= 5’/ x> +2023 + Z/ X2 +2024 + \9/ x® + 2025 este strict crescatoare pe R rezulta c ecuatia
f (x) =0are cel mult o solutie pe R . Asadar, singura solutie a ecuatiei este X = —3/2024 .

L:1151.  Pentru a si b cifre nenule, determinati numerele ab, care verifici egalitatea:

%/a\/B+ \/E —Q/a\/B—\/E = %/\/E . lonel Tudor- Calugareni, Giurgiu

Rezolvare:
Notdm X = \/E » O siobtinem ecuatia in x: §/X+ax/5 —3/X—ax/6 = %/ﬂ()3 =

2x—33x-(x* —a’h) =x = x=3§/x-(x* —a’h) |()3 = x> =27x-(x? —azb)‘: X = 28x° = 27a’b
2

N a‘b — ) ) A :
Deci, ab = 27-5. Cum ab e N* iar 27 si 28 sunt numere prime intre ele se impune ca

28=4. 7‘a2 ‘b=a%=4, si b=7, deci enuntul se verifici numai pentru numarul ab=27, obtinand
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egalitatea 3247 + /27 — 327 —27 =33
1 1

L:1152. Sa se rezolve ecuatia — ! — ——— +——— =2X’1+l(3x+5x).
27%+37 37+5* 5427 2

Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Daci notim 2" =a)0, 3" =b)0, 5 =)0 ecuatia data devine
2ab  2bc 2ca a+b 2ab b+c 2bc c+a 2ca
+ + =a+b+ce - + - + - =0
a+b b+c c+a 2 a+b 2 b+c 2 cCc+a
(a-b)’  (b-c)’  (c-a)’
2(a+b) 2(b+c) 2(c+a)

=0=a=Db=c. De aici rezulta 2X=3X=5X:>X€{O}.

X2+ xy+y? = (2x+ y)ixz®
L:1153] Rezolvatiin R sistemul {y? +yz+ 2% = (2y + 2)3/yx* . Mihaly Bencze, Brasov
2° +2x + X2 = (22 + x)3/zy?

. . . 2 _X+2z
Rezolvare: Cu inegalitatea mediilor 3/xz° <

, sl alte doua inegalitati similare. Adunand ecuatiile

sistemului obtinem: 2> x* + > xy = (2x+ y)Vxz® + 2y + 2)3/yx* + (2z+x)zy* <
< @x+y)(x+27) N (2y +z)(y +2x) N (2z+x)(z+2y)
- 3 3 N

2
- 22 X ;7ny e 6 X243 xy<2) XTI xy & > X2 <D xy, dar D xT =D xy.

Deci, Xx=Yy =z, si obtinem solutiile (a,a,a), unde aeR,.

Daca a, b, ¢ sunt laturile unui triunghi ABC, cu notatiile cunoscute, sa se arate ca

115
i/: 4{/: 7_> Florin Rotaru, Focsani
a |b C a a b c
Rezolvare: Avem 4| 3/— +d—+7— |=3—+|3-3[=+4-4— |+4-7/— )
b \Yc Va b b c a

iﬁ+ 7\Ezﬁ\ﬁ\ﬁ9\ﬁ 4\ﬁ =§/§+7.7ﬁ+4.<ﬁ:
b b \b \b \c Vc \c \c a b C a
\/:3\/:4 f{ Zdis.?ﬁw. /dé.?ﬁzgrb

b c c a b c c \a
§/§+4{/§+</§>22£(Euler).

b C a R

L:1155 | Aratati ca daca ABC, s AB,C, sunt triunghiuri de arii S;,S, si laturi

a,,0,,C, respectiv &,.0,,C, iar x,y,zeR,* cu xyz>1, atunci xaa, +yhb, +2cc, 2443/, -S,
(O generalizare a inegalitatii lui G.Tsintsifas)
Dumitru M. Batinetu-Giurgiu; lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu

Rezolvare:
Vom folosi inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica pentru trei variabile strict  pozitive si

inegalitatea lui Carliz intr-un triunghi de laturi a, b, csiarieS: 3-3Ya%0?%c? >44/3-S.
xa3, +ybb, +z6,¢, > 3- Y xyzaahbiec, =33 xyz - Jaahbboc, >3Yaabbec, =
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Carliz
= 3\/#6‘1%12012 X azzbzzcz2 = \/3'\/3 "5‘12b12012 '\/3'\/3 a22b22022 2 \/4\/§ S, \/4\/§ S, = 4\/§'\/ 513,
Deci xa,a, + ybh, +zc,c, >4/3-S,-S, .
Pentru x=y = z = 1 rezultd inegalitatea lui Tsintsifas : a,a, +bb, +¢,c, >44/3 JSiS, |

= Clasa a XI-a

. Daci AeM,(R)si se arate ei det(A' + A +1,)<(t? +d® ~d +1) unde t=Tr(A) si
d =det(A). Gheorghe Ghiti, Buziu
Rezolvare: Fie functia f (X) =det(A—x-1,)=x*—t-x+d.

Deoarece A*+ A2 +1, =(A*+A+1,)-(A*—A+1,) si (A*+A+1,)=(A-¢l,)-(A-&l,), unde
g2+e+1=0 si g =1. Atunci,

det(A? + A+1,) =det(A—zl,)-det(A—£’1,) = f (e)- f () =(e* —&-t+d)- (e -t +d ) =
=t?+d’+1+(e*+&)(d —t—dt) =t*+d*+1+t+dt—d, unde s-anotat (¢’ +&=-1).

Analog pentru det(A’ —A+1,) = f(-¢)- f(—&”) ==t +d* +1-t—dt—d .

Obtinem ca det(A4+A2+|2)=(t2+d2+1-d)2—(t+td)2s(t2+d2-d +1)2.

. @) Aflati termenul general al sirului (x,)  definit prin 5x , =x +10 ,VneN si

x,=1. b) Calculati limx,. Cezar Ozunu, Dolj, llinca Sebastian , Parscoveni, Olt

n—o

Rezolvare: a) Fie X,,, =y, +a ,a € R. Atunci 5(Y,,, +a)=Y,+a+10 adica 5y, ,,+4a =y, +10

n-1
Luam 4o =10 adicia —gsl atunci 5y,,, =Y, adica y, , = éy .Deaici y, =(gj y, cu

n-1 n-1
:xl—azl—E:—E. Asadar y, +o = E I +a=X,. Obtinem xn=§—§ 1
2 2 5 2 2 2\5

L:1158 | Fiesirul (a,) , definitprina ) 0sia,, =a,+ 21 5 vn>1neN. Si se calculeze
- a“ +

n

Florin Rotaru, Focsani

n—oo ,

Rezolvare: Deoarece @ ) 0 rezulta prin inductie cd a, )0, vn=1 neN. Cum

1 o g . TP : .
w1 —a, =———)0 este sir strict crescator, deci este marginit inferior de primul termen. Daca sirul

a“+2

ar fi marginit superior atunci ar fi convergent si ar avea limita finitd, 1. Atunci, trecand relatia de

1 1 - -
——=>———=0, fals. Deci sirul este nemdrginit si
“+2  1°+2

lima, =o. Cu Stolz- Cesaro se arata ca

n—o0

recurenta la limitd obtinem | =1+

(an
(%, +2,,8,+a’,)

_“m( n+l_an)(a ni1 F By +a )_!1@0 a +2 B
n

lim & = Jjm 2o~ &,

n—o0 n nN—oo n+ J—
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2
h +h+1
a, a, a [ 1 j a’

lim
n—o n-o g nN—w
n

1+—

. . . _a

=3, deoarece lim™2 =lim| 1+ — =1> lim™ =3= lim-~ =33,
an +2an n-w N n—w 3’n

a

L:1159 | Fie a,)3 si a,, =4, +3—3, vneN. Aritati ca sirul (a,)  este convergent si calculati
an nz.

limita sa. lonut Ivinescu, Craiova

Rezolvare: Observim a,,, —3=a,+——6=
an an
9 9 , Lo
Deoarece a,,, =a,+—-322 [a,-——3 =6-3=3)0=sirul (a,) _, are termenii pozitivi si
an an nx1
: 9 9 : . y . e .
a,)3.Dina,, —a =— —3(§ —3=0=>sirul este strict descrescator, deci are limita. Fie | limita acestuia

iar prin trecere la limita a relatiei de recurenta obtinem 1=3.

L:1160 |. Sa se calculeze Iim(iz-sin 2 22n :J-(l2 +3 45 4.+ (2n—1)2) . Adrian Stan, Buzau
Nn—o0 n n —

Rezolvare:

n 2
Se calculeazd S =1 +3% +57 +...+ (2n—1)* = > (2k -1)* = w atunci

k=1

Sini
(1 . 2n \Yn@#n*-1n . 1 an2-1 2n  n(4n*-1) 2
lim| = -sin—; . =lim—=- — _c
> 4n® -1 3 - 2n 4n® -1 3 3
4n® -1
IL:1161] Fie a, b ) O si (xn)mun sir cu termeni pozitivi astfel incat Zxka+bln X, =0, Vn=1.
k=1

Aritati ci sirul (x,) _ esteconvergent si calculati limita limn-x°. Mihaly Bencze, Brasov

n—o
n+1

n
Rezolvare: Din sciderea relatiilor > x2+blInx,,, =0, si > x*+blnx_, =0 obtinem
P} a

b
x A=l 20| Y 0= x P x 2= X)X, atunci te sir strict d a
g = Y 0= X, ) X, = X0 X,,,, atunci (Xn)m este sir strict descrescator cu

n+2

termenii pozitivi, deci este convergent. Fie L limita sa, atunci din

|_ b
Lazln(t) =0=>L"=0=L=0

1 : .n . n+l-n . 1 X
Rezulta lim—=0. I|mn-xnb:IlmT:hmﬁ:hmxa—:llm o =limx*"
n—o0 Xn n—o0 nN—o . n—o0 7b_7b n—o g 1 n—oo g'n _1 n—w
X X X b~ b a
n n+1 n X, X, X,
0, a)b
Rezultd, limn-x°=1limx°" =11 a=b.
n—oo n—oo

oo, a(b
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L:1162]. a)Rezolvati in multimea (1;c0) ecuatialog,,, x+log,,(x+1) =log, 2+log, 3
. . ) 1 3
b)Rezolvati in multimea (0;1) ecuatia log,,, x+log,,,(x+1) =log, = +log 5
2 2

Grigorie Dan Lucian, Mihai Cilugiru, Craiova
Rezolvare: a) Fie f :(Lo0) >R, f(x)=log,, x+log,,,(x+1). Searaticd f'(x)) 0,adici f(x)este
strict crescatoare pe (1; oo) si cum ecuatia se scrie f (x) = f(2) = x = 2 este solutie unica.

b) Similar ca la a) considerim g :(0;1) - R, g(x)=log,, x+log, ,(x+1) sicum g'(x) ) 0=, g(x)

. o 1 1 o
este strict crescatoare iar din g(X) = g(z) = X= F este solutie unica.

X

9
L:1163] Se consideri functia f : R —>R, f(X)= 9 +1
functiei f si rezolvati ecuatia f(x)=0. lonel Tudor —Calugareni, Giurgiu

— X . Stabiliti paritatea si tabelul de variatie al

Rezolvare: Mai intai se aratd ca f(x) este impara: f(—x)=—-1f(x), VxeR.
2-9°In9—(9* +1)°
(9 +1)°

Functia f este derivabili cu derivata f'(x) = , VxeR. Atunci,

' (0=0& @+ -4-(3) IN3=0& :»[9X+2~3X -«/|n3+1]~(9xz~3x -«/In3+1)=0:>

y 0

9" —2.3.4/In3+1=0. Notim 3* = y)0. Obtinem ecuatia y> —2y~/In3+1=0.
A, =4In3-3) 4Ilne-3) 0. Atunci, Y, , =4/In3£+/In3-1 ) 0. Obtinem solutiile pentru ecuatia
f'(x)=0= xm'(x):Iog3(\/ln3¢\/ln3—1).

1
Deoarece \/In3+\/ln3—1> JIn3 Yy JIN1=0 si ¥In3-+/In3-1= 1, atunci
JIn3++/In3-1 <

X' = Iogs(\/InB—\/In3—1)<log31:0 ( Iog3< In3+»\/In3—1): x',, asadar, x'¢ 0 (x,'.

| _ _ ; H | — L . 9 1 |l==
f'(0)=In3-1) O iar x“ﬂlf (x) = lim {4In3 @ 1) 1} 1(0.

X——0

2

~1|=-4In3(0

Iimf'(x):lim{4ln3- XS 2—1}=4In3-lim
X—>00 X (9 _|_1) X—>0 3x+:;|;

De asemenea avem si : f(0) = 0 (deci x = 0 este o solutie a ecuatiei f(x) = 0);
lim f(x) = lim (9 _l—x)=—1+00=+00>0;
X——00 x——

o \9T+1
x (&
lim f(x) = lim (:x: —x) = lim ( 1+E;)x] - x) =1—-=—mw<(
9

X—0o X—C0 X—C0

Avem datele pentru stabilirea tabelului de variatie al functiei f:

X —oo X, 0 X, o0
fl(x) 1 -- - - O++ + + + + + ++ 0 - - - - - -1
f(x) oo™ n ¥ 0 —7 M — —OoO

Rezulta ca f este strict descrescatoare pe fiecare dintre intervalele (—oo,x’1] si [ x'5, o) iar pe
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intervalul (x'y, x',) este strict crescatoare cu f(0) = 0.
x'; este punct de minim relativ cu minimul m = f(x';) < f(0) = 0 iar x', este punct de maxim relativ
cu maximul M = f(x',) > f(0) = 0.
Datoritd monotoniei stricte pe intervalele (—oo ,x'1), (x'y,x"5) si (X'g, + 00) ecuatia data are cel mult
o solutie Tn fiecare dintre aceste intervale (x = 0 este solutia in (x'; ,x’g))
Folosind datele din tabelul de variatie si apoi sirul lui Rolle , rezulta ca ecuatia
fx)=0 e .;x T =x, are trei solutii reale x; € (—oo ,x"1); x5 =0; x3 € (x'5, +0)
CUX]_<X2—0<JC3.
1

1y _92-1 1 y9-1 1 2 2 _ . . < < A £ AN
Avem f(E) S 2TV 2a a4 0, si cum f este impara rezulta f( 2) =—f (2) =0
Deci toate solutiile sunt chiar numere rationale si S = [—% , 0, %}
» Clasa a XII-a
arccos x . -
L:1164 | Sa se calculeze: | = 'ff;d Diaconu Radu, Sibiu

Rezolvare: Folosim formula de integrare prin parti si avem:

2 ' :
IzL2 (—ij -arccosxdx = [ Mj —J'fgdx—

X X Xv/1—x?

ﬁ—“ 4)x If 4dx in ultima integrala facem schimbarea de variabild X = sint.

Xv1-x?
I, = é#dxzj_f_co—st —I —dt_ In tg —Intg = = In(\/i—l)
4 yJ1- %2 —sint-cost - 8

i 12505 Bt

XZ

1
L:1165]. Determinati functiile continue f :[0;1] - R astfel incat I f (x)(2x2 — f (x))dx = %
0
Florin Rotaru, Focsani
Rezolvare: Folosim inegalitatea 4ab < (a+h)?, Va,beR cu egalitate cand a=b.
[f(x)+2x f(x)]

1
1
f(x — f(x))dx < x*dx = =, deci avand egalitate obtinem

! () (2x* = F OO )d j j - 9

f(x)=2x>-f(x)= f(x)=x"

L:1166] Fie f:[0;1]—[0;00) o functie derivabili stiind ci f (1) =0 si f' continui. Si se arate ci
1 2 ,

144[ j x3f(x)de < j (') dx. Florin Rotaru,
0 0

Focsani

1 1 1 1 1
Rezolvare: 4[x*f (x)dx = [ (x“)' f (x)dx = x* f (x) - x4 (dx =~ x* ' (x)dx deoarece f(1)=0.
0 0 0 0
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1 1 1

16Ux3f(x)de :Ux“f'(x)dxj "2 (x [xeax- [(£'00) dx==3 j (') dx=cotd

0 0

m Calculati: a)J' In(x+¢x D dx; b) J-\/In(x+ X" +1) dx; xeR, neN,n>3.

Preda Oana, Cariova
Rezolvare:

a) I\/In(x;2d+x12 e dx=I[In(x+\/x27+1)}I 'Wﬁz%(ldhtﬁ)g +C;

JIn(x+x*+1) . n 2 )
b)J'\/ o dx_n+1(ln(x+«/x +1)) +C.

e+5
L:1168] Fie f(x)=€"+4x’+1. Calculati J. f~(x)dx. Marin Chirciu, Pitesti

2

Rezolvare: Folosim identitatea lui Young:
Daci f :[a, b] —)[C,d] f derivabila, f'(X) eR",Vx e[a,b], f (a) =c, f (b) =d, atunci:

b
jf dx+If x)dx =bd —ac. n cazul nostru:

f:[01] >[2e+5], f(x)=e*+4x+1, £ (0)=2, f (1) =e+5, f'(x)=€"+12x>0,x<[0,1].
e+5

1
Rezulta: If(x)dx+j f*(x)dx=(e+5)-1-0-2=e+5.
2

e+5

0
jf(x)dx=j(ex+4x3+1)dx=(ex+x4+x) (1):e+2—1=e+1:> I f*(x)dx=4.
0 0 2

L:1169] Fie 420 n>0_calculati I

dx xeR, Marin Chirciu, Pitesti

Rezolvare: Pentru 4 =0 ob;mem_[dx —x+C. Tncontinuare fie4 >0,

J-e —ﬂ J-(l_ 24 ]dx . le 4= X_2/1 du __J‘(___
e™+ A e”+A e™+ 1 n u+/1 u u+A4
z e™ + 1
=x—g(lnu—ln(u+ﬂ))=Inex—zlnizlnex—gln € =In( ) =
n n u+A21 n e”“+1 e

:gln(e"x+/1)—x. n finalj%x:zln(e”x+l)—x+c.
n e+ A n

z
4

a3 3

sSin” X+ Cos™ X . -

L:1170| Si se calculezeJ. — - dx. Emil C. Popa, Sibiu
2 2sin® X+ 2(1—-/2) cos® x+3/2 cos x

Rezolvare: Observam ca:

25in% X+ 2(1—/2) cos® X +3v/2 cos x = 2sin° X + (2++/2) cos® X+ 3v/2(1—c0s? X) - Cos X =

=25in° X+ (2+~/2) cos® x+3/2 -sin? x-cos X ) O,VXe[O;%}

Daca f I[O; a] —> R, a)0 fcontinud cu f(a—x)+ f(x)+ f(a+x)+ f(2a—x) #0 consideraim
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j‘» f(a)+ f(2a—x)
Jfa—x)+ f(X)+ f(@a+x)+ f(2a—x)

dx . Pentru a -x = u se obtine

j‘- f(a—u)+ f(a+u)
o f(@+f(a-u)+f(2a-u)+ f(a+u)

| dx:>2|=jdu=a:>|:%
0

Pentru f(X)=sin®x, a:%, f:{o;%}—ﬂR{,

sin® x + cos® x

sin3(Z—xj+sin3 x+sin3(j+ xj+sin3(72T— x]

Ina
blnalnx+c
L:1171 | Sa se calculeze pe (0,0) integrala: I N ( )
x( nX+b|na|nx+b+c)

avem | =

dx. Tn final obtinem: | = =
16

O |y

dx,undea >0.a+1,b,c ER.

Rezolvare: Gheorghe Ghita, Buzau
ba™ Inalnx+b?Inalnx+ba"™ +b?+ca™ +bc—bbInxIna+a™ +b+c)d

| =
'[ ( '"X+blnalnx+b+c)

Inx
(a _dx =

+b)(b|na|nx+b+c)d _b.[ binalnx+a" +b+c)

( '“X+blnalnx+b+c '”X+blnalnx+b+c)

-1

=J- dx
Ina(a'”x+blnalnx+b+c)

-(blnalnx+b+c)dx-b- =
( ) I '“X+blnalnx+b+c)

B blnalnx+b+c N 1 J- bnadx J- dx
_Ina(a'”x+blnalnx+b+c) Ina ('“X+blnalnx+b+c) ('”X+blnalnx+b+c)

__ blnalnx+b+c ‘C.

Ina(a'"x+blnaln x+b+c)

1172 Calculati urmitoarea limita de functie: |jm—— J
Hw\/_ 1+sintcost

1

1+sint-cost
Observam ca functia f(t) este periodica cu perioada 7 iar valoarea integralei lui f(t) pe o perioada se poate

1 dt:2n\/§

arata ca este J' .
ol+sintcost 3

Pentru orice X >0 putem scrie: 24/x =nn+an unde neN, n=n(x), limn(x)=oo, ae[0,1], a=a(x)

= dt. Vasile Mircea Popa, Sibiu

Rezolvare: Consideram functia: f:R >R, f(t)=

L2
De asemenea putem scrie: | N S, 2“*/§+b 213 unde be[0,1], b=b(x)
5 l1+sintcost 3 3

Trecem la calculul limitei cerute n enuntul problemei. Notidm aceasta limita cu L.

2TE\/§ 275\/5
2Jdx 1 1 2& 1 n 3 +b 3
L=2-lim j i dt - I : dt =
H002\/_ 1+sintcost 2x o l+sintcost nm+an
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Avem urmatoarea inegalitate dubla:
0 213 N 2n\/§+b 213 (n+1) 273 213 i gn,\/§+b 213 (:HlJ 273
3 < 3 3 3 sau 3 < 3 3 < n 3
(n+1) = nm+an nw ( 1} nw+an T
1+H T

Trecand la limita in aceasta dubla inegalitate si folosind criteriul clestelui, obtinem:

2x
lim 1 | _1 dt:z\/g,deci Lzz.&zﬂ.
x>0 2. x 3 l+sintcost 3 3 3

[L:1173]. Si se rezolvein C, ecuatia: 2024x* +2x* —3x? +2x—1=0. lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: . 2025x* —x*+2x®—3x?+2x—1=0;(45x%)> — (x*—2x®+3x2—-2x+1) =0
(45x2)? — (x> —x+1)? =0 (45x? — x> +x—-1)45x>+x’—x+1)=0&
(44x? +x—1)(46x> —x+1)=0=44x> +x—1=0 sau 46x2—x+1=0

. —1—+/177 —1++177 1+i/183 1—i+183
Deci S = [ o e } c C.
88 88 92 92

[L:1174] a) Rezolvati in R, ecuatia t* —5t* +53t—196 =0.

b) Aritati ci ecuatia 3x° —2x* +5%° +6x* —20x —16 = Onu are toate ridicinile reale si apoi rezolvati
ecuatia lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu
Rezolvare: a) Ecuatia dati este echivalenta cut’(t—4) - (t—4)(t-49) =0 & (t—4)(t° —t+49)=0=>te {4} .

2 2 2 5
b) Conform relatiilor lui Viéte avem S, :Z:Xk =—3si § = Z XX; =—. Atunci,
k=1 1<i(j<5
2 4 10 26 .
Zxkz =S?-2S,=———=—"-(0, Observim ca X = -1 , verific ecuatia.
= 9 3 9
3x° —2x*+5x3 + 6x2—20x —16 = (x + 1)(3x* — 5x3 + 10x2 — 4x — 16)

Rezolvam in C ecuatia 3x* — 5x* + 10x? — 4x — 16 = 0 , pe care 0 scriem

10 _, 4 16

5 5 :
x* —§x3 + S x?—2x— =0 Aceasta ecuatie de grad patru de formax*+ax®+bx?+cx+d=0 o0

2
5 . . . . 5
rezolvam cu metoda lui Ferrari . Scriem ecuatia in forma (xz —Cx+ o:) — (mx%2+nx+p) =0, unde

. - . z 25 10
impunem conditiaca mx? + nx + p si fie patrat perfect , deci n’ = 4mp ,unde m = 2a -I-az— b=2a+ w3

5 5 :
—2a—2 n=aa—c=—2a+= sip=a?+=
36 3- T3 3 3
Conditia n? = 4mp conduce la ecuatia rezolventa de gradul trei in « :
5
8 —Ta?+ a——2=0; 8-27a%—40-9a®+424-3a — 1568 = 0

Cu substitutia 3« = t gasim ecuatia 8t% — 40t% + 424t — 1568 = 0; t> —5t?+53t —196 =0 =>t=4
Deci a = g = g este radacind reald a ecuatiei rezolvente.

. 95 1 4 5 8 16 64
Obtinemm=2a ——=== ,n=-—-a=—_,p=a’+—=—
’ 36 36 3 3 o' 3 9 ) )
. 1 8 64 1 8 . . 5 4 1 8
Deci mx2+nx+p:—x2——x+—:(—x——) EcuatladeV|ne(x2——x+—) —(—x——) =0,
36 9 9 6 3 ’ 6 3 6 3
2 4 . 1-13 1+y13 1+iy15 1-iy15
deunde(xz—gx—a)(xz—x+4)=0 DeC|S=[—1, — ;‘ , ‘2‘ }

L:1175] Fie f eR[X], f(X)=aX®+bX?+cX +d, a)0si ridicinile X;,X,, X; € R. Aritati ci
f'(x)+f'(x)+f'(x,)>0.1n ce caz avem egalitate? Sorin Pirlea, Meda lacob, Craiova
Rezolvare: Fie f =a(X—=X)(X=X,)(X=X;) = f'=a(x—x)(X=%)+a(X=X)(X=%,)+a(Xx=X)(X-X,) =
P00+ 1106)+ 1 06) =al(x —X,)(% —X,) + (X, =X )(X, = Xo) + (X =X )(% = X,) | =

= a(xf X2+ X = XXy — X, X —x2x3) = %[(xl —%, ) (% =% )+ (% — xl)z} >0 cu egalitate

pentru X, =X, =X, = f =a(x—x)".
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“ Curiozitatea stiintifica in sine este una dintre
cele mai puternice forte motrice ale societatii noastre”.

Alvin Toffler
(1928- 2016)

EN Probleme propuse

= Clasa a V-a

. Determinati multimile X, Y, Z stiind ca: a) X UY uZ={a; b; c; d; e};
b) XY nZ={a; e}; c) YNZ={a; b; e}; d) XnZ={a; d; e}; e) cg(YUZ)nX.
Nicolae Ivaschescu, Canada

G:1342. Si se determine restul impartirii numarului a =20* +20251a 9. Adrian Stan, Buzau

G:1343. Aritati ci numirul 2025%% se poate scrie ca suma a trei pitrate perfecte nenule distincte.
Adrian Stan, Buzau
. Daca adundm un numdr natural de patru cifre cu numarul obtinut prin inlaturarea primei
sale cifre, obtinem 1982. Calculati suma cifrelor numarului dat.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

G:1345 Fie numerele x =225 11 i y =252 11 Aritati ca numerele x si y nu sunt
numere prime. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
. Determinati numarul natural ab pentru care ab +a°+a?+a+a=2024.

Nicolae Ivaschescu, Canada
. Demonstrati ca numarul A se divide cu numarul 2024, unde
A=2M.30.5Me g NS gniS gt g g2 g 4 L3N . BN Nicolae Ivischescu, Canada

G:1348. Aratati ca numdrul n=5%% +5%% se poate scrie ca suma a doud pitrate perfecte in doud
moduri. lonel Tudor-Cilugareni, Giurgiu
G:1349. Se considera sirul cu termenii a1=3; a,=12; a3=30; a4=60;..... Scrieti termenii:

a10=...;8100=...;an=. .. Petre Piaunescu, Rosiori de Vede
G:1350. Dovediti ¢ numarul a=285719 este compus si rezolvati in numere prime ecuatia

X’ -z =285719 lonel Tudor-Calugareni, Giurgiu
G:1351. Cate numere xy verificd relatia (x+ y)3 —abcunde xy este un numdr de doui cifre , iar

abceste un numar de trei cifre. Lita Alexandru Craiova, Sgaiba Marius , Craiova
G:1352. Aritati ci daca unul din numerele a=20"—1si b=20"+1,n e N este prim atunci celilalt
numar este compus. Florim Sendroiu, Tg Carbunesti

G:1353. Si se determine numerele abc stiind ca impartite la be dau catul a + 1 si restul a + 8
Gheorghe Ghita, Buzau
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= Clasa a VI-a

G:1354. Determinati numerele naturale a,b,c stiind ca numerele atb, b+c, atc sunt invers

proportionale cu 0,25; 0,2; 0,125 si a+b+c=51. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
G:1355. Rezolvati in numere intregi ecuatia x*-y+10x° = 256. Mircea Mario Stoica, Arad

G:1356. Demonstrati ca numarul
A=[11)+2,(2)+3,(3)+...+8,(8)]-18+ [12, (4)+11,(5) +5,(13) + 2, (75) + ﬂ -40+5? este un patrat

perfect. Nicolae Iviaschescu, Canada

G:1357]. Si se arate ca suma cifrelor numdrului 10°% —2017 este un numar divizibil cu 2023.
Adrian Stan, Buzau

8+88-+888+...+888888888 -123456789

T+TT+TT7 +....+ 777777777
Petre Paunescu, Rosiori de Vede

G:1359. Rezolvati ecuatia X7l x=2 Xx=3, XZ2022 Xx72023_ 5554
2023 2022 2021 2 1

(G:1358. Aduceti la forma cea mai simpla fractia:

Nicolae Ivaschescu, Canada

(G:1360|. Scrieti numarul 2025 casuma de: @) Doua patrate perfecte;  b) Patru patrate perfecte
lonel Tudor-Cilugireni, Giurgiu
. Aratati ¢ pentru orice numere reale x si y , avem (X— y)-(x+ y) =x*—y?. Fardsi

efectuati ridicarile la patrat , aritati cd numarul  a = 28336 + 53689 — 28364° —53636° este

natural patrat perfect. lonel Tudor-Calugireni, Giurgiu

G:1362. Sa se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia £+1 _L unde p, g sunt numere
Xy q

prime date. Gheorghe Ghita, Buzau

= Clasa a VII-a

G:1363. Verificati daca numarul 2019-2022-2025-2028+81 este patrat perfect.
b p p
Adrian Stan, Buzau

G:1364. Aflati numerele reale x siy dacd 4x—y—2=0 si \lyz—3x2—3xy+21:«/11—4x+y.

Adrian Stan, Buzau
G:1365|. Rezolvati ecuatia x+24{x} =[x], xeQ unde [x]respectiv {x} reprezinti partea intreaga

respectiv partea fractionara. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
. _ —_ o 2a+3 . 3a-1 .
G:1366]. Existd valori ale numarului real a astfel incat numerele X = sl y= sa fie simultan
numere intregi ? Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
_ s e ab® —ba’
G:1367. Gasiti numerele nenule ba“ | care verifica egalitatea W =11.
a+

lonel Tudor-Calugareni
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G:1368. Daca a,b,c)0 astfel incat a®+b*+c*=3 atunciZa\/Za2 +3ab+4b* <9. Céand are loc

egalitatea? Gheorghe Ghita, Buziu
G:1369. Se da triunghiul ABC cu AB=10 cm, BC= 6cm si m(<«ABC)=105°. Calculati aria
triunghiului. Nicolae Ivaschescu, Canada

: . . 90J10 . _
(G:1370. Un trapez ABCD dreptunghic in A , are baza micd AB = — cm si baza mare DC=AD.

Se considera punctul E mijlocul lui AD incat BE L EC
a) Aritati ca triunghiurile AEB si DCE sunt asemenea.
b) Aratati ca aria trapezului ABCD este numar natural iar tangenta unghiului ascutit format
de diagonalele AC si BD este un numar rational.
lonel Tudor-Calugareni
. Tn trapezul ABCD se cunosc: AD||BC, AD ( BC, m(<):D) =120° iar diagonalele sale sunt

bisectoarele unghiurilor aldturate bazei mari. Dacd CD=8 cm, sa se afle perimetrul trapezului.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

= Clasa a VIII-a

G:1372. Se da piramida VABC cu 1naltimea de 90 cm si baza triunghiului dreptunghic ABC,

m(<A)=90°, m(«C)=15" si AC=20 2++/3 cm. La distanta de o treime din inaltime fatd de
varful V se face o sectiune cu un plan paralel cu planul bazei. Determinati volumul trunchiului de

piramida obtinut. Nicolae Ivaschescu, Canada
G:1373| In piramida patrulatera SABCD, avéand toate muchiile congruente, se face o sectiune cu planul care
contine dreapta BD si este paralel cu muchia SA. Stiind ca aria acestei sectiuni este 9 J2 cm?, si se afle suma

tuturor muchiilor piramidei.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

G:1374. Rezolvati ecuatia (x+1961)° +(x—1986)’ +(-2x+25)’ =0, xeR.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
(G:1375. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: [x—29]+|x—29|+(x—29) =6, unde

[X] reprezintd partea intreaga a numarului real x. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
VX+8-+/x-8 21
G:1376]. Rezolvati ecuatia VX+8+Vx—-8 4 Nicolae Ivaschescu, Canada

: a\7+b
G:1377|. Fie a,b,c e N*. Daca o7 € QQ sdsearate ca a-C este patrat perfect.
+C

G:1378, Se considerd a=+/n*+1, neN.

a) Sa se calculeze partea intreaga a lui a;

Adrian Stan, Buziu

[X] reprezinta partea intreagi a lui x. Adrian Stan, Buziu
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G:1379. Aratati ca exista numere naturale X, pentru care numarul 45x -54 , este cub perfect.
lonel Tudor-Cailugireni

X+a X+a x+a_3a+3
+ + > :

(G:1380. Daca a>0, Xx,y,z)0astfel incat x+ y+ z =3sa se arate ca >
y+z Yy+7 Yy+12 2

Cand are loc egalitatea? Gheorghe Ghita, Buzau
G:1381]. Folosind doar ecuatii de gradul doi , sa se rezolve ecuatia:
x* +4x® —2028x* —28x +14147 =0. lonel Tudor-Cilugireni

= Clasa a IX-a

L:1176| Aratati ca oricare ar fi X, Y, z)0Oare loc inegalitatea

?,(x2 +y + 22)+ xyz+15 ) 3(xy+yz+2x)+3(x+y+z).  eleva Carina Maria Viespescu, Craiova
L:1177| Fie a,b,c) 0 astfel incata+b+c=3. Arataticd S =+/3a+bc++/3b+ac++/3c+ab <6.1n
ce caz avem egalitate ? Maria Gurgui, Mihaela Ciobinelu, Craiova

IL:1178] Aratati ca a++a+1+va+2+..+ya+2024 <2025-Ja+1012, VaeN.

Adrian Stan, Buzau

n p+l _ 2
L:1179. Sa se demonstreze ca Z(k2+k+1)-{ K }= n(n-1)(n +3n+4)’ unde
k=1

kP +kP* 4. +k+1 4
[X] reprezinta partea intreaga a lui x, iar p e N*. Mihaly Bencze, Brasov
IL:1180. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:
{3+ X+ x+1}+ [\/ﬁ+ MJ =x° +[\/M] unde neN si {x} este partea fractionara a
numarului real x iar [x] este partea intreaga a numarului real x. Adrian Stan, Buzau
. Si se arate ci dacd a,b,c e R*atunci cel putin una din ecuatiile ax’ —2bx+c =0,

bx* —2cx+a=0, cx®—2ax+b=0 aresolutii reale. Mihaly Bencze, Brasov

L:1182. Rezolvati ecuatiain R: x*—6x>+6Xx*+9x+2=0.

Mirea Mihaela Mioara, Stoian Daniela, Craiova
L:1183|. Sa se arate ca intr-un triunghi ABC, cu notatiile cunoscute are loc inegalitatea
1

) Florin Rotaru, Focsani
A
4y~ (p-a)

1 1 1
+ + <
Voot (] ()
L:1184]. Si se arate i in orice triunghi ABC avem inegalitatea : S < % . max[(a + b)2 , (b + C)2 ,(C+ a)z],

notatiile fiind cele cunoscute n triunghi.
Radu Diaconu, Sibiu

k k k k k
L:1185|. Sa se arate ca L+27+3 +.4n Z[n;rl) , nkeN* | Gheorghe Ghita, Buzau
n

L:1186|. Intr-un patrulater bicentric ABCDde laturi a,b,c,d si arie S avem inegalitatea:

S2 <RYJ2- max(abc, acd,abd,bcd), unde R este raza cercului circumscris patrulaterului.
Emil C. Popa, Sibiu
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= Clasa a X-a

L:1187. Fie a,b,c trei numere naturale astfel incat a® +b® + ¢ se divide cu 7.
a) Daca a+b+cnuse divide cu 7, sa se arate ca

\/(a —b)*-(a—c)*+(b—-c)*-(b—a)’ +(c—a)’-(c—b)? este numir natural divizibil cu 7.
b) Daca a,b,c sunt numere prime, sa se arate ca cel putin unul dintre ele este egal cu 7.

Florin Rotaru, Focsani
L:1188 Fie a,b,ceR, *. Sa se arate ca

%/(1+ a’b® +c¢%)-(1+b’c*+a*)-(1+c’a’ +b*) >ab+bc+ca.

Florin Rotaru, Focsani
L:1189. Gasiti zeC astfel incét |z+1| =1 si |z|=|z+2i|. Cristian Schneider, Craiova

. Fie z e C astfel incat Z| =1. Sa se arate ca ‘22012 +1‘+‘22°13 +1‘ +‘22025 +1‘ >2.

Adrian Stan, Buzau
L:1191. Fie aeC astfel incat |a|=1. Sa s arate ci |L+a) +|1—a|+2-‘1+ a2‘+‘1+ a3‘ >2+4/2.
Mihaly Bencze, Brasov

Rezolvati in R ecuatia; 22X 4 p2xarccosx _ | [o2emx

Eugenia Turcu, Alina Tigae, Craiova
Aflati solutiile reale ale ecuatiei x* +(x—5)log, x=6x—5.
Petrica Aurelia , Litad Alexandru, Craiova
. " k-m*-C* m-n
Fie myneN*, m>2. Sise calculeze: Z — =
k=1 Cm-n—l m-1
3 3 3

- A . N a c
L:1195 Tntr-un triunghi de laturi a,b,c, avem inegalitatea: — + — + —— > 2. gma(nainbinc)
bc ac ab

Gheorghe Ghita, Buzau

= = =
= = =
© © ©
al [& 1IN

Emil C. Popa, Sibiu
= Clasa a XI-a

a b
L:1196,. Fie A=[2 3) Determinati  a,b e R astfel incat A”+5l,=4A. Demonstrati ca exista

c,d e Zastfel incat A™ +c-A"+d-A"'=0,, VneN*sica A" =1,, VneN*.

Mihaly Bencze, Brasov
L:1197, Fie AeM,(RR) cu proprietitile det(A)=3 si det(A*+2A%>+91,)=0. Si se afle urma
matricei A, Tr A. Adrian Stan, Buzau
n

L:1198. Sa se calculeze lim 1 1

1
@By @-By ey

Florin Rotaru, Focsani
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L:1199 Fie a:Iim(xz—\3/x6—x5+1)-sinz. Sa se calculeze A=sina+sin2a-+sin3a+...+sin2025a.

X—0 X

Adrian Stan, Buzau

a?+h? 2
IL:1200. Fie a,b)0. Si se arate ca e &+ +%-(\/§—\/EJ >e® | Gheorghe Ghita, Buzau
a

= (Clasa a XII-a

. Determinati toate grupurile finite (G,-) cu proprietatea ca exista trei elemente a,b,c distincte
intre ele si diferite de elementul neutru e, astfel incat submultimea G\{a,b,c} sa fie subgup al lui G.
Daniel Viacaru, Pitesti
1 0 0
IL:1202. Fie G =4 A(x) = ax 1 0|xeR}.Sasedetermine a,b e R astfel incét (G,¢) sa
2X(x+1) bx 1

fie grup abelian. Mihaly Bencze, Brasov

L:1203. Determinati toate functiile polinomiale cu coeficienti rationali, de grad minim, si toate

3/ 3/ A 3/
functiile polinomiale cu coeficienti intregi astfel Tncat f(¥2011+v2011") =2011+v2011
Neculai Stanciu, Buzau
L:1204. Fie f:[a;b] >R, O(a(b o functie bijectivd, continua astfel incat f(a)=b, f(b)=a si

b b
j f(x)dx=0. Sa se arate ca I f*(x)dx =0. Florin Rotaru, Focsani

L:1205 Si se calculeze integrala: I( CESX+))(('SmX dx, XE(O;%J, k=1.
X+ K COS X)( X+ COS X

Gheorghe Ghita, Buzau

IL:1206] Daca f : [a, b] — R este derivabila, atunci demonstrati ca3a € (a, b) astfel incat:
" a+b
[ f(9dx= (@ -a)b-a)) sau a = —

Mihaly Bencze, Brasov si Neculai Stanciu, Buzau
L:1207. Se defineste integrala avand limita superioara infinita prin egalitatea:
) b
[f(x)dx = lim [f(x)dx.
a a

. T xarctg x
Sa se calculeze integrala: I g

2 (X°+1)(x* —x+1)

dx . Vasile Mircea Popa, Sibiu
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» Math is the only place where
truth and beauty mean the same thing. ”

Danica McKellar
(n. 1975-)

E QUICKIES

ES(&

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF file)
to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full address, and
an e-mail address. Submited solutions should arrive before SEPTEMBER 01, 2025.

PROPOSALS - QUICKIES
PROPOSALS - QUICKIES

Q112. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania. Compute

lim m[m‘l’(nﬂ !—m].

n—oo

n+1 n
Q113. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania. If X,y > 0 then prove the following inequalities:

2 2
X 2X + 2y + X
(1+—J (1+¥j >14 25V 11, YT X596,
y X 3x%y 3/xy?

Q114. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania. If ABCis a triangle with usual notations, then
prove the following equality:

r, bc ca ab
= +=+—=+1= + + .
h, h, h h,r, hyr, h.r,
Q115. Proposed by by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. Prove that in any AABC is true the following
double inequality:

1 sinB+sinC R
gz < .
2R%r al 16r*

SOLUTIONS - QUICKIES

Q107. Proposed by D.M. Bitinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania. Compute
. . T
lim ("(n+1)! —¥/n1)8/(2n —1)!1sin v
n— n

Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

T
N 0 1 . om . sinx
Usmglm(nty(n +1).—\/H):€, (Traian Lalescu), Lmsm% :1,(le_r)rgT =1)

Un!
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2 —1 n 1 2n+1
nm,n/ " im ,/ P jim L I'mw:Z,
n—o n—o | n—oo 2n l n—o0 (n +1)

!E(”M—W)Wsmm:%

we get
lim — n =e
N0 .o v@n=-Div 2
Solution by author. It is well-known: \/_ , Ilm(—:—.
n—oo n e
U Y (n+1)!
n n . u -1
We denote W/nt climu, =1,lim——=1, limu) =e.
n—oo Nn—o0 nu n—o0
X, = (" (n+1)! —Q/ﬁ),”/(Zn—l)!!sin—
We denote
n/(2n — 1"
x, = ("J(n+1)1—/nt)z/(2n— 1)"5|n =4nl-(u, -1)- ( ” \/_
n
. . T
sin—— sin
Wt w1 o @n=DY on e Wnbu -1, @n-D o
n  huy " n  Ym 7 n Inu, no om0
un! vn!
Hence, lim x, :ﬂ-l-l-lne-z-e-lzz—.
n—o0 e e e

Solution by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.

n+l 7=

By Stolz-Cezaro lemma, we obtain lim ("”,/(n +1)! - \f_) _ Jim YD1

n—+00 n+1 e
(2n-1)! _ (2n)!
(2m)t 2"l

by the Stirling formula for (n + 1)! and having in mind that (2n — 1)!! =

lim VieEn-nu lim " (2n)! 1 lim" (2n)@Me-(2n-1)
n—=o  Vn! n—o 2t (m2  2p-o nZneg—2n

S = n+l 1_m AR — .”L: 2_1T
Therefore, the proposed limit results ll_t)‘l;lo( J(m+1)! ﬁ) YV (2n— 1) = :

e

Also solved by Daniel Vacaru, Pitesti, Romania.
6

_ a =3
Q108. Proposed by Dorin Marghidanu, Corabia, Romania. If a, > 0,k =16, such that k=L , then

6
Hak (B +a.,) @+, +8y,,) <1 —
prove that k=1 , Where 8, =a,,k=12.

Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

6
From symmetry we can assumethat &, <a, <a,<a,<a; <a; = 3= Zak >6a, = 2a, <1.
k=1

3
Using AM-GM: xyz < (%} (% Y.2)=(a(a +a,;).(8 +8,,+3,,,)). equally for
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a =(a +a,,)=(a +a.,+a,,)., contradiction, seea, >0. We have:

3 3
a, +(ak +ak+1)+(ak +a ., +ak+2)j _ (331( +2a, +ak+2j <

o (608 (a 0802 3 :

<(3a1+2a1+aif ( 3
a 3 3

equally fora, =(a, +a,.,)=(a, +a,, +3a,,, ). contradiction, seea, >0 =

j =(2a,) <V’ =1=3,(a +3,,)(a +a.,+3,,)<1

6 6
=a (a +a.,)(a +a,,+a.,)<l=]]a(a +au)(a +au +a..) <[ Ja <1
k=1 k=1

Solution by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.
The proposed inequality may be written as
6 6 6

n ax n(&k + ag+1) n(&fc + Ager +agr) < 1,
k=1 k=1

k=1
1

5 6
Now, by the AM-GM inequality, [T$_, a; < (E—kzﬁlak) =3

26’
6 T8 (ap+ag.))°
R=l(ak + {Ik+1) < (7}(_1 o * ) =1and

6 6
Zp=al(agt ak+1+ak+2))

[
= 3—6 which implies that
6 2

[T5oi(ak + arer + ags2) < (

1 ,3% 3t
[T5-y ar [R—y(ar + @) oy (ax + arsr + axs2) < 2—512—5 =% < 1.
Solution by author. By AM-GM inequality we deduce that:

3
3+ (3, +3) ; (@, +8 + aG)j =1, and other five similar inequalities,

a,(a, +a,)(a, +a5 +a,) s(

6
which by multiplying yields [ [, (&, +2,.,)(@, +a,,; +a,.,) <1.

k=1
Equality in the last inequality would be obtained taking into account the application of AM-GM inequality in
the inequalities from above, i.e. iff :

a =4, +a,=a, +as +a, ..., dg = +a, =d; +d, +ds, which by summation lead to
3=2-3=3-3, absurd ! So, the inequality is strict.
Also solved by Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania.
Q109. Proposed by Laura Molea and Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania. If a,b,c € R, then
3
a +a
rovethat ) —————<2.
P ) a*+a*+1

Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

a+a 2
Lemma. Ifa € R then we shall prove that————— < 7.
a'+a’+1 3
a’+a 2 o
Proof. —+1<3C>2a —-3a’+2a’-3a+220 (a- 1) (2a2+a+2)20,eQUalltylffazl.We

move on to solvmg the main problem.

a +a Lemma 2 2
LHS = Za el Z§:3§=2=RHS. Equality occurs iffa=b=c=1.
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Remark. The problem can be generalized:
n+1
a’+na < 3(n+1)
‘rat+n A+2

_ a+na _n+l
Solution. Lemma. Ifae Rand2n > 4>0,4n=4(n+3)then we prove that 5 < :
a+a +h A+2

Ifa,b,ce R and2n>A1>0,4n :ﬂ(n -|—3)then we prove that z

oroo a’+na _n+l
PUNPONES !
& (a—l)2 [(n +1)a’ +(2n—/1)a+2(2n—/1)] >0, equally fora =1. We move on to solving the main

c>(n+1)a4—(/1+2)a3+(n+1)a2—n(/1+2)a+/1(n+1)20 &

Lemma
a+na p Zn+1 n+1

problem. LHS = Za APYIRY k+2:3.k+2:RHS' Equality occurs iffa=b=c=1.

Note. Forn =4 =1we get the problem Q109 from SM-34/2024.

Solution by authors. If a=b=c =0, then 0 < 2, true. We assume that a,b,c = 0. We will prove that

3 3
X +X SE,VXER_mdeed,i 2c>2x +2x2+2-3x*-3x>0

X' +x*+1 3 x*+x*+1 3
X2 (2%2 +xC+2) - 2X(2X° +X+2) + (X +x+2) 2 0 (2x* +x+2)(x-)* 20 &
1

2
15
& (x—l)Z(x2 +§+lj20<:>(x—1){(x+zj +E}2O,true Vx € R, with equality iff x =1.

a’+a 2
Hence, <—-3=2, withequality iff a=b=c=1.
Z a*+a’+1 3 qually

Solution by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.

x3+x 2
It is enough to prove that max—2 = -, forx € R.
‘x2+x 3
( x3+x )r —xO0—x*4+2x2+1 ot 2y 1 2 (% 4 302 4 1) which
— 5 ] = and —x"—x"+2x“+1=—(x°+ x*+ 5x<+ 1) whic
x4+x2+x (x4+x2+x:}2 ( )( )
o . o xP+x . o
implies that its only real roots are x = —1 and x = 1 where function —————— respectively attains its
XF+x<+x

minimum and it maximum with values —2/3 and 2/3.

Also solved by Daniel Vacaru, Pitesti, Romania.

Q110. Proposed by Marin Chirciu, Pitesti, Romania. Ifa;,3,,...,8, >1 then prove that

& tat.ta, Jaa, —1+\/’a2a3 —1+m+«/ana1—1.

4 a, +a, a,+a, a, +a,
Solution by author. Lemma. If 8;,8,,3, >1 then —W<1 ai—i+i
a, +a, 4 a, a,

1 1
al_i
proor, YoZ 1M a1 1 fag, -1 1 [1f  1)mel [ j
a,+a, 2Jaa, 2\ aa  2\a a, 2 2

1 1
:1[@_i+ij, with iqulity iff 8, =8, gi—=a,—— < a, =8, and &3, =2
a, & d;
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Using Lemma we obatin: RHS = > ¥-12 = R B 4Z(a1—i+iJ:%Zal =LHS.

a+8,

Equality occursiff & =a, =...=a, = \/_
Also solved by Gheorghe Molea, Curtea de Arges, Romania.

a &

Q111. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania. If a,b,c > 0, then prove that

3
§+9 c 6y¥abc S5

b ¢ a a+b+c
Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

a b c_a+b+c
Lemma. Ifa,b,c >0then —+—+—2

AM -GM
Proof. We have: E+ a +9 —-E-— =33 — :3_a, and the two analogues.
b 3abc

. i . a b c_a+b+c
Adding the three inequalities we get —+ —+ — > .
b ¢ a 3abc

Equality occurs ifa =b =c. We move on to solving the main problem.

a+b+c_

3 Lemma W ()
E+ 63/abc 4 a+b+c 63/abc §>5 RHS .
a a+b+c 3fabc a+b+c t

Hs=2,2
b c

69 a-+h+c A _ov

wheret + —>5 <>t —5t+6>0 < (t—3)(t-2)>0,seet>3>2,t = >
t (t-3)(t-2) g
Equality occurs iffa=b=c. Remark. The problem can be generalized:

b ¢ Adabc k+9

Ifa,b,c>0and A <9then prove that a+ +—+
cC a a+b+c 3

. a b c_a+b+
Solution. Lemma. If a,b,c > Othen E+—+—2 C.
c

a 3labc

AM-GM 2
Proof. We have: E+ a +9 > 33 E-E-E =33 a = 3a , and the two analogues.
b b c \lb b c

c
a 3abc
Equality occurs ifa =b =c. We move on to solving the main problem.

a+b+c

3 Lemma W (6]
LHS—E+b+C A¥fabc T a+b+c A3/abc ‘o &>x+9—RHS
b ¢ a a+b+c «3/abc a+b+c t 3

ADOA+9

wheret + = t >T 3t2—(/1+9)t+3220 < (t-3)(3t—1)=0, see: t232% ,A<9and

a+b+cAvM_cm

&

t= «/T > 3. Equality occurs ifa=b =c.For A = 6 we get the problem Q111 from SM-34/2024.
abc
[a b b c_ 3
Solution by author. E+ a +E > 3| — b __3a and analogously —+—+— 2 3
b b ¢ b2 ~ 3/abc C a 3/abc
c+c 3c b+c>a+b+c Denoi a+b+c _t ) b ;
—t— , SO —+— 22— Denotin =0, we ae 212, %>¢t>3m
a a c a 3abc 9 %fabc Yab b a

a a

=> =

b 3abc b
6

we have to prove t +— " >5&

ifa=b=c.

=5t+6>0< (t-3)(t—2) >0, which is true. Equality occurs
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»Numai entuziasmul poate da nastere la infaptuiri marete.”
Karl Liebknecht
(1871-1919)

A Caleidoscop matematic

2025 DOUA MII DOUAZECI SI CINCI

y

2025 UN AN PATRAT PERFECT

de Bela Kovacs,, Satu Mare

2025 = 452 . Se intAmpla destul de rar, ca anul calendaristic s fie un numir pétrat perfect, urmétorul
va fi peste 91 de ani: 2116 = 462, iar cel din urmai a fost acum 89 de ani: 1936 = 442,
2025 cu cifre romane: MMXXV
Anul 2025 are 365 zile, 8760 ore, 525600 minute si 31.536.000 secunde.

Ce stim, ce putem afla despre acest numar 2025 ? Vom analiza si vom prezenta cateva
informatii, care pot fi completate de cei interesati.
2025 este un numar natural impar.
Este un numar compus, aflat intre cele mai apropiate numere prime: 2017 <2025 <2027
Descompunerea lui in factori primi: 2025 = 3* . 52 | avand factorii primi 3 si 5.
Divizoriisaisunt: 1, 3, 5, 9, 15, 25, 27, 45, 75, 81, 135, 225,405, 675, 2025.
Are 15 divizori. Suma divizorilor este 3751.
Este divizibil cu suma divizorilor: 2025=15- 135
Suma divizorilor mai mici ca 2025 este:
1+ 3+ 5+ 9+15+25+27+45+ 75+ 81 + 135 + 225 + 405 + 675 = 1726, este mai mic ca
2025, astfel este un numar deficient. Are deficienta: 2025 — 1726 = 299
Este divizibil cu suma cifrelor sale: 2025=(2+0+2+5)-225,
si este divizibil cu patratul sumei cifrelor sale: 2025=(2+ 0+ 2 +5)?- 25
Adunat cu rasturnatul lui obtinem: 2025 + 5202 = 7227 un numar palindom.

Numarul 2025 se poate scrie Tn mai multe feluri ca suma unor numere naturale consecutive,

pentru care este un numar politicos. Rangul politetei lui este 14.
2025 =1012 + 1013
2025 =674 + 675+ 676
2025 = 403 + 404 405 + 406 + 407
2025 =335 + 336 + 337 + 338 + 339 + 340
2025 =221 + 222 + 223 + 224 + 225 + 226 + 227 + 228 + 229
2025 =198 + 199 + 200 + 201 + 202 + 203 + 204 + 205 + 206 + 207
2025=128 + 129+ 130 + 131 + 132 + 133 + 134 + 135+ 136 + 137 + 138 + 139 + 140 + 141 +
142.  Aici este o sumd de 15 numere naturale consecutive.



Sclipirea Mlntll 35 - CALEIDOSCOP MATEMATIC- @

121 93
2025 = Z k , ca suma de 18 numere naturale consecutive; 2025= z k , casumi de 25 numere
k=104 k=69

88 82
naturale consecutive; 2025 = Z k , ca suma de 27 numere naturale consecutive; 2025 = Z k,ca
k=62 k=53

67 65 64
suma de 30 numere naturale consecutive; Apoi: 2025= > k, 2025= > k , 2025= > k

k=23 k=16 k=11
unde avem sume de 45, 50, respectiv 54 numere naturale consecutive..

Se poate scrie ca sume de numere naturale impare consecutive
2025 =673 + 675 + 677 2025 =401 + 403 + 405 + 407 + 409
2025 =217 + 219 + 221 + 223 + 225 + 227 + 229 + 231 + 233

2025 =121 +123 + 125+ 127 + 129 + 131 + 133 + 135 + 137 + 139 + 141 + 143 + 145 + 147 + 149.
45

Respectiv: 2025= > (2k-1) suma primelor 45 de numere impare consecutive
k=1

Scrierea ca o suma de numere prime:

2025 =661 + 673 + 691 2025 =23 + 491 + 499 + 503 + 509

2025 =101 + 467 + 479 + 487 + 491 2025 =31 + 313 + 317 + 331 + 337 + 347 + 349
2025 =43 + 229 + 233 + 239 + 241 + 251 + 257 + 263 + 269

Se poate scrie ca suma numerelor cubice consecutive:
2025=13+22+33+4%+5%+63+7°+8%+9°

si ca patratul sumei primelor 9 numere naturale
2025=(1+2+3+4+5+6+7+8+9)>.

Ca suma unor puteri ale lui 2 :

2025 =20 +29 + 28 4 27 426425423400 2005 = 211 -2% 1 23420
0025 = 20 +29 428427120 425104 93,00 2005 = 21— 24 2% 90
Puteri ale lui 3: 2025 = 3" -3 +3* 2025= 3/ -3*_3*

Cu diferite puteri: 2025 = 3% 46 2025 = 7% ~15% ~112

2025= 210430 14% 1 2% 2025= 22132443163 4+12°
Se poate scrie ca o suma de doua patrate perfecte. 2025 = 272 + 362

Se poate scrie ca o suma de 3 patrate perfecte.

2025 = 4% + 282 + 352 2025 = 82 +197 + 402

2025 = 52 + 8% + 442 2025 = 132 +162 + 402
2025 = 57 + 20% + 402 2025 = 152 + 302 + 302
2025 = 6% +15% + 422 2025 = 16° + 207 + 372
2025 = 62 +30% +33° 2025 = 20° + 207 + 357

2025 = 20° + 282 + 292

Se poate scrie ca o diferenta a doua patrate perfecte.:
2025 =512 — 242 2025 = 532 — 282 2025 = 752 - 60?
2025 = 117% - 1082 2025 = 205% - 200? 2025 = 339% - 3362
2025 = 10132 - 10122
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Tntre numere pitagorice:

2025% + 1562 = 30312 2025 + 1080% = 22952
20252 + 1260% = 23852 2025° + 2448% = 31772
20252 + 2700% = 33752 2025 + 29682 = 35932
20252 = 1620% + 12152 2025 = 5672 + 1944?

2025 = 1155% + 11582 + 1194°

2025 nu este numar triunghiular dar se poate scrie ca suma a doud numere triunghiulare.

44 45
2025=Tas+ Tas= Y k + > k =990 + 1035.
k=L k=L

Este numir patratic: 2025 = 452 . nu este numar pentagonal, nu este numar hexagonal, dar mai
departe se poate gisi printre numerele 58-ogonale, ca termenul al 9 — lea al sirului ¢, = 28n? —27n
1,58, 171, 340, 565, 846, 1183, 1576, 2025, 2530, , , , ,

Numarul 2025 este un numar centrat octogonal, fiind termenul al 23 — lea al sirului cu termenul
general an=4n(h-1)+1.

Folosind o singura cifra:

2025=(1+ 1)L - 11(1+1) -1 2025= (1111 - 111+11+1) - (L +1) + 1
2025=2222 -222+22+2+2:2 2025 = 333(3 + 3) + 3°
2025=(3333+3+3:3)(3+3)+3 2025= (444 +44+4-4+4:4)-4+4+4:4
2025 = (55 — 5 — 5)(55 — 5 — 5) 2025 = (666 :6— 6 -6+ 6)(6- 6 66 : 6)
2025 =[(77T77+ )T+ 7)+7-7]:7 2025=88 - (8+8+8)-88+8:8

2025 = (999 + 9)(9+9): 9+ 9 2025=999 + 999 + 9 + 9 + 9

Scrierea in alta baza de numeratie:

202510 = 11111101001, 202510 = 22100003
202510 = 1332204 202510 = 311005
202510 = 13213 202510 = 56227
202510 = 3751s 202510 = 27009
202510 = 158111 202510 = 120912

Se exprima cu termenii sirului lui Fibonacci:
2025 =F(1) + F(2) +F(3) + F(7) + F(9) + F(14) + f(17) =1+ 1+ 2 + 13 + 34 + 377 + 1597

In diferite inegalitati:

1936 = 442 < 2025 = 452 < 462 = 21161. 179 < 2025 < 1.1
63 64 17 18 209 210
Yk <2025< Yk Y k% <2025< Y K > Jk <2025< Y Jk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
374 375 404 405 816 817
Y ¥k <2025< Y Yk <2025< Y Ink Y lgk <2025< Y Igk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
2025
2.71761 < [Hﬁj <2.71762<e 12 < 2025 <13

J2025 =45 42025 =35 =67
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1 4
este 0 matrice de ordinul 2, atunci A" = 2025"™1- A .
46 2024

Ca limita unor siruri:

Daca A = (

n n n n n n n
"m(\llzs +\/3735+\/19683] . Iim( 625 4—2\/6561] P
N—o0 N—o0
. LQ/EEH‘/GZS /729 + /50625 ]" B _ L” 729 + /5625 ]" )
lim 4 = 2025 lim — 5 = 2025
N—o0 N—o0
Numere naturale scrise cu cifrele numarului 2025 1in aceasta ordine:
I1=2+0!+2):5 2=2+0-2-5 3=2-0-2+5
4=2-0'-2+5 5=2+0-2+5 6=2+01-2+5
7=2-0+2+5 §=2-01+2+5 9=2+0+2+5
10=2+0'+2+5 11=2°+2-5 12=2-01+2-5
13=2+01+2-5 14=2 +01)>+5 15=(2-0!'+2)-5
15=20:2+5 16=2+0)+2"-5 17=20+2-5
18=2+0N! - (-2+5) 19=—-(2+0N!+25 19=(2+0+2)!-5
20=(2+0)-2-5
Bibliografie: www.numbersaplenty.com Kovéacs Béla
Problema lui Poisson
Avem o damigeand de 12 litri plind cu vin si doua ﬁ
damigene goale de 8 litri si 5 litri. Cum putem separa cei /
12 litri de vin astfel incat s punem 6 litri de vin doar in  # A )ﬂ i
damigeana de 8 litri folosindu-ne doar de cele doua 2 P 25N -
damigene goale? ThEl .

Réspuns la pagina 72.

STIATICA ....

... prima carte de matematica scrisa de un francez 1ii apartine lui Nicolas Chuquet (cca. 1445 —
1488), un matematician francez care a scris in 1484 prima carte de aritmetica si
algebra din Franta?

Cartea nu a fost publicatd in timpul vietii lui, rdmanand in manuscris pand in
anul 1880 cand a fost descoperita (in 1870 ) si publicata de editorul Aristide
Marre, pand atunci se considera ca o carte a lui La Roche ar fi prima algebra
franceza, dar s-a vazut ulterior ca La Roche cunostea cartea lui Chuquet, cel mai
probabil acestia s-au cunoscut intre ei pe perioada sederii in Lyon.

Cartea sa “Le Triparty en la science des nombres”, “ Stiinta numerelor in trei parti “ nu a avut o
influenta imediata in Franta, pe atunci, se cunosteau cartile lui Fibonacci sau Nicole Oresme, din
care Chuquet s-a inspirat cu siguranta. Ceea ce este interesant, este ca in cartea lui apare si cifra 0
spre deosebire de cea a lui Fibonacci unde erau doar cele noua cifre fara 0. S-a mai preocupat de
radicalii compusi, rezolvarea diverselor ecuatii patratice, sau calculul cu numere cu exponenti.
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Aniversari si comemorari pentru matematicieni straini in anul 2024
de lonel Tudor-Calugareni

1. Tn anul 2024 s-au Implinit 2300 de ani de la nasterea lui Eratosthene
(276-cca.194 i.Hr.), in localitatea Cyrene (Libia de astazi). A fost un savant
grec universal , cu succese In domeniile in care a lucrat: matematica,
astronomie, geografie, filosofie, literatura si muzica.

Dupa studiile efectuate la Atena si-a castigat o mare autoritate ca membru
la Academie, pana la varsta de 30 de ani. in anul 245 i.Hr., a fost chemat la
Alexandria de regele Ptolemeu al Ill-lea Euergetul. A predat la cea mai
importantd universitate a vremii, Academia din Alexandria , unde a fost numit
si administratorul sef al Bibliotecii din Alexandria. Aici a fost si principalul
profesor al lui Ptolemeu Philopater, fiul mostenitor al regelui.

In lucrarea ,,Platonikos”, Eratosthene trateazi probleme de matematici si muzica.
In matematica i se atribuie 0 metoda pentru determinarea numerelor prime mai mici decit un numar
dat (ciurul lui Eratostene), iar in geometrie a solutionat mecanic problema dublarii cubului
(,,problema delica”), cu ajutorul unui instrument denumit mesolab. De asemenea a studiat locurile
geometrice si a dat formule aproximative pentru laturile poligoanelor regulate cu 9 si cu 11 laturi.

in anul 240 iHr., a calculat pentru prima datd in istorie , la Alexandria, circumferinta
Pamantului de 39690 km , foarte aproape de cea reala de 40008 km (evaluarea a descris-o in lucrarea
wMasurarea Pamdntului). Aceste evaluari au fost chiar mai bune decét cele ale lui Arhimede (287-
212 1.Hr.) privind lungimea unui cerc mare al sferei terestre.

Eratosthene, prin lucrarile ,,Geografica” si ,,Chronografia” este considerat fondatorul
geografiei stiintifice si al cronologiei istorice. Pe harta geografica a partii locuite a Pamantului
intocmitd de FEratosthene, figura si insula Ceylon(astazi Sri Lanka) cu denumirea de ,,Coasta
palmierului de bronz”, dovada ca acel teritoriu era cunoscut de multa vreme de catre europeni.

Tn cronologie, a stabilit un nou calendar, introdus in anul 237 1.Hr., cu un an bisect de 366 zile

la fiecare patru ani, care inlocuia vechiul calendar egiptean de 365 zile.
A fost contemporan atat cu Arhimede cét si cu Apolloniu , pe care i-a cunoscut la Alexandria.
Pentru ideile sale a fost foarte apreciat de Arhimede, cel mai mare matematician al antichitatii.
Lui Eratosthene i-a trimis Arhimede lucrarile ,,Problema taurilor Soarelui” si ,,Metoda”.
La batranete a orbit si a murit ,intr-o saracie totala , in anul 194 1.Hr.

2. 1n 2024 s-au comemorat 750 de ani de la moartea matematicianului ,astronomului si filosofului
persan Nasir_al-Din al-Tusi (18.02.1201-26.06.1274), nascut la
Khorasan ( astazi in Iran).

Dupa multi ani petrecuti in Persia, a vizitat orasul Bagdad iar
la varsta de 50 ani ajunge in Kuhistan la curtea conducétorului
hasinilor—asasini. Dupa cucerirea Kuhistanului de catre mongoli,
noul stapan al Persiei, Hulagn-han il ia aproape pe al-Tusi si la
sfaturile lui a construit un Observator astronomic deschis Tn 1259
in capitala Maragheb. La acest observator condus de al-Tusi, au § QHa B b
fost adusi invatati din Damasc, Mosul, Thilisi precum si astronomi <
chinezi. Tn cinstea hanului aici au fost intocmite tabele astronomice valoroase pentru calculul
efemeridelor.

In matematici, al-Tusi a avut preocupiri deosebite pentru aritmetica, trigonometrie si
geometrie , studiind teoria rapoartelor si teoria paralelelor . Lucrarea lui principala a fost ,,Cartea
despre figura alcatuita din secante” (adica ,,Tratatul despre patrulaterul complet”). A studiat
patrulaterul Saccheri si a efectuat o analiza critica a istoriei paralelelor, expunand propriile teorii.
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Este considerat un precursor al geometriilor neeuclidiene. A avut un loc important si in istoria
trigonometriei, prezentand tn mod unitar, pentru prima data, intregul sistem al trigonometriei, teoria
rezolvarii triunghiurilor si importanta teoremei patrulaterului complet in determinarea unor arce
obtinute prin intersectia cercurilor mari pe sfera cu atele.

Al-Tusi a demonstrat teorema sinusurilor, dupa ce a introdus notiunile de sinus si cosinus,
precum si teorema tangentelor pentru triunghiuri dreptunghice. A avut rezultate importante si n
trigonometria sferica. Cercetarile lui al-Tusi au influentat hotarator dezvoltarea trigonometriei in
Europa medievald, Regiomontanus (Johann Miiller din Konigsberg (1436-1476)) preluand in
lucrarile sale de trigonometrie mai multe rezultate ale lui al-Tusi. Ca ramura aparte a matematicii,
prin introducerea denumirii functiilor trigonometrice si a operatiilor algebrice cu ele, trigonometria a
fost creatd in Evul Mediu de matematicienii de limb3 araba. Tn secolul XVIII, trigonometria a fost
definitivatd ca ramura aparte a matematicii.

3. Laplace, Pierre Simon(28.03.1749 -05.03.1827) , a fost un mare ——
matematician, astronom si fizician francez, nascut la Beaumont-en-Auge, . 13y,
care a fost aniversat in 2024 pentru 275 ani de la nastere. In 1765 intri la 2
Universitatea din Caen iar dupa absolvire pleacd la Paris, unde se
intdlneste cu D’Alembert (1717-1783). La recomandarea acestuia este
angajat la Scoala Militara din Paris.

A fost profesor si la Scoala Politehnica precum si la Scoala
Normala Superioara din Paris.

Tn 1773 devine membru al Academiei de Stiinte din Paris(iar in
1817 presedinte) iar in 1789 devine membru si in Royal Society.

In timpul imparatului Napoleon Bonaparte (1804-1814,1815) ajunge ministru de interne,
cancelar al Senatului si Mare Ofiter al Legiunii de Onoare. A facut parte din comisia propusa de
Conventie (la Revolutia franceza din 1789) pentru introducerea sistemului zecimal de masuri si
greutati in Franta, impreuna cu Lagrange(1736-1813) si Monge(1746-1818).

Preocuparile stiintifice s-au concretizat in lucrari valoroase de analizd matematica (functii
sferice de doua variabile, integrale cu limite imaginare, ecuatii cu diferente finite, ecuatii diferentiale
si cu derivate partiale), geometrie dierentiala (suprafete omofocale de ordin doi, denumirea de
geodezice) si teoria probabilitatilor.

In 1795, in prelegerile de la Scoala Normali, expune o metodi de rezolvare a ecuatiilor de
grad superior. Tn 1772, Laplace a introdus notiunea de determinant si ecuatia seculari |A — sI,,| = 0,
unde A este matrice simetrica de ordin n, I,, este matricea unitate de ordin n si s este un parametru
utilizat Tn teoria perturbatiilor planetare. Este condus la dezvoltarea teoriei determinantilor si la
formula (regula) lui Laplace de calcul a determinantilor.

Preocupat si de fizica, mecanica cereasca si astronomie , Laplace este considerat unul dintre
cei mai mari oameni de stiinta ai Frantei si uneori intitulat ,,Newton al Frantei”.

A dat solutii pentru rezolvarea ecuatiilor diferentiale, creédnd notiunea de operator Laplace (laplacian)
si un operator diferential care modeleaza propagarea undelor si a caldurii stand la baza ecuatiei
Helmholz. Functiile cu laplacianul nul sunt functii armonice.

In teoria probabilititilor a fundamentat calculul cu probabilititi dind denumirea clard prin
raportul dintre numarul cazurilor favorabile si cele egal posibile iar in 1812 introduce functia
Laplace.

In lucrarile sale ,,Exposition du systeme du monde” (1796) si ,,Mecanique celleste” (1799-
1825), a studiat problema originii si stabilitatii sistemului solar, fiind primul om de stiinta care a
formulat ipoteze cu privire la existenta gaurilor negre. Studiind perturbatiile Lunii a dedus valoarea
turtirii la poli a Pamantului.

Laplace a participat alaturi de Napoleon , la expeditiile pentru vizitarea piramidelor din Egipt.
Dupa restaurarea bourbonilor, in 1817, Laplace a primit titlul de marchiz de la regele Ludovic al
XVIli-lea.
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De la el au ramas celebrele vorbe: ,,Ceea ce cunoastem este putin. Ceea ce nu
stim este imens.”

4. Tn 2024 , s-au 1mp11n1t 225 de ani de la moartea celei care a fost a doua femeie matematiciana
' de renume din istorie, Agnesi Margarita Gaetana Angiolo Maria
(16.05.1718-09.01.1799), (dupa Hypatia (350/370-415) conducatoarea
scolii platoniene din Alexandria).
| Maria Agnesi s-a nascut la Milano si pe langd matematica a avut si
| preocupdri filosofice si lingvistice.
A luptat pentru emanciparea femeii si accesului ei la educatie.

A fost un copil supradotat care la 13 ani vorbea curent limbile italiana,
franceza , latina, spaniola , greaca ,germana si ebraica. Avea aplecare
deosebita pentru filosofie cu numeroase expuneri publice in domeniu. A

2 dezbatut cu numerosi oameni de stiinta ai vremii probleme ca propagarea

luminii, transparenta corpurilor si studiul geometric al curbelor.

Tn 1738 a scris lucrarea ,,Propositiones philosophies”.

In 1748 a publicat, in doud volume, cea mai cunoscutd lucrare a sa
,,Ses Insttuzioni analitiche ad uso della gioventa italiana” (1748)( Instituyii analitice pentru tinerii
italieni),lucrare dedicata imparatesei Maria Tereza a Austriei (1717-1780).

A fost prima lucrare in care se trateaza deopotriva calculul diferential si calculul integral.
Ea a servit ca bazd si pentru cercetarile lui Leonhard Euler (1707-1783).
Tot Tn 1748, publica la Milano, lucrarea in doua volume ,, Fundamentele analizei”, care constituie o
sintezd  vastd a  rezultatelor de  geometrie analiticdA  existente pand  atunci.
Aici a dat o demonstratie existentei celor trei radacini ale unei ecuatii de gradul trei .

Tot aici a introdus si a studiat curba cubicd de ecuatie f(x) = , denumita

xZ+a?
wbucla lui Agnesi”(versiera Sau vrdjitoarea lui Agnesi) si a scris un comentariu asupra lucrarii
»Traité analytique de sections coniques* a marchizului de 1’Hospital (1661-1704).
Despre aceastd lucrare, Academia Franceza de Stiinte declara ,, il privim ca pe cel mai complet si
bine facut tratat”. Papa Benedict al XIV-lea(1675-1758) a fost impresionat si i-a scris ca ,,Opera sa
ar putea aduce recunostinta Italiei si a Academiei din Bologna” , apoi a numit-0 in anul 1750
pe Maria Agnesi, profesoara la Universitatea din Bologna (cea mai veche din Europa, infiintata in
1088).

Dar Maria Agnesi a preferat sd se consacre cercetarilor sale si s se retragd din viata publica.
Desi numele sau a ramas in registrele universitatii timp de 45 de ani, Agnesi nu a venit niciodata la
Bologna. Spre sfarsitul vietii s-a dedicat operelor de caritate.

Maria Agnesi afirma cd ,,Analiza matematica este arta de a rezolva tot felul de intrebari
matematice, prin gasirea calculelor sau numerelor necunoscute, sau a cantitatilor, sau prin alte
mijloace care sunt cunoscute”

Bibliografie

1. Adrian Stan, Florentina Popescu, luliana Trasca - O scurta istorie a matematicii-Editgraph, Buzau, 2015

2. Adrian C. Albu-O istorie a matematicii, Antichitatea pand in secolul VI(XIII)-Editura Nomina, Pitesti - 2009
3. lon Purcaru, Octavian Basca-Pagini din istoria matematicii-oameni , idei si fapte de referinsg-Editura
Universitara, Bucuresti, 2017

4. Wikipedia
Metagrama
(OXXX) de Dumitru Preoteasa, Giurgiu
Neplacuta dar utila Propozitie ea este,
Sarcina pentru acasa, Nu-ncape nicio dilema,
E usoara sau subtila Mai apare si prin teste
Dar verificata-n clasa. Dar precede-o teorema.

in cele doui strofe se pot descoperi doui notiuni din sfera matematicii, care diferi intre ele prin
prima litera.
Raspuns la pag.72
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Stiati ca ....

...... formula OI® = R:(R—2r) cunoscuti sub denumirea de relatia lui Euler face legitura

dintre I- centrul cercului nscris si O- centrul cercului circumscris triunghiului ABC, unde R,
respectiv r sunt razele cercului circumscris respectiv inscris in triunghi.

Ea a fost atribuita eronat lui Euler, de fapt relatia a fost publicata in 1746 de catre William
Chapple, iar Euler a redescoperit-o dandu-i in 1765 o alta forma.

Stiati ¢ ....

..... cercul care trece prin mijloacele laturilor unui triunghi, prin picioarele inaltimilor lui si
prin mijloacele segmentelor determinate de varfurile si ortocentrul triunghiului se numeste
cercul lui Euler in mod eronat deoarece el a fost considerat mai intii de cidtre Charles
Brianchon si Jean Poncelot dar si de citre Karl Feuerbach in 1822, iar ulterior a fost numit
cercul celor noua puncte.
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,» Ce nu vrei si stie dusmanul, nu spune prietenului.”
proverb arab

Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 35 al revistei de matematici ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revista care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, speram noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori impreund, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva si
performanta.

Profesorii si elevii care doresc si trimita materiale pentru revistd, constind in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completa, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitand materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e-mail: ady_stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate, de preferat
scrise cu programul mathtype (salvate in Word 2003-2007). Materialele primite trebuie sa fie originale si
sd nu mai fi fost trimise sau sii mai fie trimise si citre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise
spre publicare, apartine redactiei.

(Data finald pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numarul 36 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” vafi 01 OCTOMBRIE 2025. Va uram succes si va asteptam.

RASPUNS Problema lui Poisson

Aceastd problema ii apartine matematicianului
francez Simeon Poisson care a intalnit-o Intr-o carte a ﬁ
unui matematician francez Nicolas Chuquet (1484). /

Avem mai multe separdri ale celor 12 litri in cele ”~ A )W -
doud damigene conform urmatoarelor mutdri consecutive, 12 l\ p ==\ ,-/ :
se obtin sapte mutari pana sa ajungem la cei 6 litri in 8 7 s 5 >

damigeana de 8 litri.

Starea Prima Adoua | Atreia | Apatra | Acincea | Asasea | Asaptea
initiala | mutare | mutare | mutare | mutare | mutare | mutare | mutare

Vasul cu 12 4 4 9 9 1 1 6

12 litri

Vasulde8 |0 8 3 3 0 8 6 6

litri

Vasulde5 |0 0 5 0 3 3 5 0

litri

Raspuns Metagrama. tema-lema.
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