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[N MIEMORITIM

TITd ZVONTIRU
(27.11.1953- 11.04.2025 )

,TITU ZVONARU s-a nascut pe 27 noiembrie 1953, in localitatea Darmanesti, judetul Bacau.

A urmat cursurile gimnaziale 1n localitate, fiind premiantul clasei in fiecare an.

A urmat apoi liceul Teoretic din Comanesti Intre anii 1968 — 1972, unde s-a remarcat clasandu-
se pe podium la toate olimpiadele de matematica. In aceastd perioadd se numara printre rezolvitorii
problemelor din Gazeta Matematica, cu care a colaborat mai tarziu propunand chiar el probleme.
Desi putea sd-si aleagd orice profesie, el a ales matematica, urmand sectia de matematica —
informatica la Universitatea Bucuresti intre anii 1972 — 1976. Dupa facultate, fiind specializat in
matematicd — informatica, a activat ca analist programator la centrul de calcul al MAPN pana in
2002.

In anul 1977 s-a casitorit cu Magdalena (fosta colegi de clasi in liceu) avand o casnicie
frumoasa de 48 de ani si jumatate. A fost un exemplu de corectitudine si bunatate atat in familie cat
si in comunitate. In toti acesti ani si-a continuat pasiunea pentru matematici, a colaborat cu multe
reviste de matematicd: Recreatii Matematice, RMT, CRUX, AMM, CMJ, MM, SM, RMM,
MATINF, RGMO, REMI, REOIM, La Gaceta de la RSME si altele, in care a propus numeroase
solutii si probleme frumoase date la concursuri si olimpiade nationale. A scris multe articole si note
matematice remarcandu-se prin claritatea gandirii si a exprimarii, transmitnd pldcerea provocata de
frumusetea matematicii. A colaborat cu multi matematicieni la editarea unor carti, avand subiecte
favorite ca: teoria numerelor, geometria sinteticd si demonstrarea unor inegalitati.

Inzestrat cu o minte sclipitoare si rapida, Tifu a uimit deseori prin simplitatea si limpezimea
solutiilor pe care le oferea cu naturalete si modestie, prin ideile genial gasite aparent fara efort.

A fost apropiat de cei care-1 cereau sprijinul reusind sa transmitd si altor generatii pasiunea
pentru matematica prin probleme elegante si articole valoroase.

Plecarea lui la ingeri in 11 aprilie 2025 lasd in urma un gol si o durere imensa !”

Magdalena Zvonaru

,»Titu a fost casatorit 48 de ani cu Magdalena; nu au avut copii.
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A avut o singura sord, care are o fatd, Nela Ciceu — profesoara de matematica in judetul Bacau.
A fost coleg de camera 1n facultate (in primul an) cu lonel Tudor (Calugareni) si cu Dumitru
Tudor (Buzau) ! Din anul II a trecut la informatica.
A fost prieten de familie cu Vasile Pravat (profesor de matematica in Comanesti) — tatal lui
Cristian Pravat (fost inspector de matematica la ISJ lasi) !
Este inmormantat la Cimitirul Sf. ,,Ilie” , Vermesti, Coméanesti.”
Nela Ciceu
,»Nu l-am intalnit niciodatd pe 7itu Zvonaru dar am corespondat mult. Contributia sa la RMT si la
site-ul de juniori a fost una extrem de valoroasa; rezolvarile trimise, referintele bibliografice si
observatiile sale de mare finete Imi vor lipsi.” Andrei Eckstein
,Un matematician de mare valoare, un colaborator constant la revistele MATINF si RMGO.”
Costel Balcau
»Respectul, pretuirea si admiratia pentru Omul TITU ZVONARU, pentru viata lui plind de
discretie, modestie, onestitate si pasiune pentru matematica, sunt argumentele care m-au determinat
sd transmit acest mesaj. Am pierdut un prieten, un matematician de exceptie, un profesionist in
domeniul 1n care a activat. Dumnezeu sa-l primeasca 1n bratele Sale!”
Cristian Pravat
,,Hi Neculai,
This is very sad news. Tifu’s name has been a part of Crux for as long as I’ve been with Crux. I will
truly miss seeing his submissions. I would like to publish a note in Crux about Titu.”
Kseniya Garaschuk
,,Dear Neculai,
I am deeply saddened by the loss of our esteemed collaborator, 7itu Zvonaru. His contributions were
invaluable, and his presence will be greatly missed. May he rest in peace. Thank you for sending the
proposal, which we will include in the December 2025 issue. From Barcelona, I send my heartfelt
wishes to all Romanian colleagues, encouraging them to continue moving forward.
Best regards ! 7
Jose Luis Diaz Barrero
,»11TU - Talent nascut - nu facut ! Lui Titu i curgea matematica prin vene ! Avea matematica in
ADN ! Un OM cu suflet frumos ! Vei rdimane in sufletul si gandul meu pentru totdeauna !”
Neculai Stanciu
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in memoria matematicianului Titu Zvonaru, REMI, iunie, 2025.

In Memory of Titu Zvonaru, Mathematical Reflections, Issue 4, 2025.
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»Numerele perfecte, ca si oamenii perfecti sunt foarte rare”.
René Descartes (1596 — 1650)

l! Istoria matematicii

René Descartes ( 1596 — 1650)

de Ionel Tudor-Calugdreni, Giurgiu si Adrian Stan, Buzau

Anul acesta comemoram 375 de ani, de la moartea matematicianului si
filozofului francez René Descartes ( Renatus Cartesius).

S-a nascut la 31.05.1596 in localitatea La Haye ( astdzi Descartes) din
departamentul Touraine, in centrul Frantei.

Cand avea un an, mama lui a decedat iar tatdl sau, Joachim Descartes,
membru al consiliului in parlamentul provincial, s-a recdsétorit asa cd Rene a
crescut 1n casa bunicii materne si s-a instruit cu fratele sau, Pierre si cu sora sa
Jeanne. A fost un copil foarte dotat intelectual dar slabut fiziceste.

La opt ani, era poreclit ,, filozoful ” si a inceput sa studieze la, Colegiul Iezuit de la Fleche
unde este instruit in cele sapte arte liberale: gramatica, retorica, dialectica, aritmetica, geometria,
astronomia i muzica, iar de la 14 ani era preocupat de studii matematice.

Dupa terminarea scolii, pleaca la Paris unde isi ia bacalaureatul iar in 1617 obtine si licenta

in drept la Universitatea din Poitiers. Intilnirea de la Paris cu viitorul prieten Marin Mersenne
(1588 — 1698), 1-a determinat sa aprofundeze mai mult studiul matematicii.

La varsta de 20 de ani, s-a inrolat in armata printului de Orania, pentru a-si spori sansele
unei viitoare cariere politice, iar pe perioada stagiului militar se Tmprieteneste cu matematicianul
german Isaac Beeckman care, si el i-1 Incurajeaza spiritul pentru studiul matematicii si-i
stimuleaza gustul pentru inventii. In 1618, Descartes i-a dedicat prietenului Beeckman, lucrarea
,»Compendium Musicae”.

in timpul studiilor, Descartes, dupa cum marturiseste, invatase multe: ,,Am fost hranit cu
carte din copildrie si deoarece mi se spunea cd prin ea puteam castiga o cunostinta clard si sigurd
despre tot ce este folositor vietii aveam o mare silintd in toate..... Eram intr-una din cele mai
vestite scoli ale Europei, in care profesau multi oameni invatati. Aflasem acolo tot ceea ce si altii
invatasera si nemultumit cu stiintele care ne erau predate cercetasem toate cartile noi ce-mi
cadeau sub mana si care tratau despre stiintele cele mai curioase si mai rare. Secolul mi se parea
mai infloritor si mai prosper in spirite alese decat toate cele de pand acum”.

Abandoneaza cariera militard si urmeaza peregrindri prin Germania, Polonia si Italia pentru
ca in 1626 sa revina la Paris unde leaga prietenii cu mai multi oameni de seama printre care
Desargues ( 1593- 1662) ultimul mare geometru si renumitul J.L.Guez de Balzac ( 1597- 1658)
un mare scriitor al epocii. Parisul il oboseste si in 1628, Descartes se retrage in Olanda unde va
trii si va putea si lucreze in liniste timp de 20 de ani. In acea vreme in Olanda comertul si
stiintele erau in mare dezvoltare.



- ISTORIA MATEMATICII - — s
a Sclipirea Mintii 36

A fost perioada cea mai productiva a lui Descartes si sub influenta cercurilor de ganditori
olandezii el a publicat 1n 1637 principala sa opera stiintificd ,,Discours de la méthode pour bien
conduire sa raison et chercher la verite dans les sciens”. (,,Tratat asupra metodei de a conduce in
mod corect ratiunea si de a cauta adevarul in stiintele naturii” ).

In acest tratat, ca prima parte este cuprinsa o autobiografie filozofica urmata de alte 3 parti:

- ,, La Dioptrique ” ( 1631), in care a prezentat teoria fizico- matematicd a instrumentelor optice
in stransa legatura cu problemele fiziologiei si a redat legea refractiei , descoperitd independent si
de Sneliuss ( 1581 - 1626).

- ,, Metheores ”, unde a prezentat teoria fenomenelor meteorice, cauzele vanturilor si tunetelor,
culorile curcubeului, figurile zapezii).

- ,, La Geometrie ”, care cuprinde in 87 pagini remarcabile, metoda coordonatelor cu ajutorul careia
problemele de geometrie sunt reduse la probleme de algebra. Se spune ca Descartes a ajuns la ideea
reperului de coordonate, inspirat de vechile incercari ale pitagoreicilor de a stabili o legatura intre
geometrie si aritmetica.

In ,, La Geometrie ”, Descartes spunea: ,.caut si dau o metodd generald pentru a rezolva
probleme care inca n-au fost rezolvate vreodatd”. El voia sa faca din algebrd un instrument
matematic universal, capabil si studieze orice problema. Impreund cu Fermat ( 1601 — 1665) dar

independent unul de altul, a fondat geometria analitica.

Descartes a introdus definitii cat mai exacte pe baza carora sa unifice algebra si geometria,
domenii considerate diferite pana la el.

El a considerat ca un anumit segment al unei drepte corespunde unui anumit numar, astfel a
dedus dreapta reald sau axa numerelor, lucru senzational pentru acea vreme.

Legatura dintre geometrie si algebra este datd in prezent prin sistemul de coordonate carteziene,
denumit astfel in onoarea sa.

Descartes a fost primul despre care se stie cd a fixat pozitia unui punct din plan cu ajutorul a
doud numere: abscisa pe axa OX si ordonata pe axa OY.

René Descartes a considerat cel dintai notiunea de variabild, a propus folosirea literelor
alfabetului latin pentru notatii (constantele cu primele litere iar variabilele si necunoscutele cu
ultimele litere ale alfabetului). A considerat cifrele arabe si pentru notarea exponentilor, a tratat
teoria tangentelor la curbe ( definind notiunea de normald), a descris ovalele ( cu utilizari la
construirea oglinzilor focalizatoare si a lunetelor), s-a ocupat de problema dublérii cubului si a
trisectiunii unghiului.

In 1620, Descartes a stabilit relatia dintre numarul fetelor, varfurilor si muchiilor unui poliedru
convex f+v=m+ 2, regasitd si demonstratd in 1758 si de Euler.

Descartes a aplicat analiza ;i geometria analiticd la studiul
diferitelor curbe plane speciale, ca de exemplu, foliul lui Descartes,

de ecuatie x'+)’=3axy si de ecuatii parametrice

3at 3at’ L ' IEBEARSE TS e
Y= YE T Este o curbd simetrici in raport cu prima
+1 +1

bisectoare si care are asimptota x+y+a=0. Pierre Fermat a

. L 3ad .
calculat aria buclei foliului (%) 1ar Gilles — Personne Roberval a

X'+’ =3axy =0

gasit tangenta curbei.
In teoria ecuatiilor algebrice, Descartes a dat o teorema care precizeaza numarul raddcinilor
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pozitive ale unei ecuatii algebrice cu coeficienti reali cunoscutd si cu denumirea de ,regula
semnelor”.

O ecuatie algebrica completd, cu toate radacinile reale, are atatea radacini pozitive cate alternari
de semne au coeficientii ei si atatea radacini negative cate perechi de semne consecutive figureaza in
ecuatie. Mentiondm ca si Newton a avut cercetari 1n legdturd cu aceastd reguld, dar prima
demonstratie generala a regulii semnelor a dat-o Gauss (1777-1855) in 1828.

De exemplu, ecuatia 2x* —13x° +21x” —2x—8 =0, are trei variatii de semn ale coeficientilor ( 2,
-13, 21, -2), deci trei radacini pozitive (xl =1 x,=2; x;= 4) si existd o pereche de semne

: . . . e e . 1
consecutive ale coeficientilor ( -2; -8) deci ecuatia are si o radacinad negativa, (x4 = 5

Tot legat de ecuatii algebrice, Descartes a gasit o metodd de rezolvare a ecuatiei generale de
gradul patru ( este stiut ca italianul Ferrari ( 1522-1565) gasise pentru prima datd metoda sa de
rezolvare prin radicali a ecuatiei de gradul patru in anul 1540). Se stia ca ecuatia generala
ax* +bx’ +cx’ +dx+e=0cu a nenul, poate fi adusi la forma y* + py” + gy +r = 0dupi o substitutie

de forma x= y—4—. In ecuatia redusd, Descartes foloseste urmadtoarea descompunere
a

x'+ px’ rgx+r= (x2 +ax +b) . (x2 —ax +c), a#0. Prin identificarea coeficientilor obtine un

b+c—a’=p

sistem In a, b, ¢ de forma <a(c—-b)=¢g . Din (b+c)’ —(c—b)> =4bc si stiind ci
bc=r
b+c=a’+p
Y4 (*)  rezultd a’ (a2 +p)—4m2 —¢>=0. Se face notatia a’=t=
c—-b==
a

£ +2pt +(p2 —41”)t—q2 =0. Se obtine a= Jt iar din (*) rezulta si a si b si apoi solutiile pentru
ecuatiile x* +ax+b=0, x’—ax+c=0.
Un exemplu de folosire a metodei il constituie ecuatia x* +2x’ —12x* —16x+32=0 care se

- . oL 1 R : )
aduce la forma redusi prin substitutia x = V=Y Calculand x°,x’,x*se obtine ecuatia
a

27 589 . .
! —7)/2 —3y+¥ =0, (1) sicudescompunerea lui Descartes (y2 +ay+b)-(y2 —ay+c) care se

mai scrie y* +(b+c—a’)y’ +a(c—-b)y+bc , (2) se face identificarea coeficientilor din egalitatea
(1) =(2) rezultand b+c—a’ = —2—27, a(c—b)=-3, bc= % . Mai departe se obtine rezolventa de

gradul trei £ —27¢* +35t—9=0,unde  =a’)0. Dint=1I rezulti a ==1 si in final se obtin solutiile
s ={-1£5; 242},

René Descartes a fost inspirat de opera lui Francois Viéte (1540 — 1603) si a contribuit
l-a stabilirea notiunii de numar algebric, notiune dezvoltatd mai tarziu de Gauss si Abel. Aceste
numere erau insotite de semnele + si -, iar ulterior s-a impus introducerea notiunilor de valoare
absoluta si relativa a unui numar.
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Descartes a ardtat ca pentru unele ecuatii exista raddcini a +bi cu a si b reale si i = J=1 care nu
se pot reprezenta intr-un sistem de axe de coordonate, fiind un precursor al lui Gauss, care le va
considera numere imaginare sau complexe. Descartes nu a participat la diverse controverse si nu s-a
implicat in scandaluri. Cand a vrut sa publice cartea sa ,,La Monde” (,,Lumea” ) in 1663, a aflat de
condamnarea lui Galileo Galilei de catre Inchizitie, din cauza promovarii acestuia a teoriei
copernicane a heliocentrismului, pe care insusi Descartes o promovase in tratatul sau, astfel cd a fost
nevoie de amanarea publicarii cartii pana in 1664.

Tot in 1664 apare si lucrarea ,,Principia Philosophiae” ( ,,Principiile filozofiei ), unde are
preocupdri din domeniul filozofiei si cosmogoniei. De la el au ramas foarte multe scrisori de
filozofie purtate cu Mersenne, apoi cu principesa Elisabeth de Phalz (
1618 — 1680) sau cu alti oameni de stiinta.

Prin publicarea in 1637 a lucrarii ,,Discours de la methode pour
bien conduire .....” el a pus bazele unui sistem filozofic modern, bazat
pe cunoastere si pe certitudinea matematicii, un sistem inovator bazat
pe observatii si experiment care a influentat ultima jumatate a : :
secolului al XVII-lea. - i

AT 1
DES:CARTES

PRINCIPIA

PHILOSOPHIE

Cuvintele sale ramase celebre ,,Dubito ergo cogito. Cogito ergo sum”. ( ,,Ma indoiesc deci
cuget, Cuget, deci exist”. ) , reprezinta esenta sistemului sau filozofic pentru ca in demersul de a gasi
adevarul filozofic, el supune perceptiile senzoriale si afirmatiile despre om si despre lume, unui
proces elementar de scepticism cum ar fi cd ,simfurile pot insela, lumea exterioara poate fi
stimulatd, adevarat este insa numai ceea ce poate fi clar recunoscut”.

In anul 1649, prin intermediul ambasadorului Frantei in Suedia, Descartes ajunge la curtea
reginei Christine ( 1626 — 1689) care devenise o figurd proeminentd printre monarhii din Europa,
pentru a-i preda lectii de filozofie. Vremea foarte rece a Suediei, capriciile reginei de a tine lectii la
ora 5 dimineata si starea fizica precard a lui Descartes i-au grabit sfarsitul. Astfel ca, pe 11 februarie
1650 acesta decedeaza, fiind adus in Franta si depus la
biserica Saint — Germain din Paris.

In amintirea sa, un asteroid a fost denumit cu
numele sau iar la noi in tard, o strada din Cluj —
Napoca poarta numele lui Descartes.
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» Matematica este fundatia de nezdruncinat a stiintei

si fAntina inepuizabila a foloaselor pentru treburile omenesti..”
Isaac Barrow

(1630 - 1677)

E Articole si note matematice

Cateva probleme cu integrale functionale

de D. M. Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu si Daniel Sitaru

In aceast articol vom exemplifica o modalitate de a folosi schimbarea de variabild pentru a
demonstra unele identitati integrale si pentru a calcula unele integrale definite si nedefinite care au in
ipotezele lor relatii functionale. Ideile expuse pot fi utile elevilor care participa la diverse concursuri

de matematica.
Problema 1. (D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu - Problema 736, The Pentagon, Fall, 2013).
Dacd a,be R, a<bsi f,g,h: R — R functii continue astfel Incat:

fa+b—x)=—f(x),g(a+b—x)=g(x),h(a+b—x)=—h(x),Vx € R, atunci demonstrati egalitatea:

j- f (x)(arctgg(x))]n(l +e"™ )ix = %i f()h(x)arctgg(x)dx .

b
Solutie. I = J' f(x)arctgg( x))ln(l +e"™ }zx, in care facem schimbarea de variabila
x=u({t)y=a+b—t,cu u'(t)=—lLu(a) = b,u(b) = asi obtinem:
1= —j f(a+b—1t)arctgg(a+b— t))]n(l + et )it =
b

= —jf f (x)(arctgg(x))ln(l +e "W )ix =— ji f(x)arctgg(x))In #dx =

o
= _]Z f (x)(arctgg(x))hl(l +e"™ )Jx + _T f (x)(arctgg(x))h(x)dx . Deci,

b
2] = I f(x)h(x)arctgg(x)dx, de unde reiese relatia din enunt.

Problema 2. (D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu - Problema 2, Concursul Interjudetean
>’Sperante Ramnicene’’, Editia a XI-a, 20 aprilie, 2013).
Daca a € Ri jar fiR— Ri este o functia continud astfel incat f(x) f(—x) =1, Vx € R, atunci
calculati I > ! dx .

2 (x7+2013)1A+ f(x))

Solutie. Facem schimbarea de variabild x = u(¢) = —, cu u'(¢) = —1,u(a) = —a,u(—a) = a s

. ! dx= [— ! (-1
(x*+2013)0+ f(x)) ° (t° +2013)1+ f(-1))

Yt =

obtinem: / = T

—a
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‘ ]

:I dx = j f(x) e deci
(e +2013)(1+1j (& +2013)(1+f(x))
f(x)
AU=I+]= j ! ax+ | S dx=

| (x? +2013)(l+f(x)) < (x? +2013)A + f(x))

a

jx 20137 '([x TR

a

1 x ! a
= dx = arctg ———|¢ = ———=arclg ———.
£x2 +2013 2013 8013 V2013 V2013
Problema 3. (D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu - Problema UP.098, RMM, Winter Edition, 2017).
Dacd a,b € R, a <bsi f,g: R — R sunt functii continue astfel

incat: f(x)f(a+b—x)=1,g(x)=g(a+b—x), VxR, atunci demonstrati

b (x) 1 b
egalitatea: &Y = I g(x)dx.
1+ f(x) 2 -
G
Solutie. | = Ig— dx n care facem schimbarea de variabila x =u(z)=a+b—1¢,cu
1+ £ ()
b
u'(t) = —1,u(a) = b,u(b) = asi ob‘;inem:[:J. g(a+b—t) _j glx ) J~f(x)g( )d deci
"1+ f(a+b-1) W4 1+ f(x)
f (X)

2]:1+[=j‘ﬂdx+j‘f(x)g(x) J‘l+f(x)g(x)dx
AT L T+ () 1+ /(x)

b
Izé-.!g(x)dx.

Problema 4. (D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu - RMM, Winter Edition 2017). Daca
a,be R,a<bsi f:R — R derivabila cu derivata continua, g : R — R, astfel Incat

fla+b—x)= f(x),g(a+b—x)g(x)=1,Vx € R, atunci demonstrati egalitatea:

J‘(lj{(?)Jrf(x)ln(leg(x))jd z_j(f(x)+f(x)hlg(x))dx

Solutie. Deoarece f(a +b—x)—f(x),VxeRavem ca: f'la+b—x)=—f"(x),VxeR.

b
j g(x)dx , prin urmare

J ( S (x) + f'(x)In(1+ g(x)) [dx , in care facem schimbarea de variabila

=u(t)=a+ b —t,cu u'(t) =—1,u(a) = b,u(b) = asi obtinem

__”M / _ _ _
I= !(l+g(a+b_t)+f(a+b Hin(1+ g(a+b z))jd

- f| Lo f()ln[ ljt: j(M—f’(x)ln(l+g(x))+f'(x)1ng(x)}'f-
al 1+ ¢

g(x) 1+ g(x)
g(X)
2 = J‘((l +g(x)f(x) + f’(x)ln g(x))dx - j‘(f(x) + f’(x)ln g(x)}z’x, de unde rezulta relatia
1+ g(x) a
enuntului.

Urmatoarele cinci probleme le vom ldsa spre rezolvare cititorilor pasionati de calculul integral.
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Problema 5. (D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu'). Dacd f : R — R este o functie continud astfel Incat

- ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE - 9

f(x)= f(1—-x),VxeR, atunci demonstrati egalitatea: J. L )i/_'__\/_ —————f(x)dx = V2 _[ f(x)dx.

Problema 6. (D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu ). Daca a,b eR,ceR-{I}si f,g:R—> Rsunt
functii continue astfel incat: f(a+b—x) =cf(x),g(a+b—x)=—g(x),Vx € R, atunci demonstrati

b b
egalitatea : I f(x) 1n(1 + e hx = Lljf (x)g(x)dx .
C —
Problema 7. (D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu - Problema W29, Concursul International Jozsef Wildt,
Editia a XXVIII-a, 2018). Dacd u : R — R este o functie continua si £ : (0,00) —> (0,00) este o solutie a
e u(x)

(" + fx)

Problema 8. (D.M. Batinefu-Giurgiu, N. Stanciu ). Dacd f :[a,b] — (0,0)este o functie continua,

ecuatiei y'(x) — y(x) —u(x) =0, Vx e (0,0), atunci calcula‘gij dx .

astfel incat f(a+b—x)+ f(x)=c, Vxela,b] si a+b = %, atunci calculati

b =on
J- sin” x+ f(x)+d dx,unde ne N si d>0.

°sin” x+cos" x+c+2d

Solutie. x:u(t):%—t,u'(t):— , u(O)—— u(z) O,u(a) =b,u(b)=a si

sin"(ﬂ—t)+f(ﬂ—t)+d
XSO e | 2 2 (~ydr =
sin” x+cos” x+c+2d a7 W T
b'sin [Z—tj+cos (Z—tj+c+2d

_} cos"t+(c—f)+d . _ J-cos"x+c—f(x)+d
" cos"t+sin"t+c+2d

obtinem / = j

dx;

cos" x+sin" x+c+2d

b—a

2I:J-sm x+f(x)+d+'c0s x+c_f(x)+ddx=Idx:b—a;prinumareI=
cos”" x+sin" x+c+2d

a

Problema 9. (D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu - Problema 2012, Mathematics Magazine, Vol. 90, Nr.

1, Februarie, 2017). Daca f : R — R este o functie continua impara, iar & - R+ — R este o functie

J2+1 1
. o1 . , : I dx
continua astfel incat g(;j =-g(x),Vx € R, , atunci calculati ks (1+ xz)(l + a7 g)(x)) , unde

a>1.
Problema 10. (D.M. Batinetu-Giurgiu, N. Stanciu - Problema H-819, The Fibonacci Quarterly —
Advanced Problems, Vol. 56, Nr. 1, Februarie, 2018). Dacd f : R — R este o functie continua impara, iar

* 1 *
g: R, = R este o functie continua astfel incat g(—) =—g(x),Vx € R, , atunci calculati
X

o
1
dx 145 1-45
_J;3(1+x2)(1+e(f°g)(x’) yunde o =—"— §i f="—".
Bibliografie
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Asupra inegalitatilor date la ONM 2021

de Marius Dragan si Neculai Stanciu
Omagiu lui Titu Zvonaru (27.11.1953 — 11.04.2025)

Solutiile problemelor date la Olimpiada Nationala Gazeta Matematica (ONGM), 2021 — Etapa
Finala sunt prezentate in [1]. In [2] si [3] este prezentatd o noud metoda de rezolvare a inegalitatilor
Utilizdnd aceasta tehnicad vom intdri cele doud inegalitdti date la faza nationald a ONMG 2021
Etapa a III-a — 24 aprilie 2021. In final vom stabili si o legatura intre cele doua inegalititi.

Fie a,b,c>0.Notam S=a+b+c, P =abc, a—(a+b+c)(

3
L lj>9 (=5 50
a b c P
S* -2pa a’
Lema. i a? =27 iy s < ‘
: Z ) 4a -9
. 2P S’ -2
Demonstratie. 1)2612:(2(1)2—2261[):52_ o _ pa

s s
Yw
ma=S-

& Zab = < Din inegalitatea lui Schur obtinem

[1 ] 1}3 9 (1 1 1)(1 1 1)

+—+ +—24 -+ —F+—+— |

a b ¢ abc a b cNab bc ca
b

o2 9 da

P3

S Pda’
— <
P S P

4 P
— 2 —0[<:>0[3 19> 4q <
S°P P P S

3 a3
& —+924a <t < .
t 4o -9
1. ONGM 2021, Problema 2, Clasa a VIII-a

Aratati ca, pentru orice numere reale a,b,c > 0, are loc inegalitatea

2 2 2
(a+b+c)[l+%+1j22(a thi+c)
a

— 7. Petrescu Lucian, Tulcea
c ab+bc+ca

. 1 .
Daca a,b,c >0 si a = ZaZ— , atunci au loc inegalitatile

4> a> 3(a-9)
1.1. ZaZ— Sab Ay es2
1,224 a-3@-9

h2 Zaz Zab Zab

1 1 1
Solutie. Avem (a+b+ c)(— +—+ —J -4
a b c

23 a4

2
Za 22 Zab 7

2

7_ Za
'(a +b* +¢? )

A4S’ -2Pa) _
ab+bc+ca aP
o’ +8a -4t 3

4 -2a)

o

,(1).Din lema ¢ <

5 si (1) obtinem

4o’
2

+ —
a’ +8a -4t S a” +8a

2 pa— —
> 4a_9=a+8— 4o =23a 72_5+3(a 9)’(2)_
a a 4a-9 4a-9 4a -9
2, 72 3
De asemenea avem (a+b+c)(l+l+lj— .(a thi+ce ): —M:
a c ab+bc+ca

aP
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:

a’ +4a 2a°
2 - 2 2
_ _2(t—2a):a +40¢—2z‘2 4a_9:a+4— 2a :205 +7a—36:
a a a 4a -9 4a -9
_7+(2a—3)(a—9)’(3).
4a -9

2
a
Din (1), (2), % 5 21 si ¢>9, rezulta 1.1. Din (3) si @ =29 rezulta 1.2.
a
Remarca 1. Inegalitétile 1.1. si 1.2. reprezinta intariri ale problemei 2 data la ONM 2021, clasa
a VIlI-a.

2. ONGM 2021, Problema 3, Clasa a IX-a
Fie a,b,c numere strict pozitive, astfel incat a+b+c =1. Aratati ca

1 4 13
+ > .
abc  a*+b*+c*  ab+bc+ca
Mihai Opincariu, Brad, Marian Stroe, Hunedoara.
Daca a,b,c > 0, atunci obtinem urmatoarele intariri:
2
2.1.(a+b+c)(l+l 1j>g_g ab+b§+ca (a 29) Qa-7)
a 2 2 a+b +c 2(a” —8a+18)

c
27 9 ab+bc+ca 4(ab+ bc + ca)
z2— 2 2—13_ 2 2 P
2 2 a*+bi+c a +b” +c
2.2.(a+b+c)(l+l+lj213 4(ab+bzc+ca) (a-9)* (a —12a+30)
a b c a +b +c a’ —8a+18
213_4(azb+bzc+cza)
a +b” +c
Solutie. Din lema avem:
(a+b+c)( +1+1)+2-W: +2-3L:a+—- 9 , (4).
a b c¢) 2 a+b +c 2 §°-2P«a 2 t-2a
3
Din £ <~ (lema) si (4) obtinem
4a -9
9 «a 9 a 9 20’ —16a’ + 720 — 81
Y Ty —ar 2 T 2@’ -8a+18)
a oy ) a ) a a )
4o -9 4o -9
27 (a 9)’(2a—17) (5).
2 2(a —-8a +18)
Zab Zab 1 Zab
Deasemeneaavem———. >13- ,(0)(=> =2 <Y at > ab).
2 Za Zaz (O 2 2Z:a2 Z Z )
Din (4), (5) s1 (6) rezulta 2.1.  Mai departe avem:
ay ab 4 ab
D0 N A
abc Za t— a a5, a
4a -9 4a -9
(a 9)(a —-12a +30) > 13, (7).

a’ —8a+18
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Din 29, o’ - 12a+30=(a—6)"-6>3"-6=3>0,
a’ —8a+18=a(a-8)+18>>9+18=27>0 si (7) rezulti 2.2.

27 9 Zab 42

1
Remarca 2. Din 2.1. avem ZaZ— >— >
a 2 22612 Z

1 27 1 9 1 13 N
a+b+c=1obtinem — care este o Intarire a

ac 2 Zab 2 Za Zab ZaZ’

problemei 3 data la ONM 2021, clasa a [X-a.

, unde daca luam

3. O legatura intre cele doua inegalitati date la ONGM 2021

2
27 9 4 a
Daca a,b,c>0 §1 El :4x+5, E2 =, E:3 =2x+7, E4 :13——’unde x:z >1’
2 2 x > ab
atunci:
1 9
3.1. ).a) —>E, > E > E, > E;, pentru 1gxg§;
a

1 9
3.2. ZaZZZEl > E, 2E42E3,pentru§3xs2;

=]

1
3.3. ZGZ;ZE >E, > E, 2E4,pentm2£xéz;

1 9
3.4. ZGZ;ZE > E, 2 E, 2 E,, pentru x2 7.

4 9 2
Solutie. Avem E, — E, :—(x—l)(x—gj, E, -E, =—(x—1)(x—2), E -E, =2(x-1)20,
X

E,-E = "0 5 -g =200 5o p g - GTDEXZ9) o
P x 2x

1 1
Deoarece ZaZ— > E, (conform 1.), Z az— > E,(conform 2.), din (8) rezulta afirmatiile de
a a

mai sus.

Remarca 3. Observam ca pentru 1< x <2 problema de la clasa a [X-a este mai *’bund’’ ca
problema de la clasa a VIII-a, iar pentru x > 2 problema de la clasa a VIII-a este mai *’bund’’ ca
problema de la clasa a IX-a.
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1. M. Baluna - Olimpiada Nationald Gazeta Matematica, 2021 — Etapa Finald, Gazeta Matematica seria
B, Nr. 5, 2022, pag. 231- 249.
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3. M. Dragan, N. Stanciu - Rafinarea unor inegalitati din RMT, Revista de Matematica din Timisoara,
Anul XXVII (Seria a IV-a), Nr. 1/2022, pag. 8-10.
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Zece inegalitati noi in triunghi

de Mihaly Bencze
Rezultatul principal:

. sin
Teorema. Dacd x e (O, Zj , atunci > 2tg£ .
2 vJecos x 2
Demonstratie. Cu inegalitatea mediilor GM-HM avem
2 2sin x x sin x x
\/sin xtgx > = =2tg— & > 2tg —
& 1 +L ltcosx £2 Jcosx 2

sinx tgx

Aplicatii:

In orice triunghi ascutitunghic 4B Csunt adevarate inegalitatile:
in A 2 4R +
1. Z ST ( r) Demonstratie. z sin 4 > 221‘ 4 m

»\/cosA p AJcos A p
sin Asin B sin Asin B A B
2. Demonstratie. —24) tg—tg—=4.
z~\/cosAcosB Z"\/cosAcosB z 22
sin Asin Bsin C 8r sin Asin BsinC A B C 8r
3. = —.  Demonstrafie. >8lg—tg—tg—=—.
Jecos AcosBcosC  p Z:\/cosAcosB cosC 2722 p
z COSA < Demonstratie. Z C_OSA Slzagé :ﬁ_
sin A 2r sin A 2 2 2r
5. Z C_OSA(.:OSB < 4R+r' Demonstratie. Z—C.OSA(.:OSB SlZ:ctgéctgE = AR+r
smAsmB 4r smAsmB 4 2 2 4r
2 2
6. Zsm -4 4((4R+r) 2p ) . Demonstratie. Z < 4Zt A 4((4R+r) 2p )
cosA p’ cos A P’
sin® Asin’ B 2r(AR +r)
7. Z >16 1——2 .
cosAcosB p
Demonstratie. Zsm ~Asin” B >16Ztg 16(1—2’(4—Rz_Hﬁ)J
cosAcosB p
. 3
N Z( sin A j _ 8l@Rr+r)’ —12pr)
vJcosA4 p3
. 3 3 2
Demonstratie. Z( sin A j 282tg3é:8((4R+r)3 12p V).
JcosA 2 p
cos A <P —2r(4R+r)
9.
Zsm A 4r?
2 —
Demonstratie. Z cos 4 <-— ! ctg’ é =P 27‘(421R+r)'
sin4 4 2 4y
10, z cos Acos B (4R+r) -2p°
sin? Asin” B 1672
cosdcosB _ 1 2B (4R+r)> =2p°
Demonstratie. —— < — > ¢t =
Zsm Asin* B 6Z g 2 1672

Bibliografie
1. Octogon Mathematical Magazine (1993 — 2025).
2. Sclipirea Mintii (2006 — 2025).
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De la o inegalitate ... la alta

Moanta Cristian, Craiova
In cele ce urmeazd va prezentam cum se poate obtine, pornind de la o inegalitate aparent

simpla, una mai complicata.

1 1 1
Fie x,y,z €(0,00) astfel inct —+—+— =k . Aritati ci:
X y z

9 .
\/)c2 +y° —xy +\/y2 +2° —yz +\,4“'z2 +x7—zx > P In ce caz avem egalitate?
Solutie:

Avem Na® +b> —ab > ; b ,a,b>0 care prin ridicare la pétrat obtinem: 3(a —b)2 >0,cu

. . + + +
egalitate pentru a = b. Atunci: «/x2+y2—xy2x2y,4/y2+zz—yzz 4 Z,x/zz+x2—zx2% ,

2
de unde prin adunare obtinem: S=\/x2 +y —xy +\/y2+z2 -z +\/22+x2 —Zx2x+y+z.

Cum (x +y+ z) . (l + 1 + l] > 9 (Caz particular al inegalitdtii Cauchy-Buniakowski-Schwarz),
X y z

. 9 .
obtinem x+y+z2> i deunde S = E. Egalitate avem pentrux = y = z = %

. .. . < A PR |
Pornind de la aceastd inegalitate, facand substitutiile: — = a,
x

=bsi —=c,avem
z

< | =

a+b+c=k>0,cu a,b,c>0siinegalitatea devine:

\/L+L_L+\/L+i_i+\/i+i_i >2 sau
a b ab b & be ¢t d* ca k

c-\/a2 +b? —ab+a-\/b2 +c*—bc+b-\c+a®—ac> 9abe

, cu egalitate pentru

w | &

Extindem in continuare inegalitatea initiald sub forma:

. oA, 11 1 Koo s %
Fie x,,x,,...,x, €(0,), astfel incAt —+—+...+ — =k >0. Aratati ci:

xl X2 xn
n2
_ 2 2 2 2 2 2 2 2 7
S= \/xl +x,” — XX, +\/x2 + X7 — X, X, +...+\/xn_l +x,°—x, X, +\/xn +x° XX 2 o In ce
caz avem egalitate?
Solutie:  Procedand ca mai inainte avem:
X, +x X, +Xx
S=yx+x"—xx, 222 x, +x  —xx 2222
2 2
X, +x X, +x
\/)CH2 +x—-x, x >l n ,,/xnz +x”—x,x >
2 2
A . . n
Adunand membru cu membru, obtinem: S > x, +x, +...+x,, cu egalitate pentru x, =x, =...=x, = %
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Din cazul particular al inegalititii Cauchy-Buniakowski-Schwarz

I 1 1 .
(xl+x2+...+xn)~£—+—+...+— >n?, obtinem (x, +x, +...4+x,)-k>=n> sau

‘xl xn xn

n’ n’ . n

X, +x,+...+x, 2—.Asadar § > —, cu egalitate pentru x, =x, =...=x, =—.
2 k k
N | 1
Dacd notim — =q,,— =a,,...,— =a, Cu 4,,4,,...,a, €(0,00)avem a, +a, +...+a, =k .
X X X
1 2 n

Inegalitatea precedenta devine:
11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S= |—5+—F——+ |F5+t—F——+..+ S+ — - +, |—5+————=2—,sau
a’” a,” aa, a,” a; a,a, a a,” a,,a a” a aa k

2 2 2 2
\/a +a,” —aa \/a +a,” —a,a
1 2 172 2 3 27 4

a,a, a,a, a, a a,a,

n n

2 2 2 2
a,a,..a,\a,’ +a, —a1a2+a1a4a5...an\ja2 +a —a,a, +..+
2
+ +a’- + *+a’ - >
Uyl o\ 40, =00, + 8005, NG, 07— 0,8 20,0y,

. k
cu egalitate pentru g, =a, =...=a, =—.
n
Recomandam cititorilor sa foloseasca aceastd idee pentru a genera noi inegalitdti pornind de la
unele “aparent” simple. Succes!

2 2 2

\/a +a°—aa _n
1 1 3
B — > _k , care devine:

About

Mathematical Reflections Nr.4/2025
de Marin Chirciu

The article develop problems from Mathematical Reflections,number4/2025.

S708. Leta, b, c be positive real numbers that at most one of them is less than 1
and a+b+c =3 .Prove that

2—2 + 62 ab>21. Vasile Cirtoaje,Ploiesti, Roméania
a
Solution.
Letc=min{a,b,c},thena,b>c, a+b+c=3=3>3c = c<I.
Ifc=1,thena,b>c=a,b>1;

Ifc <1, then at most one of them is less than 1 = a,b>1.

Za:3

So, in every case= a,b>12¢ = (a—1)(b—-1)(c-1)<0 < Za+abc—2ab—l£0 =N

Z a=3 pqr—Method

@3+abc—2ab—l£0<:>2+abc—2ab£0<:>2+abc£2ab &S g22+r

1
We have Z—z + 62 ab>21 < Z:bzc2 + 6a2b2022ab >21a°bh’c* <
a

pqr—Method

S (Z:bc)2 —2abc) a+6a’b’c*Y ab>21a’b’c* & ¢’ -2rp+6rig =217
Byg >2+randq’ —2rp+6r°q > 217" it suffices to prove:
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(2+7) =2+ 6 (247) 22177, p=3 & (2+7) —2r-3+6r2 (247) 2217 S

&6 =8 —2r+420 & 37 —drt —r+220 < (r—1)° (3r+2)20.
We used pgr -Method: p=a+b+c,qg=ab+bc+ca,r =abc.

Equality occurs if and only if a=b=c=1.

Remark.

Leta,b,c be positive real numbers that at most one of them is less than 1

and a+ b+ c =3 .Determine n, A > Osuch that nZ:L2 + ﬂz ab>3(A+n). Marin Chirciu
a

Solution.

Letc=min{a,b,c},thena,b>c, a+b+c=3=3>3c = c<I.
Ifc=1,thena,b>c=a,b>1;

Ifc <1, then at most one of them is less than 1 = a,b >1.

Za:?y

So, in every case = a,b>1>c¢ :(a—l)(b—l)(c—l)so = Za+abc—2ab—1£0 o

Za 3 pqr—Method

< 3+abc— Zab 10 < 2+abc— Zab<0<:>2+abc<2ab & g=22+4r

We have nzy + ﬂz ab> 3(), + n) = an202 +2,a2b2022ab > 3(ﬂ,+n)azzbzc2 =

& n(She) ~2nabeY a+2abE Y ab>3(A+n)aic S ng —2mp+irg=3(A+n)r
Byg>2+randq’ —2rp+Arg> 3(/1+1)r2 it suffices to prove:

n(2+7r) =2mp+Ar? (2+7)23(A+n)r, p=3 & n(2+r) —2nr-3+ 4% (2+7)23(A+n)r’ <
< A =(A+2n) 17 =2nr +4n 20 < (r=1)( 47 —2nr—4n) 20.

Din condltla(ﬂ,r —2nr— 4n)’ =0 obtinem A =6n.

We used pgr -Method: p=a+b+c,qg=ab+bc+ca,r =abc.

Equality occurs ifand only if a=b=c=1.

Note. Pentrun =1, 4 = 6se obtine Problema S708 din Mathematical reflections Nr.4/2025.
7

1 3
=
b+c 22612 8

J704.1fa,b,c>0,a+b+c=6then )

Mihaela Berindeanu, Bucharest, Romania
Solution .

wachJrT?,azzz szjc Zazzzl Z{1_6214(ab++bc+c) (§Zz) =2le
@24(1+ - ) (gaz)z_zl@luz <§Zz)2_21 S 4 (gzzzwa
3 4a +Za +2Zbc>9©zb4+ac 2%: 1159w Z:fﬁz%;c—

4, resulting from:

Z:szc %az -
a g’ Ti-Lema 2 Za ) za 2 Za 2

It remains to show that:
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(Za)z 2. +2Zbc bcz4<:>za2+2+z >4 <
Zbc Za Z c Zaz z ¢ Zaz
Za Z Za ZbcAM GM Za Zbc
Zbc Za > be Za Zbc > a

Equality occurs if and only ifa=b=c=2.
Remark.

2_4<:>

> >2,see

Ifa,b,c>0,a+b+c:6andOS/1£§then > L, 2 ’“9 Marin Chirciu

b+c Zaz B

Solution.

1 _A+9 24 242 et Ca(atbre) 24(Fa)
zb+c Zaz_ Zb+c Zazzzﬁ 9) Z b+c " 32612 22(ﬁ+9)
sz a+b+c (Z 2) 5 149 <>

b+c z

N———
+
N
—_
M
N
v
N
+
O
0
(@)
> 5
M
—_
g
~—
Vv
N
+
Ne}
0

6a 21 bc
Zb+c Zaz =
s g 60 & 6(Fa) 6(Fa) 3(Xa)
b+c b+c Za b+c)_ ZZbc a Zbc '
It remains to show that
2
3(>a) J2Abe g 3@ +63 be 243 he

> >21
She S Ste | Sa
ZZ

32a 2/12bc 9140 e 3D a uzbc S 2ie3 "

Zbc Zaz a Z c Zaz B <:>
3

= 3t+?22/1+3 <:>3l2—(2/1+3)t+2/120 = (l‘—l)(St—Zﬂ)ZO, seef>land0<A<—,

24 +9, resulting from:

[\S}

Equality occurs if and only ifa=b=c=2.
Note .

For A = %we get J704-MR-4/2025.

b+c—a

AP
J708. If ] is incenter in AABC then a)HAI =4Rr*; b) Z = Z R
r sin
Nguyen Viet Hung, Vietnam
Solution.
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) r r
a).Using A1 :7,we haveHAI:H =— =4Rs?
smE sm— Hsm— —
A r
Weused | |sin—=—.
2 4R
2
2 2
. _r ) ) B , po+r=8Rr  ,
b).UsmgAI—ﬁ,wehave. ZAI —Z =r Z =r -r—z—p +r°—8Rr.
sin — sm— sin® =
2 2 2
A12 2 2
LHS:Z _ptr 8Rr ).
r
b+c—a 2p 2a p-a_ p’+r’—8Rr p’+r’—8Rr
RHS = = =4R 4R - = ,(2).
Z sin A Z Z 4Rr r @
2R
D>Ar b+c—a
From (1) and (2) result = .
) @ r Z sin 4
1 2 2_ R _ 2 2_ R
Weusedz =P +r2 8 randzp a_ptr 8 r‘
A r a 4Rr
sin” —
2
B C
COS—+COS —
0708. In AABC holds Z% > 6\@ . Marius Stanean, Zalau, Romania
sin —
2
Solution .
B C B
cos§+c0s5 COSE COSEAM_GM cosz cosz
LHS =3 —=—==2—q+2—y = Jll—5+3ll—5-
sin — sin — sin — sm — sin —
2 2 2 2

A A
cos — cos — CoS — itrinovic
e +Hj63H_j: 4R6W N
Hsin

HSII’I* HSID > 2

- 63/(\/5) =6J§ — RHS .

r A
We used sm —=— COS— = — and >3 Mitrinovic inequalit
[Isin3=7%- 2 ag OP= V3 ( quality).

Equality occurs if and only if the triangle is equilateral.
Remark.

cos§+/”tcosg
v 2 >33(2+1),24>0. Marin Chirciu

sin —
2

In AABCholds Z

Solution .
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3 )2 3 ) B 52 5B < 3(2 1) (V3) =3(4+1)V3 = RiS.

r r
. A r A p o .
We usestm TR cos T and p > 3\/§r, (Mitrinovic inequality).
Equality occurs if and only if the triangle is equilateral.
Note.
For A =1we get 0708-MR-4/2025.
Remark.
sin B + Asin ¢
InA4BCholds Y ——223(2+1) Marin Chirciu
cos £y

Solution .

1
2r

1
2r \3

ﬁ“”{?j%:ﬁ(’“l)(ﬁj} = RHS .
3V3

. A A p e .
Weused| |sin—=—/,] | cos—=——and p < —— R, (Mitrinovic inequality).
wsed [ [sin =0 [ Teos 7 =4 pand p< == R vio nequality)

Equality occurs if and only if the triangle is equilateral.
Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti
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Despre triunghiuri ”’rationale”

Daniel Vacaru,, Pitesti
Numim triunghi rational un triunghi care are toate laturile de lungimi numere rationale.
In aceasta scurtd notd, ne vom ocupa de triunghiurile rationale cu lungimile laturilor de o forma
speciald. Mai precis, acestea sunt numere de forma x, x+r; x+2r, x€Q, reN.
Sa consideram mai Intdi r=1.
Sé consideram ca triunghiul despre care vorbim este rational si dreptunghic.
Asadar, cum ipotenuza are lungimea x+2, avem de rezolvat in Q ecuatia
(x+2) =x* +(x+1)? &’ +4x+4=2x"+2x+1 & x* —2x-3=0
Putem folosi pe A, insa este bine ca, in aceasta situatie, s folosim un mic ,,truc”, anume
¥ -2x-3=0=x"+x-3x-3=0=x(x+1)-3(x+D) =0 (x+1)(x-3)=0=
x=-—1 sau x=3.
Este evident ca solutia x=—1 nu este potrivitd. Pentru x =3 obtinem triunghiul dreptunghic

de catete 3,4, si ipotenuzd 5.  Sa incercdm acum sd prescriem valorile pe care le iau masurile
unghiurilor.

Sa vedem ce se intdmpld dacad unul dintre unghiuri are masura de 6 0°. Un rationament simplu
ne spune ca cel mai mare dintre unghiuri nu poate avea aceasta masura, astfel suma tuturor
masurilor unghiurilor ar fi < 180°.

De asemenea, nici cel mai mic nu poate avea aceastd masura, caci atunci suma masurilor
unghiurilor triunghiului ar fi > 180°,

Asadar, masura unghiului ar putea fi de 6 0" doar pentru unghiul ce se opune laturii de lungime
x + 1.

Utilizdm teorema cosinusului, si deducem (x + 1)2 =x"+(x+2)* =2x-(x+2)-cos 60’ <
2% +4x+4—x*—2x—x"—2x—x"—2x—1=0=3=0 adici un astfel de triunghi nu exist.

Sa fixdm masura unghiului celui mai mare, anume cel care se opune laturii de lungime x + 2.
Dorim ca misura acestuia s fie de 120°.

Asadar, din nou cu teorema cosinusului, gasim
(x+2) =x? +(x+1)* —2x-(x+1)-cos120° & 2x*—x-3=0. (2)

Sa ne uitdm la ecuatia (2). Utilizand relatiile lui Viéte, deducem x, -x, = —% (0.

Asadar, una dintre rddacini este pozitiva, cealaltd negativa.
Sa folosim metoda ,,chineza” pentru rezolvarea ecuatiei (2).

Scriem 2x* —x—3=0<2x(x+1)-3(x+1) =0 = (x+D(2x-3) =0 = x, =1
sau X, = % Solutia potrivita este x, = %

Exercitiile se impun de la sine

1. Analizati cazul in care lungimile laturilor sunt intr-o progresie aritmetica, de ratie numar natural
oarecare.

2. Studiati cazul progresiilor geometrice .



— A - ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE -
Sclipirea Mintii 36

Doua proprietati ale sirului lui Fibonacci
Alexie Elena , Grigorie Ramona ,Craiova

=F

n+l

Sirul de numere F,F,F,,...definit F;=0,F =1,F

n+2

+ F pentru n e Nse numeste
sirul lui Fibonacci , In memoria matematicianului italian Leonardo Pisano Fibonacci(1170-1250). Se

oate arata ca Fn=L (14.\/5] —(1_\/5] ,neN.
NI 2

In 1680 matematicianul francez Giovanni Domenico Cassini (1625-1712) a demonstrat ci
F_F,  —-F =(-1),(V)neN ().

n+l

In cele ce urmeazi vom demonstra ca:

Propozitial: F = %(F +«/5ij +4-(-1)" ),(V)n eN.

Solutie :
Deoarece F, _,=F

n+l

F. —F F, -F'-(-1)'=0 (2.

nel L nel~ Ln

n+l

+Fn,neN*§i folosind relatia (1)avem (F —Eq)ﬂH—Ff:(—l)n adica

Cum F, >0 rezolvand ecuatia (2) ca o ecuatie de gradul al doilea obtinem

1 " .
F. = E(F" + 4 ISFH2 +4-(-1) ), ceeea ce trebuia demonstrat .

Propozitia 2: Pentru orice neN avem F'+2F’-F —F'F —-2FF +F' =1 (3).

n+l n+l n+l n+l
Solutie :
Avem de aratat ca (F +FF . — Fil) =1. Folosind formula lui Cassini avem
o= bl (- 1)"“ s atunci
2
(F +FE1+] F;H.l) (F +FE1+1 (F F;1+2 ( 1)n+1)) =(F +FF;1+I FE7+2+( 1)n+] )2 _

= (B (F, + = F )+ (1)) =(F, -0+ (1)) = (-1)"" =1
Adica ceea ce trebuia demonstrat .
Bibliografie:

Batinetu-Giurgiu, Dumitru M., Stanciu, Neculai, Tica, Gabriel Leonard, Din tainele numerelor
Fibonacci si Lucas, Editura SITECH, Craiova, 2013;

» Matematicile au inventii foarte subtile si care pot folosi mult, atat pentru ca sa
multumeasca pe cei doritori sd invete, cat si pentru ca sa inlesneasca toate
mestesugurile usurand munca oamenilor “.

Rene Descartes
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“,,Milioane au vizut marul cazand,
dar Newton a intrebat de ce.”
Bernard Baruch

(1870 — 1965)

[N Probleme rezolvate

= Clasa a V-a

. Determinati multimile X, Y, Z stiind ca: a) XY UZ = {a; b; c¢; d; e};
b) XmYmZ:{a; e}; c) YmZ:{a; b; e}; d) XmZ:{a; d; e}; e) cg(YuZ)mX.

Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare:  Din conditia b) rezulta {a; e} c X, {a; e} cy, {a; e} c Z. Din conditia c) rezulta
{a; b, e} cY, {a; b, e} c Z . Din conditia d) rezulta {a; d, e} cX, {a; d, e} c Z, din conditia e)
rezultd ¢ € X, asadar, X={a; c, d, e}, Y={a; b, e}, Z={a; b; d, e}.

. Si se determine restul impirtirii numirului ¢ =20% +20251a 9. Adrian Stan, Buziu
Rezolvare: a =207 +2025=(18+2)""" +2025=M, +2> +225-9=

=M, +2"°-2°-2° =M, + (M, +7)- (M, +7)- (M, +5) =
=My+7-T-5=My+245=M,+M,+2=M,+2.Restul este egal cu 2.

G:1343|. Aritati ci numirul 2025™ se poate scrie ca suma a trei pitrate perfecte nenule distincte.
Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: Observam 2025' = 44° +5% +8” si 2025 =2025°"*.2025 = 20257 ~(442 +5+ 82) =
2

= (20251012 _44)2 N (20251012 .5)2 +(20251012 -8)

G:1344,. Dacd adunam un numir natural de patru cifre cu numarul obtinut prin inliturarea primei

sale cifre, obtinem 1982. Calculati suma cifrelor numarului dat.
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: Fie abcd numarul natural de patru cifre. Atunci,
abed +bed =1982 < 1000a +bed +bed =1982 = a=1=1000+2-bcd =1982 =
bed =491 = abcd =1491 = S =1+4+9+1=15,

G:1345. Fie numerele x=2""-5""+1 si y=2"".5"" 41, Aritati ci numerele x si y nu sunt

numere prime. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: x =2-10"" +1=2-1000....0+1=2000...0+1=2000...01. Cum suma cifrelor lui x este 3
1961 de 0O 1961 de 0O 1960 de 0

inseamna ca x este divizibil cu 3, deci x nu e prim.
¥=5-10""+1=5-1000...0+1=50000....0+1 = 50000....01 . Cum suma cifrelor lui y este 6 inscamna ca

1961 de 0 1961 de 0 1960 de 0
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y este divizibil cu 3, deci y nu este prim.

— —2
G:1346. Determinati numirul natural ab pentru care ab +a’ +a’* +a+a=2024.
Nicolae Ivaschescu, Canada

Rezolvare: Dand valori lui a ca sa vedem cum este situat membrul stang fata de 2024 observam ca pentru a =
4 obtinem 44° +4” +4%> +4+4=2024 adici 4° =64 =b=3. Asadar, singura solutic se obtine pentru
a=4, b=3, adica numarul 43.

. Demonstrati cd numéirul A se divide cu numarul 2024, unde

Y At LA LAy L e (Y A KA KA. LN LA LY. Can Nicolae Ivischescu, Canada
Rezolvare: A se mai poate scrie

A=2"-3".5".2.3.5 +2".3".5".2°.3.542".3".5".2*.32 + 2".3".5".2.5* =
=2"-3"-5"(2:3-5"+2°-3-5+2".3° +2.57)=2"-3"-5"-2024, deci rezulta ca A este divizibil cu 2024,

G:1348|. Aritati ci numirul 7 =5 +5°" se poate scrie ca sumi a doui pitrate perfecte in doui
moduri. Ionel Tudor-Cilugireni, Giurgiu

Rezolvare: Observam ca n=5""-(5+5")=(5"2) - (5+125) =(5"2) 130 = (52)"-(3* +11%).
Asadar, n =5 +5%7 = (3-51012 )2 +(1 1.5 )2. Altfel, putem avea si
n= (51012 )2 130 = (51012 )2 _(72 +92) _ (7.51012)2 +(9'51012)2.

G:1349. Se consideri sirul cu termenii a,=3; a,=12; a;=30; a,=60;..... Scrieti termenii:

a10=...32100=...;An=... Petre Paunescu, Rosiori de Vede

Rezolvare: Observam ca

a,=1+2=3, a,=3+4+5=12, a, =6+7+8+9=30, a,=10+11+12+13+14 =60,...... si
n(n+1) . o .

S =1+2+3+4+5+....... +n= . ( numerele din sume sunt termenii lui Sy). Atunci, @, este suma

2

de n +1 termeni.
a,, =55+56+...+ 65, adica 11 numere, unde 55=1+2+3+....4+10;

@50 =5050+5051+....4+ 5150 adica 101 numere, unde 5050=1+2+3+...... +100.

+D)(n+2
Inductiv, avem a, =S5, +S§, +1+....... +Sn+n=%.
G:1350. Dovediti cad numiarul a=285719 este compus si rezolvati in numere prime ecuatia
x”"-z=285719 Ionel Tudor-Calugareni, Giurgiu

Rezolvare: Aratam ca numarul a =285719 are cel putin doi factori numere naturale, diferite de 1 si
285719. Folosind criteriile de divizibilitate cunoscute, a nu se divide cu 2,3,5.
Prin impartirea lui a=285719 la 7 gasim catul 40817, deci a=7-40817 , numar compus.

Ecuatia datd devine x” -z =7-40817. Mai mult, descompunénd in factori numarul a obtinem:
a=7-40817=7-7-5831=7-7-833=7-7-119=7-7*-17=7"-17.
Din x’-z=285719=7"-17T=x=7, y=5, z=17.

— , — —
G:1351. Cate numere xy verifica relatia (x+ y) =abc unde xy este un numir de doua cifre , iar

abc este un numar de trei cifre. Lita Alexandru, Sgaiba Marius , Craiova
Rezolvare: Cum 100 < abc <1000avem 100 < (x+ y)3 <1000de unde 5<x+y<9.
Din x+ y =5 gasim numerele 50,41,32,23,14. Din x+ y =6 gasim numerele 60,51,42,33,24,15.

Din x+ y =7 gasim numerele 70,61,52,43,34,25,16.
Din x+ y =8 gasim numerele 80,71,62,53,44,35,26,17.
Din x+ y =9 gasim numerele 90,81,72,63,54,45,36,27,18.
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Asadar avem 5+6+7+8+9=35 numere .

G:1352. Aritati ci daci unul din numerele @ =20"—1si b=20"+1,n € N este prim atunci celilalt
numar este compus. Florin Sendroiu, Tg Carbunesti
Rezolvare: Deoarece unul din numerele 20" —1,20",20" +1 se divide cu 3 si 20" nu se divide cu 3 , obtinem

cerinta problemei .

G:1353. Si se determine numerele abc stiind ca impartite la bc dau catul a+1 si restul a+8.
Gheorghe Ghita, Buzau

Rezolvare: Conform teoremei impartirii cu rest, avem: abc =bc-(a+1)+8=>
100a+bc=a-bc+bc+a+8 < IOOaza-b_c+a+8:>a|8:>ae{l,2;4,8}.

Dénd valorile lui a obtinem abc & {191; 295; 487; 898}

= Clasa a VI-a

G:1354. Determinati numerele naturale a,b,c stiind ci numerele atb, btc, a+c sunt invers
proportionale cu 0,25; 0,2; 0,125 si a+b+c=51. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad

1 1 1
Rezolvare: 0,25 = Z, 0,2= g, 0,125 = g , din datele problemei avem:

a+b b+c a+c 2a+2b+2c 2-51
4 5 8 4+5+8 17
Din (*)sidin a+b+c=51rezulta a =21, b=3, ¢ =27.

=6=>a+b=24, b+c=30, a+c=48. (¥).

G:1355|. Rezolvati in numere intregi ecuatia x” -y +10x’ = 256. Mircea Mario Stoica, Arad

Rezolvare: x° ( y+ IOx) =256. Se obtin urmatoarele situatii:

) x*=1=xe{-L1}si y+10x=256 cusolutiile(~1;266), (1;246).

2) x*=4=xe{-22}si y+10x=64 cusolutiile (-2;84), (2;44);

3) X’ =16 =>xe{—44}si y+10x=16 cusolutiile (-4;56), (4;-24);

4) x* =64=xe{-8;8}si y+10x=4 cu solutiile (=8;84), (8-76);

5) x* =256 = xe{-16;16} si y+10x=1 cu solutiile (~16;161), (16;-159);

. Demonstrati cd numarul

A=[L1D)+2,(2)+3,(3)+...+8,(8)]-18 4{12, 4)+11,(5) +5,(13)+2,(75)+ﬂ-40+52 este un pitrat
perfect. Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: 1,(1)+2,(2)+3,(3) +...+8,(8) = ”9_1 + 229_2 ot 889_8 =%»(1+2+...+8):40

1 4 5 13 75 1
12,(4)+11,(5)+5,(13)+2,(75)+—==12—+11—+5—+2—+—=
(4)+1L(5)+5,(13)+2,(75) 5 5 15550

99 9
:l2+11+5+2+i+§+£+2+l=3O+Q+§=32.Obginem
9 9 99 99 9 9 99

A=40-18+32-40+25=2025=45".
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G:1357|. Si se arate ca suma cifrelor numirului 10" —2017 este un numir divizibil cu 2023.
Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: 10°** —2017 =10000....00—2017 =999...9997983
%_J %/—J
2024 de 0 2024 cifre

Suma cifrelor da 2021-9+7+8+3=18207 =2023-9 si este divizibila cu 2023

8+88+888+...+ 888888888 123456789

T+TT+T77+....+T777777777
Petre Paunescu, Rosiori de Vede

G:1358. Aduceti la forma cea mai simpla fractia:

Rezolvare:
8I+11+111+..+111111111)-123456789 8-123456789 —123456789 123456789(8 —1) 1
TJA+11+111+...+111111111) 7-123456789 7-123456789
. Rezolvati ecuatia x| + x—2 + X3 ot x—2022 + x—2023 =2023.
2023 2022 2021 2

Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare: Ecuatia data se mai poate scrie

x—1 x=2 x-=3 x—2022 x—2023
-1+ -1+ I+ +——1+—-1=0<
2023 2022 2021 2 1
1 1 1
(x=2024)-| ——=+——+...+—+-|=0=>x-2024=0=x=2024. S={2024}.
2023 2022 1

#0

G:1360. Scrieti numirul 2025 casumi de:  a) Doua pitrate perfecte;  b) Patru pitrate perfecte
Ionel Tudor-Calugareni, Giurgiu
Rezolvare:

a) 2025=45"=9"(9+16) =97 (3 +47) =27’ +36";
b) 2025 =1001+1024=1+100+900+(2°)" =12 +107 +30° +32°.

G:1361. Aratati ci pentru orice numere reale x si y , avem (x—y).(x+y) =x"—y". Firi si

efectuati ridicirile la pitrat , aritati ¢ numiarul  a =28336" +53689° —28364° —53636° este
natural pétrat perfect. Ionel Tudor-Calugireni, Giurgiu
Rezolvare:

Se desfac parantezele rezultdnd formula cunoscuta pe care o aplicam la scrierea numarului a:

a= (536892 —53636° ) —(283642 —283362)
= (53689 -53636)-(53689 +53636) — (28364 —28336)- (28364 +28336) =
=25-53-9-477—25~28-4-9-63=25-81-(532—282):52 .9%.25.81 =452 .45% = 2025>

I 1
G:1362. Si se rezolve in multimea numerelor naturale ecuatia £Jr— =—  unde p, q sunt numere
Xy 4q
prime date. Gheorghe Ghita, Buziu
Rezolvare: Ecuatia data devine gx+ pqy =xy < x(y—q) = pgy = x = viia .
y—q

Avem cazurile: Cazul 1) p=g = y—p‘p3 .
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a) y-p=1=y=p+l=>x=p*(p+]); b) y-p=p=>y=2p=x=2p°;
o) y-p=p ' =>y=p +p=>x=p(p+l); d)y-p=p'=>y=p’+p=>x=p’+1.
Cazul 2.
) p=rg=y-p|p°q
y—q=1=y=q+1=x=pqg(qg+1), y—q=p=>y=q+p=>x=4q(q+p),
2
y—q=p2:>y=p2+q3X=pq+q;s£N, y—q=q=y=2q=x=2pq,
yv=q=pg=y=q(q+1)=>x=q(p+1), y—q=p2q:>y=q(p2+):>x=pq+%%N-

= Clasa a VII-a

G:1363. Verificati daca numarul 2019-2022-2025-2028 +81 este pitrat perfect.

Adrian Stan, Buziu
Rezolvare: Notam cu x pe 2019. Atunci, 2019-2022-2025-2028 +81=x(x+3)(x +6)(x+9)+81 =

= (x> +9x)(x* +9x +18) +81 = (x* +9x)* +18(x* +9x) +9° = (x* +9x +9)’.
=(2019% +9-2019+9)> =4094541> .

G:1364. Aflati numerele reale x siy dacid 4x—y—2=0 si \/y2 3%’ =3xp+21=/11-4x+y.

Adrian Stan, Buzau

Rezolvare: Din y=4x—-2= 3" =16x> —16x+4= Jx*—10x+25=3= |x—5| =3=
xe{2;8} = ye{6;30}.
. Rezolvati ecuatia x+24{x} = [x], x €Q unde [x] respectiv {x} reprezinti partea intreaga

respectiv partea fractionara. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Folosind faptul cd x =[x]+{x}, VxR, ecuatia data devine

[x]+{x}+24{x}=[x]:>25{x}=0:>{x}=0:>er. S=7.

2a+3 3a-1
G:1366|. Exista valori ale numérului real a astfel incit numerele x = si y= sa fie
simultan numere intregi ? Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
) 2a+3 4x-3 . 3a-1 2y+1 ,
Rezolvare: Din x = =>a= sl y=——=a= obtinem
4 2 2 3

4x-3 2y+1 . . - :

3 =2 S 1ox-9= 4y+2= 4(3x—y)=11 ceea ce este imposibil, rezulta ca nu exista valori ale
lui a astfel incat numerele x si y s fie simultan numere Intregi.

—2 —2
o —2 o ) ab —ba
G:1367. Gisiti numerele nenule ba |, care verifica egalitatea W =11
a—+

Ionel Tudor-Calugareni, Giurgiu

—2
Rezolvare: ba #0=a#0, b+0,= a+b+O0si fractia are sens.
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Eliminam numitorul si scriem succesiv: ab —ba =11(a+b)>,

(ab ~ba )(ab +ba ) =11(a+b) = (10a+b-10b—a)(10a+b+10b+a)=11(a+b) =

'
( .

9(a—b)-11(a+b)=11(a+b)’ |: 11(a+b) = 4a=>5b.Cum 4 si 5 sunt prime intre ele iar a si b sunt cifre

rezultd a=5, b=4. Deci, b_a2 =45%=2025.

G:1368. Dacii a,b,c)0 astfel incat a”> +b* +c> =3 atunciZawj’Za2 +3ab+4b> <9. Cind are loc
cye
egalitatea? Gheorghe Ghita, Buzau

Me<Ma 2 2 2
Rezolvare: Za~\/2a2+3ab+4b2:gz\/9a2(2a2+3ab+4b2) < %29“ +2a ;3““4’? -

2 2 11) a*+3) ab+4) b’
Y +3gb+4b: 2.4 26“ 25 190 20+ 3ab s

(a—b)(7a+4b)=0< a=>b si analog din celelalte doua egalitati rezulta ca egalitatea are loc daca si numai
dacia=b=c=1.

G:1369. Se di triunghiul ABC cu AB=10 cm, BC= 6em si m(<4BC)=105". Calculati aria

triunghiului. Nicolae Ivaschescu, Canada
Rezolvare:
Fie CD L AB . n triunghiul A BCD, m(<D)=90°, c

m(<CBD)=75", m(<BCD)=15".

5 . CD
In triunghiul dreptunghic A BCD, sinB = BC =

CD=BC-sinB=6-sin75" = 6
o 1EV3 _3V2(1443)
N 2 175" [0

Atunci, aria A, :#:7,5.(\/54-\/6).

G:1370,. Un trapez ABCD dreptunghic in A , are baza micid 4B = cm si baza mare DC=AD. Se

910
2

consideri punctul E mijlocul lui AD incit BE | EC

a) Aratati ca triunghiurile AEB si DCE sunt asemenea.
b) Aratati ca aria trapezului ABCD este numar natural iar tangenta unghiului ascutit format
de diagonalele AC si BD este un numar rational.

Ionel Tudor-Célugareni
Rezolvare: Conform desenului, triunghiurile AEB si DCE sunt

asemenea conform cazului de asemanare U.U sau C.U
A AEB ~ A DCE = AB ﬂ :ﬁ Cum
DE DC CE
AD DC AE 1 AB 1 E
AE = = = =S —=—=
2 DC 2 DE 2 1=
DE =2-4B =910 si o
AD=2-DE =18J10, DC = AD=18/10. D ¢

_(DC+A4B)-AD —2025¢ N,

Trapezul ABCD are aria 4,,., =
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AC-BD-sing
2

Aria trapezului se poate calcula si cu formula 4 ., = ,unde @ este unghiul ascutit al

24,50p  2-2025
AC-BD AC-BD
AC se calculeaza din triunghiul dreptunghic isoscel ADC, AC = AD2 =1810 -2 =364/5.

diagonalelor AC si BD. Rezulta sing =

Diagonala BD se calculeazi din triunghiul dreptunghic ABD, BD =+ AB* + AD* = 132770 , atunci
«/13770 . 2-2025 5
AC-BD = 36\/5 . =90+/2754 , deci sing = . Mai departe se calculeaza si
V= 90+/2754 x/
sin P _ 5
cosp = «/ —sin’ Atunci, g = -
»= »= ,— gp = cosp 3

G:1371,. in trapezul ABCD se cunosc: AD|| BC, AD { BC, m(<):D) =120° iar diagonalele sale sunt

bisectoarele unghiurilor aliturate bazei mari. Daca CD=8 cm, si se afle perimetrul trapezului.

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti
Rezolvare: Din ipoteza avem <XABD =<DBC iar <tDBC = <BDA ( alterne interne) , deci
AABD = «BDA. Asadar, triunghiul ABD este isoscel cu AB=AD ( 1). Analog, AD=DC ( 2).

Din (1) si (2) se deduce cda AB=DC=AD, adica trapezul este isoscel. Cum m(<):D)=12OO, rezulta

m(<):DCB) =60° §im(<DBC ) =30". Prin urmare, triunghiul BCD este dreptunghic. Conform teoremei
unghiului de 30°, BC=2-CD. Perimetrul trapezului va fi 16+8+8+8=40 (cm).

= Clasa a VIII-a

G:1372. Se da piramida VABC cu inaltimea de 90 cm si baza triunghiului dreptunghic ABC,
m(<IA)=900, m(<):C):150 si AC=20 2+3 cm. La distanta de o treime din iniltime fati de

varful V se face o sectiune cu un plan paralel cu planul bazei. Determinati volumul trunchiului de
piramida obtinut. Nicolae Ivaschescu, Canada

Rezolvare:
AC \/§+1 2012+3 . ae- 4042 - »\/2+x/_
BC 22  BC B+l

in triunghiul ABC, cos(15°)=

In cazul nostru,

+
Pentru 2+ \/g se foloseste formula a+ JE \/ 4 2 2

a’—b=2>—3=1si obtinem ci 2+ \/_ = Jf_/%_l . Atunci, BC=40cm. AB se afla usor din triunghiul

dreptunghic ABC, 4B = 10\/5(\/5— l) A= % =200cm”.

AI Il 1y A, I 2
Din —A4BC — ro = 45C =(lj :AAIBICI =200Cm V_ﬁ.(AB‘l‘Ab‘l‘AB'Ab)jV:520006‘}’}’13
Ape VO 200 3 9 3 9
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G:1373. in piramida patrulateri SABCD, avind toate muchiile congruente, se face o sectiune cu

planul care contine dreapta BD si este paralel cu muchia SA. Stiind ci aria acestei sectiuni este 92
cm?, si se afle suma tuturor muchiilor piramidei.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madalina Buliga, Bucuresti

Rezolvare: Notam cu x muchia piramidei si cu P mijlocul muchiei SC. Aratam ca sectiunea in cauza este
triunghiul PDB. OP este linie mijlocie in triunghiul SAC, deci planul (PDB) este paralel cu SA. Triunghiul

SC3

PDB fiind isoscel (PD=PB= —) mediana OP este si 5,

‘A
inaltime. Avem OP=S7 =g , lar BD= x\/z , lar

1 x 2
BD=xv2 . Aia sectiunii are expresia 5 : 5 x2=2

V2
4

:9\/586 deduce x=6. Suma tuturor muchiilor este

8-6=48 (cm).

G:1374} Rezolvati ecuatia (x+1961)’ +(x—1986)’ +(-2x+25)' =0, xe R,
Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
Rezolvare: Se foloseste formula a’+b° +c’—3abc=(a+b+c)-(a>+b>+c’ —ab—bc—ac) pentru

a=x+1961, b=x-1986, ¢ =—2x+25. Cum a+b+c=0 rezulta
@’ +b’+c’ —3abc=0=a’+b’ +c’ =3abc adica
(x+1961)-(x—1986)-(—2x+25)=0=>x & {-1961; 12,5; 1986}

. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia: [x - 29] + |x— 29| + (x - 29) =6, unde
[x] reprezinta partea intreagia a numarului real x. Doina si Mircea Mario Stoica, Arad
x-29, x=29

—x+29, x (29

Pentru x(29 ecuatia devine [x — 29] =6=>x¢e [35;36) .

—k +64

Rezolvare: Se expliciteaza modulul |x - 29| = {

Pentru x229:>[x—29]:64—2x=keZ:>x:

. Rezulta,

k< —k+6

(k+ ljke(j }:k=2:>x=31.

Jx+8—+/x-8 1
G:1376|. Rezolvati ecuatia VX 8+yx—8 4 Nicolae Ivischescu, Canada

Rezolvare: Punem conditiile de existenta si obtinem x € [8; oo) . Dupa rationalizarea numitorului fractiei

date se obtine: x —\x’> —64 =2 <> x—2=+x’ —64‘()2 =>x=17. S={17}.

a 1
Altfel, se pot folosi notatiile vx+8 =a si x—8 =b iar ecuatia dati devine b = Z Folosind proportii
a+

a_b:§<:>5a—5b:2a<:>3a:5b‘()2:>

derivate adicd adundm numaratorul la numitor obtinem: >
a

9a® = 25b* . Dupa inlocuirea lui a si b cu radicalii respectivi se obtine 9(x +8) =25(x —8) = x =17.
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a\N7+b

G:1377|. Fie a,b,c e N*. Daci ——=—— € (Q sa se arate ca a-c este patrat perfect. Adrian Stan, Buziu
bﬁ +c

Rezolvare:

a 7+b_(a\/7+b)-(c—b\/7)_bc—7ab+(ac—b2)-\/7
b7 +c (bﬁ+c)-(c—b\ﬁ) ¢ =7b
G:1378. Se considerd a =+n*>+1, neN.

a) Sa se calculeze partea intreagia a lui a;
b) Si se calculeze [\/20242 N 1} +[\/20244 N 1} 4 [\/20246 T 1} oo +[\/20242°24 N 1} , unde

[x] reprezinta partea intreaga a lui x. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: a) n* ( n*>+1 { (n+1)> = n(Nn* +1{(n+1 atunci, [\/nz +1} =n;

b) din a) obtinem cd suma ceruti este egald cu 2024 +2024° +2024° +.....+ 2024 si se calculeaza dupi
metoda. S=x+x"+x +...+x"|

. ) x'=1 X" -x . , . 2024"°° —2024
S=x+x"+x+..+x"=x- = . In cazul sumei cerute se obtine
x—1 x—1 2023

ceQe oac-b=0=a-c=b".

*+...+x". Se scad cele doui relatii si obtinem:

. Aritati ca existd numere naturale x, pentru care numirul 45x -54, este cub perfect.
Ionel Tudor-Calugareni, Giurgiu

Rezolvare: Trebuie si gisim x si y numere naturale astfel incat 45x—54 =" (*). Se impun conditiile
x>2 si 3. Din 45x-55=)’-1<50x-11)=(y—1)(»*+y+1) obtinem pentru y—1=5
urmatoarea solutie: y=6eN=45x=270=x=6€N.

Mai exista si alte solutii naturale ale ecuatiei () ? Raspunsul este da. Scriem ecuatia sub forma:
9(5x—6)=y =y 9= 3= y=3k, ke N*,
Prin inlocuire in (*) obtinem: 9(5x—6) =27k’ = 5x—6 =3k’ = x:3=> x =3/, [ € N. Mai departe gisim
151-6=3k=5]-2=k=k’-8=51-10= (k—2)(k’ +2k+4)=5(I—-2). Pentru k-2=5 se obtine k
=7, atunci se impune [ —2 =k> + 2k +4=>1=69. Atunci, x = 3.1 = 207 iar y= 3.k = 21 solutii care verifica

ecuatia (*).

x+a x+a x+a 3a+3
+ +

G:1380. Daca a >0, x,y,z)0 astfel incat x+ y +z =3 si se arate ca
y+z y+z y+z 2

Cand are loc egalitatea? Gheorghe Ghita, Buzau
1
Rezolvare: Se aplica inegalitatea a + Z . (x + a) -(¥+2z)=x+a care adunati cu celelalte doud analoage
y+z
x+a 1
avem: Z > Zx+2a—— Z x+a)-(y+z) =3+3a—ZZ(xy+xz+ay+az)=
cye y +z cye cye

:3+3a—z(22xy+2a2) 3+3a——2xy—3a_3a+6__z 3a+6 3 3a+3

2 2 2
S-au folosit Zx=3 si (Zx) Z3ny.

Egalitatea are loc dacd si numai dacd y+z=z+x= x+y =2 adicd x=y=z=1.

. : : : X z 3. : . : .
Altfel, se foloseste inegalitatea lui Nesbitt: + Y + > — iar cu inegalitatea lui Bergstrom
y+z z4+x x+y
) a a a 9a 3a
obtinem: + + > = — cu egalitate dacd si numai daca x=y = z=1.

y+z z+x x+y 2(x+y+2z)

( solutie dati de dl . [Titu Zvonarul).
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G:1381]. Folosind doar ecuatii de gradul doi , si se rezolve ecuatia:

x*+4x’ —2028x> —28x+14147=0. Tonel Tudor-Cilugireni, Giurgiu
Rezolvare:

Ecuatia dati se mai poate scrie x* +4x’ —7x* —2021x* —4-7x+7-2021=0 <
(x* =7x7) +(4x° —4-7x)-2021x +7-2021 = 0 <=
(x2 —7)(x2 +4x—2021) =0=>x"—7=0 cu solutiile x € {iﬁ} sau x° +4x—2021=0 cu solutiile

xe{-47,43}. Asadar, S ={-47;—7;/7;43}.

= Clasa a IX-a

L:1176| Aritati ca oricare ar fi x, ), z)0 are loc inegalitatea
3 (x2 +y*+2° ) +xyz+15) 3 (xy +yz+ Zx) +3 (x +y+ Z) . eleva Carina Maria Viespescu, Craiova
Rezolvare:

Deoarece (0; oo) = (0; 3) u[3; oo) si pentru ca avem trei numere, conform Principiului lui Dirichlet cel
putin doud numere sunt mai mari sau egale cu 3 sau mai mici decat 3. Fie acestea x,y.
Atunci, z(x=3)(y-3)=20 < xyz+9z>3xz+3yz ().

3

Avem 3()(2 +y° +zz) > 3(x+l)(y+1) & 5[(x—y)2 +(x-1) +(y—1)2] >0 cu egalitate cand
x=y=1.Deci, 3x* +3)° +6>3xy+3x+3y+3 (2).
Dar 3(x2 +2? ) >3.24/2°-2° =12z (3) cu egalitate cand z = 2.

Adunand relatiile (1), (2), (3) si deoarece nu putem avea egalitate simultan obtinem cerinta problemei.

11177\ Fie a,b,c) O astfel incit a+ b+ ¢ =3. Aratatica S = x/3a+bc +\/3b+ac +\/3c+ab <6.In

ce caz avem egalitate ? Maria Gurgui, Mihaela Ciobanelu, Craiova
Rezolvare:

3a+bc=a(a+b+c)+bc=a’+ab+ac+bc=(a+b)a+c) si analoagele 3b+ac=(b+a)b+c),
3c+ab=(c+a)(c+Db). Atunci,

S=\3a+bc+\3b+ac +\3c+ab =S =/(a+b)(a+c) +/(b+a)b+c) +/(c+a)c+b) <

Sa+b+a+c+b+a+b+c+c+a+c+b:4(a+b+c)
2 2 2 2

a+b=a+c, b+a=b+c, cta=c+b adicia=b=c=1.

IL:1178] Aritati ci Ja +Va+1+Va+2 +...+/a+2024 <2025-Ja+1012, VaeN.

Adrian Stan, Buzau

=2-3=6, cu egalitate pentru

Rezolvare. Folosim Inegalitatea Cauchy- Buniakowsky-Schwarz:

(1-\/;+1-\/a+1+....+1-\/a+2024)2 S(12+12+...+12)-(\/;2+....+\/a+20242)=

=2025-(a+a+1+a+2+...+a+2024)=2025-(2025a +1+2+3+..4+2024) = 2025 - (a +1012) =

Ja+Ja+1+Ja+2+..+Ja+2024 < \/20252(a+1012), VaeN.

n p+l _ 2
:1179. Sa se demonstreze ca Z(k2+k+l)- f :n(n D +3n+4)’ unde
e kP + kP 4+ +k+1 4

[x] reprezinti partea intreaga a lui x, iar p € N*, Mihaly Bencze, Brasov
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Rezolvare:
k’HI kp+1
k=
K+ k" + o+ k+1 < {k"+k”‘+...+k+1
p+l n 2 _ 5
(k2+k+1)~{kp k }:Z(ktl):(”(”;l)j =D +3n+4)

Ny Sy A I 4

Searatdca k—1 (

}zk—l:

7

3

k=1

L.:1180. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia:
{x3 +x° +x+1} +[\/;+ Nn+ 1:| =x"+ [x/4n + 2], unde n €N si {x} este partea fractionari a

numarului real x iar [x] este partea intreagi a numaérului real x. Adrian Stan, Buzau

Rezolvare:  Se aratd mai intai cd [\/;+ \/n + 1] = [\/414 + 2].

Din 4n+1( Jn+Jn+1 dn+2=Jan+1 ( Jn+In+1 ( J4n+2
= [Van 1] ([N e+t | ([Van+2 ] cun [VaneT] = [Van+2] remia

|:\/;+ Nn+ 1:| = |:\/4n + 2:|. Atunci, ecuatia data devine: {x3 +X +x+ 1} =x’. (¥

De aici se impune conditia necesard 0 < x” ( 1<>0< x { 1 = ecuatia (*) devine

< x’+x=n,unde neZ si0<x<1.

—1++/1+4n

o 1w . . .. . . .. 2 . g ..
Rédacinile reale pozitive si subunitare ale ecuatiei: x° +x—n =0sunt x =—  , i din conditia

2

0<x<lavem 0<n<l1 iar xe{O,%}.

L:1181|. Si se arate ci daci a,b,c € R *atunci cel putin una din ecuatiile ax’ —2bx+c =0,

bx* —=2cx+a=0, cx’—2ax+b=0 are solutii reale. Mihaly Bencze, Brasov

Rezolvare: Presupunem ca niciuna din ecuatii nu are solutii reale, atunci discriminantul fiecarei ecuatii este
negativ, adica A, +A, +A, <0.

Dar A, +A, +A, =(4b” —4ac)+(4c’ —4ba)+(4a” —4ch) =
= 4(612 +b*> +c* —ab—bc —ac) = 2((61 —bY +(b—c)’ +(c—a) ) >0, contradictie, deci cel putin o

ecuatie are solutii reale.

L:1182. Rezolvati ecuatiain R: x*—6x’+6x° +9x+2=0.
Mirea Mihaela Mioara, Stoian Daniela, Craiova

Rezolvare: Ecuatia datd devine x* —6x° +9x* =3x* +9x+2 =0 < (x> —3x)* -3(x* -3x)+2=0.

3i\/§} y
S8

Fie y=x2—3x:>y2—3y+2:0:>ye{1;2}. Atunci, x2—3x—1=0:>xe{

3+417
t

x2—3x—2=0:xe{

L.:1183|. Si se arate ca intr-un triunghi ABC, cu notatiile cunoscute are loc inegalitatea

1 1 1 1
i) (i) (i)

> < Florin Rotaru, Focsani

y .
4tg5(p—a)
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Rezolvare:  Evident (\j_ \/_ ) h + h si cum [hi + hij . (ha +h,)>4 avem cd

a b

1 If1r 1) .. e <
<— —+— si inegalitatile similare. Rezulta

(J_\/_)

Lo, ;[L 1,1,1,1 Lle.[L+L+Lj
(\/_\/_) (\/E"‘\/Z)z (\/Z+\/E)28ha h, h, h  h h 4\ h, h, h
si cum —+i+i:l si rztgg-( p—a),rezulté relatia din enuntul problemei.
« o T

1
:1184. Sa se arate ca in orice triunghi ABC avem inegalitatea : S < 3 . max[(a + b)2 ,(b + 0)2 ,(c+ a)zl
notatiile fiind cele cunoscute in triunghi. Radu Diaconu, Sibiu

Rezolvare: Avem succesiv, S = bcsTmA < % < % max(ab,bc,ca) < % max[(a +b),(b+c) . (c+ a)zl

42 3+ +nt +1)
:1185|. Si se arate ca " > n2 , ke N* | Gheorghe Ghita, Buziu

n
Rezolvare: Demonstram prin inductie matematica:

k k k k k k
P(a): 425 +3 4. . +n Z[n;rlj ke N¥; P(1): lkz(l_';lj 121
n

Consideram ca P(k) este adevarata si sa demonstram ca P(k+1) este adevarata.

k
+2
Mai trebuie demonstrat prin inductie dupi k ca (n+1)* EZn_/‘ + lj >(n+1)- EnTj &

P (n+1) " (n+2) 2 (n+2)", Yk 21.

P(1): (n+1)°-(n+2')2(n+2)', adevarata.

Presupunem ca P(k) este adevarata si sa demonstram ca P(k+1) este adevérata.

P(k+1):  (n+1)F -(n+2"+‘):(n+1)" -(n+2" +2")=(n+1)k ~(n+2k)+2k ~(n+1)k =
=(n+1)"" -(n+2k)(n+1)+2k -(n+1)k >(n+2) -(n+1)+2" -(n+1)k >(n+2)"' o

2+ D) >(m+2) ©2n+2>n+2, adevirat.
Nota. Pentru k = 4 rezultd problema L:596,Sclipirea mintii, nr. 21/2018 de Ionel Tudor, Calugareni, Giurgiu.

:1186|. intr-un patrulater bicentric ABCDde laturi a,b,c,d si arie S avem inegalitatea:

S?<RJ2- max(abc, acd,abd, bcd), unde R este raza cercului circumscris patrulaterului.
Emil C. Popa, Sibiu
Rezolvare:  Se stie ci S° =abcd sicum a+b+c+d =2p( p semiperimetru), rezultd cd cel putin una

dintre laturi este mai mica sau cel mult egala cu § Fie a < g si avem:

S* < g -bed < g-max(abc, abd,acd,bcd ) <RJ2- max(abc, abd,acd,bcd ), unde am folosit

inegalitatea de tip Mitrinovic p < 2V2R.
Observatie: Daca ABCD este pitrat, avem egalitate.
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= Clasa a X-a

. Fie a,b,c trei numere naturale astfel incit ¢’ +5b’ +¢’ se divide cu 7.
a) Dacd a+b+cnu se divide cu 7, si se arate ca
\/ (a—b) -(a—c)* +(b—-c)’ - (b—a)’ +(c—a)’ -(c—b)’ este numir natural divizibil cu 7.
b) Dacad a,b,c sunt numere prime, si se arate ci cel putin unul dintre ele este egal cu 7.
Florin Rotaru, Focsani

Rezolvare:
= 3 3 3 .. . .. o .. -
a) Daca a” +b” +c se divide cu 7 atunci abc se divide cu 7. Presupunem ca niciun numar a sau b sau ¢ nu

se divide cu 7. Deoarece a’,b’,c’ € {7kil,k € N} avem a’ +b’+¢’ € N\{7k, ke N} absurd, deci

presupunerea este falsa, deci cel putin unul dintre numerele a, b, c este divizibil cu 7, deci abc si 3abc se divid

cu 7 si  avand in  vedere ci a+b+c —3abcse  divide cu 7 dar
@’ +b’+c’ —3abc=(a+b+c)a’+b>+c’ —ab—bc—ca) rezulti ca a’+b°+c*—ab—bc—ca se
divide cu 7. Are loc identitatea

(a—b)’-(a—c)’+(b-c) -(b—a)’ +(c—a)’-(c—b)’ =(a’ +b* +c* —ab—bc—ac)’, de aici rezultind
cerinta problemei.

b) Presupunem prin absurd ca niciunul nu se divide cu 7, atunci a® -1, b° -1, ¢®—1 sedivid cu 7 adicd
a’—1=0(mod7) sau @’ +1=0(mod 7), analog pentru b si c. Rezulti cd @’ +b” +c” este congruent
modulo 7 cu unul din numerele 1, -1, 3, -3 care nu se divid cu 7 ceea ce contrazice ipoteza ca a+b +c se
divide cu 7. Asadar, exista cel putin unul din ele egal cu 7.

Exemplu: 2, 3, 7 numere prime pentru care 2° +3° +7° divizibil cu 7 dar 2+3+7 nu se divide cu 7.

:1188|. Fie a,b,c e R, *. Si se arate ca

%/(1 +a’b> +c*)-(1+b°c* +a*)-(1+c*a* +b*) > ab+bc+ca. Florin Rotaru, Focsani
Rezolvare:

Cum 1+a° >2a=1+b’c* +a’ >a+a+b’c’ sianalog pentru celelalte expresii. Dupi care le
inmultim: (1+a°b*> +c*)-(1+b°c* +a*)-(1+c’a* +b*) > (a’h* +c+c)-(a+a+b’c?)-(b+c’a’ +b) >

> (ab+bc +ca)’, conform inegalitatii lui Holder, care conduce la cerinta din enunt. Egalitatea existd atunci
cand a=b=c=1.
L:1189. Gasiti z € C astfel incit |z + 1| =1si |Z| = |Z + 2i| . Cristian Schneider, Craiova

Rezolvare: Fie z=a+ib, a,beR . Atunci, (a+1)* +b* =1si a’ +b* =a’ +(b+2). Se obtine,
b=—l=a=-1-i=z=-1-i.

. Fie z €C astfel incat |z| =1. Si se arate ca

zm”+ﬂ+kmw+ﬂ+kmﬁ+ﬂ22.
Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Folosim proprietatea |Zl| +|ZZ| > |Z1 —zz| cu egalitate < z, = z,.

2012
‘22025 +1‘+‘22012 +1‘ ) ‘Zzozs 41— 2012 _1‘:‘22012‘_‘22013_1‘:|Z| _‘22013_1‘:‘22013_1‘
270 |2 ] ) [0 1= 2 =2 =2, et

. Fie a € C astfel incat |a|:1. Sé se arate ci |1+a|+|1—a|+2-‘1+a2‘+‘1+a3‘22+\/§.

Mihaly Bencze, Brasov

Rezolvare: Din |xi y| < |x| +| V|, Vx,yeC, avem
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1) 2:‘1+a+a3+l—a(l+a2)‘£|1+a|+‘1+a3‘+|a|-‘1+a2‘:|1+a|+‘1+a3‘+‘1+a2

, deoarece

|a|=1. In continuare se arata ci \/5S|l—a|+‘l+a2‘. ?2)

Pentru aceasta, fie @ =cos2x+i-sin2x = [1-a|= \/(1 —Cos 2x)2 +sin’ 2x =2 —2cos2x =2-[sinx

‘l+az‘=\/(l+cos4x)2 +sin?4x =~/2+2cos4x =2-|c052x|=2~‘1—2sin2 x‘.

2

S

Rezulta [I—a|+[1+a’| = 2[sin x| + 2|1 -2sin’ x| 2 V2 < [ +[1-27| 2 5> Ve e[-1:1] adeviraia
1 V2o

deoarece functia f(¢) = |t| +‘1 —2t2‘ are minimul f(iﬁj = % = > te [—1;1] .

[\

Asadar, din (1) + (2) rezulta |1+a|+|l—a|+2-‘1+a2‘+‘1+a3‘22+\/_.

L:1192. Rezolvatiin R ecuatia; 27 """ 4 Q7Vaeeosy — ([p2+x

Eugenia Turcu, Alina Tigae, Craiova

, . V4 . .
Rezolvare: Evident, x € [—l; 1] . Cum arcsin x +arccos x = E , Vxe [—1; 1], ecuatia se scrie:

T
2+7zx 4x5 2+7x

:2 2 P 4xarcsinx+—_2 ) :O:>

4x~arcsinx

T .
x(E—arcsmx)

4xarcsinx + 4

2+7mx X

2
T
. 2 fuiliaded . “x : — . X
(4xarcsmx) _9 2 graesiny 407 (4xarcsmx_22J =0 = xarcsin x = ; x=0 §1

N2

. V4
arcsinx =——>x=—.
4 2

L:1193 Aflati solutiile reale ale ecuatiei x* + (x — 5) log, x =6x-5.
Petrica Aurelia , Litd Alexandru, Craiova

Rewlvare: x* —6x+5+(x—5)log, x=0<(x—1)(x—5)+(x—5)log, x=0 S de aici
(x—5)(x—1+log, x):Ocu soluiile x, = 5 x+log2x—1:O(1)'

7:(0,0) >R, f(x) =x+log, x f(x):f(l):>x2:1.

Cum functia este strict crescatoare si (1) se scrie

" kem*-C* m-n
L.:1194. Fie m,ne N* m>2. Saise calculeze: Z —— = .

k=1 Cm-n—l m—1

Gheorghe Ghita, Buzau
k ~k k+1 k
m"C m nlk+D)\(mn—k-1)! m'nlk!(mn-k)!

Rezolvare: Fie x, = . -X, = U+ X ) ( ) =

CF . Xn =X = (k+D(n—k=1)'(mn)! k\(n—k)!(mn)!

mn

mkn!~k!(mn—k—l)!( mn—kj 1-m km"Ct
= m— = . f—

(n—k—-1)!(mn)! n—k mn Ct

km*CY mn P

o =1_m-(xk+1—xk), Vk=1n.Fie x,,=0=

Lo kmtCE o omn & mn mn mn
- n _ . X —X =—(x —X, )= . 0—1 =

Z‘ ct ., 1-m ; (3 =) [ o %) l—m( ) m—1

Pentru m = 2=problema 4314 Crux Mathematicorum vol.44, nr. 2/2018 de Michel Bataille.
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3 3 3

R a c
L:1195. Intr-un triunghi de laturi a,b,c, avem inegalitatea: b_ +—+ _b >2-e
c ac a

max(ln a,Inb,In c)

Emil C. Popa, Sibiu
Rezolvare:  Din a+b>c, b+c>a, ¢+ a>b, rezulta ci:
a+b+c>2a, a+b+c>2b, a+b+c>2c.
Deci: In(a+b+c)>n2+Ina, In(a+b+c)>m2+Ib, h(a+b+c)>h2+Inc,
deunde I(a+b+c)>n2+max(na,nb,Inc)= a+b+c>2-em>nenbhc)
Acum: a* +b* +c* > a’h? +b’c? +c*a’ 2 abc-(a+b+c)
3 3 3

_a
Asaci: —+—+—>2-¢
bc ac ab

max(Ina,Inb,Inc)

= Clasa a XI-a

a b
:1196|. Fie A:(z 3]. Determinati a,b € R astfel incit 4°+57, =4A4. Demonstrati ci existi

c,d € Zastfel incat 4™ +¢c-A"+d-A""' = O,, VneN*sica 4" #1,, VneN*.
Mihaly Bencze, Brasov
Rezolvare: Din A +51 , =4A obtinem

a’+2b ab+3b) (5 0) (4a 4b 1 -1
[2a+6 2b+9}{0 sj:( 8 12)3 a=t b:_le:[z 3 J
A —44+51,=0, |-A = A —44* +54=0, . Prin inductie se arata ci
(*) A" —44" +54"" =0, A= A" —44"" +54" = O, adicd existd ¢ =—4; d =5.
Daca A" =1, , prin inlocuirea in (*) obtinem I, =41, +51, =0=1, = O,, fals, deci 4" #1,, Vne N*.
. Fie AeM, (R) cu proprietitile det(4)=3 si det(A4*+24°+91,)=0. Si se afle urma
matricei A, Tr A. Adrian Stan, Buzau
Rezolvare: Folosim Relatia Hamilton — Cayley: 4> —(TrA)- A+ (det A)- I, = O,. Notam Tr A =t.
A =1-A-3L|0)" = A" =24 —6t4+ 91, = A" +24* +91, =* A — 614+ 91, +2-(ta—31,) +91, =
A+ 2479 =1° 4’ —4(t‘A—3-12) =’ -4)- 4=
det(A* +24°+91,) = (" —4)’-(det A) =0= 1’ —4=0=1 =22 = Trd =42,

. n .
:1198|. Sa se calculeze lim ] ] ] Florin Rotaru, Focsani
n—>0
+ ok
2-B)Y @-BYy 2-"3)"
n
S XX, X
1 1 1 172 n
Sttt
Rezolvare: Din inegalitatea mediilor b L rezultd
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1 : " 1 g(z_ﬁ).(z_g/g).m,(z_n%)
(z_ﬁ)n +(2_%/§)n +...+(2_n%)’1

. Folosind inegalitatea

1 1 n+l n+l
2(B+—==2-43¢ [T(2-43)= H
mediilor avem % % sideci *= 2( ) \/_ adica

1 1 1 1)23 n+l
0(2-3)-(2=3B)-...[2-"B <—-—~....-—_(—j
( ) ( ) ( ) \/g %/5 n\yg 3 de unde rezulta ca limita este 0.

:1199. Fie a :lim(x2 —3Yxt=x+1

X—>0

-sin—. Si se calculeze A=sina+sin2a+sin3a+...+sin2025a.
X

S —
N

Adrian Stan, Buzau

) X =xt+x -1 . T
Rezolvare: a=1lim > -sin—=

—>00
Tt xR xé—x5+1+(i/x6—x5+l) x

sin”*
S 7
= lim il =3
x4+x4-3/1—1+15+x4-3(1—1+15j Xz
X X X X
A=sinZ+sin2-Z4sin3- T+ +5in2025- 2 =337 —3 R C R C \/_+£+0 B
3 3 3 3 2 2 2
. 5 5 a2+b2 1 b . 5
IL:1200. Fie a,b)0. Si se arate cii e <+ +5- — Gheorghe Ghiti, Buzau
a
Rezolvare:  Fie f:(0;0) >R, f(x): M, si

g2:(0,0) >R, f(x)=€"-(x-D+1=>g’ (x) =x-e")0, Vx)0. Rezulti ci g (x) este crescitoare .

Atunci, x)0= g(x)= lin(} 2(0)=0= f'(x)>0= f(x) este crescitoare.

x)0
2 2 a?+b? 2
a +b e 2z -1 _ et_q a’+b a?+b?
Cum > ab < (a b) 20—z ———© abe” = +- (a —b)? = ab &

2

+b2 oy MA-MG
+b ~  2ab
> e = ——eab—eab
2ab 2ab
al+hb? 1 a b
ez +=| |=— |-
2 b a

= (Clasa a XII-a
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:1201,. Determinati toate grupurile finite (G,-) cu proprietatea ca existi trei elemente a,b,c distincte

intre ele si diferite de elementul neutru e, astfel incat submultimea G\{a,b, c} sa fie subgup al lui G.

(in legatura cu problema S:L 24313) Daniel Vicaru, Pitesti
Rezolvare: Sanotam card G =n, n € N. Din teorema lui Lagrange se stie ca pentru orice subgrup
d G
H c G,avem card H |card G & car eN,. (1)
card H
Deducem relatia " 3 eNen-3eD,. 2)
n —

I. daca n-3 =1, deducem n = 4. Orice grup cu 4 elemente este izomorf cu (Z 4;€r)) sau cu grupul lui
Klein.
in primul caz, daca G=7Z, = {a;b;c} = {i,§,§} . (3) sigasim Z, \{l; 2;3} = {0}

Dacd G=K unde K ={e;a;b;c} 4)
cu proprietatea ci a’ =b" =c’ =e. 5)
atunci, evident, vom avea K \{a;b;c} ={e}. (6)

II. Daca n-3 = 3, atunci n=6.
In acest caz, grupul poate fi izomorf cu G =(Z,,®)sau cu G=(S,,)

Multimea {a; b; c} este de fapt {i, ig} st Zy \{i;_;g} = {(_), 5,4_1} care este un subgrup al lui (Zé,@).
Daca grupul coincide cu (S3,o)deducem ca S, = {e; 0,0°;T;,0T; 0'21}. (8)
cu proprietatea o° =e; G T =170 . 9)
Atunci, consideram multimea a carei complementara este subgrup multimea {r; oT; 0'21'} (10)
si gasim S, \{T; oT; O'ZT} = {e; o; 02} ) (11)
1 0 0

IL:1202, Fie G =1 A(x)= ax 1 0 |x e R }. Sa se determine a,b € R astfel incat (G,-) sa fie
2x(x+1) bx 1

grup abelian. Mihaly Bencze, Brasov
1 0 0
Rezolvare: Se aratd usor ca A(x)- A(y) = a(x+y) 1 0 | dar
2x(x+1)+abxy+2y(y+1) b(x+y) 1
1 0 0
Ax+y)= a(x+y) 1 0 | , legea internd este corect definitd daca si numai daca

2x(x+D)(x+y+1) b(x+y) 1
Ax)-A(y)=A(x+y) = 2x(x+ ) +abxy +2y(y+1) =2(x+ y)(x+ y+1) = abxy =4xy = ab=4.
Rezulta, A(x)- A(y)= A(y)- A(x) = A(x+ y) ( comutativitatea),
A(x)- (A( y)- A(z)) = (A(x) -A( y)) -A(z)= A(x+ y+z) (asociativitatea),
A(0) este elementul neutru, 4’ (x) = A(—x) este elementul simetrizabil.
. Determinati toate functiile polinomiale cu coeficienti rationali, de grad minim, si toate functiile

(A/2011+3/2011%) =2011+3/2011
t .

Neculai Stanciu, Buzau

polinomiale cu coeficienti intregi astfel inca
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Rezolvare :
Pasul 1. Notim x, =3/2011.Vom arita ci dacd a, B,y € O, ai. ax; + fBr,+y =0, atunci

a ==y =0 .Presupunem o # 0 .Deoarece x, este solutia ecuatiei ax” + Bx+y =0, rezulti

)

+

— B+
xo:’Bz;a,undeA:ﬂ2—4a}/ZO.Seobservécé\/ZéQ,pentrucéxoeEQ.Dinxozﬁ2
a —2a

, X, =3/2011, se obtine —2011-8-a’ = S’ +3,8Ai\/z -(3% + A).Atunci, trebuie
ca3fB” +A=0.Deci, f=A=0 siobtinem o =0, contradictie! Asadar, & = 0 si mai departe

dinox; + fx,+y =0, rezultd S =y =0.0

1 X7 - 1 -X+2011-1004
2010 2010 1005
care verifica ipoteza. Fie f € Q[X ], astfel incat f(x, +x;) = x, +2011.

Pasul 2.Vom arataca f(X) =

este unicul polinom de grad minim

Daca gradf =1 atunci f(X)=aX + 3, o, € Q siavem
a(x, +x3)+ B =x,+2011 < ax; +(ax—1)x, + S —2011=0.Din Pasul 1, rezultdi @ =0 si @ =1,
imposibil! Daci gradf =2, atunci f(X)=aX’ + BX +y,apoidin f(x,+x;)=x,+2011 si Pasul
1, rezulta sistemul: ¢ + f = 0,201l + f —1= 10,4022 + y —2011= 0, cu solutia unica

1 1004 .

1
a=—,f=———,y=2011-—1 .
20107 = " 2010" 1005

Pasul 3.Vom arata ca nu exista polinoame cu coeficienti intregi care verifica relatia data.

Presupunem ca erZ[X], f(X)zZaiXi,al. eZ,n>3 ai f(x,+x;)=x,+2011.

i=0
Avem (x, +x2 ] =2011-2012+3-2011(x, + x2) , de unde

2 n
F(xg+x3) =D a,(xy +x5) +(2011-2012+3-2011(x, +x5))>_a,(x, +x,)" Asadar polinomul

i=0 i=3
2 n

g(X)=>a, X" +(2011-2012+3-2011- X)) a, X" satisface

i=0 i=3
g(x, +x7)=f(x,+x0)=x,+2011si g(X) e Z[X] Avem gradg = gradf —2 .Aplicim in
continuare procedeul pentru polinomul g si ajungem fin final la polinomul /%, de grad cel mult 2, cu
coeficienti intregi cu A(x, +x, ) = x, +2011.Din pasul 2, rezultd

1

h(X)y=——X" —L-X+2011- 1004
2010 2010 1005

, care are coeficienti rationali, contradictie!

:1204, Fie f: [a;b] — R, 0{a{b o functie bijectivi, continua astfel incit f(a)=>b, f(b)=a si
b b
I f(x)dx=0. Si se arate ca _[ f'(x)dx=0. Florin Rotaru, Focsani
S(b)

b
Rezolvare: Conform formulei Young j F(x)dx + j £ (x)dx =bf (b)—af (a) =ba—ab=0=>
a f(a)
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j).f(x)dx +-a[ [ (x)dx=0= .[if(x)dx —j. [ (x)dx=0= —j f'(x)dx=0 :>ji £ (x)dx =0.

COSX+Xx-sinx V4
:1205. Sa se calculeze integrala: I dx, x e (O;EJ, k#1.

(x+kcosx)(x+cosx
Gheorghe Ghita, Buzau
Rezolvare:
Deoarece (1-sinx)-(x+kcosx)—(x+cosx)(1—ksinx)=(k—1)(cosx+xsinx)

Avem, J- cOoS X + xsin x _ kl 1J~(1—smx)(x+kcosx)—(x+cosx)(l—ksmx)dx=

(x+kcosx)(x+cosx) (x+kcosx)(x+cosx)

1 J-(l—smx) J-(l ksmx)
T k=19 (x+cosx) . k-1 (x+kcosx)

=Lln(x+cosx)——ln(x+kcosx)— ! In Xreosx +C
k-1 k-1 k—1 x+kcosx

L:1206. Daci f :[a,b]—> R este derivabili, atunci demonstrati ci 3o € (a,b) astfel incat:
b

+b

[rGdx = f'((a-a)b-a)) sau o = “T

Mihaly Bencze, Brasov si Neculai Stanciu, Buzau

b
Rezolvare: Consideram g(x)=(x—a)(b - x)_[ fde—f ((x —a)b- x)) , care este continud si derivabila
cu g(a) = g(b). Cu teorema lui Rolle J& € (a,b) astfel incat astfel incat: g'(a) =0;
b
g'a)=(a+b- 20{)(] f(®)det - f'((a —a)(b- a))j =

=S j f(xX)dx = f'(a—a)(b-a)) sau a = arb

2
m Se deﬁneste integrala avand limita superioara infinita prin egalitatea:
X arctgx

o) )

J.f (x)dx = hmJ.f (x)dx . Sa se calculeze integrala: I

Vasile Mircea Popa, Sibiu
i X arctg x T x arcctg x
‘i(xm)(xz_m) ) )™

Rezolvare: Notam:

Avem: T+7= I arctgx + arcctg X)dx _ EI X
0 (x +1)(x —X+1) 20(x2+1)(xz—x+1)
Pentru calculul integralei definite de mai sus vom folosi o primitiva a functiei de integrat si formula
Leibniz-Newton adaptata situatiei din problema noastra (limita superioara din integrala definita tinde la
infinit).
Pentru calculul familiei de primitive vom descompune fractia ce reprezintd functia de integrat in
fractii simple.

dx

X 1 1
=— +

(X2+1)(X2—X+1) x*+1 x*—-x+1
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(x2 +1)(§2 —x+1)’

Relatia pentru familia de primitive ale functiei f(x) = X € [O, 00) este:

j( X dx:—arctgx+iarctg£+C:F(x)+C

x2+1)(x2—x+1) \/§ \/g

unde C este o constantd arbitrard. Am folosit tabelul primitivelor imediate. Relatia se poate evident verifica
prin derivare. Cititorul este invitat sd efectueze aceste calcule simple.

5 _T X _ i _
Rezulta I+J= 5 _([ (x2 +l)(x2 _X+1)dx 5 (ll_r}oloF(X) F(O))

2
Dar limF(x)=—g+%; F(O)=—% rezulti: I+J=%(8\/§—9) 1)

In integrala J facem schimbarea de variabila x = T si obtinem:

1 1
—arcctg — »
Jef L] gy @
w(‘[z+1j[‘[2_t+ljt 0(1+t )(1—t+t )

2
Din relatiile (1) si (2) rezulta I = 7;—2 (8\/§ - 9). Problema este astfel rezolvata.

Regele si tinarul
Un tinar este prins pe proprietatea regelui. El este adus inaintea regelui pentru a fi
pedepsit. Regele spune: ,,Trebuie sa-mi spui o propozitie. Daca este adevarata, vei fi ucis de lei.
Daca este falsa, vei fi ucis fiind cilcat in picioare de bivoli salbatici. Daca nu pot si-mi dau
seama daca spui adevirul sau nu, va trebui sa te las sa pleci”. Tanarul s-a gandit putin iar ceea
ce i-a spus regelui la facut pe acesta sa-l elibereze. Care a fost propozitia tanarului?

www. goldsite.ro

Raspuns la pagina 54.
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»Doar pentru ca nu putem gasi o solutie,
nu inseamna ca nu exista.”

Andrew Wiles

(1953 -)

EN Probleme propuse

= Clasa a V-a

G:1382. Cate numere de doui cifre ab verifica relatia ab=a-b+a+b?
Alexie Elena , Jianu Lonetta, Craiova
a) Aratati ca numarul 10404 este patrat perfect;

b) Descompuneti in factori primi numarul 10403. Ionel Tudor- Cilugareni, Giurgiu
G:1383. Aratati ca numerele

a, =10201,a, =102030201,a, =1020304030201,...,a, =102030405060708090807060504030201

sunt patrate perfecte . eleva Panduru Madilina , Balcesti , Vélcea

G:1384|. Sa se arate ca suma S=1+3+5+...+2025 este un patrat perfect.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madéalina Buliga, Bucuresti

G:1385. Sa se arate cd nu existd cifrele x,y,z astfel incat x-yz=xyz . Geanina Bicica, Craiova
G:1386. Determinati numerele abed cu proprietatea ab- (02 +d 2) =2025. Adrian Stan, Buzau

G:1387. Numerele naturale x, y, z sunt direct proportionale cu numerele prime p, q, r. Stiind ca
p<q<r,p+q+r=10, x+y+z=100, calculati suma ultimelor 2026 de cifre ale numarului

T =x" +y* +2°%. elev Gobej Stefan, Curtea de Arges

G:1388. Demonstrati ca existd cel putin un multiplu de 37 care contine numai cifre de 2 si de 3 si

are numai aceste cifre. Gobej Cristina-Dumitra, Curtea de Arges
G:1389. Determinati numarul natural abc pentru care ¢ = accbc . Nicolae Ivischescu, Canada
o .~ 5 1 1 1 1
G:1390.. a) Determinati n € N* astfel incat numarul a = 5 + 3 + - + — sa fie natural;
n
o . g I 1 1 1
b) Determinati m € N* astfel incat numarul b = 5 +—+—+ —sa fie natural;
m

Cristina Calina — Doina, Craiova
G:1391|. Sa se arate cd suma elementelor multimii M = {a_b‘ a’+a+b= cE} este un cub perfect.
Gheorghe Ghita, Buzau

= Clasa a VI-a

G:1392 Fie Aun numar natural cu 2025 cifre care este divizibil cu 9 . Fie B suma cifrelor acestui
numar . Fie C suma cifrelor lui B . Gasiti suma cifrelor lui C.
elev Ganea Andrei , Caraula , Dolj
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G:1393|. Intr-o tard sunt 66 orase cu aeroport propriu. O companie aeriand are in programul siu
2025 de rute (tur-retur). Demonstrati ca, utilizdnd rutele companiei aeriene, din orice oras se poate

ajunge in oricare altul. elev Gobej Stefan, Curtea de Arges

G:1394. Demonstrati cad numarul 1111...1 se divide cu 37. Adrian Stan, Buziu
de 2025 ori

G:1395. Aratati ca intre doud puteri consecutive de numere naturale ale lui 17 existd cel mult trei

puteri consecutive de numere naturale ale lui 3.
Nalbaru Ramona , Stincele Dumitru Gabriel, Craiova

G:1396. Si se rezolve in Zx7Z  ecuatia x°+ py+p=xy+(2p+1)x unde p este un numir prim
dat. Gheorghe Ghita, Buzau
G:1397. Sa se gaseasca cel mai mic numar de doud cifre, prin care se simplifica fractia:

12025 4 92025 | 32005 4 42025 | 52025 | 2025 | (2025

= 1127 112297 413297 {14277 4152927 162077 4192027 ° Tonel Tudor- Calugareni, Giurgiu
G:1398. Comparati numerele m = L 1+l +l+....+L+L s
2025 2 3 2024 2025
1 11 1 1 . <
n=——-|l+—4+-—+. . +—+—1|. Nicolae Ivaschescu, Canada
2024 23 2023 2024

G:1399. Sa se arate ca fractia nt7] este ireductibild pentru orice numar natural n.
(2n+3)(3n+4)

Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madéalina Buliga, Bucuresti
G:1400. Demonstrati ca daca numerele naturale a,b,c,d,e,f,g sunt direct proportionale, cu numerele

38,18, 12,10, 3,2,45atunci a’ +b* +c* +d* +e* + P =g”. Nicolae Ivischescu, Canada

= Clasa a VII-a

. Sa se determine n € Z astfel incat numarul 4= |n—1| +|n—2| +|n—3| +|n—4| +|n—5| sa fie
patrat perfect. eleva Ana Alesia Truica, Craiova

G:1401]. Si se arate ca numirul n = 4% +2025* poate fi scris ca suma a patru patrate perfecte.
Ionel Tudor- Cilugareni, Giurgiu
. Demonstrati cd existd numerele naturale a, b, ¢ pentru care a” +b> =c” +2025.
Nicolae Ivaschescu, Canada

. Determinati numarul natural n, pentru care:
\/5 \/7 Nn+5 24+ \/5

+ +.t =
1+V6 447 147 +8 1+Vn+5+Jn+6 2
elev Gobej Stefan, Curtea de Arges

G:1404,. Un elev s-a gandit la 10 numere intregi (nu neapdarat diferite) si a calculat toate sumele
posibile formate din cate 9 dintre aceste numere, obtinand astfel rezultatele: 92, 93, 94, ..., 100.

(Sumele care se repeta le-a scris o singurd data.) La ce numere s-a gandit elevul?
Gobej Cristina-Dumitra, Curtea de Arges

G:1405. Se considera numarul a(n)=+/9"+4-3"+m, m,neN. Dacd a(0), a(l) e N atunci, sa se
arate ca a(n) e N. Adrian Stan, Buzau
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G:1406. Aratati ca 1n orice triunghi ABCunde BC =a, AC =b, AB = c este adevaratd inegalitatea

ab(a + b) +bc (b + c) +ac (a + c) >a’+b’ +c +2abc. Roxana Vasile, Botea Sorin, Alimpesti
) b b3 3 3

G:1407. Daci a,b,c ) 0 atunci 3 -(ﬁ +2 +fj 2l Gheorghe Ghiti, Buziu
b ¢ a) a b c

G:1408. Aratati cd 1n orice triunghi ABC unde BC=a, AC=b, AB=c e adevdiratd inegalitatea:

ab(a+b)+bc(b+c)+ca(c+a) ) a’ +b’ +c’ +2abc. Roxana Vasile, Gigi Zaharia, Craiova

G:1409. Fie triunghiul A ABC echilateral. Pe dreapta BC se considera punctul M astfel incat C se
afla intre B si M si m(<ICAM ) =15". Daci AB = BC =CA = a determinati CM si AM in functie de

Razvan Lupu, Craiova
G 1410. Trapezul ABCD cu bazele AB si CD, este isoscel si are diagonalele perpendiculare. Stiind

ca Indltimea trapezului are 10 cm, sa se calculeze aria trapezului.
Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Madéalina Buliga, Bucuresti

G:1411. Fie ABCD un trapez isoscel 1inscris in cercul C cu BC| AD (BC ( AD).

Perpendiculara BB’ pe AD intersecteazi cercul C in punctul E. Aritati cd DE ( BC + AE .
Marius Sgaiba, Craiova
G:1412, In triunghiul ABC oarecare se considerd punctul D pe latura [AC] astfel incat

[AD]E[DC] si punctul Ee[BD] astfel Incat [BE]E[ED] si punctul [ e(BC) astfel Incat
DI'|| AE . Construiti cu ajutorul unei rigle negradate pe prelungirea lui [AE ], dincolo de E un
[46]

segment [EG] , astfel incat [EG] Nicolae Iviaschescu, Canada

G:1413. 1In cercul C (O;R) , punctele A,B,C sunt conciclice, C apartinand arcului mic AB. Daca

AB=R si AC=2Rcos75° atunci aflati misura unghiului BAC. Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

= Clasa a VIII-a

G:1414,. Gasiti valoarea de adevar a propozitiei:

P: \/ 1+2023- \/ 1+2024- \/ 14+2025-1+2026-2026 =2024 . Nicolae Ivaschescu, Canada

G:1415. Sa se determine numerele prime p,q,r care verifica egalitatea pgr =23(p+q+7r).
Florin Rotaru, Focsani

x+3
Ionel Tudor- Calugareni, Giurgiu
1 1
G:1417,. Se considera expresia algebrica E(x) = MR ((x+1), xeR\{-2-1}.
x+1 x+2 x*+3x+2
Aflati x e Zastfel incat E(x) e Z. Ion Stanescu, Smeeni, Buzau

3
. . x+1
G:1416|. Sa se rezolve In multimea numerelor reale ecuatia (—j =x-2.

a3

7 7 3 3 4 4
. +
G:1418. Fie a,b,x,)0 . Si se arate ci —+2->2 T -(X—er?J . Gheorghe Ghiti, Buziu
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. Demonstrati cd valoarea expresiei

E(n)= \/n+\/6+\/n+\/f+\/n+\/§+...+\/n+\/n2 -1 +\lin+x/rF
n—\/6+\/n—«/f+\/n—\/§+...+\/n— n’ -1 +\/n—\/r7

J J

numarul ne N". elev Gobej Stefan, Curtea de Arges
G:1420!. In paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D!, litimea si iniltimea sunt direct

proportionale cu 4, respectiv 3. Aflati sinusul unghiului dintre planele (ABCD) si (A' B’ CD) .

este constanta, oricare ar fi

Ion Stanescu, Smeeni, Buzau
G:1421.  Pe planul patratului ABCD se ridici perpendiculara [EC] astfel incét

EO:4(«/§ +1)cm,unde O este centrul patratului. Daca masura unghiului planelor (ABC) si

(EDB)este de 75", determinati distanta de la E la planul (EDB) si distanta de la C la planul
(MBD), unde M este mijlocul lui [ EC]. Nicolae Ivischescu, Canada

G:1422. In cubul ABCDEFGH se noteazi cu O centrul fetei BCGF. Se stie ci segmentul HO are

lungimea egald cu 2 J6 cm. Si se afle volumul cubului si masura unghiului dintre dreptele HO si
EB. Dumitru Preoteasa, Giurgiu, Mad:lina Buliga, Bucuresti

G:1423. Se dd o piramida patrulaterd regulatd SABCD. Daca latura bazei, Indltimea piramidei si

apotema piramidei au lungimile trei numere naturale consecutive, sd se calculeze sinusul unghiului
format de doua fete laterale opuse. Gobej Cristina-Dumitra, Curtea de Arges

G:1424|. a) Demonstrati inegalitatile: (i): (x*+1)(y*+1)2 %((H y)+1), Vx,y=0;
Gi): (1 +1)(v’ +1) 2 @+v)’, Yu,v20;

b) Intr-un tetraedru ABCD notam prin F aria totald, cu F, aria fetei care se opune varfului A si

analoagele F,, F., F),. Aratafi ca (FA2 +1)-(FB2 +1)-(FC2 +1)-(FD2 +1) Z%-FZ.

D.M.Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti, Ionel Tudor-Calugéreni, Giurgiu

= Clasa a IX-a

L:1208. Se considera multimea nevidd A < R cu proprietatile:
a)leA; b)xeA=xeA ; ¢) x’—4x+4e€A=xecA.Demonstrati cd numarul
2024 ++/2025 este element al multimii A. elev Gobej Stefan, Curtea de Arges

:1209. Aratati ca pentru orice numadr natural nenul n existd un numadr natural A, avand n cifre,
toate impare, care se divide cu 5". elev Gobej Stefan, Curtea de Arges
n+2'

2i+1
intreaga a numarului real a. Gobej Adrian, Curtea de Arges

:1211,. Fie neN’, n>2 si numerele reale strict pozitive a,,a,,..,a, cu proprietatea

a,+a,+..+a,=2025n. S3 se determine numerele reale Xx,, X,, ..., X

k
L:1210. Fie n, ke N" astfel incat 2*"' > n. Calculati S=Z{ }, unde [a] reprezintd partea
i=0

n

_, care verificd ecuatia

n

\/al —X, +\/a2 -X, +...+\/am1 —-X, Jr\/a1 +X,+X,+...+X,, =45n.

Gobej Cristina-Dumitra, Curtea de Arges
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L:1212, Daca (a,),.;,(b,),»-(c,),s sunt progresii aritmetice de numere intregi, atunci demonstrati
b +2a,,b +2a,b c

n+2cn+2 n+l n+lcn+1 n“n-n"*

Florin Rotaru, Focsani

2 3 3 4 3 3
. A(2x) +y > (2x) + o (2x)y +y7 L2
L:1213|. Daca x,ye(O,oo) §1( x) Y ( x) Y aratati ca( x) Y .
Cezar Ozunu , Daneti , Dolj Felicia Ozun ,Craiova
) e L. .11 1 1 1
L:1214,. Fie n = N. Aratati ca: Aratati ca 2 + pry + et pr— + Py + — 1.
Folosind eventual acest rezultat, aratati ca daca x;, x5, ..., x,, > 0 si

x; + X, + ..+ Xx, = 1, atunci:

ca 5 divide 2a,.,b,.,c,., +2a,b, ;c,., —3a

n+3 n+2

X1 X2 Xn—2 Xn—1 Xn 1
= =
20,41 22,41 ot M2, ,+1 + 32m 3, 41 + 3-2n 2., 41 ~ 2
In ce caz avem egalitate? Lucian Tutescu, Craiova
) oL oAx —1 x,—1 X x —1 n
L:1215, Fie x,,x,,...,x, €[1,0),n>3. Aratati ca J ' +\/ o+ \/ ol \/
X +x, Xx,+x X, +x, X, +x 4
In ce caz avem egalitate? Moanti Cristian, Tutescu Lucian, Craiova
: s [ 2x+1] | 22x41 ] | 2%x+1 2"x+1
11216, Aflati ne N astfel incat ecuatia + + et =2025
2 2 2 2
sa aiba solutii in [O;l) . Adrian Stan, Buzau

:1217|. Sa se rezolve ecuatia (2x2 —1013)2 —4x—-2026 =0, folosind doar ecuatii de grad doi.

Ionel Tudor-Cilugireni, Giurgiu

L:1218.. In triunghiul ABC, si se arate ci max(la—bl|,|b—c|,|c —al) < ,/6(R — 2r) .
Gheorghe Ghita, Buzau

L:1219. Sa s arate ¢ E(x,m)=9m’x" —3m(2x* —x)+x’ —x+1)0, VxeR, VmeR.
Scrieti E(x,m) ca suma a doud patrate perfecte si determinati minimul expresiei E(x,m) .
Ionel Tudor-Calugireni, Giurgiu

2
:1220. Daca a,b,c,d >0 atunci sa se arate ca Z%Si(l+l+l+lj .
3a’+bcd 16\a b ¢ d

Marin Chirciu, Pitesti

L:1221. Fie M un punct in planul triunghiului A 4BC iar N, P, Q simetriile punctului M 1n raport

cu mijloacele laturilor AB, BC, respectiv AC. Aratati ca MG =2MG unde G si G1 sunt centrele de
greutate ale triunghiurilor A ABC respectiv A NPQ . Dorina Goiceanu, Camelia Dana, Craiova

:1222). Fie triunghiul A ABC isoscel ( AB=BC) cu m(<A4BC)=36" si D e(BC)astfel incat AD
este bisectoarea unghiului «<BAC. Daca AD = 27 , calculati lungimile laturilor triunghiului ABC.

Alina Ciucai, Ionut Ivianescu, Craiova

L:1223|. Se considera triunghiul ABC ascutitunghic si fie D, E punctele de intersectie ale cercului de

diametru [AB] cu laturile [AC], respectiv [BC]. Notam cu M intersectia dreptelor CO si DE, unde

O este mijlocul segmentului [AB].

a) Sa se demonstreze relatia BC + AC CM =CB+CA.
CE CD

b) Sa se arate cd M este centrul de greutate al triunghiului ABC daca si numai daca
AC?* +BC? =3APB’.
Gobej Cristina-Dumitra, Curtea de Arges
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:1224, In triunghiul ABC consideram punctul M e (BC). Si se arate ca:

min(4B, AC)< AM

Emil C. Popa, Sibiu
cosS—
2

= Clasa a X-a

L.:1225 Aratati ca:

Xx+y+1 X+y+2 x+y+2025

> 2025
Jxy +J(x+1)(y+1) \/_y+«/x+2 y+2 \/_y+\/X+2025)(y+2025)

elev Gobej Stefan, Curtea de Arges

1
|
11226 Fie n e N. Aflati partea Intreagd a numarului 4, = T 1 (njil)' T

—+—+—+..
o!r 11 2! n!
Sorina Tudor, Craiova, Daniela Beldea, Bailesti,
L:1227. Fie n € N". Aratati ca:

n(n+1)(n+2) n+2\z .

a) 1-2+2-3+...+n(n+1)= j . In ce caz avem egalitate?

b) n!S(n+1)n21-(

Moanta Cristian, Tutescu Lucian, Craiova
m Daca a,b,c = 1 si k = 0 sa se demonstreze inegalitatea:

& a+k12 b+ 18 b+k-1g° c +4[lg? c+k-1g> b >k +1-1gabe Gheorghe Ghiti, Buziu

IL:1229 Rezolvati ecuatia xlogz(&j 1407 =1,
Gobej Adrian, Curtea de Arges
. Fie x =1+iv3, y =1-i\3 si z=2. Demonstrati ca pentru orice numar prim p, p >3 are
loc egalitatea x” +y® =2z". Gobej Adrian, Curtea de Arges
. Numerele complexe zy, Zy, ..., Z,, sunt astfel incat
|z —a|l <r,(M)k=1,nsir € (0,a).
Demonstrati ¢d |z, + zo + ..+ z, | - |Z—11 + i Foe o

Zn

(1 — a—z) n?.

Moanta Cristian, Craiova

. 2(x% +2
:1232|. Si se rezolve ecuatia 38+ x +3/8—x = 2x +2) : Adrian Stan, Buziu

Xt +1

L.:1233. Ardtati ca:

r . o
a) cos6=cos{27}; b) cos9=—cos{37}; c) ctgl> {E}, unde {a} reprezinti partea fractionari a
numadrului real a. Moanta Cristian, Tutescu Lucian, Craiova

o /4
L.:1234. Determinati numerele naturale nenule n, pentru care 7g . =2-n.
n

Ionel Tudor- Calugareni, Giurgiu
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:1235.  Fie un triunghi cu varful in O (orig. axelor),iar celelalte in punctele de tangenta ale
laturilor ce pleacd din O cu parabola f(x)=x? — x + 1,x din R. Calculati aria triunghiului si aritati

ca unghiul O e ascutit. Petre Paunescu, Rosiori de Vede
L:1236. Rezolvati in (0;00)ecuatiile {/41+29x =x+1 si Y401+298x —/41+29x =x, stiind ca
sunt echivalente. Tonel Tudor- Cilugareni, Giurgiu

L.:1237. Sa se demonstreze ca in orice triunghi ABC exista egalitatea:
2,°2,°2_p-a _p-b p-c
h h, h, h,yr, hr,  hr,

a

Florin Rotaru, Focsani

= Clasa a XI-a

L:1238. a)Fie X,YeM, ((C) matrice inversabile (n € N, n>2) astfel incat X' —Y este matrice
inversabila;
b) Fie X,Y € M, (C)matrice inversabile, n €N, n>2 astfel incat IO(+(YX)71 =/,. Aratati ca

X —Y ' este matrice inversabili. eleve Carina Viespescu, Bucuresti, Bianca Negret, Craiova

L:1239. Fie A, Be./ (R) cu proprietatea AB=BA . Demonstrati ca

det (2A2 +2B>-3AB-A-B+1, ) >0. elev Gobej Stefan, Curtea de Arges
L:1240. Studiati dacd existd matrice A, Be.4,;(R), astfel incat A>+B’* = AB si
det(AB — BA) > 0. Justificati raspunsul. Gobej Adrian, Curtea de Arges

:1241|. Fie a,beR cu b<0. Aritati ci ecuatia x° +3ax” +3bx +ab = 0 are toate ridicinile reale .
Dana Camelia, Vlad Carmen , Craiova
C o . a’ —a, +1
11242, Fie sirul (a,) s, definit prin @, =25si a,,, = ——"——,n21.
n
a,+4a, +..+n’a, .

a) Sa se calculeze lim a, ; b) Sa se calculeze lim
> noo 142440

. al +2a; +...+na

c¢) Sa se calculeze lim
e g +a, +..+a,

:1243.  Se considerd un sir de numere rationale strict pozitive (xn )n>l in care fiecare termen

incepand cu al doilea se obtine din produsul vecinilor sdi din care se scade o unitate!
Dacd x, =2025, calculati x,,,. elev Gobej Stefan, Curtea de Arges

Florin Rotaru, Focsani

L:1244. Fie (an) _, un sir convergent de numere reale pozitive. Calculati limz e
nz n—o k=1 n + a

Gobej Adrian, Curtea de Arges
. 1 . . o . A
11245 Fie H, = Z% s (an )n> . un sir de numere reale strict pozitive astfel incat
k=1 -

Hn

.a 3 . e
lim—L =g) 0 . Sa se calculeze lim :
n—»0 an n—x0 n’an

D.M.Bitinetu-Giurgiu, Bucuresti, Ionel Tudor-Calugareni, Giurgiu



Sclipirea Mintii 36 - PROBLEME PROPUSE- @

L:1246. Aratati ca e ) 2+3Inx, Vx) 2. student Alin — Ionut Constantinescu, Craiova

2
L:1247. Fie f:R—>[-3;2], f(x)= x2+—mx+1 . Si se determine numirul real m astfel incat f
x

-x+1
sa fie bijectiva. Adrian Stan, Buzau

. N | 1 1 . <
Daca k,a,b,c ) 0 astfel incat — +—+— >3 sa se arate ca
ab bc ca

a b c
(i + 1) . (i + 1] . (i + lj > (k + I)MM . Gheorghe Ghita, Buzau

bc ca ab

= Clasa a XII-a

L:1248. Fie (G,-) un grup cu 2025 elemente. Ardtati ca functia f/:G —> G,

f(x)=x", Vx e G este injectiva. Loredana Surcel, Otopeni
L.:1249. Determinati functiile derivabile f:IR — R cu proprietatea
(x+2)- f(X)+(x+D)- f'(x)=x, Vx)—1. elevi Horia Musat, Vlad Oriviceanu, Craiova

b
L.:1250\ Daca f:[a,b] > R, 0<a<b este continud astfel Incat Jf(x)dx: 0, atunci

b
demonstrati ca exista ¢ € (a,b) astfel Incat I f(x)dx = f(c). Florin Rotaru, Focsani
L:1251. Rezolvati ecuatia: x° +x* —4x’ —3x” +3x+1=0. TIonel Tudor-Cilugireni, Giurgiu

2
.. d
L:1252. Calculati integrala / :J‘ 7 X; .
l(x +1)(x +x+1)
2
Simona Vladimirescu, Ileana Stanciu, Craiova

sinx-cosx
L.:1253. Sase calculeze: [ = I —————dx, xR Radu Diaconu Sibiu
V8 +sindx

n+l 4n 2n
1 2 x—
;1254 Pentru n e N* sa se calculeze I{x T DX+ n]{(n+ )X n}dx , unde

" +(m+D)x> +n (n+Dx+n
[a],{a} reprezinta partea intreaga , respectiv partea fractionara a unui numar real a.
Gheorghe Ghita, Buzau
L.:1255. Se defineste integrala avand limita superioara infinitd prin egalitatea:

) b

. . < t
If (x)dx = %]m I f(x)dx. Sa se calculeze integrala: j%x . Vasile Mircea Popa, Sibiu
a o o(x"—x+1

»dper ca vazand entuziasmul de a rezolva aceastia problema i va face pe matematicieni
sa realizeze ca acolo sunt o multime si 0 multime de alte probleme de matematica care vor fi
la fel de provocatoare in viitor."

Andrew Wiles.
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»Doubt is the origin of wisdom. ”

René Descartes
(1596 — 1650)

E QUICKIES

A Quickie should have an unexpected, succinct solution. Submitted quickies should not be under
consideration for publication elsewhere. We invite readers to submit solutions-quickies and new
proposals-quickies, accompanied by solutions mailed electronically (ideally MS Word 2003 or PDF
file) to stanciuneculai@yahoo.com. All communications should include the reader’s name, full
address, and an e-mail address. Submited solutions should arrive before February 01, 2026,

PROPOSALS - QUICKIES
QUICKIES

~TITU ZVONARU ~

(27.11.1953 — 11.04.2025)

Q116. Proposed by TITU ZVONARU.

2 2 2
4x"+y +z )+ 27x N 27y N 27z 513
Xy +yz+zx Ix+y+z x+T7y+z x+y+7z

Prove that if x,y,z >0 then

Q117. Proposed by TITU ZVONARU.

Let ABC be a triangle with 4D the hight from A4, and E respectively F' the midlle of the sides
AC, respectively AB. For any point P from the plane of triangle ABC , let Yand Z be its symmetric

from the points E , respectively F.If P’ is the midlle at DPand M = BY () CZ , then prove that the line
MP' passes through a fixed point.

Q118. Proposed by TITU ZVONARU.

Let a,b,c >0 suchthat a+b+c=1. Prove that:
abc(1+3a) N abc(1+3b) N abc(1+3c¢) N a’>+b’ +c’ +6abc
b+c c+a a+b 2

<L
2
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Q119. Proposed by TITU ZVONARU.
Solve for xe(0,90°): _Smx —+ \/5 ~=1.
2sin(x+60") 4sin40

SOLUTIONS - QUICKIES

Q112. Proposed by D.M. Batinetu-Giurgiu, Bucharest, Romania.

n—

Compute lim &/t [
n+l

Wnl 1

Solution by author. It is well-hnown that lim
n—»0 n e

n+lf ! . _1
If we denote u, = (n+1) ( nlj,then limun=1,hmu” =1 and
n-+ .

n n! n—o0 n—>0 u
o (n+l)![ n J n+l 1 n+1 1
Iim z” = lim —lm——==—-e=1.
n—soo n—»o n! n+1 n+l/(n+1)! e n—o n+1[(n_|_1)! e
Hence,

n—0

2
n+l _|_1! [ 1/
P (R e 1 N 1 Tl D "= lmi=o0.
n+1 n n—o p Inu, e

Solution by Marin Chirciu and Octavian Stroe, Pitesti, Romania.

n ' 1
Using hm("tl/ n +1 «/_ ) — (Traian Lalescu) and lim \/n_ =—, we have:

n—w n e

i 22 o) "mJlﬁl‘l]O'

n+1 e\e e

Also solved by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.

Q113. Proposed by Mihaly Bencze, Brasov, Romania.

If x,y >0 then prove the following inequalities:

2 2
(1+£j (sz > 1+2x+y 1+2y+x >16.
y X 3x%y xy?

Solution by author. We prove the right inequality with AM-GM inequality, i.e. we have

2x+y>3-3x*y, 2y+x>3-3xp° .
So, [ 1+ 20X 114225 X 1S (143)143) = 16.
3 x2y 3/xy2
After some algebraic manipulations the left inequality is equivalent with:

(WW{MJ+(WW)2M >0, which is true
U’y Yx?y?
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because the expressions Yt - 3\/? and Vx* —3\/? , respectively Uxt —3\/? and ¥/x? — 3\/? has

the same sign. We have equality if and only if x=y.
Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

2 2
Lemmal. Ifx, y > 0then (l+zj (14.1) > 1+2x+y 1+2y+x .
Y by 3/x2y 3,y2x
Proof. (H j ( X (Hzi/: ]£1+2\/7+3_J
y x \! \/
<:>(l+t ) [1+l3j (l+2t+ j[H +1 j
£ t
1 t+%:u22
[z +— +2j ( j+t +— +2(t+tj+6 =

G —3u+2) 2(u’ =3u)+u’ =2+ 2u+6 <> u’ —6u' +2u° +8u’ —8u 20 <

< u(u-2)(u +20’ —2u° —2u+4)>0,

1
true fromu =¢+->2andu® + 20’ —2u* —2u+4>0,u>2.
t

2 2
Lemma2. Ifx, y > 0then [1+ x+y}[l+ y+x}216.

Proof.

AM -GM
lJr2x+y 1+2y+x _ 1+x+x+y lJry+y+x > (1+3)(1+3)=16.
3'x2y 3’y2x 3’xxy 3,yyx
We move on to solving the main problem.

Using the 2 Lemmas we obtain the conclusion.
Equality occurs if and only if x = y.

Solution by Angel Plaza, University of Las Palmas de Gran Canaria, Spain.
By changing variables x - x? and y — y?, the inequalities become

2 2
x3 3 2x3 +y3 x3 + 2y3
1+— 1+;V_ = 1+7y 1+7y > 16.

y3 x3 x2y xyz
The left-hand side inequality is equivalent to
(x—y)2%(x+ y)z(st:2 1 yz)(x"’ +xty+2x3y3 + x2y* + y") 3

v =0
while the right-hand side inequality is equivalent to
2x° + x°y + 2x*y? + +22x3y3 + 2x%y* + xy® + 2y°
x3y3

and the problem is done.

=0

Q114. Proposed by Florin Rotaru, Focsani, Romania. I[f 4BCis a triangle with usual notations,
then prove the following equality:

r 7 r bc ca ab
-4 4 b 4+ < +1= + + .
h a b hc h a ra hb rb hc rc
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Solution by author. If we use the well-known equalities

Tu gl e g 2R=r 2R ();and PC  ca | ab 2R (9
h, h, h, r r h,r, hyr, hr r

then we obatin the desired equality.
Solution by Marin Chirciu, Pitesti, Romania

Lemmal. InAABC:ZV—” 2Ry .
h, r
S
v p—a 1 a 1 2(2R-r) 2R-r
Proof. ) —*= =— == = .
roo Zha z g QZp—a 2 7 7
a
~ bc bc  abc _\_A4Rmp 2R
LemmaZ.InAABC.zhara—ZZS' S _2S22(p a)_2 2,2 p= P
a p-a
S
7 p—a 1 a 1 2(2R-r) 2R-r
Proof. ) —*= == == = .
roo zha z g 2zp—a 2 7 7
a

We move on to solving the main problem.
Using the 2 Lemmas we obtain the conclusion.
Q115. Proposed by Marin Chirciu, Pitesti, Romania.

sin B+sinC < R

a’ T1ert

1
Prove that in any A4ABC is true the inequality e < Z
r

Solution by author. Lemma. In AABC
sinB+sinC  p°+p* (37 —14Rr)+ p’r* (16R* —4Rr +3r° ) +r* (4R +7) (2R +7)

20

a 64R*r p’
b Lc
sin B+sinC 2R 2R 1 wb+c
Proof = _ _
roof, Y INEASNE 5 2R 2R L3Pt
p*+p* (3 —14Rr)+ p*r* (16R* —4Rr +3r” )+ (4R+r) (2R +r)
- 64R*r p* '

Above we used
b+c p6 +p4 (3r2 —14Rr)+p2r2 (16R2 —4Rr+3r2)+r3 (4R +r)2 (2R+r)
z 3 32R3r3p2

a
By lemma: RHS
sinB+sinc p°+p (3r2 —14Rr)+p2r2 (16R2 —4Rr+3r2)+r3 (4R +r)2 (2R +r)

2 -

a 64R*r p°

1 7"3 4R+r ? 2R +7) |Gerretsen
:m pz(p2+3}"2—14Rr)+r2(16R2_4Rr+3r2)+ ( p)z( ) :
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3 2
(4R +4Rr+3) (4R ~10Rr+ 6% )41 (16R* —4Rr +3r% )+ (4R +7) (21;“) =
r(R+r)

R+r

Gerretsen 1

64R*

(4R +4Rr+3r (4R 10Rr+ 67 )+ 17 (16R> ~4Rr +3* ) +1* (R+7)(2R +1) | =

Gerretsen l

64R*

4R

4 3 2.2 3 2 Euler —
_16R" —24R r+14R4 ’; TRr+22r < L = R —. The equality occurs iff triangle is equilateral.
64R"r 64R"r" 161

LHS.
sinB+sinc p°+p (3r2 —14Rr)+pzr2 (16R2 —4Rr+3r2)+r3 (4R +r)2 (2R +r)

z a3 64R4r3p2 -

1
© 64RYF

2

p

3 2 erretsen
{pz (0 +3 ~14Rr) 7 (168 ~ 4Ry +3,7) R (ZR”)}G >

Gerretsen 1

S P (4R+7) (2R+r)
r

(16Rr =5r7)(16Rr —5¢7 +3r” —14Rr)+r* (16R* —4Rr +317 ) + R(aRr) =

i 2(2R-r) |

2r(2R—r)(2R+r)}
R

2
r

T 64R'
B 48R* —38R*r +13Rr* =21° E">’e’ 32R? 1
64R’r "~ 64R°r 2R*r

[(16R—5r)(2R—2r)+(16R2 —4Rr+3r" )+

. The equality occurs iff triangle is equilateral.

» A intelege un lucru ca un caz particular al unei legi mai generale - ceea ce
inseamna ca intelegi un principiu fundamental sau o structura — inseamna sa fi
invatat nu numai continutul corect al unui lucru, dar, de asemenea, un model
pentru intelegerea altor fenomene pe care le poti intalni mai tarziu”.

Jerome S. Bruner
(1915 -2016)
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- CALEIDOSCOP MATEMATIC- @

»Coboara suficient de adanc in orice si vei gasi matematica.”

Ia Caleidoscop matematic

Segmentul si punctul

Candva, un punct si-un segment
Discutau, evident,

Despre intietate.

-Inainte de toate,

Recunoaste cd eu am lungime,
Obiecte ca tine am o multime;
Nu esti nict lung si nict lat,

Cu o bulind banala esti comparat,
Esti un varf de creion sau de ac,
Vru segmentul sd-i vina de hac.
-Sarmane segment,

Eu nu sunt asa elocvent:

Fara mine n-ai exista,

Dupa cum vei vedea.

Unii zic ca-s vedeta,

Dean Schlicter

Dumitru Preoteasa, Giurgiu

Sunt prezent si intr-o multime discreta.

In lumea noastra arida
Pot crea si-o multime nevida.

Suni uneori aderent sau de acumulare,

Se-nfierbanta punctul mai tare.
De-o asa tirada, satul,

Segmentul deveni brusc un segment nul.

[ar punctul replica marunt:
-Hai sa punem discutiei... punct.

Raspuns:

Regele si tanirul
,,Voi muri calcat 1n picioare de bivolii salbatici”. Acest lucru l-a uimit pe rege, deoarece daca este
adevarat, el va fi ucis de lei, ceea ce ar face ca afirmatia sa nu fie adevarata. Daca este o minciuna, el
ar fi ucis de bivoli silbatici, ceea ce ar face din asta un adevar. Intrucat regele nu avea nicio solutie,

a trebuit sa-1 lase pe tanar sa plece.
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» Sa citesti carti bune este ca si cum ai purta
o conversatie cu cei mai de seama oameni ai secolelor trecute”
René Descartes (1596 — 1650)

Posta redactiei

Dragi cititori, elevi si profesori, a aparut numirul 36 al revistei de matematici ,, SCLIPIREA

MINTII”, o revista care promoveaza studiul matematicii in randul elevilor nostri, si care, speram noi, va
aduna tot mai multi elevi si profesori Impreund, pentru a face din obiectul matematicii o activitate atractiva
si performanta.

Profesorii si elevii care doresc si trimitd materiale pentru revistd, constdnd in articole, exercitii si

probleme cu enunt si rezolvare completi, materiale pentru ,,caleidoscop matematic”, sau orice alte sugestii
pentru a imbunatatii calitatea acestei reviste, o pot face trimitdnd materialele membrilor colectivului de
redactie sau pe adresa de e mail: ady_stan2005@yahoo.com, fie materiale tehnoredactate, de preferat
scrise cu programul mathtype (salvate in Word 2003-2007). Materialele primite trebuie sa fie originale si
sa nu mai fi fost trimise sau si mai fie trimise si citre alte reviste. Dreptul de autor al materialelor trimise

spre publicare, apartine redactiei.

(Data finala pana cand profesorii pot trimite materialele, rezolvarile si comenzile pentru numirul 37 al
revistei ,, SCLIPIREA MINTII” va fi 01 MARTIE 2026. Va uram succes si va asteptam.

Flevi rezolvitori

Liceul Economic ,, Maria Teiuleanu” Pitesti, Arges.:

Clasa a XI-a: Maria- Amina Tanasi; Prof. Daniel Vacaru.

Liceul Teoretic ,,Alexandru Marghiloman”, Buzau

Clasa a X-a: Toma Ariana, Avram Alexandru, Turcu Alexandru, Bratosin Andrei, Marcu Gabriela, Serban
Mario, Grozav Vladut; Clasa a XI-a: Tudor Octavian, Petcu Petru, Dragu Florin, Zaman George, Gavrila
Rézvan, Lungu George; Petre Ana Maria, Gheorghe Magdalena;

Clasa a XlI-a: Zaharia Darius Andrei, Cazacu Rares Stefan, Radu Catélina, Isacila Ema, Prof. Stan
Adrian

Colegiul National ..Fratii Buzesti”, Craiova

Clasa a XII-a: Musat Horia, Negret Bianca, Cirstea Stefan, Cernaianu Alex, Colan Mara, Oroviceanu Vlad,
Prof. Moanti Cristian.

Scoala Gimnaziala Mircea Eliade, Craiova:

Clasa a VII-a: Afrem Sara, Dragan Raul, Pascu Stefan, Geana Rebeca, Prisnel Sara. Prof. Grigorie Dan
Lucian.

Scoala Preuniversitara de Miasura Smeeni, Buziu

Clasa a VI-a: Nicula Andrei, Pavel Bogdan, Pipoi Antonia; Clasa a VII-a: Dobre Andrei, Stan Maria;

Clasa a VIII-a: Neagu Delia, Manolache Andreea, Dragnea Ionut; Prof. Ion Stinescu.
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Apariyn earzorial@

Marin Chirciu

INEGALITATI
ALGEBRICE

De la initiere
la performanta

CEEMPER

Inca o lucrare de exceptie a domnului profesor Marin Chirciu, aparuti la editura
Comper, lucrarea ,,Inegalititi algebrice” — de la initiere la performanta se inscrie in traditia
preocuparilor sale fata de studiul inegalitatilor.

Cartea de 300 de pagini este un izvor de probleme originale publicate de autor in
revistele de specialitate nationale si internationale, un auxiliar didactic foarte util pentru
cadrele didactice cat si pentru elevii de la clasele a VII-a pana la a XII-a, intrucét trateaza
sistematic cele mai importante inegalititi din algebra de la nivel elementar pana la nivelul
pentru performanta ridicata.

Urmarind o aplicare riguroasd a unor inegalititi celebre, cartea contine 440 de
probleme cu inegalitatea mediilor, cu inegalitétile lui Cauchy- Schwarz, Holder, Minkowski,
Cebisev, Schur, Jensen, etc sau cu metodele SOS, pqr sau cu ajutorul unor substitutii
trigonometrice, devenind astfel un ghid necesat pentru elevii olimpici si nu numai.

Prin continutul sau amplu cu foarte multe probleme rezolvate complet, cu un echilibru
intre teorie si aplicarea ei, cartea se adreaseaza asadar tuturor elevilor care doresc o pregatire
pentru aprofundare si participare la concursuri si olimpiade. Pentru informatii suplimentare,
va puteti adresa domnului prof. Marin Chirciu: e mail: marin.chirciu@yahoo.com

Redactia
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