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7. Prof. Avram Bianca Veronica , Blaj, Alba 

 

ABCD-patrat 

AB=a 

Cercul de centru O este inscris in patrat 

M-pct mobil pe cerc 

C: S=    

Dem: 

OM=raza cercului= =  

AO=BO=CO=DO= =  

Folosim teorema cosinusului 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 

= 

= 
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=cosMOCcos180

 

 

 (nu depinde pe pozitia lui M) 
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7. O problemă de geometrie în spațiu cu mai multe metode de 

rezolvare 

 

Se dă cubul ABCDEFGH de muchie a , se ia punctul V DF  astfel încât  F DV  şi se 

notează FV x . 

Notăm cu :  A  volumul corpului obţinut din intersecţia cubului cu piramida VACH; 

                     B  volumul piramidei  VACH; 

                     C  volumul cubului minus A; 

                     R  volumul piramidei VACH  minus  A. 

Să se determine x  ştiind că , ,A B C  este o progresie aritmetică  cu raţia R.  

 

Prof. Constantin Telteu,  

COLEGIUL NATIONAL DE ARTE „REGINA MARIA”, Constanţa 

Soluţie autor: 

ACH  este echilateral şi  DF ACH ( Piramida DACH  este regulată şi FACH  este tetraedru 

regulat). Rezultă că piramida VACH  este regulată. 

VO (O este centrul feţei ABCD) şi BF sunt coplanare, ambele fiind incluse în planul (VDB), deci 

 M VO BF  . Analog celelalte apoteme ale piramidei VACH  intersectează muchiile EF, 

respectiv FG ale cubului.  

Sunt necesare câteva calcule: 

2
2 2 6 3 3

2; ; ;
4 2 2 2

a a a a
BD a HO a IF IV x       ,  unde I este mijlocul diagonalei 

cubului. 

Avem 

3

2( . . .)
2 3 2

a
x

OI VI a ax
VIO VFM T F A FM

FM VF FM x a x



        


 

 3
.

3 2 3 2

a a xax
MB a

a x a x
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3
2 3

3
3 2 3 71

3 3
2 3 63 2 6 3 2

cub MABC RACH

a a x a a xa a
A V V V a

a x a x

 
         

 
. 

 2
2 3 2 3 32 3 2 3 1

4 3 3 18
VACH

a a xa a
B V x

 
      

 
. 

 
 

 
 

3 3

3
2 3 7 4 3 5

.
6 3 2 6 3 2

a a x a a x
C a

a x a x

 
  

 
 

   
   

2 3
2 23 2 3 3 2 3 7 3

18 6 3 2 3 3 2

a a x a a x a x
R

a x a x

 
  

 
. 

Condiţia ca A,B,C să fie în progresie aritmetică este: 

 2 3 2 3 3

9

a a x


 
 

 
 

3 32 3 7 4 3 5

6 3 2 6 3 2

a a x a a x

a x a x

 


 
, de unde după aducerea la acelaşi numitor 

şi reducerea termenilor asemenea: 
2 22 3 3 0x ax a    cu soluţia convenabilă 

3

3

a
x  - 

Pentru această valoare a lui x  obţinem: 

3 3 3 313 17
; ; ;

30 2 30 15

a a a a
A B C R   

. 

 

 
 

 

Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 
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Alte soluţii: 

 

1. Elev Vasile Cristi Alexandru, Colegiul Naţional de Informatică „Tudor Vianu” 

Bucureşti 
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. 

 

 

 

 

 

 
Q.E.D. 

 

 

 

2. Profesor Biro Istvan 

 

Dacă A,B,C este o progresie aritmetică cu raţia R 

atunci avem: 

2

CA
BBCABR


 , dar AaC  3 , adică 

2

3a
B  .  (*) 

În dreptunghiul BDHF  fie ACBDM }{  

(mijlocul lui BD) şi HMDFN }{ , unde 

.,3,2 aHDaDFaBD   Observăm că 

2)())(())((  tgDFBtgHMDtg , deci  
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patrulaterul BFNM este inscriptibil, de unde rezultă că DFHM  , adică VN este înălţimea 

piramidei VACH. 

Pe de altă parte 
33

2
.

2

2

3

2
)sin(

aa
DN

DM

DN

DF

BD
  şi având în vedere (*) 

rezultă că 
3

)
3

3(
2

3

3

.

2

2

3
x

a
a

a

VNAa
B ACH



 , de unde 
3

a
x  . 

 

3. Prof. Gheorghe ROTARIU 

 

Figura 1. 

 

Intersectând cubul ABCDEFGH  cu piramida VACH  se obţine piramida patrulateră HACTS  

(baza fiind suprafaţa trapezoidală ACTS ). Pentru a afla volumul acestei piramide patrulatere, 

vom scădea din volumul cubului volumele a 4 poliedre (3 piramide triunghiulare: ,HADC  

,CGTH  AESH  şi trunchiul de piramidă ABCSFT  - vârfurile B  şi F  nu sunt vizibile în Figura 1 

din cauza piramidei VACH ). 

Vom nota, pentru comoditatea scrierii, lungimea segmentului FT ( FS ) cu: 

 , 0 ,FT y y a  . 

T 
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Se presupun cunoscute formulele pentru volumul cubului, ale piramidei şi ale trunchiului 

de piramidă. 

Începem prin a calcula .A  

 ABCDEFGH HADC CGTH AESH ABCSFT
A      V V V V V

 

 3 2 22
3 3 3

ABC SFT ABC SFT

AD DC HG GT
HD CG

BF
A a

  
  

          
 
 
 

A A A A

 23 2 2
3 2

6 6 3 2 2 2

a a ya a a y ay
A a

   
            

  

 

 

 

   

23 2 2
3

23 3 2 2
3

3 2 2 2 3 2 2

2
6 6 3 2 2 2

6 3 6 6 6

4 2 4 2

6 6

a a ya a a y ay
A a

a a ya a ay a y
A a

a a a y ay a y a a a y ay
A A

   
           

  

 
        
 
 

      
    

 

 
3 2 22

1
6

a a y ay
A

 
   

Calculăm pe .B  

Se verifică uşor că dreapta VD  este perpendiculară pe planul triunghiului .HAC  Mai mult 

dacă     ,T VD HAC   se demonstrează relativ simplu că 
1 3

.
3 3

a
DT DF   Ca atare, 

înălţimea în piramida ,VACH  corespunzătoare bazei ,HAC  şi anume ,VT  are lungimea: 

3 3 3

3 3

a x a
VT VF FT x


      

Baza HAC  este un triunghi echilateral de latură 2 .HA a  Aria suprafeţei triunghiulare 

HAC  este egală cu: 

 
2

22 3 3
.

4 2
HAC

a a
 A  
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Cu acestea, 

 

2

3 2

2 3 3 3

2 33 2
2

3 6

a x a

a a x
B





   

 

Calculăm pe .C   

 
3 2 2 3 2 2

3 2 4
3

6 6

a a y ay a a y ay
C a C

   
     

Din definiţia lui ,R  avem: 

 4R B A   

Din faptul că , ,A B C  este o progresie aritmetică de raţie ,R  rezultă că: 

        3 24 1 , 2 , 3

3 2 2 3 2 2

3 2 3

3
3 2 3

2

2 3

2 6

2 4

2 36 6

2 6 2

3
2 3 3

33

a a xA C
B A C B R B A B

a a y ay a a y ay

a a x a

a a
a a x a x x

a

  
           

 

   



   

      

 

În concluzie, soluţia este: 
3

3

a
x   

Observaţii:  

 În enunţul problemei, R  putea să nu apară. Nu intervine în rezolvarea ei. 

 Condiţia ca R  să fie raţia progresiei aritmetice , ,A B C  este superfluă, din definiţia lui .R  

Ea se impunea doar dacă R  avea o expresie diferită de B A  şi de .C B  
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4. Prof.Olah Csaba 

Rezolvare: Fie 1 MABCV V , 
1 22 M AEH M CGHV V V   , 

3

3
6

HACD

a
V V  ,  unde 

1 2, ,MABC M AEH M CGH  si HACD  sunt “colturile” cubului (piramide), care sunt taiate de 

fetele laterale ale piramidei VACH , astfel incat: 

   M VAC FB   ,   1M VHA EF  ,    2M VHC FG  . 

 

Fie HO inaltimea triunghiului echilateral ACH ,  FD HO G  , 1O  mijlocul lui DF . 

Observam, ca 1OO HD   triunghiurile 1GOO  si GHD sunt asemenea, deci 

1 1

1

2

2 2 2

1

2

3

2 2

2 6

2 2

O G O OOG

GH GD HD

DF a
DO

a a
HO HD DO a




  




  



         
  

1 1

1 3

3 6

1 6

3 6

a
GO DO

a
GO HO

 

 

 . 

2 2
2 2

2 2 2

1 1

3 6 9

6 6 36 4

a a a a
GO GO OO

   
           

   
unghiul 1OGO  este drept  

FG HO din motive de simetrie FG  este perpendicular pe planul  ACH , adica VG  este 

inaltimea piramidei VACH , iar 1 1

2 3

3

a
VG GO O F FV x     . 

 

Sa determinam volumele , ,A B C si R . 

     
3 3

3

1 2 3 1 2 1 2

5
2 2 2

6 6
ABCDEFGH

a a
A V V V V a V V V V           , 

 
2

2
3

3 2

2 3 2 3 3
4 3 32

3 3 3 3 6

ACH
VAHC

a a ax a x
S VG a a

B V x

  
   

        , 
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3 3

3

1 2 1 2

5
2 2

6 6
ABCDEFGH

a a
C V A a V V V V         , 

   
3 2 3 2 3

1 2 1 2

3 5 3
2 2

3 6 6 6 2
VACH

a a a a a
R V A x V V x V V           . 

Daca , ,A B C  sunt in progresie aritmetica, cu ratia R  C B R    

   
1 2

3 3 2 2 3 2  se reduce

1 2 1 2

3 3
2 2

6 3 6 6 2

V Va a a a a
V V x x V V



           

2 3 3 3 2 32 3 3

6 2 6 3 3 3

a a a a a a
x x      

3

33

a a
x   . 

In concluzie   
3

3

a
x  . 

 

Bibliografie : Problema săptămânii 1.08.2011- 7.08.2011 – www.mateinfo.ro  

 

 

8. Problema lunii IANUARIE 2016 

 

Se dă sfera de diametru AB și M un unct variabil pe sferă , diferit de A și B.Dacă N 

și P sunt punctele în care AM și MB, respectiv, intersectează planele tangente la 

sferă în B și A, să se arate că produsul AP BN  nu depinde de poziția punctului M. 

 

 

                              Problemă propusă spre rezolvare de Andrei Octavian Dobre 

 

Așteptăm soluțile problemei până la date de 31.01.2016 pe adresa de e-mail 
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