REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO

ISSN 2065-6432 - IANUARIE 2016

www.mateinfo.ro

REVISTA LUNARA

DIN FEBRUARIE 2009
revista@mateinfo.ro

[ﬂx)] _ ) g(0)—f(x)-g'(x) (f(x)) _ fF(x)-g(x)—f(x)-g'(x)
2(x) 22(x) 2(x)) 2%(x)
f

— \“»”f'(x)  lim f(x+ Ax) —f(x)
x—0 Ax

tgo.—tg
ga-p)=——">—
It ot ogg—cosp=—20in % Byin B

COORDONATOR: ANDREI OCTAVIAN DOBRE

REDACTORI PRINCIPALI SI SUSTINATOR PERMANENTI AI REVISTEI
NECULAI STANCIU, ROXANA MIHAELA STANCIU SI NELA CICEU

1. Metode de rezolvare a unei probleme de minim ...pag. 2
George-Florin Serban
2. Citeva aplicatii ale sirurilor recurente la integrale ...pag. 4
Stoica Alina Codruta
3. Inegalitatea lui Karamata...pag.9
Sebastian Petrisor Ilinca
4. Solutii pentru unele probleme din revista Mathematical Reflections...pag.12
Nela Ciceu si Roxana Mihaela Stanciu
5. Problema biliardului ...pag.17
Andrei Octavian Dobre
6. Problema lunii DECEMBRIE 2015 - Metode interesante de rezolvare ...pag.20
Constantin Telteu, George Florin Serban, Nela Ciceu, Roxana Mihaela Stanciu,
Radu Laura, Olah Csaba, Bianca Veronica Avram
7. O problema de geometrie in spatiu cu mai multe solutii ...pag.30
Constantin Telteu, Cristi Alexandru Vasile, Biro Istvan, Gheorghe Rotariu, Oldh Csaba
8. CONCURS - Problema lunii IANUARIE 2016 ... pag.38

Propusa spre rezolvare de Andrei Octavian Dobre


http://www.mateinfo.ro/
mailto:revista@mateinfo.ro

REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IANUARIE 2016 www.mateinfo.ro

1. Metode de rezolvare a unei probleme de minim

Prof. George-Florin Serban ,
Liceul Pedagogic “D.P.Perpessicius” , Braila

Voi prezenta trei metode de rezolvare pentru problema :

E:14791 .Fie ABCD un trapez dreptunghic cu m(xA) =m(«£D)=90° si P un punct variabil

pe [AD] . Aratati ca suma PB+PC este minima daca si numai daca ﬁ:é—B . G.M.B Nr
2\ 2015 , lon Voicu, Radulesti, lalomita
A B
“
P
E D C

Metoda 1 ( geometrica) . Fie punctul E simetricul punctului C fata de punctul D .

In triunghiul APCE , [PD] mediatoare deci PC=PE . Rezulta PB+PC =PB+PE >BE .
Minimul lui PB+PC se atinge cand punctele B,P,E coliniare. Deci AABP ~ APDE

AP AB AB

DP DE CD

Metoda 2 (algebrica). Folosesc inegalitatea lui Minkowski

Ja? +b? ++/c? +d2 2\/(a+c)2+(b+d)2 , egalitatea are loc daca a-d =b-c .
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Notam AB=b ,CD=B , AD=h si AP=x. In triunghiul ABAP , dreptunghic, aplic teorema
lui Pitagora, BP =+AB?+AP? =+/x2+b? . In triunghiul APDC , dreptunghic , aplic

teorema lui Pitagora, PC =+/PD?+DC2 = \/(h ~x)2+B? .

PB+PC =x? +b? +/(h—x)> + B? > /(x+h—x)2 + (b+ B)? =/h? + (b+ B)? constant.

Minimul se atinge daca L:B £:E ( am folosit inegalitatea lui Minkowski
h-x B DP CD

).

Metoda 3 (analiza matematica ). Notez AP=x ,variabil. Fie functia f:[0,h] >R, ,

f(X) = PB+PC =+/x2 +b? +4/(h—x)? + B . Calculez derivata functiei f ,

Fl(x) = ——2_ — h—x . Aflam punctele critice rezolvand ecuatia f!(x)=0 ,
V2 +b?  \J(h—x)?+B?
X h—x - . .. . .
= , ridicam la patrat in ambii membri si obtinem
¢ +b?  \J(h—x)?+B?
X2 (h=x)2+x%-B2=x%-(h=x)2 +b%-(h—-x)? , x*-B%=b%-(h—-x)? ,

Xx-B>0 , b-(h—x)>0 , x-B=b-(h—x) adica 20 =28 Optinem x, =21 .
DP CD B+b
Functia feste continua pe [0,h] , f'(O)z_—h<0 : f'(h):L>0 . Atunci
h? + B2 h? +b?
punctul  P(x,, f(X,)) este punct de minim .
X 0 Xo h

O++++++++++++++ +

flx) |-
) | NN\ NN N ) S S S S AT

+b

f(X)=PB+PC> f(x,) :J(%)Z +b? +\/(h—§;h)2+ B2 =h’>+(b+B)? .

Bibliografie: Gazeta Matematica Nr 3\ 2015.



REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IANUARIE 2016 www.mateinfo.ro

2. Cateva aplicatii ale sirurilor recurente la integrale

Prof. Stoica Alina Codruta
Colegiul National "'1.C.Bratianu " Hateg, judetul Hunedoara

1. Pentru n e Nse definesc functiile f,:R—>R , f (Xx)= )"(.x

Fie | =
e? "

f. (x)dx

C)‘—-——,“%‘ha

a) Sa se calculeze | .

b) Sa se verifice relatia f_,;(X) =% f.(2x),vxeR, VneN

c)Sasearatecd |, =%In,VneN

d) Determinati termenul general al sirului S, =1, +1, +1, +...+ 1, i calculati limita sa.

1 1 1
a)loZJ.LXdXzJ‘xe’de:—xe’xl+J'efxdxz_l_e—x1:1_3
o€ 0 0 0 e 0 e
1 1 2x
) 2 “( ) Zeznﬂx n+l( )
1 1

2n+1

2n+1
¢) L= [fra()dx= [xe™ dx.
0 0

Facind schimbarea de wvariabila t=2x rezulta dt=2dx si te[O,Zin] implica

1 1
2 2
jle‘z"‘-ldtzlj L gt=1i wnen
)27 2 T4l T
. | 1 . .
d)Din 1 _, :% |, ¥neN rezultd IM = VneN, deci (1,),., este o progresie geometrica cu

n

1 . . - . 1 .
ratia 7 si primul termen |; = Tinand cont de relafia de recurentd obtinem |, = 2 I.,VneN si

2 n-1 2 n-1
avem: S, = IO+1IO+(1j IO+...+(£J I, =1, 1+(1j+(1) ++(1) =
4 4 4 4 4 4
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1 n
:I(,—A':ﬂlO -1 ,deundelimsn:fl _4_2)
3 4

N> 3% 3

1_411 ¢
2. Se considerd functia f:[0->R, f(x)= #4)(-%5 si sirul (1) . definit
astfel I, = j f(x)dx I = Jl' X" f (x)dx,ne N"
a) Sa se calculezeolo, I 0
b) Sd se demonstreze caVneN , | ., +4l  +5l, = niﬂ

c)Sasearateca VneN, | <1,

d) Sa se demonstreze cd Vn e N au loc inegalitagile 101, < il <10l
n—+

1 1
<

10(n+1) " "~ 10(n-1)

IN

e) Sa se demonstreze cd Vn e N au loc inegalitatile

f) Sd se arate ci limnl, = f(1)
Solutie
1
1

a) x?+4x+5=(x+2)V +1decil =[—>"dx
) (x+2) ° '([(x+2)2+1

j(x + 21)2 +1 dx= j qoz(p(gi 1dx = arctge(x) = arctg(x + 2)

I, = arctg(x+2) = arctg3 - arctg2

I_j; __J~— __J-2X+4 4 =
X2 4 4x+5 X? +4x+5 X +4x+5
= de - J'—dx:lln(x2+4x+511—2lo=

X +4x+5 X“+4x+5 2 0
= %In 2 —2arctg3+ 2arctg2.

1 Xn+2 1 n+l 1 n

bl ., +4l ,+5l = X+ dX+5 ———dx=
o #4151, -([x2+4x+5 -([x2+4x+5 -([x2+4x+5

1

CEXT2 e ax™ Byt Ex"(x? +4x+5)
_I x> +4x+5 dx_j X2 +4x+5

n+1

1
dx:jx”dx:il,Vn eN’

0 n+

0 0
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1 n+1 1 n 1

X
c)l ,—1 =|——dx-
Joa=ls ;[x2+4x+5 -([x2+4x+5 ~! +4x+5
Deoarece Xx*+4x+5>0six">0vxe[0,1] rezultd x-1<0,

deci M<OVXG[O 1]adica
X +4x+5

1 n
jdeso deci 1., -1 <0 deunde I, <l VneN
o X°+4X+5
d) Tinand cont de ¢c) areloc |, <1 ,<I VneN
adica ,41,,,<4l_, 5l =5l
Adunand membru cu membru se obtine: 101, ,, <1 ., +4l , +5I <10I,.
Din b) rezulta ca 101, < S 101, VneN’
n+1
e) Din d) avem 10|nzi adica Inz# vneN
n+1 10(n+1)

jar din 101, < <L vne N pentru n>2are loc Ins;WeN*, nx2
n+1 10(n-1)

1 1 n

. n
deci ——<nl

<I, < < i fi iteriului ~ clestelui
10(n+1) . 10(n—1) 10(n+1) "= To(n-1) si conform criteriului clestelui
rezultd ca lim1, N f(2)
n—w 10
1 X n
3. Se considera sirul de integrale ( )>1 , definit prin I, = I mdx.
0

a) Sasecalculeze |, sil,

b) Sa se demonstreze ca sirul (I N )n ., este descrescator.
1

n+1

c) Sasearateca |, +1,,, =

d) Sase calculeze lim 41dx
n —oo —+
0

1
e) Sase calculeze lim ( 41de
n—o +
0

1 n n
X
f) Sa se demonstreze inegalitatea e < lim 2n + 4 I 7
n—oo 5 X +1
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Rezolvare:

sirul (I N )n ., este descrescator.

n+l 1

Jl- J-x(x +l)dx=x 1

1
c) I, +1 = :
Vot T = ! i x*+1 n+1, n+l

d) Deoarece x" > 0, ¥x e [01]s1x +1>1 vx € p1]=

n prin |ntegrare pe 0 1] 1 n 1
0< SX”,‘V’XE[Ol] j =
x*+1 > n+1
1 n
0 < Ilim —dx < lim = lim —dx =0.
n —oo n —oo n _|_ n — oo
e) Deoarece (I n)n21 este descrescator — | 2 ... - -
20, =21, +1,., 1
1 =1, 2 ()
Dar |, +1,,, = 2n + 2
n+1
2In 4 S In +In+4 l
Dinl_ > 1 = =1 < ,Vh e N *=
" T Dar 1, 41, = 2 T 20 42
n+1
1 *
=1, < ,Vn e N*,n > 5 ,(2)

" 2n — 6

n < < n

<nl, < ,Vne N*,n>5 prin trecere la limita
2n+2 2n—6

Din inegalitatile (1) si (2) =

1 n
obtinem Iim(nln):lz Iim(n-'[x—dx] = 1.

n—o 2 n—o 4 2

o X +1
g) Conform punctului precedent avem inegalitatile:
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1 <, < 1 ,Vn € N*n > 5>
2n + 2 2n — 6
2n+4 2n+4
1< <(2n+4)-1, < ,VneN*n>5_,
2n+2 2n—-6
n n prin trecere la limita
(”_”j g((zn+4).|n)ng(”+2] vnensnss
n+1 n-3
1Y 5 Y
lim/ 1+—— | <lim((2n+4)-1 )" <lim|/1+— | =
n%w( n+1j naw(( ) n) n%w( n_3)
5n
n+1 Ll n-3 In-3
. l n+. . n . 5 5
lim (1+—j <lim((2n+4)-1,) <lim (1+—) =
n—o n+1 n—w n—o n_3

1 n n
= e< Iim((2n+4)-j)(4x—1de <e’.
N—>o0! _|_
0
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3. Inegalitatea lui Karamata

Prof. Sebastian Petrisor Ilinca
Scoala Gimnazialad Pirscoveni

Spunem ca vectorul X=(X1,X2,...,Xn) majoreaza vectorul y=(y1,y2,..., yn) daca:
1. X\=2X,2..2X,, V,2Y,2...2Y,,
2. X +X, Aot X ZY +Y, Fot Y, K=1n-1,
3 X X+ X, =Y, Y, Y,

Teoremi(Karamata): Fie f :[a, b]—> R o functie convexa. Daci X = (X, X,,..., X, ) majoreazi

y =Yy, Yy Vo) » x: € [0, B),y; € [2,B],i,j € T,n, atunci

FOu)+ FOQ)+ F06) > F(y)+ F(y,)+. F(y,).

De exemplu: Functia f :(O, %) — R, f(x)=—cosx este convexi pe domeniul de definitie. Fie

triunghiul ascutitunghic ABC. Atunci, vectorul (%%o) majoreazi (A,B,C). Aplicand

. o . T T
teorema anterioara se obtine cos A+ cosB +cosC > cos(Ej + cos(;j +cos0=1

Aplicatii: 1) Fie n numar natural , n > 2. Determinati constanta ¢ astfel incat

4
inxj(xi2 +xj2)s C(inj ,pentru X,,X,,...,X, >0 numere reale.

I<i<j<n 1<i<n

Solutie: Prin normalizare se obtine Y XX; (xi2 + sz): D f(x), cu f(x)=x*-x", vxe {0, ﬂ
i=1

i< j<n
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Se constata ca functia este convexa. Deoarece inegalitatea este simetrica putem presupune fara a

restrange generalitatea X, >X, >...2 X, . Daca x 2% vectorul [%%00) majoreaza vectorul

(% X100 %y ).

Aplicand teorema Karamata avem :zn: f(x)< f(%)+ f(%)+ f(0)+..+ f(0)=

i
i=1

® |

Daca x, > % , scriind X, = % -C, Ce [0, %} obtinem vectorul (1— X, 0, ...,O) care majoreaza

(Xg0m %) si astfel 3 ()< FL-x)+ £(0)+..£(0)= F{1—x).

i=2

gf(xi)g f(x)+ Fx) =%, (0—x +(1_x1)2]=(%_cj2(£+2(;j:Z(L_CAJS%_

2 16

oo 1 1 1 1 1 1 . . .
2) Aratati ca + + <—+—+—, oricare ar fi a,b,c numere reale pozitive.
a+b b+c c+a 2a 2b 2

Solutie: Presupunem ca a>b > ¢, adica secventa (a, b, C) este descrescatoare. Atunci

(2a, 2b, 2C) majoreaza (a +b,b+c, c+ a) si aplicand inegalitatea lui Karamata functiei convexe

f(x)=§ pe (0, ) se obtine inegalitatea.

3)( Inegalitatea lui Schur): Fie a,b,c numere reale pozitive. Aratati ca

a’ +b®+c®+3abc>a’b+a’c+b*a+b’*c+c’a+c’h.
Solutie: Inegalitatea fiind simetrica, putem presupune fara a reduce generalitatea cd a>b>c .

Cu substitutia x=Ina, y=Inb, z=Inc inegalitatea devine

e3x + e3y + e3z + ex+y+z + ex+y+z + ex+y+z > e2x+y + e2><+z + e2y+x + e2y+z + e2y+>< + e22+y )

Functia f (X) =e" este convexd pe mulfimea numerelor reale, aplicim inegalitatea lui Karamta
secventelor

a=(3x,3y,32, X+ Y+ Z,X+ Y+ 2, X+ Y +2), b=(2X+y,2X+2,2y+2,22+X,22 +y). Din

10
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a>b>c rezultaca x>y>7z sievident 3x>x+y+2>3z.Daca x+y+z>3y (analog

Jy=x+y+z)obtinem 3X>X+Y+2>32,2X+Y =2y +Z222Y+ X222 +X=2Y+2>27+Y.

3 3 3
. . e a a
4) Fie a,,a,,..., 8, numere reale pozitive. Aratati ca Lo B NS a’+a, +..+a’.
a‘2 a3 ai
Solutie:Facem substitutia X, =Ina,, i =1,n.. Inegalitatea se rescrie:

e p ¥ e >e?t 1 e?e 4 4 e?  Consideram secventele

a = (3% — X,,3%, = Xg,..,3%, — X, ), b=(2x,,2X,,V...,2X, ) si aritam ci a majoreaz b .
Presupunem ca

X = Xt = Xinp = Xipag = ooe = 3Ky — X

ml m2+1 — ***

s 2y = 2%y 2.2 2%, miLkie {1,2,...,n}

3Xml ~ X 2 3Xkl ~ X1 2 2Xk1

(3Xm1 - Xm1+1)+ (3Xm2 - Xm2+1) 2 (3Xkl - Xk1+1)+ (3Xk2 - Xk2+1) 2 2Xk1 + 2Xk2

Analog verificam si celelalte conditii. In final aplicim inegalitatea lui Karamta functiei convexe
f:R—>R, f(x)=¢".

5) Dacd —1<a,b, c <1, a+b+c=—l ,aratatica a’ +b* +¢* < 33

Solutie:Fie f :[-1, 1] > R, f(x)=x".f strict convexa. Presupunem ci 1>a>b>c>-1si din

a+b+c= —% rezulta ca [1, - % , —1] majoreaza (a,b,c). Prin aplicarea inegalitatii lui

Karamta rezulta: a* +b* +¢* = f (a)+ f (b)+ f(c)< f(0)+ f(—%)+ (1)=2+ 53

Egalitatea are loccand a=1, b= —%, c=-1.

Bibliografie :

1. Radulescu V, T.Radulescu : Problems in Real Analysis: Advanced Calculus on the Real
Axis, Springer, New York, 2009

2.

Can, Vo Quoc Ba,. Pohoata C. : Old & New Inequalities (vol 2), Editura GIL, 2008
3.

Drimbe M. O. : Inegalitati idei si metode, Editura GIL, 2003

11
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4. Solutii pentru unele probleme din revista Mathematical
Reflections

Prof. Nela Ciceu si prof. Roxana Mihaela Stanciu

0331. Let ABC be a triangle, let mg, my, me be the lengths of its medians, and let pg be the
semiperimeter of its orthic triangle. Prove that

1 1 1 3v3
11,1 33
Mg My Me 2p0

Proposed by Mircea Lascu, Zalau, Romania

Solutie:

Folosim notatiile obisnuite in triunghi, iar F este aria triunghiului ABC.

Deoarece m, >./s(s—a) , aplicand inegalitatea mediilor obtinem:

ig 1 _1/(s—b)(s—c)<s—b+s—c:i
ma

Js(s—a) F - 2F 2F

Pe de alt[ parte, cum laturile triunghiului ortic sunt acosA, bcosB, ccosC, avem

acos A+bcosB+ccosC =

a’(b®>+c®—a’)+b*(c*+a*-b*)+c*(a® +b*-c?)

2abc
16F?2 3 2_F
8FR R
Ramaéane de demonstrat ca a +2t|):+ ¢ < 3\2/§R s a+b+c< 3\/§R care este cunoscuta (itemul

5.4 din Bottema).

12
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S332. Prove that in any triangle with side lengths a, b, ¢ and median lengths m,, my, m,,

4(mg +mp+m,) <82+ (b+¢)2 + /82 + (c+a)? + /82 + (a+ b)2.

Proposed by Titu Andreescu, University of Teras at Dallas, USA

Solutie:

Prin ridicare la patrat obtinem:
J2a*+2¢"—b* +/2a*+2b*—¢* < /8a*+ (b +¢)?
e 4a’ +b'+ ¢ +2./(2a + 20— ¢?) (2a® +2¢* - b?) < 8a’+b*+c* +2hc
= /(2a*+2b* —¢*) (20’ +2¢ - b°) < 2a’+be
= 4a' —2b* — 2¢* + 2a’b* + 2a’c* + 5b"c* < da' +4a’be+ b’
b+t —2b' ' —a’(b*+c'—2bc) 20
= ((b—c)(b+ct+a)(b+c—a)>0.
Scriind inca doua inegalitati similare, prin adunare, rezulta inegalitatea dorita.

J333. Consider an equiangular hexagon ABCDEF. Prove that
AC? + CE? + EA’ = BD? + DF? + FB2.

Proposed by Nairi Sedrakyan, Armenia

Solutie:

Notam a=AB, b=BC, ¢=CD, d=DE, e=EF, f=FA. Dreapta AF intersecteaza dreapta
BC in punctul F', iar dreapta AB intersecteaza dreapta FE in punctul B',

Deoarece unghiurile hexagonului sunt 120°, rezultd ca triunghiurile ABF’ si AFB'
sunt echilaterale. De asemenea, avem BC || EF. Inaltimea din A a triunghiului ABC

este ﬂ'-.z'ﬂ , iar inaltimea din A a triunghiului AFE este 1'2_3

Deducem ca a+f=c+d si analog b+c=e+f (1)
Calculam ariile triunghiurilor ACE si BDF:

B e e

13
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(bf +ab + ac) /3

sianalog [BDF]= i
Tinand cont de (1), rezultd ca [ACE]=[BDF]. (2)
Aplicand teorema cosinusului, obtinem:
AC’ + CE’ + EA’ = BD' + DF’ + FB’
<=> a'+b™+ab+c’+d +cd+e’+f +ef = b'+c’+he+d +e’+de+f +a'+af
<=> ab+de+ef = bc+de+af <=> [ABC|+[CDE]+[EFA] = [BCD]+[DEF]+[FAB]
<=> [ACE]=|BDF), care este exact relatia (2).

S335. Let ABC be a triangle. Let D be a point on the ray BA, which is not on the side AB, and let E
be a point on the side AC', which is different from A And C. Let X be the reflection of D with
respect to B and let Y be the reflection of £ with respect to C. Suppose ABC?+ DE? = XY2.
Prove that BE | C'D if and only if ZBAC = 90°.

Proposed by Tlker Can Cigek, Instanbul, Turkey

Solutie:

Notand x=BX, y=CY, avem DA=x-c, AT=b-x. Aplicand teoremna cosinusului,
obtinem
4BC*4+DE=XY’ <=> 4a"+(b-y) +2(b-y)(x-c)cosA = (x+c)*+(b+y)*-2(x+c)(b+y)
<=> (bx+Cy)cosA = by+cx-a’.
Fie M intersectia dintre DE si BC. Folosind teorema lui Menelaus deducem

DA MB EC _, MB_z(b-y) ,n_oslb-y) ,.._aylz=0)

DB MC' EA~""MC ylz-0) br—cy’ oy

Putem scrie
DM [BC o DB~ DG =MB'~MC' o P -~ 20 20t Y- Tm)

2c bz=cy
o Jaetazte'e -l _0'(=brtoy+2r-2my)
¢ bz—cy
& be(er +by-a') +bz(a’-b") +cyla’ c’) a'be=0

& be(ez +by —a”) + bz (c' - WecosA) +cy (b - YecosA) —a'be =
= (b +cy)cosd = cr+by —a’.

14
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Rezulta ca in conditia din enunt, DE este inaltime in triunghiul DBC. Acum
concluzia este evidenta: daca CA este inaltime, atunci E este ortocentrul
triunghiului DBC, deci si BE este inaltime. Acelasi rationament pentru reciproca.

J331. Determine all positive integers i such that

| 1 1
nl|{l+=-+...+—+—
2 n nl

is divisible by n.

Proposed by Alessandro Ventullo, Milan, Ttaly

Solutie:

Dupa aducerea la acelasi numitor, expresia din enunt se poate scrie

| | | |
L e i et b
2 3 n—1 n
In afara ultimilor doi termeni, toti ceilalti sunt divizibili cu n. Trebuie ca (n-1)!+1
sa fie divizibil cu n, ceea ce se intampla, conform teoremei lui Wilson, daca si numai
daca n este prim.

J335. Prove that for any a, b > —1,
max {(a + 3)(6* 4 3), (> + 3)(b+3)} = 2a+ b+ 2)%.

Proposed by Titu Andreescu, University of Teras at Dallas

Solutie:

Vom demonstra ca
(@’+3)(b+3)(a+3)(b*+3) >= 4(a+b+2)’. (1)

Avem (a’+3)(a+3) = a'+3a"+3a+9 = (a+1)’+8. Notand x=a+1, y=b+1 rezulta ca
X,y > 0, iar inegalitatea (1) se scrie

(C+8)(y'+8) >= A(x+y)’ <=> XY +4x’+4y’+64 >= 12Xy+12xy°  (2)

Aplicand inegalitatea mediilor obtinem

15
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3,8 3,8
x—zy—+4z"+32>3’.,"64z‘y’ =121%, 123/—+4ys +32> 122y,

Prin adunare rezulta exact inegalitatea (2). Avem egalitate daca si numai daca
x=y=2, adica a=b=1.

3

Varianta de demonstratie a inegalitatii (x’+8)(y'+8)>=4(x+y)
Cu inegalitatea lui Holder avem

(z*48)(8+4Y)(1+1) > (22 + )* = (z*+8) (4 +8) > 4(z+1)°.

16
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5. PROBLEMA BILIARDULUI ALTFEL ...
(SAU PROBLEMA RAZEI REFLECTATE)

Prof. Andrei Octavian Dobre

Colegiul National “Nichita Stanescu” Ploiesti

Tn acest articol as dori sa prezint o problema practici, unde putem folosi inegalitatile geometrice.

Si consideram doua bile asezate pe 0 masa de billiard, ca in figura urmatoare. In ce directie trebuie

lovita bila asezata in punctual A astfel incat dupa ciocnirea cu o latura a mesei sa loveasca bila agezata in
punctul B?

Stim de la fizica ca,in cazul unei ciocniri elastic, unghiurile (ascutite) facute de AM si BM cu

respective laturd sunt congruente. Astfel, am putea reformula problema noastra in limbaj
matematic in felul urmator:

1. Fie A4 i B doua puncte situate de aceeasi parte a unei drepte FG (ca in figura de mai jos). Sa se

determine pozitia unui punct M pe dreapta astfel incat unghiurile £ AMF si £ BMG sa fie
congruente.

17



REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IANUARIE 2016 www.mateinfo.ro

oB
A a,
o ;«-._?_.\" O
F M G

In locul acestei probleme, vom formula alta, echivalenta (dupa cum vom vedea) cu ea:

2. Fie A si B doua puncte situate de aceeasi parte a unei drepte XY. Sa se determine pozitia unui
punct M pe dreapta astfel incat suma AM+MB sa fie minima.

Solutie: Fie B’ simetricul punctului B fata de dreapta si M’ un punct arbitrar pe acesta. Din
simetrie, BM’= B’M’, prin urmare rezulta ca AM’+M ’B=AM’+M’B’. Ultima suma este minima
atunci cand punctele 4, M’ si B’ sunt coliniare, asadar punctul cautat este punctul M, intersectia
dintre dreapta si segmentul AB".

Exercitiu: Demonstrati ca, in acest caz, unghiurile facute de AM si BM cu dreapta respectiva
sunt congruente.

Daca dreapta ar reprezenta suprafata unei oglinzi, atunci o raza de lumina care pleaca din

punctul A in directia punctului M se va reflecta de oglinda si, respectand legile reflexiei, va
ajunge in punctul B. Astfel, intelegem de ce se spune ca “lumina merge pe drumul cel mai scurt”.

18
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Probleme propuse unde putem folosi ideile precedente:.

1. Fie ABCD un patrulater convex. Sa se arate ca daca exista punctele M, N, P, Q situate,
respective, in interiorul laturilor AB, BC, CD, DA astfel incat perimetrul patrulaterului MNPQ sa
fie minim, atunci ABCD este un patrulater inscriptibil.

A

C

P.6.4. Se considera un triunghi ascutitunghic ABC si M un punct situat in interiorul laturii BC . Sa se
determine pozitiile punctelor P si Q pe laturile AB si AC astfel incat perimetrul triunghiului MPQ sa fie
minim .

Bibliografie: Inegalitati elementare ... i mai putin elementare, Mircea Becheanu, Bogdan
Enescu , GIL 2002
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6. Metode intresante de rezolvare

“ Problema lunii decembrie 2015”

Fie patratul ABCD de latura ,,a”, cercul de centru O inscris in acest pdtrat si punctul M mobil
pe acest cerc. Sd se arate cd suma S=MA*+MB?+MC?*+MD? este constantd.

Propusa spre rezolvare de prof. Andrei Octavian Dobre

1. Prof. Constantin Telteu, C. N. A. ,,Regina Maria”, Constanta
I. Rezolvare analitica:
a=2r, unde r este raza cercului inscris in patrat.

Consideram un sistem ortogonal de axe ca in figura.

Ecuatia cercului: Xx*+y*=r? . Daci M este pe cerc si abscisa lui este X,, =« , atunci ordonata

este y, =Vr’—-a’® .

1y
B(—r;r) A(r;r)
0) \ T,
TN
M(a; Vr? —a)
P
C(—r;—r) D(r;—r)

20
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Cu formula distantei dintre doua puncte, avem:
MA? =(a—r)’ +(m—r)2
MD? :(a—r)2 +(m+ r)2
MC? =(a+r)° +(m+ r)2
MB? =(a + r)2 +(\/m—r)2

Adunam relatiile, dezvoltdm binoamele, reducem termenii asemenea si obtinem:

S = 4¢a? +8r? +4(r2 —az) —12r% =3a’ = constant .

Il. Rezolvare sinteticd cu teorema lui Pitagora generalizati(clasa a VIl-a):
Fie P este proiectia lui M pe BD (a se vedea figura de mai sus).

Cu teorema lui Pitagora generalizata in triunghiurile BOM, respectiv MOD, obtinem:
OM? =0B?+MB?-2-0OB-BP

OM? =0D? +MD?-2-0D-PD

Adunam cele doua relatii si obtinem:

2-OM? =2r2 + MB?—2-r/2-BP+2r2+ MD? —2-r+/2-DP i pentru ci BP + DP = BD
2r% = 4r® + MB? + MD? - 2r/2 - 2ry/2 = MB? + MD? = 612 .

Analog obtinem MA? + MC? =6r® si prin adunarea ultimelor doui egalititi obtinem:

S = MA? + MB? + MC? + MD? =12r? = 3a? = constant

I11. Rezolvare cu teorema medianei (clasa a VII-a):

Cu teorema medianei in triunghiurile MAC s1t MBD obtinem succesiv:

2 2\ _ 2 2 2\ _ 2
2(MA +|v|40) AC g Mozzz(MB +I\iI1D) BD’

MO? =

21
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2.S%2-2.AC?
4

a

Adunim egalititile si = 2-MO? = = S?=4-MO?+ AC? si inlocuind MO = 2

2

iar AC =BD =a+/2 , obtinem S? = 4-%+2a2 =3a? =constant .

2. Prof. George-Florin Serban , Liceul Pedagogic “D.P.Perpessicius” , Brdila

Metoda 1 : (Sintetic) Fie P,Q,R,S mijloacele laturilor [AB],[BC],[CD] respective [AD], r

este raza cercului, OP=0Q=0R=0S = % =r .In AMAC , aplic teorema medianei

2 2y _ A2 2 2
MO? = 2(MA +N‘|1C )-AC , MA? +MC? :M' In AMBD |, aplic teorema
medianei

2 2 2 2 2
mo? = 2AMB +MDT)=BD" ez \p2 - AMO"+BD” 1

4
S = MA? + MB? + MC? + MD?

_ 4MO? + AC? N 4MO’ + BD? _ 8MO? + 2BD?
2 2 2

S =4r?+BD? este constanta .

Metoda 2 : (Vectorial) WO:MA%MC , 2MO = MA+MC |, ridic la patrat si obtin ca

AMO" =MA +MC’ +2MA'MC , dar MC —MA = AC, ridic la patrat
AC =MA  +MC —2MA-MC si le adun siobtin 2(MA’ +MC’)=4MO’ +AC" ,

2 2 MR - MD .
MA? + MC? :M. Analog MO:M, 2MO = MB + MD, ridic la patrat si

obtin 4MO’ = MB’ +MD  +2MB-MD , dar MD —MB = BD,, ridic la patrat si obtin

BD =MB’ +MD —2MB-MD si le adun siobtin 2(MB +MD )=4MO +BD ,

4MO’ + BD®

2 2 2 2
MBZ+MD2:f’ S:MA2+MBZ+MC2+MD2:4MO + AC +4|V|O +BD

2 2

_ 8MO?+2AC?

S =4MO? + AC? =4r* + AC? este constanta .

22
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Metoda 3 : (Analitic) In reperul catezian xoy , A(0,a), B (a,a), C(a,0) si D(0,0)=0. Fie O'

centrul cercului inscris in patrat, O' mijlocul lui [PR] (ﬁ Q) R(%,O), P mijlocul Iui
242 Zso a a a
[AB] ,R mijlocul lui [cD] , O'(2—2,2 ), 0'(£,2). Ecuatia cercului C(O!,r=2)
2 2 22 2
este
(x—§)2+(y—g)2=a—2 C'x2+y2—ax—ay+a—2:0
2 2" 4 ' 4

S=MA? + MB* + MC* + MD? = x* +(y —a)’ + (x—a)* +(y—a)* + (x—a)* + y* +x* + y°

2
S =4x* +4y’ —4ax—4ay +4a® =4(x* + y* —ax—ay) +4a’ = 4 (—aZ)+4a2 =3a’ este
constanta.

Metoda 4 : (Afixe — numere complexe) Fie O(0), A(z,),B(z,),C(z;),D(z,), O mijlocul
lui [AC] si[BD] , z+2,=2,+2,=0, z,=-2,, z,=-1,, O(0), A(z)), B(z,),

Z,+Z ,+2,

C( 21) D( Zz) M(Z) r=0P |

7% |—§=|z| P mijlocul lui [AB], P(——%) ,
|z,+z,|=a, AO=0B, deci

|z, |H z, |:A—2C , S=MA* +MB*+MC*+MD* = z—z | +|z—2z, +|z+z, [ +|z+2, [

S=(2-2)(2-2)+(2-2,)(2-2,)+(2+2)(2+2)+(2+2,)(2+2,)
S=771-27-712,+2,2,+271~2,1-12,+2,2,+211+2,21+12,+2,2,+ 11 +1,1+12,+1,1,
S=4|z] +4|z,’'=4r*+(2|z|)> =4r* + AC* este constanta.

Metoda 5 : (Sintetic) Fie P,Q,R,S mijloacele laturilor [AB],[BC],[CD] respective [AD], r
2(MA? + MB?) — AB?

este raza cercului . In AMAC , aplic teorema medianei MP? = 2

, In

2(MC? + MB?) - CB?

AMBC , aplic teorema medianei MQ? = 2

, In AMDC , aplic teorema

medianei
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2 2y P2
MR? = 2(MC +'\1D )-CD , In AMDA , aplic teorema medianei
2 2y A2
MS? = 2(MA +|\1D )~ AD . Le adun si obtin
2 2 2 2y p a2
MPZ + MQ? + MR? 1 Ms? = 2MA+MB + MC"+ MD")—4a” _ \\n2 \ \iB2 , Mc? 4 MD? — a2

4
In AMSQ dreptunghic , aplic teorema lui Pitagora MS? + MQ* =SQ*=a’ ,

In AMPR dreptunghic , aplic teorema lui Pitagora MP? +MR* =PR? =a” . Le adun si
obtin

MS? + MQ? + MP? + MR? = 2a*.Deci S =MP*+MQ?*+MR?*+MS’* +a’ =2a’+a°=3a’ este
constanta .
2(MS? + MQ?) - SQ?

Sau alta metoda : In AMSQ , aplic teorema medianei MO?* = , rezulta

4
2 2
MS? + MQ? =M .In AMPR , aplic teorema medianei
vo? - 2MP? + MR?) - PR?
4 H
2 2
Rezulta MP? + MR? _ AMO” +PR™ . le adun si obtin
2
2 2 2 2 2 2
MP? + MQ? + MR? + Ms? = SM9 ”;R F5Q° _SMOT+Ha +a o2 iat—ariia? este
constanta .

3.Prof. Roxana Mihaela Stanciu si prof. Nela Ciceu

2
Vom demonstra cd MA? + MC? = 31 )

I. Solutie analitica: alegem un sistem de coordinate cu originea in centrul O al cercului

2
inscris in patrat, astfel incat —E,—E ,C E,E . Fie M(p,q)cu p>+q° -2 Avem:
2 2 2 2 4
2

2 2 2 2
2 2 _ a a _a _ay) 2 2 2_31
MA* + MC _(p+2j +(q+2j +(p Zj +(q 2) =2(p°+q°)+a” = 5
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I1. Cu formula medianei in triunghiul MAC obtinem:

4MO? = 2(MA* ~MC?) - AC? = MA* + MC? = 3a
Analog,
MB? + MD? = 3
deci
S=3a°.
Comentariu.

e Ambele solutii raman valabile si pentru urmatoarea generalizare: cercul inscris in patrat
poate fi Tnlocuit cu orice cerc cu centrul in O.
e Problema este strans legata de urmatoarea problema de loc geometric:
“’Locul geometric al punctelor pentru care suma patratelor distantelor la doua puncte fixe este
constanta este un cerc cu centrul in mijlocul segmentului determinat de punctele fixe’’

4. Prof. Laura Radu, Liceul Teoretic ,,Emil Racoviti”, Galati

Notam m[m) = x. Stiind ¢ AB = a, atunci AC = BD = av/2,

AU=EU=CU=DU—““‘$1MU—R—§
AMOA = MA® = MO? + A0? — 2MO - AO - cos(MOA) D _C
z a2 = . S R
MA2=ET-I-‘: —2-2-22. cos(90" — x)
2 = = ’
MA? = 2 — 2= sinx
X\ ’l/
AMOB = MB? = M0O? + BO® — 2M0O - BO - cos(MOE) O
z P i - ” \\
MB? ==+~ —2-2-=="cos(180 —x)
z 2= o .
MB* =3%-I-E:“ cOSX R
AMOC = MC? = MO? 4+ CO* —2MO - CO - cos(MOC) ‘
2 a® 2a® a a2 = A B
MCL:T-I_ A —E'Z'T'CDSEQD +x]
z T =
MC? =25 + 52 sinx
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AMOD = MD? = M0* + DO? — 2M0O - DO - cos(MOD)

Z 1 =
2 @ Za a a2
MD*=—+——2---—-cosx
4 4 2 2
- 3a” Ez'\."f
MD‘=T— — * COSX

a*+/2 ,
(sinx — cosx — sinx + cosx) = 3a* = const.

S=MA* 4+ MB* L MC* 4+ MD?* = 3a* —

5. Prof. Olah Csaba, Balan

Rezolvare: In primul rand, observim cd MO =r :% , r fiind raza cercului (O).

o

S
A B

In triunghiul MAC, [MO] este mediand (O e mijlocul lui [AC]).

Conform Teoremei medianei, avem

_ MA*+MC?  AC*

2 4 (@)

MO?

[MO] este mediana si in triunghiul MBD (O e mijlocul lui [BD]), deci avem

_ MB?+MD? BD?

2 4 @)

MO?
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2
a
4| = | +2a’
) ) (2} " 3a’
MA“+MC*- =2.

Folosind relatiile (1) si (2), putem scrie 2

4 2

2
a
4(} +2a° ,
MB2 + MD? = 2.2 3a

2
MA? + MB2 + MC? + MD? = 32 N S —

2

6.Prof. Piacurar Cornel-Cosmin

Consideram xOy astfel incat O(0,0) este centrul patratului
ABCD,0xLAD,0xLBC,0yLAB,0yLDC cu A(—%,—2) B(2,-2),c(2,2)D(-2,2).

"
= s

Deducem ci ecuatia cercului inscris in patratul ABCD este x* + y* = E? .

Iz
Din M(x,,,¥,,) apartine la cercul de ecuatie x* + y* = E? sixy =a€ (—— —) deducem

Ba

MA? + MB? + MC2 + MD? = (—2— &) +(=2-y,) +(2-<) —I—(—E—}r“): +

+G—ﬂ)2‘|‘{§—}’u)z+(_:_ﬂ)2+G—F:-.1): El?-I-I:n: —I-acx-l— -I-——n:x + ayy +

&

W

+ﬂ?+a2—aa+ﬂ?+ﬂ:—a2+ay},+%+az—Em:-l-?-l-?—cx‘—ay,,,-l—;-l—cx‘—l——l—acx-l-

Iz I
a a 2 =3
Tt e —ay, =3a

,care este constanta.
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7. Prof. Avram Bianca Veronica, Blaj, Alba

ABCD-patrat

AB=a

Cercul de centru O este inscris in patrat
M-pct mobil pe cerc

C: S=MA* + MB? + MC*? + MD*
Dem:

OM=raza cercului=i—ﬁ=§
A0=BO=CO=D0O="="=

Folosim teorema cosinusului

AAMO = MA* = MO? + 0A* — 2MO - AOcos<AOM

MA? — 37‘:2 _ azf cos<AOM

ABMO = MB? — 3%2 _@V2 sBOM

ACMO = MC? = %— @2 sCOM

ADMO = MD? — ?— azf cos<DOM

=S5 = 43%:2 — aﬂf (cos<AOM + cos<BOM + cos«<COM + cos<DOM)

cos<AOM + cos<BOM + cos<COM + cos<DOM=

= cos(360°— (MOC + COA)) + cos(360°— (BOD + DOM)) + cosCOM +
cosDOM
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= c05360°cos(MOC + 180°) + sin360°sin(MOC + 180°)
+ c05360°cos(180°+ DOM) + sin360°sin(180°+ DOM)
+ cosCOM + cosDOM =

=cosMOCco0s180
—sinMOCsin180° 4+ cosDOMcos180° — sinDOMsinl180° + cosCOM +
cosDOM =

= —cosMOC — cosDOM + cosMOC + cosDOM = 0

= § = 3a® = constant (nu depinde pe pozitia lui M)
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7. O problema de geometrie in spatiu cu mai multe metode de
rezolvare

Se di cubul ABCDEFGH de muchie a, se ia punctul V € DF astfel incat F €(DV ) si se

noteaza FV =Xx.

Notim cu : A volumul corpului obtinut din intersectia cubului cu piramida VACH,;
B volumul piramidei VACH;
C volumul cubului minus A;
R volumul piramidei VACH minus A.

Sa se determine X stiind ca A, B,C este o progresie aritmetica cu ratia R.

Prof. Constantin Telteu,
COLEGIUL NATIONAL DE ARTE ,, REGINA MARIA”, Constanta

Solutie autor:

AACH este echilateral si DF L (ACH )( Piramida DACH este regulatd si FACH este tetraedru
regulat). Rezulta ca piramida VACH este regulata.

VO (O este centrul fetei ABCD) si BF sunt coplanare, ambele fiind incluse in planul (VDB), deci
3{M} =VONBF . Analog celelalte apoteme ale piramidei VACH intersecteazi muchiile EF,

respectiv FG ale cubului.

Sunt necesare cateva calcule:

2
BD =a+/2; HO =, /a +2% :ﬁ; IF :a_\2/§; v :a—23+x, unde | este mijlocul diagonalei
cubului.
a\/3
ol VI a 5 X ax
Avem AVIO~AVFM(T.FA) = —=—= = > FM=——=
FM VF  2FM X a3 +2x

ax a(a 3+x)

=MB=a- = .
a3 +2x a3 +2x
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2 1 a(a3+x) g a’(2aV3+7x)

A=V, — N, se —Vapey =8° -3 2o — 12
b MABC ~ VRACH 53 a\/§+2X 6 6(a\/§+2x)
2223 ( 2a4/3 1 aﬂ/é(Za«@+3x)
B=Vipen =—— X 5= -
4 3 3 18
a3(2aJ§+7x) a3(4a\/§+5x)
C=a’- =

6(av/3+2x) - 6(av3+2x)

. a2\/§(2a\@+3x) B a3(2a\@+7x) a3

18 - 6(a\/§+2x) _3(a\/§+2x).

Conditia ca A,B,C sa fie in progresie aritmetica este:

3.2\/5(28.\/5+3X) a® (2aJ§+7x) a® (4aJ§+5x)

= + , de unde dupa aducerea la acelasi numitor
9 6(av3+2x)  6(av3+2x)

a3

si reducerea termenilor asemenea: 2x2\3+ax—a’*\3=0 cu solutia convenabila X = =

_13a3_B_a_3_C_17a3_ R_a_3

Pentru aceasta valoare a lui X obtinem: o 30 ! 2 30 15 -

Fig. 1 Fig. 2

31



REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IANUARIE 2016 www.mateinfo.ro

Alte solutii:

1. Elev Vasile Cristi Alexandru, Colegiul National de Informatica ,,Tudor Vianu”
Bucuresti

H ; Din enunt: {'; ii z g

/ Not. Aria piramidei VACH cu V,,,

Aria cubului ABCDEFGH cu'V,,

Atunci: B = pr

C=V_,— 4

\® R=vV, —A

pir

De asemenea:A+R =B =A+V,, — A=V, (ident.)

pir
B+R=C =V, +V, —A=V,, — A
Sauw: zvp!?‘ = VCﬂE‘.‘ (h]

1
Viir = Aacu "GV~ 3 (G'ec.g.al A HAC)

1
Agcy =AC-HM - > (M mij. lui [AC])

AC =av2

T.Pitagora i A HMC (HM 1 AC din teor.celor 3 perp.) =

= HM = HC? — Mcz—‘](awf) —(a—) ’Ea;h:af

6 1 a*y3
Aacﬂ_m"{_ — '3~
2 2 2
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G'se afld la o treime de D si la doud treimi de F :
HFED dreptunghi (FE 1L BD si DH 1 HF),S mijlocul diag.

N ¢ Fie{G'}=NBnDF
H ‘ “| I A HFB NB,FS mediane (S,N mij.lat.[HB],[HF]) =
\ & =6cg=>65=2GF
- TN In A HDB HM,DS mediane (M,S mij. lat. [DB],[HB]) =
‘xv_,--"' - S - "'--L._IL "
"'HH’G-‘}'\‘ HM"'--._‘_‘ \l"‘x__ . = G” c.g.::' GS - %G”D
Dar DS = SF (S mij [DF]) = DF = 656 = GF = %DF
D M B
Eaﬁ
G'F = 3 (DF diag. cubului)
Ea\.@
GV=GF+x= +x
a’\3 [2av3 1 2a®+a%x/3
Deci: V, = . 4yl ==
P 2 3 3 6
2a® + a’x ﬁ m.."'g
Din (=) ::-E-f=a3 =2a%+a’xV3=3a"= /3= a::-x=T
Q.E.D.
2. Profesor Biro Istvan
Daca A,B,C este o progresie aritmetica cu ratia R
atunci avem:
A+C .
R=B-A=C-B=B-= ,dar C=a*—A, adica
a3
B=—. *
5 *)
Tn dreptunghiul BDHF fie {M}=BDNAC

(mijlocul lui BD) si {N}=DF(HM , unde
BD =a+/2,DF =a+/3,HD = a. Observim ci

tg(£(HMD)) =tg(£(DFB)) =tg(c) =+/2 , deci
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patrulaterul BFNM este inscriptibil, de unde rezultd ca HM L DF , adica VN este iniltimea
piramidei VACH.

. BD 2 DN av2 V2 a
Pe de alta parte sin(a) =—=—==——=>DN =——.— = — si avand 1n vedere (*
P (a) DF ~ J3 DM > 33 $ (*)
a’+/3 a
5 S (@v3-—=+x)
rezultici B=2 = P VN __ 2 V3 , de unde x=-2%
3 3 J3
3. Prof. Gheorghe ROTARIU

Figura 1.

Intersectdnd cubul ABCDEFGH cu piramida VACH se obtine piramida patrulatera HACTS
(baza fiind suprafata trapezoidala ACTS). Pentru a afla volumul acestei piramide patrulatere,
vom scadea din volumul cubului volumele a 4 poliedre (3 piramide triunghiulare: HADC,
CGTH, AESH si trunchiul de piramida ABCSFT - varfurile B si F nu sunt vizibile in Figura 1
din cauza piramidei VACH ).

Vom nota, pentru comoditatea scrierii, lungimea segmentului FT(=FS) cu:

FT=y, ye(0,a).
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Se presupun cunoscute formulele pentru volumul cubului, ale piramidei si ale trunchiului
de piramida.

Tncepem prin a calcula A.

A +V

=V ABCDEFGH _( v HADC CGTH +V AESH +V ABCSFT ):>

2
3 az _ 2 2
acat | 2 27(87Y) afat vyt oay
6 6 3 2 2 2
3 aZ _ 3 2 2
=A=a’-| —+ ( y)+a_ oS A N
3 6 6 6
4a®-2a%(a-y)-ay?-a? 4a-a?(2a-y)-ay?
A ( 6y) y Y Al (6 y )-ay N

Calculam pe B.

Se verifica usor ca dreapta VD este perpendiculara pe planul triunghiului HAC. Mai mult

av3

. Ca atare,
3

. ) 1
daca {T }=VDn(HAC ), se demonstreaza relativ simplu cd DT =3 DF =

indltimea in piramida VACH , corespunzatoare bazei HAC, si anume VT, are lungimea:

a\/§_3x+a\/§
3 -

3

VT =VF +FT =x+

Baza HAC este un triunghi echilateral de latura HA= av2. Aria suprafetei triunghiulare

HAC este egald cu:

(+2) V5 _a:y3
Anac = 4 = 5
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Cu acestea,
2a3 +3x a?y3
3 T 2a®+a?y3x
3 = 5 (2)

B=

Calculam pe C.

243 2y oy 2 423 _32 2
C_ge 2a’+a’y-ay® . 4a‘-a‘y+ay (3)
6 6
Din definitia lui R, avem:
R=B-A (4)

Din faptul ca A, B, C este o progresie aritmetica de ratie R, rezulta ca:

(4)

(1).(2).(3) 3 2
B—A=c—B=R( - B—A]:B=A+C 2a°+a*V3x _

=
2 6

2a®+a’y—ay’ 4a’-a’y+ay?
6 * 6 2a’+a’y3x a

=
2 6 2

3

a
—=2a’+a?y3x=3a’=x= = X= o

In concluzie, solutia este: x=——-

Observatii.

e In enuntul problemei, R putea sd nu apara. Nu intervine in rezolvarea ei.

www.mateinfo.ro

e Conditia ca R sa fie ratia progresiei aritmetice + A, B, C este superflua, din definitia lui R.

Ea se impunea doar daca R avea o expresie diferita de B— A si de C-B.
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4. Prof.Olah Csaba

3
: a
Rezolvare: Fie V, =Vyusc + Vy, =Viyaen =Vicon + Va =Viaco =% unde

MABC,M,AEH,M,CGH si HACD sunt “colturile” cubului (piramide), care sunt taiate de
fetele laterale ale piramidei VACH , astfel incat:

{M}=(VAC)NFB ,{M,} =(VHA)NEF, {M,}=(VHC)FG.

Fie HO inaltimea triunghiului echilateral ACH, FDNHO ={G}, O, mijlocul lui DF .

Observam, ca OO,||HD = triunghiurile GOO, si GHD sunt asemenea, deci

0OG 0G 00 1

GH GD HD 2
60, ~Lpo, - 23
DO_DF a\/_ N 3 6
a\/6

1
GO=-HO=——
a\/_ 3 6
HO =+/HD? + DO? =

2
GO? + GO? = [a*/_] (6] ZZ %—Oof:unghiul 0GO, este drept=

FG L HO = din motive de simetrie FG este perpendicular pe planul (ACH), adica VG este

inaltimea piramidei VACH , iar VG =GO, +O,F + FV = 2a§/§ +X
Sa determinam volumele A,B,Csi R.

, a 5a°
A:VABCDEFGH _(V1+2V2+V3)=a (V1+2V2)— 6 _(V1+2V2)’
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3 3

C =V, oeomren —A=a3—5%+(v1+2v2)=%+(v1+2v2),

a3 at

3 2 3
_a a3, _5a x—?+(V1+2V2).

R:VVACH—A_3+ 5 x—?+(V1+ZV2):

Daca A, B,C sunt in progresie aritmetica, cu ratia R =C-B=R=

3 3 2 2 3 V,+2V, se reduce
:>a_+(V1+ZV2)—a——a\/§X=a\/§X—a—+(Vl+2\/2) =
6 3 6 6
223 & a® a® a*3_ & a _aV3
X=—— o —— x=2 S X=—u=—-
"6 26 3 3 3 3 3
a3
In concluzie X= T .

Bibliografie : Problema saptamanii 1.08.2011- 7.08.2011 — www.mateinfo.ro

8. Problema lunii IANUARIE 2016

Se da sfera de diametru AB si M un punct variabil pe sfera , diferit de A si B.
Daca N si P sunt punctele in care AM si MB, respectiv, intersecteaza planele
tangente la sfera in B si A, sa se arate ci produsul 4P- BN nu depinde de pozitia

punctului M.

Problema propusa spre rezolvare de Andrei Octavian Dobre

Asteptam solutile problemei pani la date de 31.01.2016 pe adresa de e-mail
revistal@ mateinfo.ro

38


http://www.mateinfo.ro/

