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7. Prof. Avram Bianca Veronica, Blaj, Alba

ABCD-patrat

AB=a

Cercul de centru O este inscris in patrat
M-pct mobil pe cerc

C: S=MA* + MB? + MC*? + MD*
Dem:

OM=raza cercului=i—ﬁ=§
A0=BO=CO=D0O="="=

Folosim teorema cosinusului

AAMO = MA* = MO? + 0A* — 2MO - AOcos<AOM

MA? — 37‘:2 _ azf cos<AOM

ABMO = MB? — 3%2 _@V2 sBOM

ACMO = MC? = %— @2 sCOM

ADMO = MD? — ?— azf cos<DOM

=S5 = 43%:2 — aﬂf (cos<AOM + cos<BOM + cos«<COM + cos<DOM)

cos<AOM + cos<BOM + cos<COM + cos<DOM=

= cos(360°— (MOC + COA)) + cos(360°— (BOD + DOM)) + cosCOM +
cosDOM
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= c05360°cos(MOC + 180°) + sin360°sin(MOC + 180°)
+ c05360°cos(180°+ DOM) + sin360°sin(180°+ DOM)
+ cosCOM + cosDOM =

=cosMOCco0s180
—sinMOCsin180° 4+ cosDOMcos180° — sinDOMsinl180° + cosCOM +
cosDOM =

= —cosMOC — cosDOM + cosMOC + cosDOM = 0

= § = 3a® = constant (nu depinde pe pozitia lui M)
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7. O problema de geometrie in spatiu cu mai multe metode de
rezolvare

Se di cubul ABCDEFGH de muchie a, se ia punctul V € DF astfel incat F €(DV ) si se

noteaza FV =Xx.

Notim cu : A volumul corpului obtinut din intersectia cubului cu piramida VACH,;
B volumul piramidei VACH;
C volumul cubului minus A;
R volumul piramidei VACH minus A.

Sa se determine X stiind ca A, B,C este o progresie aritmetica cu ratia R.

Prof. Constantin Telteu,
COLEGIUL NATIONAL DE ARTE ,, REGINA MARIA”, Constanta

Solutie autor:

AACH este echilateral si DF L (ACH )( Piramida DACH este regulatd si FACH este tetraedru
regulat). Rezulta ca piramida VACH este regulata.

VO (O este centrul fetei ABCD) si BF sunt coplanare, ambele fiind incluse in planul (VDB), deci
3{M} =VONBF . Analog celelalte apoteme ale piramidei VACH intersecteazi muchiile EF,

respectiv FG ale cubului.

Sunt necesare cateva calcule:

2
BD =a+/2; HO =, /a +2% :ﬁ; IF :a_\2/§; v :a—23+x, unde | este mijlocul diagonalei
cubului.
a\/3
ol VI a 5 X ax
Avem AVIO~AVFM(T.FA) = —=—= = > FM=——=
FM VF  2FM X a3 +2x

ax a(a 3+x)

=MB=a- = .
a3 +2x a3 +2x
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2 1 a(a3+x) g a’(2aV3+7x)

A=V, — N, se —Vapey =8° -3 2o — 12
b MABC ~ VRACH 53 a\/§+2X 6 6(a\/§+2x)
2223 ( 2a4/3 1 aﬂ/é(Za«@+3x)
B=Vipen =—— X 5= -
4 3 3 18
a3(2aJ§+7x) a3(4a\/§+5x)
C=a’- =

6(av/3+2x) - 6(av3+2x)

. a2\/§(2a\@+3x) B a3(2a\@+7x) a3

18 - 6(a\/§+2x) _3(a\/§+2x).

Conditia ca A,B,C sa fie in progresie aritmetica este:

3.2\/5(28.\/5+3X) a® (2aJ§+7x) a® (4aJ§+5x)

= + , de unde dupa aducerea la acelasi numitor
9 6(av3+2x)  6(av3+2x)

a3

si reducerea termenilor asemenea: 2x2\3+ax—a’*\3=0 cu solutia convenabila X = =

_13a3_B_a_3_C_17a3_ R_a_3

Pentru aceasta valoare a lui X obtinem: o 30 ! 2 30 15 -

Fig. 1 Fig. 2
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Alte solutii:

1. Elev Vasile Cristi Alexandru, Colegiul National de Informatica ,,Tudor Vianu”
Bucuresti

H ; Din enunt: {'; ii z g

/ Not. Aria piramidei VACH cu V,,,

Aria cubului ABCDEFGH cu'V,,

Atunci: B = pr

C=V_,— 4

\® R=vV, —A

pir

De asemenea:A+R =B =A+V,, — A=V, (ident.)

pir
B+R=C =V, +V, —A=V,, — A
Sauw: zvp!?‘ = VCﬂE‘.‘ (h]

1
Viir = Aacu "GV~ 3 (G'ec.g.al A HAC)

1
Agcy =AC-HM - > (M mij. lui [AC])

AC =av2

T.Pitagora i A HMC (HM 1 AC din teor.celor 3 perp.) =

= HM = HC? — Mcz—‘](awf) —(a—) ’Ea;h:af

6 1 a*y3
Aacﬂ_m"{_ — '3~
2 2 2
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G'se afld la o treime de D si la doud treimi de F :
HFED dreptunghi (FE 1L BD si DH 1 HF),S mijlocul diag.

N ¢ Fie{G'}=NBnDF
H ‘ “| I A HFB NB,FS mediane (S,N mij.lat.[HB],[HF]) =
\ & =6cg=>65=2GF
- TN In A HDB HM,DS mediane (M,S mij. lat. [DB],[HB]) =
‘xv_,--"' - S - "'--L._IL "
"'HH’G-‘}'\‘ HM"'--._‘_‘ \l"‘x__ . = G” c.g.::' GS - %G”D
Dar DS = SF (S mij [DF]) = DF = 656 = GF = %DF
D M B
Eaﬁ
G'F = 3 (DF diag. cubului)
Ea\.@
GV=GF+x= +x
a’\3 [2av3 1 2a®+a%x/3
Deci: V, = . 4yl ==
P 2 3 3 6
2a® + a’x ﬁ m.."'g
Din (=) ::-E-f=a3 =2a%+a’xV3=3a"= /3= a::-x=T
Q.E.D.
2. Profesor Biro Istvan
Daca A,B,C este o progresie aritmetica cu ratia R
atunci avem:
A+C .
R=B-A=C-B=B-= ,dar C=a*—A, adica
a3
B=—. *
5 *)
Tn dreptunghiul BDHF fie {M}=BDNAC

(mijlocul lui BD) si {N}=DF(HM , unde
BD =a+/2,DF =a+/3,HD = a. Observim ci

tg(£(HMD)) =tg(£(DFB)) =tg(c) =+/2 , deci
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patrulaterul BFNM este inscriptibil, de unde rezultd ca HM L DF , adica VN este iniltimea
piramidei VACH.

. BD 2 DN av2 V2 a
Pe de alta parte sin(a) =—=—==——=>DN =——.— = — si avand 1n vedere (*
P (a) DF ~ J3 DM > 33 $ (*)
a’+/3 a
5 S (@v3-—=+x)
rezultici B=2 = P VN __ 2 V3 , de unde x=-2%
3 3 J3
3. Prof. Gheorghe ROTARIU

Figura 1.

Intersectdnd cubul ABCDEFGH cu piramida VACH se obtine piramida patrulatera HACTS
(baza fiind suprafata trapezoidala ACTS). Pentru a afla volumul acestei piramide patrulatere,
vom scadea din volumul cubului volumele a 4 poliedre (3 piramide triunghiulare: HADC,
CGTH, AESH si trunchiul de piramida ABCSFT - varfurile B si F nu sunt vizibile in Figura 1
din cauza piramidei VACH ).

Vom nota, pentru comoditatea scrierii, lungimea segmentului FT(=FS) cu:

FT=y, ye(0,a).
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Se presupun cunoscute formulele pentru volumul cubului, ale piramidei si ale trunchiului
de piramida.

Tncepem prin a calcula A.

A +V

=V ABCDEFGH _( v HADC CGTH +V AESH +V ABCSFT ):>

2
3 az _ 2 2
acat | 2 27(87Y) afat vyt oay
6 6 3 2 2 2
3 aZ _ 3 2 2
=A=a’-| —+ ( y)+a_ oS A N
3 6 6 6
4a®-2a%(a-y)-ay?-a? 4a-a?(2a-y)-ay?
A ( 6y) y Y Al (6 y )-ay N

Calculam pe B.

Se verifica usor ca dreapta VD este perpendiculara pe planul triunghiului HAC. Mai mult

av3

. Ca atare,
3

. ) 1
daca {T }=VDn(HAC ), se demonstreaza relativ simplu cd DT =3 DF =

indltimea in piramida VACH , corespunzatoare bazei HAC, si anume VT, are lungimea:

a\/§_3x+a\/§
3 -

3

VT =VF +FT =x+

Baza HAC este un triunghi echilateral de latura HA= av2. Aria suprafetei triunghiulare

HAC este egald cu:

(+2) V5 _a:y3
Anac = 4 = 5
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Cu acestea,
2a3 +3x a?y3
3 T 2a®+a?y3x
3 = 5 (2)

B=

Calculam pe C.

243 2y oy 2 423 _32 2
C_ge 2a’+a’y-ay® . 4a‘-a‘y+ay (3)
6 6
Din definitia lui R, avem:
R=B-A (4)

Din faptul ca A, B, C este o progresie aritmetica de ratie R, rezulta ca:

(4)

(1).(2).(3) 3 2
B—A=c—B=R( - B—A]:B=A+C 2a°+a*V3x _

=
2 6

2a®+a’y—ay’ 4a’-a’y+ay?
6 * 6 2a’+a’y3x a

=
2 6 2

3

a
—=2a’+a?y3x=3a’=x= = X= o

In concluzie, solutia este: x=——-

Observatii.

e In enuntul problemei, R putea sd nu apara. Nu intervine in rezolvarea ei.

www.mateinfo.ro

e Conditia ca R sa fie ratia progresiei aritmetice + A, B, C este superflua, din definitia lui R.

Ea se impunea doar daca R avea o expresie diferita de B— A si de C-B.
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4. Prof.Olah Csaba

3
: a
Rezolvare: Fie V, =Vyusc + Vy, =Viyaen =Vicon + Va =Viaco =% unde

MABC,M,AEH,M,CGH si HACD sunt “colturile” cubului (piramide), care sunt taiate de
fetele laterale ale piramidei VACH , astfel incat:

{M}=(VAC)NFB ,{M,} =(VHA)NEF, {M,}=(VHC)FG.

Fie HO inaltimea triunghiului echilateral ACH, FDNHO ={G}, O, mijlocul lui DF .

Observam, ca OO,||HD = triunghiurile GOO, si GHD sunt asemenea, deci

0OG 0G 00 1

GH GD HD 2
60, ~Lpo, - 23
DO_DF a\/_ N 3 6
a\/6

1
GO=-HO=——
a\/_ 3 6
HO =+/HD? + DO? =

2
GO? + GO? = [a*/_] (6] ZZ %—Oof:unghiul 0GO, este drept=

FG L HO = din motive de simetrie FG este perpendicular pe planul (ACH), adica VG este

inaltimea piramidei VACH , iar VG =GO, +O,F + FV = 2a§/§ +X
Sa determinam volumele A,B,Csi R.

, a 5a°
A:VABCDEFGH _(V1+2V2+V3)=a (V1+2V2)— 6 _(V1+2V2)’
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3 3

C =V, oeomren —A=a3—5%+(v1+2v2)=%+(v1+2v2),

a3 at

3 2 3
_a a3, _5a x—?+(V1+2V2).

R:VVACH—A_3+ 5 x—?+(V1+ZV2):

Daca A, B,C sunt in progresie aritmetica, cu ratia R =C-B=R=

3 3 2 2 3 V,+2V, se reduce
:>a_+(V1+ZV2)—a——a\/§X=a\/§X—a—+(Vl+2\/2) =
6 3 6 6
223 & a® a® a*3_ & a _aV3
X=—— o —— x=2 S X=—u=—-
"6 26 3 3 3 3 3
a3
In concluzie X= T .

Bibliografie : Problema saptamanii 1.08.2011- 7.08.2011 — www.mateinfo.ro

8. Problema lunii IANUARIE 2016

Se da sfera de diametru AB si M un punct variabil pe sfera , diferit de A si B.
Daca N si P sunt punctele in care AM si MB, respectiv, intersecteaza planele
tangente la sfera in B si A, sa se arate ci produsul 4P- BN nu depinde de pozitia

punctului M.

Problema propusa spre rezolvare de Andrei Octavian Dobre

Asteptam solutile problemei pani la date de 31.01.2016 pe adresa de e-mail
revistal@ mateinfo.ro
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