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1. ASUPRA PROBLEMEI 26971 din G.M.-B nr. 10/2014

NECULAI STANCIU, BUZAU si TITU ZVONARU, COMANESTI

Problema 26971 din G.M.-B, nr. 10/2014. Se considera numerele naturale nenule a, b si ccu

a’+b%*+a+b=abc. Sisearatecd ce {3,4}.
Glnther Gotha, elev, Baia Mare

Solutie. Fie (a,b,c)o solutie pentru ecuatia din enunt. Deoarece
0=a’+b*+a+b—-abc=(bc—a-1)*+b*>+(bc—a-1)+b-bcbc-1-1),
deducem ca, daca bc—a—1>0, atunci si (bc—a—1,b,c) este solutie.
Cum a(bc—a—-1) =b® +b, avem intr-adeviar bc—a—1>0.
Presupunem ca a > b ; avem:
axb+l=a’>b*+2b+1>b’+b=abc-a*-a=>a>bc—a-1.
Am obtinut o solutie ’mai mica’’ — in sensul cd a+b > (bc—a—1)+Db, adicd am obtinut un sir
descrescator de numere naturale. Cum acest lucru este imposibil, trebuie sa avem si o solutie cu
a=>, caz in care ecuatia din problema devine
2a®+2a=a’ce=ac-2)=2,
decic—2=1sauc—2=2.Rezulta c=3sau c=4.
Putem demonstra si altfel ca ¢ > 2 :
abc=a’+b%>+a+b>2ab+a+b>2ab,
deci ¢>2.

Sa gasim efectiv solutiile in cele doua cazuri
Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor naturale nenule ecuatia

a’+b*+a+b=3ab.

Solutie. Fie (a,b) o solutie a ecuatiei date. Avem
0O=a’+b*+a+b-3ab=Bb-a-1)°+b*+@Bb—-a-1)+b-3b@Bb-a-1).

Deoarece a(30—a—-1)=b*+b>0, deducem cia 3b—a—-1>0, deci si (30—a—1b)este solutie.
Presupunem ca a > b . Rezulta

a>b+l=a’>{b+1)*>b*+b=3ab—a’—a,deci a>3b—-a-1.

Deducem ca a+b>(3b—a—-1)+b, deci obtinem un sir infinit descrescator de numere naturale,

imposibil. Rezulta ca printre solutii trebuie sa existe unacu a=0b.
Obtinem a =b = 2. Se observa usor ca nu exista solutii cu a+b <4,
Pornind cu orice solutie ajungem la (a,b) = (2,2), deci solutiile sunt date de

a,, =b,, b, =3b,—a,-1,unde a, =2,b, =2.
Observam ca atat (a,) catsi (b,) satisfac aceeasi relatie de recurenta
Apa = 3an —a,, -1
Notdm X, = a, +1 si obtinem
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X . =3X

X % =1,%X,=2
care este exact relafia de recurentd valabila pentru sirul termenilor de rang impar din sirul lui
Fibonacci, adica:

n+1 n

F2n+3 = 3F2n+l - FZn—l’ unde I:1 = Fz =1.
Rezulta ca solutiile ecuatiei sunt
(212)’ (F2n+l +1’ I:2n—1 +1) ' (F2n—1 +1’ F2n+l +1) -

Problema 2. Rezolvati in multimea numerelor naturale nenule ecuatia
a’+b*+a+b=4ab.

Solutie. Fie (a,b) o solutie a ecuatiei date. Avem
0O=a’+b’+a+b-4ab=(4b-a-1)°+b’+(4b—a-1)+b-4b(4b-a-1).
Deoarece a(4b—a—1)=b? +b >0, deducem cia 4b—a—1>0, deci si (4b—a—1,b)este solutic.
Presupunem ca a > b . Rezulta
a>b+l1=a’>{b+1)°>b*+b=4ab—a’—-a,deci a>4b-a—1.
Deducem ca a+b>(4b—a—-1)+Db, deci obtinem un sir infinit descrescator de numere naturale,
imposibil. Rezulta ca printre solutii trebuie sd existe unacu a=»0b.
Obtinem a=b =1.
Pornind cu orice solutie ajungem la (a,b) = (1,1), deci solutiile sunt date de
a,,=Db,, b, =4b —a,—-1,unde a, =1,b, =1.
Observam ca atat (a,) catsi (b, ) satisfac aceeasi relatie de recurenta
a,, =4a,—a, , -1

1 ..
Notam X, =a, +E si obtinem

1
X = 4%, — Xy, X1:E’X2 :E-

Procedand in mod obisnuit din relatia de recurenta de mai sus obtinem

\/_(2 \/—) 3+\/_(2 \/—)

1 1 1
Kog +— | Xoq F=0X, += 1.
2 2 2

n

Solutiile ecuatiei date sunt:

(Ll),(xn +

N |-
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2. ASUPRA PROBLEMEI O.VI1.393 DIN RMT NR. 1/2016
de NECULAI STANCIU, BUZAU si TITU ZVONARU, COMANESTI

Problema O.VI1.393. Aratati ca
1 1 1 1

+ +...+ + >10.
V1443 J5+47 V2009 +4/2011 +/2013++/2015

Neculai Stanciu, Buzau
Vom demonstra ca marginea inferioara poate fi inlocuita cu 11.
Pentru inceput, lasam deoparte primul termen. Notam
S_ 1 1 1 1

+ +...+ + .
V5+407  J9+411 V2009 +4/2011 +/2013++/2015

Deoarece va ++/a+2 <+a+2 ++/a+4, rezulta
1 1 1

1
+ ot + =

V5447 N7 +49 J2013++/2015  4/2015++/2017

=%(ﬁ—£+@—ﬁ+...+¢2015—¢2013+\/2017—J2015),deci S >—”2011‘*/§.

Ramane de demonstrat ca

: 1\/§+w/201z—\/§ S11e 2432442017 -5 > 44 < 243+ /2017 > 46+ 45, (1).
+

Cum \/§ >17, +v2017 > 44,9, \/E < 2,3inegalitatea (1) este demonstrata.

Comentariu: Procedand ca mai sus, putem demonstra ca
1 1 1 1

+ +...+ + >
V1443 5447 V1673 +4/1675 1677 +/1679
J1681-1
=10,

2S5 >

10.

Daca notam cu S suma din stidnga, obtinem S >
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3. ASPECTE METODICE TN CALCULUL UNOR SUME

PROF. UDMA ARLEZIANA
Colegiul Tehnic ,,Anghel Saligny”
Rosiorii de Vede, Teleorman

n ak

1.Fie a>0, a=#0. Calculati suma S = i I
k:1(1+a * )<1+a * )

SOLUTIE:
Avem:

k=1(1+ ak+1)(1+ ak+2) -

ak

~ Zn: 1+ak+l B 1+ ak+2 ~
a-a® o (1+ak+1)(1+ak+2) (1+ak+1)(1+ak+2) -

A 1 1
- 2'2 kr2 k+1j:

a—a’ [g\1+a"*"? 1+a

B ( 11 j
a—a’\1+a"? 1+a?)

2. Fie X E(O 1) Calculati suma S = Z(]_ /1k)ﬂ(i ﬂkﬂ)'
SOLUTIE:

Avem:

. Zn: k 1 0 (1_ik+l)_(1_/1k)

) e R e e



REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — APRILIE 2016 WANE1gi{oR o)

1-2 & (1-25)(1-21)  (1-2)(1-2) -

_1.2“: 11 )__1(1_ 1 )
1-2 Zl1-2% 1-2) 1-2\1-2 1-2"1)

1 Z”: 1- K+ 1-2¥ ~

n k
3. Fie a>1. Calculati suma S = Z E
2
k=12~ +1
SOLUTIE:
Avem:.
k
n 2k B n 2k a2 _1 B
Z 2k _Z ) 2k 2 -
k=ta~ +1 k=1 (a +1)(a —1)
n 2k n 2
kK a 1 Kk a +1-2
= é_z a2k+1 _l = kg 2 a‘2k+1 B =
k
‘izk a® +1 2 |
N k 1 2
k=1 ac -1 a° -1
= K T oka :
kala® -1 a® -1
2 2n+1
deunde rezultica S = o
a®-1 a2 1
n k-1
4. Calculati suma S =Z{a+22k }, unde O<a<2".
k=1

SOLUTIE:

Vom folosi identitatea

3| -[24- [0

Avem:
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5. Aflati suma S =1+11+111+...+11...1 (n termeni). (Olimpiada Cono Sur)

SOLUTIE:
] _10™1-10-9n
Suma ceruta este egala cu a1 . Avem:
10-1 10°-1 10" -1
S = + +...+ =
9 9 9
(10+102 +...+10”)— n
= 5 =
n J—
10. 107 -1 n
= 9 =
9
10" -10-9n
81 '
] 1 1 1
6. Si se calculeze suma S = - +— +oenn. +—— N >2
D log,k > logzk > log, k
k=1 k=1 k:l
SOLUTIE:
1 1 1
S = + s +—— =
n n n
D logyk > logzk > log, k
k=1 k=1 k=1
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1 1 1
= —+ e +——=
log, [ [k logs ] [k log,, | [k

k=1 k=1 k:l
1 1 1
= + +oenen + =
log,n! log;n! log,, n!

=log,2+log,3+...... +log,, n=
=log,n!, vheN, n>2.

7. Fie @, ay,...... yan,8n41, N +1 numere in progresie aritmetica cu ratia I'. Si se

n
calculeze suma ) (—1)k Clay ;.

k=0
SOLUTIE:
n
kK ~k 0 1 2 3 N~n
> (-1)" Cpay, =Chag —Cpaz + Cpag —Cpag +......+(—1) Cfan,; =
k=0

= al(zn—1 —2”—1)— r-0=0.

n okl _
8. Si se calculeze suma S = Zm
o (k-1

SOLUTIE:
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L 2 1
9. Sa se calculeze suma S = Z AX unde A:(O )e M, (Z).

k=1 2
SOLUTIE:
2 1) , (2% 2.2
Prin inductie matematicd: A= , AT = ,
0 2 0 22
s (28 3.2° . (2" n2"t)
A= , presupunem adevirat ci A = si demonstrim ci
o 2 0o 2
AL _ 2" (n+1)-2"
B O 2n+1 '
Intr-adevar,
2" n.2") (2 1) (2" (n+1).2" .
AT = AN A= ( )z ( ) , VNne N siatunci
O 2n O 2 0 2n+1
n n
k k-1 sz Zk'zk_l
Zn:Ak:Zn: A S I = = _
k=1 k=1\ 0 2 - ok
0 D2
k=1

_Ez“”—z (n-1)2"+1

. n>1 deoarece
0 2n+l _ 2

2K=24+22 4. +2"=2"1_> (progresie geometrica), iar

k-2K1=142.2+3-22+...+n-2" 1 s calculeaza pornind de la

n
2,
k=1
n
2,
k=1
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n+l

1+ X+X"+...... +X' = 1 in care derivand obtinem:
X J—

1+ 2X+3X% +...... +nx" = si apoi facem X =2 si rezulti:

142:2+3-2°+......+n-2"=(n-1)- 2" +1.
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4. Rezolvarea subiectului dat la Examenul de Titularizare Matematica 2015

Profesor : George-Florin Serban ,
Liceul Pedagogic “D.P.Perpessicius” , Braila

Subiectul 1

1)Se considera functia f :(0,.0) >R, f(x)=log, x+log, x , unde a<(0,1) , be (L) .
a)Calculati f(2) .

b)Aratati ca f(x)=1Iog,(ab)-log, x , pentru orice xe(0,).

c)Demonstrati ca (x—1)f(x)>0 , pentru orice xe(0,0) daca si numai daca ab<1.

Solutie: a) f(1)=log,1+log,1=0+0=0.

b) f (x) =log,(ab)-log, x=(log, a+log, b)-log, x=1log, a-log, x+log, b-log, x =log, X+ log, X
c)Daca xe(0,1) , x-1<0, f(x)=1Ilog,(ab)-log, x<0 deoarece log,(ab)<0 si log, x>0
deci (x-1)f(x)>0, xe(0,1). Daca xe[L o), x-1>0, f(x)=Ilog,(ab)-log, x>0 deoarece
log,(ab)<0 si log,x<0 deci (x-1)f(x)>0, xe[l,00) deci pentru orice xe(0,).

2)Se considera trapezul ABCD cu AB||CD,AB=12cm ,CD=4cm , ACnBD={0},
punctul E e AD astfel incat OE| AB si se noteazacu F intersectia dreptelor BE si DC

a) Aratati ca OE=3cm .

b)Demonstrati ca DF=DC .

c)Daca (EO este bisectoarea unghiului BEC , aratati ca trapezul ABCD este
dreptunghic.

Solutie: Din T.F.A rezulta ca ADOE ~ADAB |, %:D—O dar D—O:D—C:i:l , deci
BD OB AB 12 3
DO _ 1 :DOZE dar OE:DO ’OEZE OE=3¢m.
DO+OB 3+1 BD 4 AB BD 12 4
b) Din T.F.A rezulta ca ABOE ~ADFB , OE = BO : BO: BD-DO =1- DO:1_1:§ :
DF BD BD BD BD 4 4

dar OE:BO , 3 :E deci DF=4cm=DC.
DF BD DF 4

c) (EO bisectoarea unghiului BEC deci m(<BEO)=m(<CEO) , m(<BEO) =m(<CFE)
( corespondente) , m(<CEQO)=m(<FCE) (alterne interne ) rezulta m(<FCE)=m(<CFE) , deci

triunghiul AECF isoscel , EC=EF si [ED] mediana deoarece DF=DC rezulta [ED] este
inaltime , deci ED L FC adica AD L DC rezulta ca trapezul ABCD este dreptunghic.

11
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Subiectul al Il-lea

1)Se considera polinomul  f = (x—2013)(x —2014)(x—2015) = a,x* +a,x* +a,x+a, unde
a,,a,,a,,8, sunt numere reale .

a)Determinati radacinile polinomului f.
b)Aratati ca a,+a,+a +a,<0.
c)Determinati numarul real a, .

Solutie: a) f =(x—2013)(x—2014)(x—2015)=0 deci x—2013=0, x=2013 , x—2014=0,
x=2014 , x—-2015=0, x=2015. Radacinile polinomului f sunt x =2013, x, =2014 si

X, = 2015.

b)

f (1) =(1-2013)(1-2014)(1-2015) =a,1° +a,1* +a,l+a, =a, +a, +a, +a, = (-2012) - (—2013) - (-2014)
a,+a,+a +a,=-2012-2013-2014<0 (A).

c) Aplic relatiile lui Viete ><1+x2+x3:_—azz—awz =2013+2014+2015=6042 , a, =-6042 .
Sau prin calcul direct se inmultesc celea33 paranteze si apoi se identifica coeficientii .
2)Se considera functia f:R— R, f(X)=xe*+1 .

a)Calculati .l[f(x)dx .

b)Determina;i intervalele de monotonie a functiei f.

c)Determinati valorile reale ale lui m , stiind caecuatia f(x)=m admite exact doua
solutii reale si distincte.

1 1 1 1 1 1
Solutie: a) j f (x)dx = J(xex +1)dx = j xe*dx +I1dx = I x(e)dx+(1-0)=e —O—Ix'exdx +1
0 0 0 0 0 0

1 1 1
I f(x)dx = e+l—jx‘exdx :e+1—Iexdx =e+l-(e-1)=e+l-e+1=2
0 0 0

b) f!(x)=(xe*+1) =(xe*)' +1 = Xe* + x(e*) +0=e* +xe* =e*(x+1) , fl(x)=0, e*(x+1)=0 ,
rezulta x+1=0, x=-1, e >0, pentru orice x real.

X —0 -1
o0

f!(x) - - - - - 0 ++ + + ++ + + + +

+ o+ o+
f(x . -1 .
%) 1 strict descrescatoare £ strict crescatoare
e

o0

12
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Fel) et 4122012871 im0 = lim(xe* +1) =0 |
e e X—»00 X—»00

_ _ _v) _
lim £(9 = lim (xex+1)=5@30(—ye-V+1)=5m(e—yy+1)= 5@0(e—3’)+1=|ym ((63’))' 11- me_}u:l

Am aplicat regula lui L”hospital .
Daca xe(—o,—1] atunci feste descrescatoare pe (—oo,—1] deoarece f'(x)<0 .
Daca xe[-1,00) atunci feste crescatoare pe [-1,00) deoarece f/(x)>0.
Q) g(X)=f(X)-m, g:R->R , g(x)=f'(x)=(x+1)e*, g'(x)=0 , x=-1. Aplic sirul lui
Rolle, limg(x)=Ilim(f(x)—-m)=1-m , g(-1)= f(—l)—m=e—_1—m :

X—>—00 X—>—0 €
limg(x)=lim(f(x)—m)=o0. Atunci g admite doua solutii reale si distincte daca

e—_1—m<0 si 1-m>0 adica me(e—_l,l) , atunci ecuatia f(x)=m admite exact doua
e e

solutii reale si distincte .
Subiectul al Ill-lea

Elaborati doi itemi : un item de tip alegere multipla si unitem de tip intrebare
structurata (cu trei subintrebari ), ca parte component a unui test de evaluare la
finalul unitatii de invatare Rapoarte si proportii , prin care se evalueaza formarea /
dezvoltarea a doua competente specifice precizate in secventa data din programa
scolara. In elaborarea itemului de tip intrebare structurata se vor avea in vedere
urmatoarele aspect :

-succesiunea intrebarilor sa asigure cresterea treptata a gradului de dificultate ;
-fiecare subintrebare sa solicite un raspuns care nu depinde de raspunsul la
subintrebarea precedenta;

-subintrebarile sa fie in concordant cu stimulul utilizat ;

Nota. Se puncteaza corectitudinea proiectarii itemilor , elaborarea raspunsului asteptat
(barem de evaluare ) si corectitudinea stiintifica a informatiei de specialitate .

Item cu alegere multipla :

1)Daca X—_l:ﬂ . Atunci X este egal a) 7 b) 7 c) > d) 3
3 5 3 5 17 17

Metoda 1 : Folosim proprietatea fundamentala a proportiilor 5(x-1)=3-4 3 puncte

5x—-5=12 1lpunct , 5x=12+5 1punct ,5x=17 1punct , x:% 4 puncte .
. . 12 12
Metoda 2 : Aflam extremul din proportie x—1:E 3 puncte x:€+1 1 punct

, x:% 6 puncte .

13
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Item de tip intrebare structurata :

2) Daca {x,yH.p{2,3}.

3p a) Daca media arimetica a numerelor x si y este 15, aflati x si y.

3p b) Aflati cat lasuta din x reprezinta y .

4p c)Daca {y,z}d.p{6,9} si x*+y*+z°=68 , aflati numerele naturale x,y si z.

a) zzl:k , Xx=2k,y=3k 1 punct ,Ma:ﬂzﬁzm , k=6, 1 punct ,
2 3 2 2
x=12,y=18 1 punct .
b) tdWx=y , L:X:%:E 2 puncte t:@:mo 1 punct .
100 x 2k 2 2

C) 6y=9z=6-3k=18k , z=2k 1 punct , X*+y®+2*>=4k*+9k*+4k*=17k* =68
1punct, k’=4 ,k=2 , x=4,y=6,z=4 , 2 puncte .
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5. CONSIDERATII ASUPRA TEOREMEI LUI CEBASEV

Prof. Joita Maria-Magdalena
Colegiul National”Vladimir Streinu”, Gaesti

O teorema foarte interesanta dar mai putin folosita de catre elevi, este Teorema lui Cebasev.
Ne propunem in acest articol sa aratam cum se poate extinde si si demonstram o aplicatie a ei.

Lema 1.
4n

Pentru ne N,n>2 avem C, >——

24/n
Lema 2.
Daca P, este produsul numerelor prime mai mici sau egale cu n, atunci P, < 4"
Lema 3.
Daca p este un numar primsi p' /CJ, , atunci p" <2n;r e N.
Corolar 1.

Daca p este un numar primsi p /Cj si p>+/2n,atunci p apare la puterea 1 in descompunerea Tn
factori primi a lui C,, .
Lema4.

n

Fiep prim, p<n,p"/C; atunci p< %n.

Lema 5.

Daca p este un numar prim si n< p <2n atunci p /C,,.

Lema 6.

Dacd ne N,n>2 sinotdm F(n) numadrul numerelor prime mai mici sau egale cu n, atunci

r(n)< %n ~%(v)n>14.

Toate aceste rezultate sunt demonstrate in W.Sierpinski "Theory of number " pag.132-135.
Lema 7.
Fie R, produsul numerelor prime p cu n< p<2n(R, =1 daca nu exista astfel de numere). Atunci

n

3

4 pentru (V)n > 98.

2\/ﬁ-nJg

Demonstratie.

R

n

Aplicand lema 5 se obtine ca R, /Cj, de unde rezulta C;, =R, -Q,,.
Daca p este prim si p/Q, = p/C,, si aplicand lema 3 rezulta p < 2n.
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Daca p >n= p>+/2ndeci p apare la puterea 1 in dezvoltarea lui C,,. lar p/R, din definitia lui

R, rezultd ca p nu divide Q, . Deci in descompunerea in factori primi a lui Q, apar doar numere
prime mai mici sau egale cu n.

Daca p este prim p<n; p/Q, rezultd p/C;, siculema4vomaveacd p< %n.

Fie Q, = p{...p~ descompunerea n factori primi . Dintre numerele {o,,..., a, }unele sunt egale cu
1 altele sunt mai mari ca 1.
Sa presupunem ca ¢; >1 pentru i =1tsi o, =1 pentru i =t+1,s, rezultd ca

Q,=( po*..p=™* )-(p,...p,) unde p,,p,,.p, sunt numere distincte s%n

2n
Deci p,-p,..p, < P,, <4°.Fie o, >2, i=1t rezultdi p?<2n pentru i=1t = p, <~/2n,

3

= p, <[ ¥2n Jpentrui=1t rezultétsr([ Jan ])s\/g

Am aplicat lema 6 si tindnd cont ca N >98 = l«/ZnJZ 14.Din p/ £2n= p/* < 2n <n, (V)i =1t

sirezultd ( pft.pst )< n\g

n
2n n n 3
C 4 43

2n > —

Deci Qn<n‘/§-43:>Rn> 2> ——— = —.
n£-4? ZWnEA? 2\/ﬁnE

Corolar 1.
Pentru n>324,R_ > 4n?.
Demonstratie.
Pentru k e N,k >3 demonstram prin inductie ci 4* > 6(k +1). Daca
N
x e R;x>3;4" >4 > 6([x]+1)> 6x = 4* > 6x.Deci 4 ¢ >+/n pentru
N 3 n2324m 43 5 43 >nE sicum > " — 49 >nE pentru
6 4" 32

n Vn
L 18 _gp5s T

n>324= 42 > n32 Pentry -~ >
W2 32 2
no7 R E n ﬁ
Atunci 42 >n2 =n?yJn,n>8n%/n . Deci 4 i =43 >4n? 2/n-n'? |
412 > 8n%yn

De unde R, > 4n’.
Corolar 2.

16
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Pentru orice k € N(3)e, € N astfel incat R. > (2n)",(V)n > a,
Demonstratie .

noohn 412 e
Pentru n>324=44>n¥2 =R > '

lar
2\/3 2\/ﬁ(zn)k n—w

>o0 deci (F)a, € N astfel incat

n

412
S — >
Zx/ﬁ(Zn)k >1, (‘v’)n > a.
Teorema 1.
Pentru orice n >9 intre n si 2n sunt cel putin 3 numere prime.
Demonstratie. Pentru n > 324 rezultd din corolarul 1, iar pentru  n <323 se verifica direct.
Teorema 2.
Pentru orice numar natural n> 6 intre n i 2n sunt cel putin 2 numere prime.
Teorema 3.(Cebasev)
Pentru orice numar natural n >4 intre n i 2n-2 exista cel putin un numar prim.
Teoremele 2 si 3 sunt consecinte ale teoremei 1.
Teorema 4.
Pentru orice k € N(3)er, € N astfel incat (V)n > ¢, intre n si 2n sunt cel putin k numere prime.
Aceasta teorema este o consecinta a corolarului 2.
Aplicatii.

1. Sa se determine multimea A ={ne N/(V)aimparcu a? <n=a/n }.

" Testul 2 " Tabara nationald de matematica de la Sinaia 1984
2. Pentru n =2 notdm cu G grupul multiplicativ al elementelor inversabile din inelul Z

a) Si se demonstreze ci daci pentru orice X € G avem X ' = X atunci numirul elementelor
lui G este o putere a lui 2.
b) Sa se determine A, ={ne N/Z, are proprietatea de la punctul a }

Olimpiada nationald de matematica Targoviste 1987
Punctul de la aplicaPunctul de la aplicatia 2 este cunoscut

Fie A, ={neN/(V)pimpar p? <n= p/n }.Seobservica A, DA, A, DA,

A, o A in mod evident , iar pentru A, o A, fie ne A, sip prim p°> <nsi pp prin absurd ci
p nu divide pe n=> p e G = p? —~1=0(mod p). Deci n/(p? —1) fals pentru ca p> <n de
unde p/n=neA,.

Sa-1 determindm pe A;. Dacd n > 72 rezulta {\/g } > 6 exista cel putin doud numere prime p,

si p, care verifica

{\E}<P1<P232{\/§}3\/ﬁ3 p”<n,p,’ <n= plln,pzln:>H=pl-pz-q-pl{\g}

= plz{\/g}+l>% adica p, - p, >%:q<4:>q e{1,2,3}. Dar
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n>72=5"<n=5/n5< GS{\E}< p, < P, = 5/q contradictie , rezulta n>72 . Daca

ne[49,71]=3?-5%.72 <n=13.5-7/n = n > 105contradictie, deci n < 48

Daci n € [25,48]= 3% .52 <n=3-5/n= n poate fi 30 sau 45.

Daci ne[9,24]=3/n=ne{9,12,1518,22}

Orice n <8 verifici cerinta din A,. Deci A, ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,12,1518,22,30,45} Si din
aceasta multime se verifica ce elemente apartin lui A, si ce elemente apartin lui A, .

Pentru A, se va tine cont de faptul ci daca ne A,,n<4= 22 <n=2/n, deci
{5,7,915,45}N A, = 2.
3. Folosind calculatorul , si se determine cel mai micer, € N astfel ca (¥)n > e, ntre nsi2n
sunt cel putin k numere prime.

No
12

Rezolvare:Se giseseste primul numir natural n, astfel ca >(2n, )" si

2,4/n,

n, n
Mo
412 N
———-—>0<1. Acest lucru ne asigura ca pentru n > n, intre n si 2n sunt cel putin k
2yng (2n,)

12k+6 12k+6
. 1 .
4> (1+ —] .Un astfel de numdr exista pentru cd {1 + —J ——1l<4dii

numere prime. Pentru s =1,...,n, se testeaza daca intre t si 2t sunt cel putin k numere prime

(Y)t € {s,...., n, . Primul gasit astfel este @, cautat. Si demonstram aceasta:

Propozitie
n
12

2

12k +6
. 1 .
Daci n, € N, astfel ca >(2n, ) si 4> (1+—) . Atunci (¥)n>n,, avem

n0
n

12

2\/rTz(Zn ).

Demonstratie
Indicatie : Pentru n=n, din ipoteza , sd demonstrdm cd n = n+1
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n+l 1 n 1

4? 412 4E 412

= . Z 2n R
2,/n+1 n+l 24n (2n) n+1
n n
i’ 1 k k 1 12k+6
12 1 +— +
(2n)k- 4 2(2n+2)k & 412 2(2n+2) -1/n+1:(1+£j i @42(1+1j
n+1 2n n n n

. Deci este suficient sa aratam ca :

n

12k +6
Dar functia f(n)= (1+—) f :N" — R este crescitoare , iar n > n, deci
n :

1 12k+6 1 12k+6
(1+ —j < (1+ —] < 4 ceea ce trebuie demonstrat.
n N,

Corolar 3.
Daca n, € N astfel ca inegalitatile din propozitia anterioara exista , atunci (V)n >n, intre nsi

2n sunt cel putin kK numere prime.
Demonstratie
Din rezolvarea corolarului 2 si din propozitia precedentd rezulta ca pentru n > n, avem
R, >(2n)".
De aici rezulta cerinta corolarului 3.

BIBLIOGRAFIE
W.Sierpinski "A selection of probleme in the theory of number " Pergamon Press, Oxford 1964

Gazeta matematica seria B nr 12 1985, nr 1 1998
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6. Calculul unor sume, folosind derivatele

Prof. Mihaela Molodet, Scoala Gimnaziala Berghin, Judetul Alba

“Matematica este REGINA STIINTELOR!” Gauss

Am intalnit, In studiul matematicii, o serie de sume, incepand cu “Sume Gauss”. Sunt, de
obicei, mai multe modalitati de a calcula aceste sume, pornind de la metode predefinite sau
folosind artificii de calcul, pana la demonstrarea prin inductie matematicad a unor rezultate
intuite anterior. In cele ce urmeaza, imi propun s abordez folosirea derivatelor unor functii in
calculul unor sume.

1. S, =COSX +2C0S2X +...+Ncosnx = »_kcoskx, X = 2k'z,k'eZ
k=1

Solutie:
' sinnx
2 . n+1
S k coskx = smkx sinkx 2_sin X| =
~Sconoc= Sl o S | an'
sin—
2
. NXx . NXx .
_ sm7 . n+1 sm7 . n+1
= X ~sm2x+ -S|n2x=
sin— sin—
2 2
n cos% sm——lsmE COS— sin—
_2 2 2 3 2 2-sinn+1x+n+1- 2 -cosn+1x_
sin” 2 2 sinX ?
2
1 . X nx . nx X n+1 X nx n+1
= n-sin—-cos— —sin—-cos— |-sin——Xx+ (n+1)sin—-sin—- cos—x
2sin? 2 2 2 2 2 2 2 2
sin“ =
1 . X nx . X nx . nx X n+1 nx n+1
= (n+1)sin—-cos— —| sin—-Cc0S—+Sin—- C0S— S|n—x+(n+1)3|n— sin—-cos——X
25in25 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2
1 X n+1 nx . nx n+1 . ,n+1
= (n+21)sin—| sin——=X-Cc0S— +SiNn— - C0S——X |—Sin“ ——=X | =
2sin? X 2 2 2 2 2 2
_ 1 (n+1)sin5-sin2n+1x S|n2n—+1x} (A)
2sin“ — 2
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. sin > n+1
Am folosit identitatea cunoscuta ZSin kx = 2__sin X
k=1 sin— 2
2
OBS. Pentru x=2k'z,k'eZ, S;=1+2+...+n= n(n2+ D , suma Gauss.

2. 82=sin2x+25in4x+3sin6x+...+nsin2nx:2ksin2kx, xzkK'rK'eZ
k=1

Solutie:

S, = Zn:ksin 2kx = Zn:2ksin kxcoskx = i(sin2 kx) = (zn:sinz kx] =
k=1 k=1 k=1

k=1

1 N cos(n +1)x-sinnx

. X
sin—
2
1 . Co X . . x)
=— (cos(n+1)x-smnx)-sm——cos(n+1)x-smnx(sm—} =
2sin? X 2 2
1 ] X : X 1. X
=— —(n+1)sin—=-sinnx-sin(n +1)x + nsin—-cosnx- cos(n +1)x — =sinnx-cos—-cos(n +1)X | =
asin2 XL 2 2 2 2
2
1 X . . X 1. X
= (n+2)sin—-sinnx-sin(n+1)x — nsin—-cosnx-cos(n +1)x + =sinnx- cos— - cos(n + 1)x
2sin2 X 2 2 2 2
2
(B)

cos(n +1)x-sinnx

.. ] no 1
Am folosit identitatea E sinkx= =|n
k=1 2 siné

n n
Si notdm S = Zsinzkx si S = Zcos2 kx
k=1 k=1

Avem: S+S =" (sin® kx+cos’ kx): d1=n,(1)
k=1

k=1
S—5 ==Y (cos? kx—sin?kx)= -3 cos2kx =
k=L k=L
=—>» cosk(2x) =—cosn—+1(2x)-sinﬂ(2x)/sin§:
] 2 2 2

21



REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — APRILIE 2016 WANE1gi{oR o)

=—cos(n+1)x-sin nx/sin% (2)

Din (1) + (2) = S :g_l_COS(rHl)x-sm nx _1| = cos(n+1)x-sinnx

sin ~ 2 sin >
2
OBS. Pentru x=k'z,k'eZ, S, =0.
3. S, =shx+2sh2x+...+ nshnx=")_kshkx
k=1
Solutie:
n n . n ' n ekx+e—kx 1( & o n o
Sy = kshkx=>"(chkx) =| Y chkx | =| > =———| =|Z| Dle¥+ D e =
k=1 k=1 k=1 k=1 2 2 k=1 k=1
1) .
1) , e™=1 1 gm 1( ,e™=1 1 1-e™ ¢
=] e. + = =] e. . . =
2 e'-1 e 1 .| 2 e*-1 e e™ 1-¢
eX

e -1 e -1 e™ 2| e -1

1
2
l ne (e _1)_62(8 _1)'(ex+e—n><)+e _1_(ex_ne—n><) _
2 (e*-1 e -1

e*. e” -1, e” -1 i} = l{em _1(ex +e”x)] _

1
— . [(nenx+x _ nenx _ eﬂX-%—X 4 eX)(eX + e—nX) + (enx+x _ eX _ enx +1)(eX _ ne—nX)]:

2(e* —1)?
— 2( Xl 1)2 (nenx+2x + I,,|ex _ r,Ien>(+x —n-— enx+2>< _ex + e2x + e—nx+x + er1x+2>< _ nex _ e2x + ne—nx+x _ en>(+x N+
e’ —
1 - -
:ﬁ[ne(max _ (n +1)e(n+l)x + (n +1)e( n+)x ne nx].
2(e” -1

Similar se pot calcula si sumele S4= Zn: ksinkx, Ss= Zn:k cos2kx, Sg= Zn: kchkx

OBS k=1 k=1 k=1

S, =sin2X+2sin4x +3sin6x +...+ nsin2nx = Zn:ksin 2kx = Zn:ksin k(2x) = Zn:ksin Ky =S4,
unde y=2x. (C) - - -

Las spre rezolvare, celor interesati, exprimarea sub o forma mai simpla a relatiei (B) ( care
se prelucreaza similar cu relatia (A)), si echivalenta acesteia cu relatia obtinuta din (C).
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7. MENIREA DE A FI DASCAL (I)

Profesor Mihaela Molodet, Scoala Gimnaziala Berghin, Judetul Alba

“Matematica este o limba, o stiinta !” Lucian Blaga
“Cuvant inainte”

Un Univers cat un suflet de copil...asa as incepe povestea cu care sa deschid
portile educatiei si “meseria” de profesor.

“MENIREA DE A FI DASCAL”

Nu este o cugetare personala si nici vreo trdire desprinsa din file de carte; este, mai
degraba, descoperirea lasata mostenire de cei care mi-au dat viatd, m-au educat si invdtat:
parintii mei — Unul de Limba si Literatura Romana, altul de Biologie. “O limba, o stiinta”...iar eu-
profesor de Matematica.

Niciodata nu am considerat ca mi-am tradat parintii prin alegerea disciplinei
scolare pe care o predau, mai ales cdand totul incepe prin a te cunoaste pe tine insdti, apoi prin a-i
intelege pe cei din jurul tau. lar deosebirile nu au incetat sa apara datorita acestui fapt, mai ales
cand mrejele matematicii S-au extins incet si sigur, inca din anii gimnaziului, atdt la scoald, cat si
in mediul dascalilor din sdatucul meu drag al arealului vdilcean, odata cu primul profesor de
matematica, dl. Aurelian Dumitrescu, al scolii unde parintii mei erau dascali.

Apoi istoria continua cu “invazia Olteniei” §i cucerirea celei mai inalte redute a
crezului meu de licean: “Fratii Buzesti”...liceul care mi-a atras decizia de a fi profesor de
matematicd, sub “bagheta magica” a unui mare OM si profesor: dl. Ion Nanu. Si pentru ca
“Invazia” sa fie incununata si cu o Diploma de Licenta, am cucerit si una din redutele Universitatii
din “Cetatea Baniei”- Craiova: Facultatea de Matematica.

Si cand ma gandesc ca totul a inceput de la ochii senini, chipul blajin si glasul cald
ale invatatoarei mele, d-na loana Georgescu, de la care am deprins taina semnelor si simbolurilor,
incepand de la bastonase, litere, cifre, apoi cuvinte si nu in ultimul rdand, taina de a scrie
fraze...inteleg ce inseamna sa fii fundamentul viitorului unui ,,bot”de om si ca “Visul unui copil
Tncepe cu un profesor care crede in el

Dintotdeauna m-au impresionat ochii albastri ai tatalui meu ( asa mi-l imaginam eu
pe “Domnul Trandafir”), iar lucrarea de licenta a fost dedicata lor, ochilor “domnilor si
doamnelor Trandafir” ...calculul probabilitatii de a-i dobandi, dintr-o perspectiva maternd, pe un
esichier al uneia dintre cele mai moderne stiinte ale zilelor noastre, Genetica- fascinatia
“Dumnezeului” copilariei mele: MAMA, sub indrumarea unui profesor deosebit: dl. lon
Vladimirescu.

Si “cdnd te gandesti” ca in gimnaziu visam sd fiu “doctorita” ...

PROFESORII creaza celelalte profesii...Iatd menirea de a fi DASCAL!

Fara echivoc! “A educa”, “A Invata”, “A evalua” sunt cele trei verbe care, indiferent cum
le-ai conjuga, dau oportunitatea de a descifra “limba cu care Dumnezeu a scris Universul”, intr-un
univers cat un suflet de copil! Ce alta provocare poate fi mai inteleapta decat a invata un copil? Dar,

23



REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — APRILIE 2016 WANE1gi{oR o)

pe cét de fascinanta, pe atit de anevoioasa, o provocare fard secrete, doar cu enigme si mistere in fel
de fel...Doua ar fi “ingredientele” ce pot face deslusirea feluritelor enigme si mistere posibile:
creativitatea copilului si inventivitatea dascalului.

Creativitatea copilului, cand te gandesti la schimbarile demonstrate de explozia
tehnologica si transformarile intelectuale ale mileniului III, este o energie capabild de viteza
luminii, ce niciodatd nu stii pe unde “bantuie”, iar inventivitatea profesorului este o alta energie care
incearcd s o “cuminteasca” pe prima, dar care nu intotdeauna atinge viteza luminii. Aici se ascunde
marea taind a menirii de a fi dascal, intr-un algoritm de semne si semnificatii, unele ce nasc mereu
simboluri intre o infinitate de intelesuri, a unui etern interpretabil, ca misiune a unui profesor de a-I
implementa intr-un univers al sufletului de copil!

Asa am inteles de ce, acest algoritm de semne si Intelesuri unde se nasc simboluri, este
sansa inepuizabild a creativitatii unui copil, de unde am dedus necesitatea educarii si de unde se
desprinde nevoia de a invata si de ce, adevarata evaluare nu este a scolii, ci a vietii, impartita, in
atotputernicia sa, intre copii, bunici, parinti si semeni, educatia Ingloband intre semeni si semenul
cu nume de dascal si meserie de profesor.
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8. SOLUTII PROBLEMA LUNIT MARTIE 2016

Daca AA’, BB’, CC’ sunt bisectoarele triunghiului ABC, sa se arate ca
JBA“A'C +JCB'-B'A +JAC'-C'B 23

AA' BB' CC' 2
Prof. George Florin Serban
. s : o 2 o n~ AB AC
Solutie autor: Aplic teorema bisectoarei in AABC , AA“=AB-AC—-AB-AC , B AC
| | |
Deci AB = AB , AB -_¢ , AB= ac : AB -2 Folosescin continuare inegalitatea
AC AC ' a b+c b+c AB b+c

2
mediilor /xy > 121 si inegalitatea C.B.S x2+y2+zzzw
7+7
Xy
\/AlB—'Alc—\/l- ABAC 2 _,AB AC _, AB,
- A AB-AC-AB-AC "1 _AB-AC-AB-AC °~ AB AC ~ AB
1 AB-AC
JAB. A
VAB-AC ACZZ-(—a )? si analoagele . Folosesc si inegalitatea a_, b +C ZE.
AA b+c +Cc a+c b+a 2
J &)
AB-AC a bic) .2 .3
NPT 5oV (L )2 >0, T D0+C S 2 (22 _2
Z AA Z“(bwLC) 3 3 (2) 2
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Alte solutii:

1) Prof. Constantin Telteu, C. N. A. ,,Regina Maria”, Constanta

A

ac

b+ a

ac A’ ab

b+e¢ b+e¢

Folosim problema cunoscuta care determina lungimile segmentelor determinate de
bisectoarea unui unghi pe latura opusa unghiului. Am evidentiat aceste lungimi pe figura.

Mai folosim si lungimea bisectoarei unui unghi in functie de lungimile laturilor unghiului.
Pe figurd este data lungimea bisectoarei AA’.

Cu acestea, inegalitatea data devine:

ZJp(p—a)+2\/p(p—b)+2\/p(p—0) 2

Folosim inegalitatea dintre media aritmetica si cea geometrica si obtinem:

a b c
a b c .3 _4r(p-2) Jp(p-b) |p(p-c)_,
3
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a N b N C
Jr(p-a) p(p-b) p(p-c) abc R [B 2
= 3 = - —_—— =
3 p\/p(p—a)(p—b)(p—c) p \3/3 3
Am folosit si formulele: R:Z—k;f:, S:\/p(p—a)(p—b)(p—c) , iar la ultima inegalitate am

33

folosit inegalitatea lui Mitrinovic : p < 5 R . Egalitatea In cazul ambelor inegalitati folosite se

obtine pentru triunghiul echilateral.

Deci am aratat ca: E \/BA'AC+\/CB'B A+\/AC.C B Z£<:>
3 AA' BB' cc' J3
\/BA~AC+\/CB~B A+JAC-C B ..

AA' BB' ccC'

Obs. Am obtinut o inegalitate mai tare ca cea din enunt.

2) Prof. Nela Ciceu si prof. Roxana Mihaela Stanciu
JAB-AC _abc b+c a

AN b+c 2bccos': 2 p(p-a)
Trebuie sa demonstram inegalitatea

a b c
> 243
F R e e i

a’ b2 c? 2ab 2bc 2ca
= + + + + +
p-a p-b p-c (p-a)p-b) (p-b)(p-c) (p-c)p-a)

Deoarece cu inegalitatea mediilor obtinem

J(p—a)(p-b g%p_bzﬁ,

2

Avem

>12p.

este suficient sa aratam ca
a’ b2 c? 4ab 4bc 4ca
+ + +

+ + >12p.
p-a p-b p-c ¢ a b
Aplicand inegalitatea lui Bergstrom si inegalitatea
a’b? +b%c? +c?a’ > abc(a+b+c),
rezulta
a’ b? c® 4ab 4bc 4ca _ (a+b+c)®>  4(a’b®+b%c® +c?a’)
+ + t—t—t+—2 + 2
p-a p-b p-c ¢ a b 3p—-a-b-c abc

>4p+4(a+b+c)=12p.
Egalitatea are loc daca si numai daca triunghiul ABC este echilateral.
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3) Prof. Rusu Maria, Scoala Gimnaziala Buznea, lasi

Laturile se noteaza astfel: AB=c, AC=Db si BC =a.Fie AA', BB', CC"' bisectoarele

unghiurilor triunghiului ABC .
Din teorema bisectoarei rezulta:

BA' ¢ BA'" AC a X
2Rt e _ _ N )
AC D c b b+c
2
BA-A'C :ﬁcz
(b+c)
Teorema sinusurilor aplicata in triunghiul
ABA':
& sing
AA' BA' , BA'sinB pi¢
SINB - jn 2 sin— sin—
2 2
Dar .L=_L:>smB:bsmA
sinA sinB a
8¢ B ~ac bsinA
AA'= D+C _b+c a _ 2bc cosé )
Siné siné b+c 2
2 2
14 b?+c*—a’
AL, 2 2 a2
Deoarece cos? 2= ZFCOSA _ 2bc  _(b"+c"+2bc)-a” _
2 2 2 4bc
2 2 _ —
_(b+o)’-a® _(b+c+a)b+c-a) o A_2p2Ap-a) _ A_ [p(p-a) |
4be 4bc 2 4bc 2 be
Prin inlocuire in relatia (1) se obtine: AA'= 2bc /p(p—a) _
b+c bc
2 2
Analog, prin permutdri circulare se obtin: CB“B'A= b acz ,AC-C'B __ca ab >
(a+c) (a+b)

BB'— 2ac fp(p—b) §i CC'= 2ab fp(p—c)_
a+c ac a+b ab

VBA-A'C +JCB'~B'A+JAC'-C'B .
AA' BB' cc'
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a’bc b?ac c’ab
(b+c)? (a+c)2 (a+b)?
pP(p-— a) p(P—b) 2ab IO(IO C)
b+c bc a+c a+b
>a. 2 ¢ 2
2Jp(p a) ZJp(p b) ZJp(p c) 2 2p—a 2 2p-b 2 2p-c

\/BAAC \/CBBA \/ACCB a+b+ c

Deci
BB' cc' b+c a+c b+a
Se arata ca: a + b + ¢ 2§
b+c a+c b+a 2
a b _ac+a 2 4+b%*+bc ac+2ab+bc_ a(b+c) N b(a+c)  a N b

+ = =
b+c a+c  (b+c)a+c)  (b+c)a+c) (b+c)a+c) (b+c)@a+c) a+c b+c
a b a b

+ > +
b+c a+c a+c b+c

. c b c . ¢ a c a
Analog se arata ca: + 2 + s1 2
a+c a+b a+b a+c a+b b+c b+c a+b

Prin insumarea ultimelor trei relatii se obtine:

Y

a b C a b C 3
+ + >3 + + —
b+c a+c b+a b+c a+c b+a 2
Deci,
JBA-A'C +\/CB'-B'A+\/AC'-C'B N
AA' BB' CcC' B
4)

3
>
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9. Concurs pentru elevi si profesori
PROBLEMA LUNII APRILIE 2016

Un cilindru de rotatie are axa de rotatie [AC’] a cubului
ABCDA’B’C’D’ si cercurile de baza tangente muchiilor cubului care
concura in A, respectiv in C’. Dintre toti cilindrii cu aceste proprietati
determinati pe cel cu volum maxim.

Propusa spre rezolvare de Andrei Octavian Dobre

Asteptam solutiile pana pe date de 1.06.2016 pe adresa de e-mail
revista@mateinfo.ro
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10. Simulare Evaluare Nationald Matematica - APRILIE 2016

- Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
- Timpul efectiv de lucru: 2 ore.

SUBIECTUL I — Pe foaia de examen se trec doar rezultatele. ( 30 de puncte)

(5p) 1. Rezultatul calculului %Jr%:% este egal cu....

(5p) 2. Un bazin poate fi umplut de 6 robinete in 40 minute.Pentru a umple bazinul in doua ore ar
fi nevoie de ...robinete.
(5p) 3. Scrisa sub forma de interval multimea A={x e R/x >3} este egald cu....

(5p) 4. ABCDAB'C'D'din figura 1. este un cub.Masura unghiului dintre dreptele AD’ si DC’ este

egalacu...°. D c
, :
A ! B
,i]? ----------- C
NE
Figura 1

(5p) 5. Lungimea liniei mijlocii a unui trapez este egala cu 8 cm, iar lungimea inaltimii este de
7cm. Aria trapezului este egala cu...cm’.

(5p) 6. Rezultatele elevilor unei clase a VIlI-a la examenul de Evaluare Nationala sunt prezentate
pe transe de medii 1n tabelul de mai jos.Procentul elevilor care au obtinut cel putin nota 5 ,este gal

cu...%.
Media <5 5-6,99 7-8,99 9-10
Numar elevi 3 10 15 2
SUBIECTUL Il — Pe foaia de examen scrieti rezolvarile complete. ( 30 de puncte)

(5p) 1. Desenati un trunchi de piramida triunghiulara regulata ABCA'B'C' .

(5p) 2. Determinati cel mai mic numdr natural ab scris in baza zece, pentru care vab+ba este

numar natural.
(5p) 3. Un turist a parcurs un traseu in doua zile .In prima zi a parcurs 40 % din lungimea
traseului si inca 6km,iar in a doua zi restul de 120 km.Calculati lungimea Intregului traseu.

4. Se considera functia f:R >R, f(x)= —%x+ a,unde aeste un numar real.

(5p) a)Determinati numarul real a,stiind ca f(0) =4.
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(5p) b)Pentru a=4,calculati lungimea segmentului AB, unde A si B sunt punctele de intersectie
a graficului functiei f cu axele Ox ,respectiv Oy ale sistemului de coordonate xOy .

2 _ 2
(5p) 5. Se considera expresia E(x) = (x+1) =4 X - X' unde x este numr real, x=0si
X X

x =1 .Determinati numarul real m,m=0 si m=1,stiind ca E(m)=4.

SUBIECTUL Il - Pe foaia de examen scrieti rezolvirile complete.(30 de puncte)

1. Un diamant artificial este realizat prin lipirea bazelor a doua piramide patrulatere regulate, ca
in figura. Toate muchiile acestui corp au 1 cm.

(5p) a) Calculati volumul corpului;

(5p) b) Care este distanta cea mai mare intre doua varfuri ale
diamantului?

(5p) c) Sectiunea diagonala a diamantului este un patrulater
congruent cu baza piramidei? Calculati aria bazei si aria unei

sectiuni diagonale. E

a .
V

E

2. Din materialul textil in forma unui triunghi ABC se decupeaza un dreptunghi MNPQ. Se
stie ca AB=BC=13 si AC=10.

(5p) a) Care este aria triunghiului ABC?
(5p) b) Care este aria dreptunghiului MNPQ daca NP este linie mijlocie?

(5p) c) Punctele N si P pot ocupa alte pozitii pe laturile [AC] respectiv [BC] astfel incat aria
dreptunghiului MNPQ sa fie mai mare decat rezultatul de la b)?

C

A M Q o

Sursa: Culegeri Evaluare Nationald www.mateinfo.ro
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BAREM
Simulare Evaluare Nationala Matematica - APRILIE 2016
SUBIECTUL I (30 de
puncte)
1. |3 S5p
2
2. |2 5p
3. [3;+ ) 5p
4. 60° op
5. |56 5p
6. |90 5p
SUBIECTUL II (30 de
puncte)
1. Deseneaza trunchiul 4p
Noteaza trunchiul 1p
2. Jab+ba =+10a+b+10b+a = \/ll(a+b) 2p
2
a+b=11 P
- 1p
Cel mai mic numar este 29
3. S . _2x . o . 2p
In prima zi parcurge 40% x +6—?+6 ,unde x este lungimea Tntregului traseu
§+ 6+120=x = x=210km
5 3p
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4. a)f(0)=—§~0+a 2p
3p
a=4
b) f(x)=0=x=3=0A=3 2p
f(0)=4=0B=4 2p
Teorema lui Pitagorain AAOB = AB=5 Ip
5 (x+1)" —4=(x-1)(x+3) si x*—x=x(x-1) 2p
_ 2p
E(X)=(X l))fx+3)_x :3 1 =x* +3X
( - ) 1p
m +3m=4<m’ +3m-4=0=>m =-4,m,=1,dar m=1=m=-4
SUBIECTUL I (30 de
puncte)
1. A, -h 1p
a) Vpiramida :bT
h=EO= % 2p
J2 1
VaBCDE = ?Cmg P
2
Veorp =§cm3 1p
b)EF=AC=BD=+2cm 5p
c) ABCD = BDEF, patrate cu latura de 1cm 3p
Ansco = Agper =1cm’? 2p
2. a) AABC isoscel cu hg =12 3p
AC-h
Apgc = 5 =60 2p
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b) Daca CC' L AB, atunci CC' = 2aec _ 120 2p

AB 13 1
N_CC'_80 p

2 13
13 60

A =L:-l=—-—=30 2
MNPQ > 13 p
c¢) din asemanari de triunghiuri CC-MN _NC_NP 2p

CccC' AC AB
notam NP=x; MN=y si atunci obtinem 1— 13—y _X

120 13 1p

A _yy_120[169 ( 13Y .
MNP =Y = 69| 2 2 P

Aria este maxima pentru X = % ,adicd A, =30

1p
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11. Simulare BAC Matematica pentru profilele
Mate-Info si Stiintele Naturii
APRILIE 2016

¢ Toate subiectele (I, I, IIT) sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
¢ Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
¢ La toate subiectele se cer rezolvari complete.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

(5p) 1. Calculati produsul numerelor complexe i-i?-i%----- i?,
(5p) 2. Verificati daca functia f :R >R, f (X) = x>+ x—2012 este injectiva

(5p) 3. Si se rezolve, in multimea numerelor reale, ecuatia 16* +5-4" —21=0
(5p) 4. Sa se determine probabilitatea ca, alegand un numar din multimea numerelor naturale de trei cifre,
acesta sa aiba exact doua cifre egale.

(5p) 5. Tn sistemul de axe de coordonate xOy, se considera punctele: A(2, 5), B (—3, 4) ,C (7, - 2) :

Scrieti ecuatia medianei corespunzatoare laturii BC

(5p) 6. Fie ae(%,n} si cosa=—%. Calculati tg%

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

111
1. Fiematricea A=| 1 2 3|.Pentruorice xe C se defineste matricea V (x) = A+xl, si functia
3 21
polinomiala f:C—C, f (x)=detV (x).
(5p) a) Determinati rangul matricei A;
(5p) b) Rezolvati, in R, ecuatia f (X) =1

X 1
(5p) c) Exista o matrice B=| y |e M;,(C), cu proprietatea AB=| 0 | ? Justificati.
z 0

2. Fie multimea M = (a, oo) o multime de numere reale si legea de compozitie, definitda pe R,
X*y=2xy—4x—4y+5a

(5p) a) Sa se arate ca, pentru orice a > 2, multimea G este parte stabila a lui R in raport cu operatia
* .

(5p) b) Sa se determine a, stiind ca (G, *) este grup abelian
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(5p) c) Sa se arate ca grupurile (G, *) si (R:) sunt izomorfe prin functia
f:Go R, f(x)=2x-4

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)
x> -1
X241

1. Se considerd functia f :R >R, f(x)=

(5p) a) Sa se calculeze f'(x) si f"(x)
(5p) b) Sa se determine intervalele de monotonie si cele de convexitate ale functiei f.

(5p) c) Fie g:R >R, g(x)=f(x)+f (%} Si se calculeze

g(x)+g(x2)+...+g(X2011)+X2013

2012

lim

X—2 X
1 Xn
2. Se considera sirul (| o= dx
> ( n)nZO n .([XZ +1
(5p) a) Sa se calculeze |, si |,
(5p) b) Sa se arate ca ;S I <;,Vn >2

2(n+1) " 2(n-1)

[EEN

(5p) c) Sa se calculeze lim (nln ——j

n—oo

w

Prof: Gaga Loghin
Culegeri BAC M1 — www.mateinfo.ro
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BAREM

Simulare BAC Matematica Mate-Info si Stiintele Naturii
APRILIE 2016

¢ Pentru orice solutie corecta, chiar daci este diferitd de cea din barem, se acorda punctajul
corespunzator.

¢ Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

¢ Seacorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut la 10.

SUBIECTUL | (30 de puncte)

1. 2. j20 _ jLr2s3eoi20 _ i¥ _jao ig
210=4-52+2 2p
i210 — i4~52+2 — i2 — _1
2. | O functie este injectiva pe un interval daca este strict monotona pe acel interval 1p
f'(x)=3x*+1>0 2p
Derivata intai este pozitiva, strict, deci functia f(x) fiind strict crescdtoare pe R, adica 2p
injectiva
3. | 16" +5-4" —21=0< 4% +20-4*-21=0 1p
Notez 4" =t;t >0=t*+20t —21=0=t, =1, =-21, care nu corespunde gp
Din 4 =1=4*=4"=x=0 p
4 e | Ip
p=-—; ¢, =900, numarul de numere de cate 3 cifre.
C
p o 3p
Conform enuntului, avem urmatoarele forme de numere: numere de forma aab . Numarul de numere
de aceasti formi este 9-9 =81. Numere de forma aba . Numirul de numere de aceasti formi este
9-9=81. Numere de forma baa . Numarul de numere de aceasta forma este 9-9 =81. 1p
. 3 . . . C; 243 27
Deci, numarul de cazuri favorabile este C; =81-3=243,iar p=—=——=——=0,
c, 900 100
5. | Mediana din varful A cade pe mijlocul laturii BC. Fie M mijlocul laturii BC. Avem 2p
Xg+X. —3+7 Vo +Ye 4-2 3p
= = = 2, = = = 1
) 2 2 & 2 2
X Yy Xy
Xa, Yo 1=0=2 5 1=0=x-2=0
Xu  Yum 2 11
X Yy Xy
Ecuatia dreptei AM este: [X, Y, =0=|2 5 11=0=x-2=0
X Yu 2 1
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6. 2p
sina=+1-cos’a = /1—E _3
25 5 3p
in a 2sin a a
tgiz SI E _ Sl E-COSEZ sina _,
2 cos; 2c0s? & 1+cosa
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1 11 0\(1 10 111 1 21 5
) | a=lo 0 1|10 0 1|=[0 1 o[;A=A*.A=[0 0 1 P
0 10){0 10 0 01 010
011
A—A=|0 0 0|=A"-
0 0O
b) | Prin inductie. Egalitatea se verifica, conform punctului a). Presupun ca 2
P(n): A"—A"? = A*—1, p
P (n +1) : si demonstrez
A AT = A(AT- A= A(A - 1) = A - A=A 2
N Y
P(n+1): A" — A" = A’ —1,. Intr-adevar, avem:
AT A= A(AT—ATF) = A(A% -1, )= A°— A= A? — 1, conform a)
C) | Obsevam ca se verifica pentru n=1. Presupunem adevarata pentru pentru valorile mai 2
mici si egale cu n-1 si demonstram pentru n. notam cu S, suma elementelor. p
Din
A A=A |, = A=A+ A~ 1, =S, =n-2+3+2+3-3=n+3 5
A A=A = A= AT AT p
=S5,=nN-2+3+2+3-3=n+3
2. | xxy=2xy—4x—4y+8+5a-8=2x(y-2)-4(y-2)+5a—-8= S
a
) =2(x-2)(y-2)+4(a-2)+a>a, Va>2 P
b) | Se verifica imediat ca operatia este corect definita, ca este asociativa si comutativa. 2
Elementul neutru este unic si avem: p
x*xe=X=>2xe—4x—4e+5a=x<>2e(x-2)=5(x-a)=>a=2sie -2 3
2
Elementul simetrizabil se verifici imediat p
c) | feste bijectiva, fiind functie de gradul I, strict crescatoare. 2
P
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)=F(x)-1(y)

)=2(2xy—4x—4y+10)—4=4xy —8x—8y +16
f(x) f(y)=(2x-4)-(2y-4)=4xy—8x -8y +16

f(x*y)=2(2xy—4x—4y+10)—4=4xy—8x—8y+16

f(x)-f(y)=(2x—4)-(2y—4)=4xy—8x—8y+16

Deci grupurile (G, ) si (R?,-) sunt izomorfe.

Verificim relatia f (X *

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

L 2X( X% +1)—(x*—1)-2x
a) f!(x): ( ) ( > ) — 4X > 2p
(x+1) (x+1) 3p
f”(x)_4(x+4)2—8x(x+1)_4(x+4)(x+1—2x)_4(1—x)
(x+1)4 (x+1)4 (x+l)3
b) | Monotonia depinde de semnul derivatei I. Pentru x >0 f(x) este crescatoare; pentru 2p
X <0, f(x) este descrescatosre
Determindm semnul derivatei a doua si obtinem: 2p
pentru x € (—o0,—1)U[L ), f"(x)<0= f(x) este concava; .
pentru Xe(—l,l), f"(X)>O:> f(x) este convexa P
C) 1 1
1) x*-1 & & x*-1 1-x* 3p
o(¥)= 1)+ 1 | Fei T e
2 2p
. g(x)+g N +eot g ¥ 2011 2013 ooy
:>le2; ( ) X012 ( ) :!(I_rg X012 =|Xl_r>T21X=2
2. 11 2p
a) | o =.[X2 +1dx=arctgx|2 :%
X 1 1 3p
tox 2X 1tu’ 1 1 In2
Il_jx2+1 ——'[ :EldeZEInMO:Eln(XZJrl)O:_
b) | Fie wvxe[0,1] =X 2x”*1. Deoarece
Xn Xn+1 1 Xn 1 Xn+l 2p
= > > > :>'[ 2 dx > 2 dX:InZInH
X*+1 x°+1 (x°+1 X" +1 1p
Loy L yn+2 Lx"(x*+1 1
In+ln+2:j ZX dx+j )i dx:jy x:.[x”dx=L
o X +1 o X°+1 y X +1 0 n+1 2p
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1 1
L R N
TP
1 1
e O T
no1 2t 2(n+1)
1 1
<l < >2
T2t "2y
c) n n 1 2p
<l < <nl < -z
200+~ " “2(n-1) "7 2+ " “2(n-1) | 3
noo1 1 n 1
—Z<nl -Z<—— =
T2(n+1) 37" 37 2(n-1) 3
1 1 1 3p
lim| — = slim(nln——Jslim n__-
Nn—>o0 2(n+1) 3 n—w 3 N—so0 z(n_l) 3
n-— ( j n+2 ( j 1
lim <lim| nl, —= [<]im =limnl, —=|==
n—om 6(n+ ) n—o n—o0 6(n+ ) n—o 6




