REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO
ISSN 2065-6432 - OCTOMBRIE 2016

www.mateinfo.ro

REVISTA LUNARA
DIN FEBRUARIE 2009
revista@ mateinfo.ro

(MJ _ 0 e0-f(0)-g'(x) . [/rm] _ 00800 -f(x)-g'(x)

g(x) gz(x)

2(x)

>
g7 (x)
Y

tgo—tg m
I+t ot n»\ﬂfuv\ﬂ:72\”!“:”“"“:“ cosa—cosp =—2sin 2P in

" f(x+Ax) —f(x)
f(x)= lim
x—0

f(x+ Ax) —f(x)
Ax

2 1
giotl=

——=sec’a A
cos® o f'(x) = lim
X —

tg(a—P) = ap

. Sa=yplp-a)-(p-b)-(p~c)=p-r sea Sa=yplp-2)-(p-b)-(p-c)=p-r
(1+BCOsa#~B lug‘hzl b cmu+cn~[}=Zcm“:uumﬂ:[s log, b

log,
2 g,

2 log. a

log. b

coso.+cosP =2cos

COORDONATOR: ANDREI OCTAVIAN DOBRE

REDACTORI PRINCIPALI SI SUSTINATOR PERMANENTI Al REVISTEI
NECULAI STANCIU, ROXANA MIHAELA STANCIU SI NELA CICEU

ARTICOLE REVISTA:

1. IATA CE POT FACE MINTILE DIBACE... PAG. 2
Mihaela Berindeanu
2. SOLUTION TO THE PROBLEM Q25 OF SCLIPIREA MINTII, NR. 17... PAG. 6
loan Viorel Codreanu
IN LEGATURA CU UNELE INEGALITATI DIN CRUX MATHEMATICORUM 8/1982... PAG. 7

3
Marin Chirciu
4. ON SOME PROBLEMS JOURNAL MATHPROBLEMS VOLUMS5 ,ISSUE 4 ... PAG. 16
George Florin Serban

5. REZOLVARE SUBIECT GRADUL DIDACTIC Il , IASI 2016 ... PAG. 20
George Florin Serban
6. MODEL CARE DESCRIE ACTIVITATEA FICATULUI UMAN... PAG.27
Oprea Elena Georgiana
7. SISTEME DINAMICE... PAG. 39
Florea Maria Luminita
8. SOLUTII - PROBLEMA LUNII SEPTEMBRIE 2016 ... PAG. 34
Gheorghe Alexe si George-Florin Serban
9. PROBLEMA LUNII OCTOMBRIE 2016... PAG. 39
Manea Cosmin si Petrica Dragos
10. SIMULARE EVALUARE NATIONALA MATEMATICA OCTOMBRIE ... PAG. 40

11. SIMULARE BAC MATEMATICA OCTOMBRIE 2016... PAG. 42


http://www.mateinfo.ro/
mailto:revista@mateinfo.ro

REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - OCTOMBRIE 2016 www.mateinfo.ro

1. JATA CE POT FACE MINTILE DIBACE ...
O ORA CU EXCELENTII iN MATEMATICA DE CLASA A VII-A
DIN BUCURESTI

Profesor Mihaela Berindeanu, Bucuresti

Am propus elevilor de la grupa de excelentd In matematica sa rezolve urmatoarea problema:

Se considera triunghiul isoscel ABC cu AB=AC, m(BAC)=20° si se construieste

triunghiul isoscel cu BC =CD si m(CBD) =20". Demonstrati ca AB=BC + BD.

Olimpiada locala 2016, Judetul Prahova
Autori: Silvia si Ionel Brabecianu

Elevilor mei le plac problemele ,,cu sclipici”, adica problemele care se rezolva cu o idee
ingenioasa, care cer intuitie si perspicacitate. Aceasta problema a ajuns printre favorite,
conducand cateva solutii simple si originale.

Va prezint patru dintre solutiile care au primit cele mai bune aprecieri.

a. Solutia elevei Bach Minh-Chau (vezi Figura 1)
Se noteaza BD N AC = {T} si se iau punctele E € AB

i FeAC astfel incat m(FET)=100 s

m(BTE) =60". Din calculul unghiurilor
—aEBT =-echilateral = EB=ET =BT
n aBCT, m(BTC) - m(BCT)=80° —ABCT = isoscel

deci latura BC este egalda cu laturile triunghiului
echilateral EBT.

In AFET, m(FET):loo". Tot din calculul unghiurilor
rezultd ca aEFT este isoscel, cu EFT = ETF =40 si
EF =ET :
m(ETF)=180°—m(AEF)—m(BET)—m(BTE)

Figura 1

m(ETF) ~180° —20° —60° —60° = 40°
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Un zig-zag ingenios ne-a condus la egalitatea:
BC=BT =ET =BE
A AEF , cu doua unghiuri de 20" este isoscel, cu EF = AF din AAEF =aBCD se obtine:
AE=BD—= AB=AE+EB=BD+BC .
b. Solutia elevului Burlacu Stefan (vezi Figura 2)
Se prelungeste latura BD. Se ia in compas dimensiunea AB
si se stabileste pe BD punctul Q € BD si AB =BQ.

180"~ 20"

m(ABC)=m(ACB)= 80’

m(ABQ) —80° —20° = 60° =4 ABQ = echilateral

Calculul unghiurilor de la baza triunghiului isoscel ACQ:
m (CAQ) = 60" — 20° = 40° Figura 2

m(ACQ)=m(AQC)=M=

Calculul unghiurilor DCQ si CQD:
n aABT, m(BTA):180° _20°—60° =100° = m(BTA): m(CTQ) ~100°

70

in ACDT, m(TCD) ~180° 100" — 20° = 60° = m(DCQ) —70"—60° =10°
m(CQT) =70"—60" =10 si din

m(DCQ) - m(CQD) —CDQ = isoscel = CD = DQ = BC
Deci BQ = BD + DQ sau AB = BD + BC

C. Solutia elevei Ichim Alexia (vezi Figura 3)
Pe semidreapta BD se alege punctul E astfel

incat BC=CD=DE. Se unesc punctele A cu
D si urmeaza sa se demonstreze ca BE = AB.
Observatie: patrulaterul ABCD este inscriptibil

deoarece m(BAC )=m(BDC)=20" rezulta ca
m(BDA)=m(BCA|=80" = m( ADE)=100".
aADE =aADC pentru ca DE = DC, AD este
laturd comund si m(ADE) =m ( ADC) ~100°

Figura 3
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decisi AE = AC = AB.
m(BAE) =3.20" = 60° =4 ABE = echilateral
Deci AB = BE = BD + DE

d. Solutia elevului Simon Sebastian (vezi Figura 4)

Se pleaci de la observatia ca m(ACD) =60

m(ACD)=180° —m(BCA)—2-20° — 60’

Se construieste un triunghi echilateral cu latura
AP =AB=AC (P = un punct pe prelungirea
semidreptei CD) si se calculeazd apoi

unghiurile triunghiului isoscel

AP m( ABP) - 180 —m(BAZC)—m(CAP)

m(ABP)=m(BPA)= 180° —220" —60°

m(ABP)= m(BPA)=%=5o° c f Figura 4

Se calculeaza marimea unghiurilor PBD, DPB:

m(PBD) = m( ABC)-m(PBA)-m( ABP)=80"~20° 50" =10
m(DPB) = m(CPA)-m(BPA)= 60" -50" =10

Deci m(PBD)=m(DPB)=10" =>4 ABP = isoscel = BD = DP, de unde :
AB = AC = AP =CP =CD+DP

Solutia pe care am gandit-o eu este asemandtoare (dar nu identicd) cu ultimul caz
prezentat (vezi Figura 5):
- Se construieste AABM, cu AB=AM =BM ;
- Se duce Dbisectoarea unghiului CAM,
forméandu-se astfel XCAD’'=xD'AM =20".
Pentru a rezolva problema, trebuie demonstrat ca
intersectia bisectoarei unghiului CAM cu BM,
notata provizoriu cu D’,coincide cu punctul D al
triunghiului isoscel BCD.
e Demonstrez ca AACD' =aAMD’
AM = AC,AD’'= AD', XCAD’ = XD'AM
=DM=DC

Fiaura 5
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e Calculez unghiurile ACMD’
m(AD'M): m(AD'c):180° —20°—60°

= m(AD'M ) =m(AD'C) =100
e Calculez unghiurile de la baza triunghiului isoscel CMD’

180 ~m(CD'M ) 180°-160° _ 20°
2 2 2

=10

m(D’CM):m(D’MC):
e Calculez unghiurile ACM si CMA:
m(ACM ) - m(CMA) —60° +10° = 70°
e Demonstrez cd D' coincide cu D:
m(BCD’) —80° +60° =140°

m(BD'c) —180° —m(D'Bc)—m(BCD') —180° —20° —140° = 20°

Deci aBCD'este isoscel, avind doua unghiuri egale — BC=CD’, ceea ce
inseamna ca D" coincide cu D si BM = AB=AC=BC+BD.

Nu m-ar supara deloc dacd vreuna dintre solutiile gandite de elevi vi s-ar parea mai bund
decat solutia mea pentru cd imi place mult acest citat din Leonardo da Vinci: ,,E mediocru
ucenicul care nu-si depaseste maestrul.”

Am convingerea ca elevii din aceastd grupa isi vor depasi repede dascalii si cd vor contribui
la bunul renume al matematicii romanesti.
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2. SOLUTION TO THE PROBLEM Q25 OF
SCLIPIREA MINTIIL, NR. 17

Profesor Ioan Viorel Codreanu, Scoala Gimnaziala Satulung, Maramures

Q 25. Proposed by Titu Zvonaru, Coméanesti, Romania.

Prove that: if a,b,c,d are positive real numbers such that a+b+c+d =1, then

1 1 1 1 1
3 + 3 + 3 + 3 < .
a’+3bcd b°+3cda c®+3dab d° +3abc 4abcd

Solution.

Using the AM-GM Inequality we get

2 3+3bcd 22 3+bcd+bcd+bcd<z44( af

_—a'@gﬁa'%a:ﬂ%a'

A Generalization

Prove that: if a;,a,,...,a, are positive real numbers, then

1 22
2 <5

a,"" +(n-1)a,a,..a, nl—[ai'

Solution. Using the AM-GM Inequality we get

zal +(n 11)a2a3 <znn (Haj = ﬁlai Snili[%i.

> [ <
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3. INLEGATURA CU UNELE INEGALITATI DIN CRUX
MATHEMATICORUM 8/1982

Marin Chirciu®

Articolul propune dezvoltdri ale unor inegalitati aparute in revista de matematica Crux
Mathematical Vol.8/1982,nr.5-6-7 .

1. a) “In orice triunghi are loc inegalitatea: 9+ ZZcos BcosC > YZcos A”.
Crux Mathematicorum ,vol.8/1982 ,nr.5 ,M. S. Klamkin,Canada

Co p® +r? —4R?

Solutie: Folosim identitatile: ZCOS Bcos AR

: r .
si ) cosA=1+ = Inegalitatea se

2 2 2
scrie: 9+2. 2 +;R2 RS 7(RR+ ") o 36R? + 2p? + 2% ~8R? > 28R’ 1 28Rr
& p? >14Rr —r?, adevirata din inegalitatea lui Gerretsen: p° >16Rr —5r? si inegalitatea lui
Euler: R>2r.

b)“In orice triunghi are loc inegalitatea: 2 sin’ gsinzg >3] [sin g 7,

Crux Mathematicorum ,vol.8/1982 ,nr.5 ,M. S. Klamkin,Canada

2 2
Solutie: Folosim identititile: ZSinZEsinZE=L28Rr§i in2- "
2 16R 2 4R

2, 2
Inegalitatea se scrie: 2.%2 3-% < 2p*+2r° —16Rr >12Rr < p® >14Rr —r?,

adevirati din inegalitatea lui Gerretsen: p° >16Rr —5r? si inegalitatea lui Euler: R >2r .

Inegalititile a) si b) sunt echivalente cu inegalitatea lui Gerresten: p> >16Rr —5r?.

c) nY cosBcosC z%n—gJFZCOSA, unde 0< nS;.

Y Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti
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Dezvoltare, Marin Chirciu, Pitesti

p® +r?—4R? >3n—6+ r

Solutie: Inegalitatea se scrie: n- > 1+—<
4R 4 R
p?—r? 3n-6 r A ) o , .
<n- IR >N+ 2 +1+E<:> n(p +r )2(7n—2)R +4Rr, adevarata din inegalitatea lui

Gerretsen: p”> >16Rr —5r? si conditiea n>0. Rimane de demonstrat ci:

N(16R* —5r” +1%) = (Tn—2)R® +4Rr < (2—7n)R* +(16n—4)Rr —4nr’ 20 <
< (R-2r)[(2—-7n)R+2nr]>0, evident din inegalitatea lui Euler: R>2r si conditia

2—-7n>0.Pentru n= 2 se obtine a).

1 6R
1. a) )Y, : 2A27212.
SIn™ —

Crux Mathematicorum, vol.8/1982,nr.5, M. S. Klamkin,Canada

2 2
. . . rr—8Rr _. . . .
Solutie: Folosim identitatea Z S s 5 . Prima inegalitate se scrie:
sin® = r
2
2 2
r-—8Rr _ 6R o . .
p+—2 >—— <> p?>14Rr —r’ | adevirata din inegalitatea lui Gerretsen: p? >16Rr —5r”
r r

si din inegalitatea lui Euler: R>2r. A doua inegalitate << R>2r, inegalitatea lui Euler.

b) >, L A >12-2n+n->12, unde 0<n<8.
sin® — '

Dezvoltare, Marin Chirciu, Pitesti

Solutie: Prima inegalitate se scrie:

2 2
P8R 12-2n)+ MR p? 412 _8Rr > (12— 2n)r? + nRr , adevarata din incgalitatea lui
r r

Gerretsen: p”>>16Rr —5r”. Ramane de demonstrat ci:
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16Rr —5r +r?—8Rr > (12—2n)r* + nRr < R(8—n) > r(16—2n) < (8—n)(R-2r) >0, evident
din inegalitatea lui Euler: R > 2r si din conditia 8—n>0.

A doua inegalitate este echivalentd cu —2n+n R >0< n(R-2r) >0, evident din inegalitatea
r
lui Euler: R >2r si din conditia n>0. Pentru n=6 se obtine a).

2. a) Y.

1 2r
>H_ >
A_5 R_4.

cos’—
2

2
Solutie: Folosim identitatea Z 1 _ 17{4R il rJ . Prima inegalitate se scrie:
Cos > P

2 2 2
1+ AR+r 25—£c> 4R+1 > 4—£<:> p’ SM, inegalitatea Blundon—
p R p R 2(2R-r)

_2p*(2R-T)
R(4R+r)?

I este intersectia dreptelor AA,BB,,CC, , unde A,B,,C, sunt punctele de tangenta ale cercului

Gerretsen, adevarata din H/7™* =4R® {1 }2 0, unde 7~ este punctul lui Gergonne,

inscrisin AABC cu laturile BC,CA, AB . A doua inegalitate << R >2r, inegalitatea lui Euler.

b) >’ L 542 M54 unde 0<n<2.
cos? 2 2 R

Dezvoltare, Marin Chirciu, Pitesti

Solutie: Sol. 1: Prima inegalitate se scrie:

, adevarata din

2 R p° 2 R ~ (6+n)R-2nr

» - R(AR+r)’
~ 2(2R-r)

2 2 2
1+(4R+r) Sgy N @R+DT o0 onr o 2R(AR+T)?
p
inegalitatea Blundon—Gerretsen: p . Ramane sa demonstram ca:
R(4R +r)? < 2R(4R+1)°
22R-r) (n+6)R-2nr
inegalitatea lui Euler: R > 2r si conditia 2—n>0. Pentru n=2 se obtine a).

< (N+6)R-2nr <8R—-4r < (2—n)(R-2r) >0, evident din
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A doua inegalitate @2—%2 0 < n(R-2r)>0, evident din inegalitatea lui Euler: R > 2r si

conditia n>0. Pentru n=2 se obtine a).

2 @)
Sol. 2: p*< _2RUAR+)” , adevarata din inegalitatea lui Gerresen: p> <4R*+4Rr+3r°<
(6+n)R-2nr
@) 2
2 2RORED” e @) & 2R(16R? +8Rr +r?) > (4R? +4Rr +3r%)[(n+6)R - 2nr] &
(6+n)R-2nr

< (8—4n)R* +(4n—8)R°r +(5n —16)Rr’ +6nr’ > 0 <
& (R—2r)[ (8—4n)R*+(8—4n)Rr —3nr’ | >0, evident din inegalitatea lui Euler: R > 2r si
conditia 8—4n>0.

3. a) 9+2) sinBsinC>9) cosA .
b) D sinBsinC zz—lg.

Solutie: Reformulare a).

c) nY sinBsinC 297:—%+ZCOSA, unde 0< nsg.

9

Dezvoltare, Marin Chirciu, Pitesti

2 2
Solutie: Folosim identitatile: ) sinBsinC = %J;A,Rr si ) COsA :1+% . Inegalitatea se
p®+r’+4Rr ,9n-6
4R? 4

inegalitatea lui Gerretsen: p® >16Rr —5r” si conditia N>0. Rimane si demonstrim ci:

scrie: n-

+1+% < n(p?+r2+4Rr)= (9n-2)R? + 4Rr, adevarata din

n(16Rr —5r” + 1% +4Rr) > (9n—2)R* +4Rr < (2—-9N)R’ +(20n—4)Rr —4nr’ 2 0 <

< (R-2r)[(2-9n)R+2nr]>0, evident, din inegalitatea lui Euler: R > 2r si conditia

2-9n>0. Pentru n =§ se obtine a) .

4. a) 3+ ) cos(B-C)> 48Hsin§.

Crux Mathematicorum, vol.8/1982,nr.6, M. S. Klamkin,Canada

10
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b) 3+ cos(B—C) > 1?:

Solutie: Reformulare a).
c) N+ .cos(B—C)>8(n +3)Hsin§, unde n>1.

Dezvoltare, Marin Chirciu, Pitesti

2 2
Solutie: Folosim identitatile: ZCOS(B—C) :%ZQRI’_:L si HSingzé- Inegalitatea se
2 2
scrie: n+LJ2r2Rr—1 >8(n+3) — LJZFZRHF(”_DZ 2(n+3)r
4R 2R R

< pP+r°+(n-1)-2R* > (4n+10)Rr , adevirati din inegalitatea lui Gerretsen: p° >16Rr —5r°.
Ramane de demonstrat ci: 16Rr —5r° +r? + (2n—2)R* > (4n+10)Rr &

< (N-DR*+(3-2n)Rr —-2r* >0 < (R-2r)[(n-DR+r] >0, evident din inegalitatea lui Euler:
R > 2rsi conditia n—1>0.

Obs. Pentru n =3 se obtine punctul a).

d) n+> cos(B-C) >

2(n—;3)r’ unde n>1.

Dezvoltare, Marin Chirciu, Pitesti

Solutie: Reformulare c).

5. a) Zcos C. 24Hsm—

Crux Mathematicorum, vol.7/1981,nr.6, George Tsintsifas,Grecia

>1+161_[5|nA

b) ZCOS

Crux Mathematicorum, vol.8/1982,nr.6, M. S. Klamkin,Canada

11
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c) > cos?

>1+16H5|n— > 24Hsm =

>1+161_[smé > 241_[smé

d) ZCOS

B-C 4r _ 6r
e cos? >1+—>—.
)Z 2 R R

Solutie: Reformulare c).

f) Zcos

>3——+ anmé> 241_[smé unde 16<n<24.

Dezvoltare, Marin Chirciu, Pitesti

: o B—
Solutie: Folosim identitatile: ZCOSZ 2C —14

Prima inegalitate se scrie:

14 %jzm_g_gm_é@ 2(p?+r?+2Rr) > (16— N)R? + 2nRr , adevaratd din

inegalitatea lui Gerretsen: p® >16Rr —5r”. Rimane si demonstrim ci:
2(16Rr —5r” + 1% +2Rr) > (16 —n)R’ + 2nRr <> (N-16)R’ + 2(18—-n)Rr -8r’ > 0 <

< (R-2r)[(n—16)R+4r]>0, evident din inegalitatea lui Euler: R > 2r si conditia n—16>0.
A doua inegalitate se scrie:

3—§+n E_24 E@(m N)R > (48-2n)r < (24—-n)(R-2r) >0, evident din inegalitatea

lui Euler: R>2r si conditia 24—n>0. Pentru n=16 se obtine punctul a,).

g) > cos’® B-C > cos A;Bcos >3Hcos C. 24Hsm—

Crux Mathematicorum, vol.8/1982 nr.6, Jack Garfunkel, NY,USA

12
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Solutie:
Prima inegalitate rezultd din X+ y*+z° > Xy + yz+ zx , unde x = cosS—— etc.
: : . 5 1 Sy -
A doua inegalitate este echivalenta cu ZTC >3 , evidenta din cos <1.

COos

.. ) ) B-C . A
A treia inegalitate este echivalentd cu | Jcos 5 >8] [sin 5

2 2
Folosim identitatile: | Jcos B-C_p +;R12Rr si Hsingzé. Inegalitatea se

2 2
%ﬁzngé < p*+r°+2Rr216Rr < p? >14Rr—r?, adevérata din

inegalitatea lui Gerretsen: p® >16Rr —5r” si inegalitatea lui Euler R > 2r .

scrie

h) > cos? B;C 23—g+%26—Rr, unde 16<n<24.

Dezvoltare, Marin Chirciu, Pitesti

Solutie: Reformulare c).

6. a) ngin BsinC <[ Jcos B;C s%ZcosA.

Crux Mathematicorum, vol.8/1982,nr.7, Jack Garfunkel,NY,USA and George
Tsintsifas,Greece

b) —%n+1+n-23in BsinC <] Jcos B;C < 4—49n +37n-ZcosA, unde gs n S%.

Dezvoltare, Marin Chirciu, Pitesti

13
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2 2 _ 2 2
pe+r J2r4Rr;HCOSB C= pe+r -2+2Rr
4R 8R

Solutie: Folosim identitatile: ) sinBsinC =

s

r
ZCOSA—1+E.

2 2 2 2
pTAr +4Rr£p +r +2RrC>

o : . 4-9n
Prima inegalitate se scrie +n > >
4 4R 8R

< p°(1-2n)+r*+2Rr > (8—18n)R* +2n(r® + 4Rr) , adevirata din inegalitatea lui Gerretsen:
p? >16Rr —5r” si conditia 1—2n >0 . Rdmane si demonstrin ci:
(16Rr —5r*)(1—2n)+r? + 2Rr > (8-18n)R*+2n(r* + 4Rr) <

< (9N-4)R*+(9-20n)Rr + (4n—-2)r* >0 < (R-2r)[(On-4)R+(1—-2n)r]>0, evident din
inegalitatea lui Euler: R > 2r si conditiile: 9n—4>0 si (9n—4)R+(@1—-2n)r >

>2(9n—4)r+(@1-2n)r =r(18n—-8+1-2n)=r(16n—-7)>0, adevarati din n 2g> %

2 2
A doua inegalitate se scrie: w 9n 3”( r j

5 <l-—+—|1+—= | &
R 4 2 R

& p®+r?+2Rr <(8—6n)R*+12nRr , adevirati din inegalitatea lui Gerretsen:

p? <4R*+4Rr +3r’ si conditia 1—2n >0 . Riméne si demonstrin ci:
AR? +4Rr +3r° +r*+2Rr > (8—6n)R* +12nRr <
< (2-3n)R*+(6n—3)Rr—2r* >0« (R-2r)[(2—-3n)R+r]>0, evident din inegalitatea lui

Euler: R>2r si conditia 2—3n>0. Pentru n =g se obtine punctul a).

La fiecare din inegalitatile de mai sus egalitatea are loc dacd si numai daca triunghiul este
echilateral.

Dubla inegalitate a lui Gerresten: 16Rr—5r° < p? <4R?+4Rr+3r° este adevirati din

IG* =%( p?+5r°—16Rr) =0 si IH®=4R*+4Rr+3r’—p*>0.

Inegalitatea lui Euler: R > 2r este adevarata din 10> =R(R-2r)>0.

14
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4. Onsome problems Journal Mathproblems Volume 5, Issue 4
By George-Florin Serban , Pedagogical High School >’D.P.Perpessicius’’

, Braila, Romania

Magazine Mathproblems, Volume 5, Issue 4 (2015) was appeared the following problems:

142. Proposed by D.M. Batinetu-Giurgiu,“Matei Basarab” National College, Bucharest,

Romania, and Neculai Stanciu,“George Emil Palade” School, Buz au, Romania.
Let (a,).., such that a, =1 and a_,=(n+1)'a, YneN". Let (b ), such that b >0,

. : L)
vne N and Ilmb—”:b>0. Compute lim \/_"

n—o nl n—w n? )
! «’an

Solved by Profesor : George-Florin Serban , Pedagogical High School , Braila,
Romania.

2n/—N ” ,[ | on
4b, n! ! b, _ 0
Solution: I=Ilim \/__Ilm \/_ =lim \/_—|Im2n . because lim 2 : =p° =
n—oo n a n—oo n a n—ow n a n—o n—oo nl

. nt" . ni"
| = lim 2n? > = limn? =
n—oo an n—o0 an

. _Incy,—Inc, - - -
- Inc, fim M Cns1— fim M1 —InCy im{NCai2=INCpey)—(Incyy ~Inc, ) jim M2 —2In ¢y +Inc,

,— In lim /e, n? (n+1)°- nz 2n+l (2n+3)-(2n+1) 2
Ilm e n—oo — e n—oo — e n—ow — e n—owo — e nN—o — e n—o

n—o

_Inc,,,—2Inc,,,+Inc, . Inc,,,C,—Inc? f h
lim n+2 2 n+l n lim n+2 nZ N+l lim ;ln Cn+2Cn lim In n+2 n lim cn;zcn
n—w C n~>sc PR |
e - =e ne =e = s m  (Cesaro-Stolz)

& \/l ) \/“m o 2" a2, Jlim ((n+2))™*(n+2)"*nf'(n+1)Y"a"
a n—oo

- \meaa (n+))T (n+2)h’a, "8, (N+DH*"™

1
n—oo

n+1

. i/ " \/ (n+2)"*nl"a? \/ (n+2)"?nI"
limrel— =, [lim 2 2.2 7 =4 /lim 2 2 N2’
o \la e (n+2)D)°((n+D)H°a”, (n+1)1) o (N+D)N*(n+2)°((n+D)1)
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"m”i/n!z :\/”m : 2(n-|-2):+2n!” ] i :\/Iim (N+2)" _ |im(M)n1
e\ a, >0 (N)2(+2)%(N+2)2((N)D"2(n+D)" 2 \m>= (n+1)"  \no=' n+1
‘“lm(l-i-—) —\/{Ilm(l+ )n+1}.Hocn+l =\/_’

I:nlioronzn\/i l'”ol”_ _ e = 4.

143. Proposed by Florin Stanescu , Serban Cioculescu school city Gaesti, jud Dambovita ,
Romania .

We consider A Be M,(R) two matrices, at least one of which is not invertible.

If A’+ AB+B®=2BA, prove that AB=BA=0,.

Solved by Profesor : George-Florin Serban , Pedagogical High School , Braila,
Romania.

Look like det(A+B)=det A+detB,< Tr(AB)=TrA-TrB.
—(TrA) A+ (det A)1, =0,, Tr(A*)-Tr((TrA)A)+Tr((det A)L,) =Tr(O,),

(TrA)> —Tr(A?)

Tr(A%) —(TrA)? + 2det A=0, detA =

det(A+ B)det A—det B = (TATB)’ Tr(A+B)")  (TrA)*~Tr(A%) (TrB)’—Tr(B")
2 2 5 ,

(TrA)? + 2TrATrB + (TrB)* —TrA? —TrAB —TrBA—TrB* — (TrA)* + TrA> — (TrB)* + TrB?
2

det(A+B)—det A—detB =

det(A+ B) —det A—det B = (TrA)-(TrB)—Tr(AB), det(A+B)=det A+detB,< Tr(AB)=TrA-TrB.

i) If detA=detB=0, A’+AB+B?=2BA, A’+AB+B”*+BA=2BA+BA,

17
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(A+B)*=3BA, det(A+B)>=det3BA, (det(A+B))>=9detBdetA=0, det(A+B)=0,
det(A+B) =det A+detB,0=0+0, then Tr(AB)=TrA-TrB, A*’+ AB+B?=2BA,
TrA? + TrAB +TrB? = 2TrBA, TrA? +TrB? = 2TrBA—TrAB = 2TrAB —TrAB =trAB,

(TrB)* —Tr(B?)

2 2
TrA? +TrB2 =TrAB, detA = {7A) ZTr(A)=o, (TrA)2 =Tr(A?), detB= 0,

(TrB)? =Tr(B?), then (TrA)?+(TrB)? =(TrA)-(TrB). If TrA=0,TrB =0, divided by (TrA)-(TrB)

TrA TrB 1 TrA

—t—=1 —=t, t+1=1, t*-t+1=0, A=-3<0 equation has no real solutions , false,
TrB  TrA TrB t

Then TrA=TrB=0, A*—(TrA)A+(detA)l, =0,, A*=0,, B’—(TrB)B+(detB)l, =0,,

a b X y
B*=0,, trA=detA=0 then A=| g’ ,b=0, trB=detB=0 then A=| —x? X Yy #0,
_a R —
b y
2
<’:1X—bi ay —bx
y bx* -a’y
AB = . TrAB=(TrA)-(TrB) =0, TrAB=ax— -+ tax
_a’x  ax? —azy y b
+ + ax
b y b
2 2 2 2
TrAB=ax—bi+ﬂ+ax:aXy_bX +—a y+abx=bx(ay—bx)—ay(ay—bx):0'
y b y b by
_ _ _(av — bx)? then ay=hx.
TrAB:(ay bx)(bx—ay) _ —(ay —bx) _o y
by by
2 —

0 0
AB = - y _ -0,
—a’x  ax® -a‘y ax(—ay +bx) a(-ay +bx) 00
+ +ax
b 'y b by b

A’ + AB + B’ = 2BA, 0,+0,+0,=2BA, 0O,=BA, then AB=BA=0,.

If b=y=0, then a=x=0, then A=B=0,, then AB=BA=0,.

18
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If b=0and y=0, then A=0,, then AB=BA=0,.

If y=0 and b=0 then B=0,, then AB=BA=0,.

i) If detA=0 and detB=0, A’+AB+B?=2BA, A>+AB=2BA-B? A(A+B)=B(2A-B),

det A(A+B)=detB(2A—B), (detA)-(det(A+ B)) = (det B)(det(2A—B)) =0, then det(2A-B)=0,
det(2A—B):O:detZ(A—%B)=4det(A—%B), then det(A—%B)zo,

det(A+xB) =x*detB+ax+det A, det(A+B)=detB+a+detA, 0=detB+a+0, a=-detB,
det(A+ xB) = x* det B — (det B)x, det(A—%B):0,:%det8+%det8:%det8:0, then detB =0,
false .

iii) If detB=0 and detA =0, A2+ AB+B?=2BA, AB+B2=2BA-A?, (A+B)-B=(2B-A)-A,
det((A+B)-B) =det((2B— A)-A), det(A+B)-detB=det(2B—A)-det A=0, then det(2B—A)=0,
Then det(A-2B)=0, det(A+xB)=x"detB+ax+detA, det(A+B)=detB+a+det A, then

0=0+a+detA, a=-detA, det(A+ xB) = —(detA)x, det(A—2B) =0,

det(A—2B)=0=2det A, then det A=0, false. So det A=detB=0.
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5. REZOLVARE SUBIECT GRADUL DIDACTIC Il , 1ASI 2016

Profesor George-Florin Serban ,Liceul Pedagogic “D.P.Perpessicius”,Braila

1)Elaborati un proiect didactic pentru lectia de predare “Ecuatii ale dreptei in
plan”(clasa a X-a, Geometrie ),prezentand :
-Ecuatia determinate de un punct si o panta, ecuatia determinata de doua puncte ,
ecuatiile parametrice , ecuatia generala (cu justificarea lor).
-Rezolvati si comentati din punct de vedere metodic exercitiul :
Sa se determine multimea punctelor M din plan cu proprietatea ca exista te R, astfel
incat

W:(4—t)f+(3t—2)], unde R:{O,T, ]} este un reper cartezian .
2)Exemplificati  fundamentarea cunostintelor de divizibilitate , prin rezolvarea
urmatorului exercitiu: Daca ne N, atunci aratati ca 3n*—1 nu se divide cu 3 nici cu5
sinici cu 7.

2(x-1)

x+1
a)Sa se traseze graficul si sa se determine punctele de pe grafic in care tangenta este
paralela cu dreapta de ecuatie 9y =2x.
b)Elaborati un barem de notare pentru punctul a).

3)Se considera functia f :(0,0) > R, f(X)=Inx-

1)Proiect didactic
Data: ..... , Clasa —a X-a ,Obiectul-Matematica,Titlul lectiei : Ecuatii carteziene ale dreptei
in plan determinate de un punct si de o directie data si ale dreptei determinata de doua
puncte distincte .Scopuri — Informativ: dobandirea cunostiintelor despre ecuatia unei drepte
in plan determinata de anumite elemente. - Formativ: formarea deprinderilor de a determina
ecuatia unei drepte, de a utiliza in mod eficient in probleme ecuatia unei drepte.
Continutul lectiei:

1. Prezentarea ecuatiei generale a unei drepte.
2. Prezentarea notiunii de panta a unei drepte.

3. Prezentarea ecuatiei unei dreptei in plan determinate de un punct si de o directie data si a
dreptei determinata de doua puncte distincte .
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4. Aplicatii.

Obiective operationale:

a. Identificarea situatiilor in care se aplica ecuatia unei drepte determinate de diferite
elemente.

b. Identificarea elementelor unei drepte si utilizarea lor in probleme.
c.  Aplicarea adecvata a formulei unei drepte.
d. Imbinarea metodelor de rezolvare a diverselor probleme.
Tipul lectiei : de dobandire de noi cunostiinte.
Strategii didactice: deductiva, algoritmica, dirijata sau semidirijata.
Metode de invatamant:
1. Metode de comunicare: -expunerea
-explicatia
-comunicarea
2. Metode de descoperire: -observatia
-demonstratia
3. Metode de actiune: -exercitiul.
Mijloace de evaluare: chestionare orala, fise de lucru.
Organizarea elevilor : frontala.
Desfasurarea metodica a lectiei
1. Moment organizatoric
-consemnarea prezentei elevilor
-verificarea aspectului general al clasei, existenta buretelui, a cretei

2. Verificarea temei
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-profesorul verifica tema pentru acasa

-elevii vor preciza daca sunt exercitii neefectuate, iar acestea vor fi lucrate la tabla
3. Desfasurarea lectiei

Profesorul anunta tema lectiei ,,Ecuatii carteziene ale dreptei in plan” si obiectivele
lectiei.Dupa ce elevii au invatat despre coordonatele unui punct intr-un reper cartezian si formula
distantei dintre doua puncte vor invata despre ecuatia unei drepte intr-un reper cartezian.
Profesorul anunta obiectivele lectiei si principalele momente ale lectiei.

Dreapta definita prin punct si vector director

Fie reperul cartezian ortonormat R:{o,f,]} in plan.Fie d o dreapta in plan care are un

vector director d = pT+q],a¢5. Fie un punct fixat M;(X,,Y,)€d si unpunct variabil
M(x,y) ed.

Fie ry,r,, Vectorii de pozitie ai punctelor M,M,.
-Ecuatia vectoriala a dreptei d este d :a:@+ﬂa,}te R.

Teorema: Ecuatia carteziana a dreptei d in raport cu reperul R={o,f, ]} este :

Demonstratie: Ecuatia vectoriala adreptei d este d:r, =r, +Ad,AeR.

Xi + y]=x07+ y0]+ﬂ(x7+ y]). Deoarece versorii f] sunt liniar independenti , avem

X=X, +4
{ o T AP Acestea sunt ecuatiile parametrice ale dreptei d.Eliminand A intre cele

Y=Y+ lq-

X=X _ Y=Y
p q

poate imparti prinel .Daca p=0, atunci x=X,. Aceasta este ecuatia unei drepte paralele

doua ecuatii, avem : . Daca unul din numerele psau qeste 0 atunci nu se

cu axa oy.

Analog y=y, este ecuatia unei drepte paralele cu axa ox.

Daca p =0, ecuatia dreptei d se poate scrie : y—Y, :g(x— X,). Daca notam m=ﬂ,
p

p
ecuatia devine y-—y,=m(X—Xx,), unde m se numeste panta dreptei d, m=tge, o =m(d,0x)
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Am obtinut : Teorema (Ecuatia unei drepte determinate de un punct dat si o directie
data)

Fie un punct fixat M,(X,,Y,)€d si d odreapta de panta m, atunci dreapta d are ecuatia
d: Y=Y :m(X_Xo)-
Dreapta definite prin doua puncte distincte :

Fie dreapta d in planul xoy, raportata la reperul ortonormat R={0,i, ]}.Se considera pe
dreapta d punctele distinct fixate M, (x,,y,),M,(X,,y,) si punctual variabil M(x,Yy).

Ecuatia vectoriala a dreptei d este d:r, =1, +a(f, —f,).

Teorema:(Ecuatia carteziana a dreptei d )(Ecuatia dreptei care trece prin doua puncte

distincte)
X=X — Y=Y .
=X Y%

Demonstratie: Ecuatia vectoriala a dreptei se expliciteaza astfel :

= = X=X +a(X,—x)

xT+y]: T+y]+a(x T+y I |—y]),{ , eliminam pe « din cele
Xl 1 2 2 X1 1 y=y1+a(y2_yl)

doua ecuatii si obtinem

XA _ Y7 paca X, —% =0, atunci ecuatia dreptei este
=X Y=Y

X=X, Si reprezinta o dreapta paralela cu axa oy, iar daca y,—Yy, =0, atunci ecuatia
dreptei este y=y, si reprezinta o dreapta paralela cu axa ox. Daca x,—Xx, #0,atunci
ecuatia dreptei este

u(x— X,) Si atunci panta dreptei d este m=Y2" %

d:y-y, = .
X, =% X, =%
Ecuatia generala a dreptei

Ecuatia generala a dreptei in plan este d: ax+by+c=0, unde a=0 sau b=0. Daca b=0 atunci
dreapta are ecuatia de forma d: x=p si este paralela cu Oy, iar daca a=0 atunci dreapta are ecuatia
de forma d: y=p si este paralela cu Ox.

Ecuatia carteziana explicita a dreptei
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Daca b=0, adica d nu are aceeasi directie cu Oy, atunci ecuatia dreptei este echivalenta cu
i [ = i [ =

y= & & de unde daca notam m= & sin= & obtinem ecuatia y=mx+n. Reciproc, m si n
fiind numere reale date, ecuatia y=mx+n este ecuatia unei drepte care nu are aceeasi directie cu
Oy.

\VVom numi ecuatia y=mx+n ecuatia carteziana explicita a dreptei in plan.

Daca dreapta d are ecuatia y=mx+n, atunci:

-m se numeste panta dreptei d sau coeficientul unghiular al dreptei d.

-n se numeste ordonata la origine a dreptei d.

Fixarea cunostintelor: Exercitii:

1)Sa se scrie ecuatia dreptei care trece prin punctele A(L1),B(2,2).

AB: 2% _Y™N ap.X
=% Yo=Y 2-

_i = };_f,AB:y:x,am aplicat ecuatia dreptei care trece prin

doua puncte distinct.

2)Scrieti ecuatia dreptei d care trece prin punctul A(1,-1) si face un unghi de 60° cu axa
OX.

Aplic ecuatia dreptei care trece printr-un punct si are o directive data .
d:y-vy, =mX-Xx,),m=tg60° =3, d: y+1:\/§(x—1),d : y:\/§x—\/§—1.

Exercitiu :Sa se determine multimea punctelor M din plan cu proprietatea caexista teR,
astfel incat W:(4—t)f+(3t—2)], unde R:{O,T, ]}este un reper cartezian.

OM =Xi+Y]j=(4—1)i +(3t—2)j,M(x,y), Deoarece versorii i,j sunt liniar independenti

avem
Xx=4-t , . , , I ,
3t—2 reprezinta ecuatiile parametrice ale dreptei . Eliminam pe t din cele doua
y=9ol—-c.
ecuatii , inmultind prima ecuatie cu 3 si 0 adunam cu adoua ecuatie . Obtinem dreapta
d de ecuatie

d:3x+y=10. In concluzie punctele M sunt situate pe aceasta dreapta d.
2) Daca (3n*-1):3, dar 3n*:3,rezulta —1:3fals deci 3} (3n*-1).
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Daca (3n®—1):5,u(3n*—1) {0,5},u(n®) e{2,7}, fals deoarece un patrat perfect nu poate
avea ultima cifra 2,3,7,8 deci 5} (3n*-1).

M? =M., (M, +1)° =M, +L, (M, +2)* =M, +4,(M, +3)* =M, +2,(M, +4)* =M, +2,

(M, +5)* =M, +4,(M, +6)* =M, +1.Deci n*eM,,M,+1, M., +2, M. +4,

3n2eM,,M, +3,M, +6,M, +5,3n° ~1e M, 1, M, +2,M, +5,M, +4,deci 7 (3n-1).

3)a) f:(0,0) >R, f(x)=In x—z(x_ll).Calculez derivata functiei f .
X+

1 2(x+1-x+1) 1 4 (x+1)?-4x _ (x-1)?
X (x+D)? 0 x(x+1)?  x(x+1)
2(x-1) 2(x-1)

~>0,(V)xe(0,00), fl(x) =0«> x=1.

limf(x) =lim[Inx—

X—>0 X—>0

]=oo,|il'g f(x)=|ing[ln X— ]=—o0. Functia f este crescatoare

x>0 x>0

pe (0,), deoarece f'(x)>0.Functia f are asimptota verticala la dreapta in x=0 deoarece

Iirg f (x) =—oo.Functia f nu are asimptota orizontala la oo deoarece limf(x) =oo. Studiem

X—0
x>0

daca are asimptota oblica la «. Calculez
lim 1) _ X _ 2021 :Iimln—x—limwzlimi—O:O—O:O, am aplicat regula
x>0 X x>0 X X(X+1) D X—>0 X(X+1) x—0 ¥

lui L.H,deci f nuare asimptota oblica. Facem tabelul de variatie a functiei f.

X 0 1

o0

fix) [T+ ++++++++++ 0 ++++++++++++++++++++
++ + ++ + +++

fx) | —oo 0

Ecuatia tangentei in punctul M (X, Y,) este t:y—y, = f'(x,)(X—x,),m= fl(x,),

2 2 2
d:y= 5x, m= N Doua drepte sunt paralele daca au pantele egale f'(x,)= 3’ X, =X=7?,
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(x-1)° _2
x(x+1)? 9’
2 +4x% +2x =9x% —18x+9,2x3 —5x* +20x—9=0,2x> — x> —4x* + 2x+18x—-9=0,

X?(2x—1) - 2x(2x-1) +9(2x 1) =0, (2x -1)(x* = 2x+9) =0, x*—2x+9=0,A =-32<0, ecuatia
2

nu are solutii reale . Daca 2x—1:0,x:1, f(i):ln1+—,M(1,ln£+g).
2 2 2 3 2 2 3

b) Calculul derivatei si monotonia functiei 20 p

Studiul asimptotelor functiei 10 p
Tabelul si trasarea graficului functiei 20 p
Conditia de parallelism cu pante 10 p
Scrierea ecuatiei de gradul 3 10 p
Rezolvarea ecuatiei 20 p
Aflarea coordonatelor punctului 10 p.
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6. MODEL CARE DESCRIE ACTIVITATEA FICATULUI UMAN
- STUDIU DE SPECIALITATE -
Oprea Elena Georgiana- Liceul Tehnologic “Puiesti”, Vaslui

O metoda simpla de a studia functionalitatea ficatului o reprezinta injectarea de
bromsulftaleina (BSP) in sange. BSP este un colorant care se elimina in bila si permite, prin
masurarea vitezei cu care dispare din sdnge aprecierea functiei excretorii hepatice. Notand cu
X, Y,z cantitatile de BSP din sange, ficat si bild la un timp t , un model simplu care descrie

extragerea de BSP din acestea este urmatoarea problema Cauchy
X =—ax+ by,
y=ax—(b+d)y, (1.1)
Z=dy,
unde a,b,c sunt ratele de transfer, care caracterizeaza starea clinica a omului, iar
x(0)=1>0,y(0)=0,z(0) =0 . Cum z(t) se determina din relatia z(t) =1 —x(t) — y(t) pentru
t >0 , rimane de investigat sistemul bidimensional
X =—ax+by,
{y =ax—(b+d)y,
unde a,b,d sunt parametrii pozitivi.[1]

Sistemul de ecuatii diferentiale ordinare bidimensional, care descrie activitatea ficatului
uman este

(1.2)

{ X =—ax+by, (13)

y=ax—(b+d)y,
unde a,b,d sunt parametri pozitivi. Matricea acestui system liniar este

[+ —ov)
A= .
a —(b+d)

Avem trA=—-(a+b+d), det A=ad . in continuare analizdm toate situatiile posibile ce pot

aparea in cazul cand cei trei parametri variaza.

Toti parametrii nenuli. AvemtrA<O0 ,det A>0 , deci originea este un nod atractiv
nedegenerat.

Un singur parametru nul. Dacaa =0,b,d #0, atunci trA=—(b+d) <0, det A=0, deci

avem o dreapta infinita de puncte de echilibru atractive. Daca b=0,a,d #0,
atuncitrA=—(a+d)<0,det A=ad >0, deci punctul de echilibru este un nod atractiv
nedegenerat. Daca d =0,a,b =0, atunci trA=—(a+b)<0,det A=0, deci avem o dreapta

infinita de puncte de echilibru.
Doar doi parametri nuli. In acest caz avem mereu o dreapta infinitd de puncte de
echilibru atractive. Intr-adevar, daci a=b=0,d =0, atunci trA=-d <0,det A=0, daca

a=d=0,b=0, atunci trA=-b<0,det A=0, iar daci b=d =0,a =0, atunci trA=-a<0,
det A=0, deci avem o dreapta infinita de puncte de echilibru atractive.
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Toti parametrii sunt nuli. Asa cum era de asteptat, deoarece daca a=b=d =0, atunci
trA=det A=0,A=0, inseamna ca avem o infinitate de puncte de echilibru.
In functie de valorile parametrilor a,b,d , sistemul (1.3) are:

a) un singur punct de echilibru, care este nod atractiv;
b) o infinitate de puncte de echilibru atractive aflate pe o dreapta;
c) tot planul consta din puncte de echilibru. Corespunzator, diagrama de bifurcatie static

este o varietate tridimensionala X = X(a,b,d) = y(a,b,d) din spatiul 5-dimensional

(a,b,d, X, y), pe care o putem vizualiza doar prin sectiuni in ea.
Portretul parametric (fig.1) este format din trei straturi, numerotate 0,1,2, iar portretele

de faza din plan corespunzatoare sunt prezentate in figura 2.

J\ b
\ 10
) '\,1/

(1) @
. Iy A
) ) :
(1 (2)

Figura 1: Portretul parametric pentru sistemul 1.3

In afara de ultimele doud cazuri, care sunt cazuri degenerate, de importanta biologica este
primul caz, cand punctul de echilibru este un nod atractiv. Se poate constata cd, dupa un timp,
cantitdtile de BSP din singe si ficat ajung la zero, deci dispar, ceea ce aratd buna functionalitate a

ficatului (Fig. 2).

Caz 0. a=b=d=0 Caz 1. d>0; a=b=0
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Caz 2. b=0; a,d>0

Figura 2:Portretele de faza
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7. SISTEME DINAMICE

- STUDIU DE SPECIALITATE -
Profesor Florea Maria Luminita- Scoala Gimnaziala “Sf. Andrei” Tacuta, Vaslui

Fie M un spatiu topologic, numit spatiul fazelor, si M™ multimea tuturor aplicatilor
spatiului fazelor M in el insusi.

Definitia 1. [1]. Perechea (M ,{#}_z()  unde ¢ :M — M este o familie de operatori
(de evolutie) ce satisfac proprietatile

o ¢y=idy,

b..=¢op,Vt,seR(Z).

Parametrul t care indexeaza acesti operatori se numeste timp. Uneori sistemul dinamic
este notat doar cu {¢} . Daca t € R, atunci sistemul dinamic se numeste sistem dinamic

continuu. Daca t € Z atunci sistemul dinamic se numeste sistem dinamic discret.
Fie T multimea de variatie a parametrului timp. Daca parametrul t variaza in domeniul

T, (ie. R, respectiv N) spunem ca sistemul este semidinamic.
Fie x € M un punct arbitar al spatiului fazelor.
Definitia 2. [2].
e Aplicatia 7,:T > M,n, (t) =¢(X) se numeste miscare a punctului x sub actiunea
sistemului dinamic (M ,{g}) .
e Imaginea aplicatiei 7,:T - M Tn spatiul M, i.e. multimea
Or(x) ={n Ot eT}={4 (X},
se numeste orbitd sau traiectorie de faza prin punctul x e M a sistemului dinamic (M ,{g}) .
e Orice punct care este orbita, i.e. ¢(x)=X,VteT , se numeste punct de echilibru (in

cazul continuu) sau punct fix (in cazul discret). Un punct al spatiului fazelor care nu este punct
de echilibru (fix) se numeste punct ordinar.

e Produsul direct TxM se numeste spatiul fazelor extins.
e Graficul unei miscari in spatiul T xM se numeste curba integrala.
e Totalitatea traiectoriilor de faza ale unui sistem dinamic se numeste portrez de faza.

Intre sistemele dinamice continue, sistemele de ecuatii diferentiale ordinare si
campurile de vectori exista o legatura, ce poate fi enuntata astfel.
Teorema 1. /2]. Fie sistemul de ecuatii diferentiale ordinare autonom

x=f(x), f:R" > R", a carui solutie x=X(t,X,) € R" corespunzatoare datei inifiale X, € R"
exista §i este unica pentru orice X, € R" si pentru orice t € R. Atunci acestei ecuatii diferentiale
ordinare (si implicit cimpului de vectori f ), i se poate atasa sistemul dinamic continuu
¢=(4).x avand X =R" drept spatiu al fazelor si
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¢ R >R 4 (X)) = X(t, %)
Fie aplicatia f :R" —R" cucomponentele f,i=1n,f :R" >R.

Definitia 3. Curbele f, =0,i= ﬁ , corespunzatoare unei componente nule a campului de
vectori f dinsistemul x= f(x), se numesc nullclinurile sistemului dinamic. Nullclinurile
impart spatiul fazelor 1n regiuni cu orientari diferite ale campului de vectori.

Punctele de echilibru au un rol deosebit in portretul de faza. Tipul topologic al unora

dintre ele (si anume cele hiperbolice) este complet determinat de sistemul liniarizat in jurul lor
dupd cum urmeaza. Fie sistemul de ecuatii diferentiale ordinare

x=f(x),xeR", f:R" > R",(1.1)
caruia i se asociaza sistemul dinamic continuu (4), .4 :R" > R" , fie x; un punct de

echilibru al sistemului de ecuatii diferentiale ordinare si fie Df (X,) matricea Jacobialui f n

punctul X, . Sistemul X = Df (%,) X se numeste liniarizatul sistemului (1.1) in jurul punctului de
echilibru X, .
Definitia 4. [1]. Fie X, un punct de echilibru pentru (1.1).

e X, senumeste punct Liapunov-stabil daca Ve >0,35(¢) >0 astfel incat orice x care
verificd |X—X,|<o implicd |¢(X)—X,|< &, VE20.

e X, senumeste punct atractiv daca exista vecinatatea U, siun T >0 cu proprietatea ca
vxeU, ,vt>T areloc ¢(x)eU, si

lim| ; (x) = %, |=0.

X, se muneste punct repulsive daca

lim | () — %, |=0.
e X, se numeste punct asymptotic-stabil daca este stabil si atractiv.

Atractorii (repulsorii) sunt multimi atractive particulare,care atrag intr-o intreaga
vecinatate a lor, in timp ce multimile atractive care nu sunt atractori, atrag doar dupd anumite
directii. In continuare un punct de echilibru care este atractor va fi denumit punct de echilibru
stabil (instabil).

Fie X0 un punct de echilibru al sistemului (1.1) si fie n_,n, si N, numarul valorilor
proprii 4, cu partile reale negative, nule si respective pozitive ale matricei Df (X;) .

Definitia 5. Punctul X, se numeste punct de echilibru hiperbolic daca n, =0

(ieRe(4) #0,i=1n) . Punctul x, se numeste punct de echilibru nehiperbolic daca cel putin o
valoare proprie are partea reala nula.

Principiile de liniarizare reduc studiul proprietatilor unui sistem neliniar la cel al
proprietatilor unuia liniar asociat. Cele mai importante principii de liniarizare sunt: principiul
Liapunov-Perron (care caracterizeaza stabilitatea unui punct de echilibru hiperbolic), teorema
Hartman-Grobman si cea a varietatii stabile (care fac legatura dintre comportamentul portretului
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de faza in jurul punctului de echilibru hiperbolic al unui sistem dinamic neliniar cu cel in jurul
originii al sistemului liniarizat in jurul acelor echilibre).
Teorema 2. (principiul Liapunov-Perron). Fie sistemul dinamic neliniar asociat

sistemului (1.1), cu f cel putin de clasa C*, fie x, un punct de echilibru hiperbolic al
sistemului, i.e. f(x,)=0, sifie A=Df(x,) matricea Jacobi a lui f in X, care defineste
sistemul liniarizat X = AX.

e Daca toate valorile proprii 4, ale matricei A au Re(4,) <0, atunci x, este punct
de echilibru neliniar asimptotic stabil.

e Dacd cel putin o valoare proprie A, amatricei A are Re(4,) >0 ,atunci X, este
punct de echilibru neliniar instabil.

Teorema 3. (Hartman-Grobman). [3]. Fie x, un punct de echilibru hiperbolic al

sistemului (1.1). Atunci, in spatiul fazelor, existd doud vecinatati U, si 'V, ce corespund
campului de vectori f neliniar si respective campului de vectori liniarizat in jurul lui X,

(X = Df (%) X), si exista homeomorfismul h:V —U intre acestea care pastreaza sensul

orbitelor (poate fi ales astfel incadt sa pastreze si parametrizarea in raport cu timpul pe orbite),
deci local portretele de faza ale sistemului neliniar si ale celui liniarizat sunt topologic
echivalente.

Teorema 4. (a varietatii stabile). [3]. Fie X, un punct de echilibru hiperbolic al
sistemului (1.1). Atunci existd varietatile stabila W* si instabila W " ale lui x,, si acestea au
aceleasi dimensiuni n_,n, cu E® si respectiv E", varietdtile stabila si instabild ale originii
pentru sistemul dinamic liniarizat X = Df (x,)X . In plus, Es si Eu sunt tangente in %, la W*® gi
respectiv W " .

Definitia 6. [4] Un rol important in clasificarea sistemelor dinamice il au echivalentele.
Spunem ca doua sisteme dinamice sunt echivalente daca portretele de faza ale lor sunt ,,calitativ
asemenea", e.g. dacd un portret de faza poate fi obtinut din altul printr-o transformare continua.

Exista trei tipuri particulare de echivalente: echivalenta difeomorfica, echivalenta
topologica si echivalenta orbitala.

Fie doua sisteme dinamice (M, (¢,),.z) si (M,,(¥,),.z) , definite pe spatiile fazelor M,
si respectiv M, de cAmpurile vectoriale f,; si respectiv f,, de ecuatiile diferentiale X = f,(X) si
respectiv y = f,(y).

Sistemele dinamice se numesc topologic echivalente daca exista un homeomorfism
h:M; > M, h(4 (X)) =w,(h(X)), care pastreaza sensul pe traiectoriile de faza.

Doua sisteme dinamice se numesc topologic orbital echivalente daca exista un
homeomorfism h: M, — M, ce transform curbe orientate din spatiul fazelor ale primului sistem

n curbe orientate din spatiul fazelor ale celui de al doilea sistem.
In cazul M, =M, =R" cele doud sisteme dinamice se numesc orbital echivalente daca

exista o aplicatie scalar u = u(x) >0 neteda astfel incat f,(x) = u(x)- f,(x) .
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8. SOLUTII - PROBLEMA LUNII SEPTEMBRIE 2016

Fie AABC ascutitunghic. Notam cu X,, X, X.lungimile laturilor patratelor inscrise in AABC .

Sa se arate ca : i+£+—> [p SR - r} 2—p+322\/§+3.
X, X X, 3\r R 3r

Gheorghe Alexe si George-Florin Serban , profesori Braila

Solutie autori :

2S 2S 2S 1 1 1
,—<—<—, aplic ineg.

1Xb: ’C
a+h, b+h, c+h X, X X

Cebasev i+£+£> (a+b+c)(_+i+_)>2p a+b+C+h +h +h |
Xa X% X X, X, X 3 25

a

Fie a<b<c, se deduce usor ca X, =

2p a+b+c+h +h +h 2p(2p h, +h, +h) Q1+p2+r2+4Rr)

3 2S 3 28 2S 3 r 2R-2S

2, .2 _
h,+h +h = P+ r2R+4Rr > 2r(5§ ") , P> +r?+4Rr > 20Rr —4r? p® >16Rr —5r?, (G erretsen)
i+£+izﬂ[}+2r(5R—r)]_2(p 5R )>2p 35234 32p 10R - 2r> p 13
X, X, X 3°r R-2S 3'r 3r 3r 3R 3r

C

Deci 10R—2r >9R,R>2r, (Euler),?+3 > 23 +3,2p 2 6r+/3, p > 3r+/3, (Mitrinovic).
r

@\/& A
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Alte soluyii:

1) Profesor Biro Istvan

Din asemdnarea triunghiurilor ADE, ABC si teorema sinusurilor avem :

X% _AD_AE_, A
a c b
b=2Rsin(L3>)= 2Rx, :>1—k=2RX":>1—§=&:>xa:a—bC

@-k)c bc a bc 2Ra+bc

Analog putem afla x,, X, si vom avea

i+£+£=3+2R(i+£+ij:3+
X, X X bc ac ab

a

2R(a2+b2+cz)
abc '

C
In continuare folosim urmatoarele relatii cunoscute:
1) abc = 4Rpr

(2 a*+bP+c?=2(p?—r*—4Rr)
3) R>2r (Euler)
(4) p® >16Rr —5r*> (Gerretsen)
(5) ps2R+(3J§—4)r (Blundon)
(6)  p=33r (Mitrovic).
Astfel prima inegalitate va fi de forma:
2R(a*+b® +c? Z_r?—4Rr _
( ) . AR(p ):3+(p r 4Rj>g(£+5R r).

3 =3
i abc i A Rpr rp p r R

Din (5) si (3) rezulta p < 2R+(3J§—4)r < 2R+(3\/§—4)§<4R ,adici p<4R.

3

Totodatd avand in vedere si inegalitatile (3) si (4) deducem ca
Rp? —3Rr’ —12R°r > R(16Rr —5r% ) —3Rr® —~12R’r = 4Rr (R—2r) > pr(R-2r), de

unde

impartind ambele parti cu 3Rpr obtinem:

r- p p 3 3r 3R

LP_ T 4R _10 2p 2r®3+[p r 4R]22(p+5R—rj-
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Inegalitatea - [ f SRR_ rj %+ 3 rezultd imediat din (3), iar %+ 3> 243 +3din (6).

Egalitatile au loc cand triunghiul este echilateral, adica cind R=2r si p= 3V3r .

2) Prof. Nela Ciceu, Bacau si Prof. Roxana Mihaela Stanciu, Buzau.

In locul primei inegalitati vom demonstra inegalitatea mai tare

P, oR — 'r) (8_3J%2)(R_2T) (1)

a , b
m+m+& 3( R

Folosind asemanarea avem

a _ __ha o a _ a+ha_a,+1

Za hra — Ta Ta ha 2S
si atunci inegalitatea (1) se scrie

a+b*+ct 2 (8-3/3)(R- 2r) (5R—r)_3 @
2r 3r 6p > 3R

Deoarece a’ + b? + ¢® = 2(p - r* - 4Rr) si p>>= 16Rr - 5r*(Gerretsen), avem

b (8—31;@] (R=2r) _ 3(?2_?’2—41{?‘)—2?2 B (8—3\;"5)(}3—21") S

W% B B 6
5 16Rr—5r'~3r'~12Rr _ (8-3/3)(R—2) _4(R—2) (8-3/3)(R-2r) _
g o B 3 6p
_(R-20)(8-8+3/3) _3/3(R-20)
6p bp

Rezultd ca inegalitatea (2) este echivalenta cu

3/3(R—2r) _R—2r

5 > = (R—2r)(3/3R—(a+b+c)) =0,

adevarat.
A doua inegalitate se scrie 2(5R - r) >= 9R <=> R >= 2r, iar a treia inegalitate
este itemul 5.11 din Bottema.

Remarca. Vezi 'Geometric inequalities’’ by O. Bottema [and others] - Groningen, 1969.
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3) Profesor Marin Chirciu,p Pitesti

Fie AABC ascutitunghic si MNPQ patratul inscris pe latura BC iar AD indltimea din A. Din
asemanari de triunghiuri AMBQ si AABD, respectiv AAMN si AABC obtinem imediat ca

X, = ah, , de unde R
a+h, . h,
Rezulta ca
a b c % a’l 2(p2—r2—4Rr)
—+—+—=) |1+— |=3+ =3+ =3+) —=3+ =
X, X X Z( j Z Zah Z28 2rp
2 w2
:3+M.
p

Prima inegalitate se scrie:

2 L2 _ 2 L2 2 L2
il 4Rr23(£+5R rj@p r 4Rr23(£+5_Lj®p r 4Rr2
rp 3\r R p 3\r R p

>=+—" - < Rp*2rp(R-2r)+3Rr(4R+r).
Distingem cazurile:

Cazul 1. p<4R. Cu inegalitatea lui Gerrtsen: p”>>16Rr —5r® rimane si demonstrim ci:

R(16Rr —5r?) > rp(R—2r) +3Rr (4R +r) | :r= R(6R-5r)> p(R-2r)+3R(4R+r) &

< 4R*—8Rr > p(R—-2r) < 4R(R—-2r) > p(R—2r), evidenti din inegalitatea lui Euler: R>2r
si p<4R. Egalitatea are loc pentru triunghiul echilateral.

Cazul 2. p>4R. Inegalitatea se scrie p[Rp—Rr+2r2}23Rr(4R+r). Este suficient sa
demonstram ci: 4R| R-4R—Rr+2r” |>3Rr(4R+r)| :R<

& 4[4R* —Rr +2r* | 23r(4R+r) < 16R” —16Rr +5r° >0,

evident deoarece 16R(R —r)+5r® >0 .Inegalitatea este sticti in acest caz.

A doua inegalitate:
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Q+E_£ZQ+3
3\r R 3r 3r 3 3R 3r
(inegalitatea lui Euler). Egalitatea are loc pentru triunghiul echilateral.

E(B + Ej > 2_p +3 este echivalenta cu:

A treia inegalitate:

% +3>23+3< ? > 243 < p>33r (inegalitatea lui Mitrinovi¢).
r r

Egalitatea are loc pentru triunghiul echilateral.
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9. PROBLEMA LUNII OCTOMBRIE 2016

Fie paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D' cu AD =a; AB=b; AA'=c; AC'=d. Seiau
punctele distincte M, N, P, Q care apartin fetelor (ADD'A"), (DD'C'C), (BB'C'C) respectiv

P
(AA'B'B). Si se demonstreze ci: %< P <24/2(c’* +d?),unde P=MN + NP +PQ+QM

Prof. Manea Cosmin si Petrica Dragos, Pitesti

Asteptam rezultatele pand pe data de 1.11.2016 pe adresa de e-mail revista@mateinfo.ro .

) (uS(»d\’F»}r-:JA\: ]
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10. SIMULARE EVALUARE NATIONALA MATEMATICA
OCTOMBRIE 2016

- Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
- Timpul efectiv de lucru: 2 ore.

SUBIECTUL | — Pe foaia de examen se trec doar rezultatele. ( 30 de puncte)

(5p) 1. Rezultatul calculului (—2)2 —2°.0%este ...
(5p) 2. Daca % = % si 2a+b=20, atunci media aritmetica a numerelor a si b este ...

(5p) 3. Cel mai mare numar natural de forma ahc este ...

(5p) 4. Un dreptunghi are latimea de 10 cm si perimetrul de 100 cm. Atunci aria
dreptunghiului este ... cm?

(5p) 5. Numarul axelor de simetrie ale unui dreptunghi este ....

(5p) 6. In urma unui test elevii unei clase au obtinut notele redate in tabelul de mai jos:

Nota 4 5 6 7 8 9 10
Numarul de elevi 2 5 4 10 6 3 2

Numarul notelor mai mari sau egale cu 8 sunt ....
SUBIECTUL Il — Pe foaia de examen scrieti rezolvarile complete. (30 de puncte)

(5p) 1. Desenati pe foaia de examen mediatoarele unui triunghi dreptunghic .

(5p) 2. Aratati ca numarul 37a+7a3+a37 este divizibil cu 37, oricare ar fi cifra a nenula.

(5p) 3. 10% din elevii unei scoli de arta sunt pasionati doar de pictura, 15% sunt pasionati
doar de muzica si 100 elevi doar de balet. Restul, care reprezinta jumatate din elevii
scolii, au mai multe pasiuni . Cati elevi sunt in acea scoala?

2
4. Se considerd numerele reale a =/2 +1+ ! sib= (1— J2 )

J2-1
(5p) a) Calculati (v2 -1)(v2 +1) .

(5p) b) Calculati media geometrica a numerelor a si b .
(5p) 5. Stabiliti solutia intreagd a ecuatiei :

(x+2)° (x=3)(x+3) _ 2x-1, (x—1)?
2 3 2 6
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SUBIECTUL 11l — Pe foaia de examen scrieti rezolvarile complete.( 30 de puncte)

2. Figura 1 reprezinta schita unui teren de joaca pentru copii, format dintr-un
dreptunghi ABCD care are lungimea de 40m si latimea de 20m si din patru
semicercuri de diametre AB, BC, CD, DA. Punctul P este mijlocul
semicercului de diametru DC.

(5p) a) Stiind ca terenul este inconjurat de un gard, calculati lungimea gardului care-I
inconjoara.
(5p) b) Calculati suprafata (aria) terenului si verificati daca este mai mica decat
2400m? (3,14< 7 <3,15).
(5p) c) Daca in punctul B este amplasata o cismea, iar Ciprian se afla in punctul P,
calculati lungimea drumului pe care-1 parcurge Ciprian pana cismea.
P

Figura 1

2. In figura 2 este reprezentat un suport pentru servetele sub forma unui trapez
dreptunghic ABCD cu AB || CD, m(£A)=m(£D)=90°, AB =7 cm, CD = 13cm , iar

lungimile laturilor BC si AD sunt direct proportionale cu numerele 5 si 4.

(5p) a) Calculati lungimea laturii BC;
(5p) b) Calculati suprafata trapezului;
(5p) c) Calculati distanta de la punctul D la baza BC a suportului.

D

Figura 2
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11. SIMULARE BAC MATEMATICA
mate_info, st_nat, tehnologic
OCTOMBRIE 2016

SUBIECTUL I (30 de puncte)

(5p) 1.Intr-o progresie geometrica (bn )n21 se cunosc b =1 si g=2.Calculati suma primilor 5
termeni ai progresiei.

(5p) 2.Se considera functia :R—R, f(x) = x°.Calculati

f(—3) + f(—2) + f(—1) + £(0) + f(1) + +£(2) + £(3).

(5p) 3.Rezolvati in R ecuatia /x> —x* +1=x+1.

(5p) 4.Dupa o reducere cu 10% pretul unui produs devine 180 lei.Aflati pretul produsului Tnainte
de ieftinire.

(5p) 5.Se considerd vectorii v, = 27+(a+ 3)] siv,= (a+ 2)T+ 3], unde ac R .Determinati

numdrul a<0 pentru care vectorii Vv, si v, sunt coliniari,
(5p) 6. Aflati aria triunghiului ABC daca AB=AC=10 si BC=12.

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

o 10 1 -3) .
1.Se considerd matricele 1, = 0 1 JA= L 3 §1X(a):I2+aA,unde acZ.

(5p) a) Calculati A* —4A.
(5p) b) Demonstrati cd X (a)- X (b)= X (a+b+4ab), oricare ar fi a,beZ.

(5p) c)Aratatica X (a) este matrice inversabila, oricare ar fi a€Z.

2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie X* Yy =2Xy+6X+6y+15.
(5p) a)Aratati ca x*y=2(x+3)(y+3)-3,oricarear fi x,yeR.
(5p) b)Aritati ci legea .* este asociativi.

(5p) c)Calculati (~2012)%(~2011)%(~2010)...#(2010)(2011)(2012).
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SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

1. Se considera functia f :R >R, f (x)=x""+2012".
(5p) a)Sé se determine  f (x),xeR.
(5p) b) Sa se demonstreze ca functia f este convexa pe R.
F(x)-f(9)
X
2. Se considera functia f :R > R, f (X) =x*—x® +x+2012".

(5p) a) Calculati f (0)

(5p) b) Aratati ca functia f este crescatoare pe R .

(5p) ¢) Sa se calculeze Iing

(5p) c)Aratati ca a®—a®+a—b®+b*—b<2012° —2012% oricare ar fi numérele reale a,b cu
a<b.

Prof: Pacurar Cornel-Cosmin
www.mateinfo.ro
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