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1. Utilizarea inegalitatii lui Cebasev in stabilirea unor inegalititi in
triunghi

Marin Chirciu®

Se stie, 1n baza inegalitatii lui Cebasev, ca daca tripletele de numere reale (a,, a,, a,) si
(b, b,, b,) sunt:
(1) la fel ordonate, atunci ab, +a,b, +ab, >= (a1+ a,+a,)(b+b,+b,)

(2) invers ordonate, atunci ab, +a,b, +ab, < 5(a1+ a,+a,;)(b+b,+bh,).

Vom folosi faptul ca:
(1) tripletele (1., 1,, I.) si (p—a, p—b, p—c) sunt la fel ordonate deoarece a<b<c=
=1, 2, >l si p-a=p-b>p-c.
. 1 1
2) tripletele (I, 1., I.) si : ,

In continuare vom demonstra urmatoarele inegalitati in triunghi.

-a 2f (Rj

Solutie: Tripletele (Ia, I, Ic) si (

j sunt invers ordonate.

1 1

p-a’ p—b’ p-c
() Euler
<Z' 1 p\/§.4R+r AR+red R

p-a =3 rp rd3 2r\/§

1) <1, < py3, adevérata din 1< p(p-a).

j sunt invers ordonate. Cu inegalitatea

lui Cebasev obtinem: Z

2) Z?S P
. . (1 1 . . .
Solutie: Tripletele (p—a, p—b, p—c) si (I_' o I—) sunt invers ordonate. Cu inegalitatea
a b c
_ )
lui Cebasev obtinem: Zpl aS%Z(p—a)-le Zl<1 p- F=3_F:’

3) D.(p-a)l,>3s

Solutie: Tripletele (I,, 1,, ;) si (p—a, p—b, p—c) sunt la fel ordonate. Cu inegalitatea lui

Cebasev obtinem: Z:(p—a)la Z%Z:(p—a)-Z:la :%- p-9r=3rp=3S.

Zplza‘ (Ej

! Profesor, Colegiul National ,,Zinca Golescu”, Pitesti
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Solutie: Tripletele (p—a, p—b, p—c) si (Iiz Iiz Iizj sunt invers ordonate. Cu inegalitatea
a b c
o . p-a _1 1 1 191 (3Rj 3 (RJZ
lui Cebasev obtinem: <= -a)- )y —=—- — =1,
’ ’ Zz Z(p )223 I23p28 p L 2r
1 3R 2 LelbnlzgR
unde (3 —<| — |, adevarata din < <
© X <[5 womain Ty Loy
2 2
5) Z 1 <9J’ R®
p
. : 2 12 1 1 1 : . .
Solutie: Tripletele (12, I7, Ic) , : , sunt invers ordonate. Cu inegalitatea
p—a p—b p—c
2 4R_|_r Doucet
<
p a 3 a rp

(4R+Ej2

Powst] 4R+ AR B 2) 93 R
~ 3 8 r 33r 4 p’
6) > (p-a)lZ>+3rp?=9r’p=274/3r°.

212

Solutie: Tripletele (p—a, p—b, p—c) si (12, I, 1) sunt la fel ordonate.

(4
Cu inegalitatea Iui Cebasev obtinem: Z(p—a)IZZEZ(p—a)-ZIZZ%-p-3S«/_=

Mitrinovi¢ Mitrinovi¢

=\3rp? > 9r’p > 9r?-3y3r=273r*,unde > 12>33S.
Gerresen
Avem  I2=bc-a?.— . be zﬁiﬁzla—p +3r2 +12Rr Gerresen 28Rr — 2r”
(b+c) (b+c)” 4 2 2
=r(14R-r)>r-3py/3=33S
7) Z(p—a)2|2>£ rpe.

Solutie: Tripletele ((p—a) , (p-b)’, (p—c)z) si (12,17, 17) sunt la fel ordonate,

Cu inegalitatea lui Cebasev obtinem: »_(p—a)’l} > 52( p-a)’- > IZ=

[Z(p 3] Z,z__p_gsf_f

1
K] 3
8) > (p-a)'l,>or- (g

3
j ,unde neN.
Solutie: Tripletele (( a)", (

p-b)", (p-c) ) si (I,, 1,, 1,) sunt la fel ordonate.

Holder

Cu inegalitatea lui Cebéasev obtinem: Z (p-a)"l, > %Z (p—a)"- z l, 2

Holder 1 I:Z(p— ):|

- s —9r (pj , adevarata pentru Vn>2, neN.
3 373 3“ 3

3
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Pentru n=0 se obtine ZIa >9r, iar pentru n=1 se obtine 3).
9) Z(p—a)”lzzsﬁs-(gj ,unde neN.
Solutie: Tripletele ((p—a)", (p-b)", (p—c)”) si (12, 17, 12) sunt la fel ordonate.

Holder

Cu inegalitatea lui Cebasev obtinem: ) (p—a)"l Z—Z(p—a)” N2>

3 3.3
Pentru n=0 se obtine ZI2 > BJ_ 3S , iar pentru n=1 se obtine 6).

10) Z:(pl—ﬁl)2 < (2R3; r° .

Holderl[Z(p_ ):| 38\/§> S\/_ 3[3( j unde n>2, neN.

a

Solutie: Tripletele ((p—a)z, (p-b)’, (p—c) ) (Ii Ii Ii) sunt invers ordonate.

a b c

_ 2
Cu inegalitatea lui Cebasev obtinem: Z (p | 3) < %Z (p-a)’ le =
1 7] Gerretsen 1 2 1 (2R _ r)2
==-(p®-2r*-8Rr < 2R-r) - ==>———.
3 (p ) I 3 L ) r 3r

a

W2 e 5]

a

Solutie: Tripletele ((p—a)z, (p-b)’, (p—c)z) si [Iiz Iiz Iizj sunt invers ordonate.
a b c

2
(2R- r) (B—Rj :
2S
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Cu inegalitatea lui Cebasev obtinem:

z(p a)’ <z Z(p a)? Z

OOIH
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2. SOLUTIONS OF SOME PROBLEMS OF MAGAZINE ROMANIAN
MATHEMATICAL

By George-Florin Serban,
Pedagogical High School >’D.P.Perpessicius’’ , Braila , Romania

2 2 2
SP.020 If X, y,Ze(O,%), then prove that : fan"x  tan"y tan"z 3

(y+2)> (x+2)*> (y+x)* 4
Proposed by D.M.Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu —Romania
Solved by Profesor: George-Florin Serban, Pedagogical High School, Braila, Romania.

tan x > X, (V)x € (0,%), then tan® x > x*,(V)x € (0,%),

2 2 2 2 2
tan x2+tan szr tan 22> X . y _y Z _( X )+ ( y )24 ( Z v,
(y+2)° (x+2)° (y+x) (y+2)° (x+2)° (y+x) y+1z X+2z Y+ X
We applied C.B.S

2

X g4 94 2 -1)23(12+12+12)[( (- y Y +( )]
y+2 X+ 2 Y+ X
y 2 1 X y z 2 1 3 2 1 9 3
+ + >= + + —(=x)====—,
(y+z) (x+z) (y+x) 3(y+z X+Z y+x) >3 (2) 34 4

Appling the Nesbit inequality x Y ¢ zg,then
y+z X+2 Yy+x 2

tan®’x tan’y tan’z 3

+ + .
(y+2)> (x+2)*> (y+x)° 4

UP.025. Compute lim(z<g/(n+1)!—/nt)-3/n?

Proposed by D.M.Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu —Romania
Solved by Profesor : George-Florin Serban, Pedagogical High School, Braila,
Romania.

Propozitie: Let streak (a,),.; , &, >0, lim=t< P _yq, ||ma——ae(0 ), lim(—= ””) =

© a n—o

then
lim(a,,, —a,) =alnb.
n—oo

. a a_ ain 1(aml_an) a a_ ain (an+l_an)
Solution: ()" =[(1+ (—>2—2 By e , In(=2)" = In[(1+( 8 e L ,

an a‘n an an
an

a a . a a, a
—In(—=)" =(a,,, —a,) In[@+ (—L— Bt ~ “)a“ 0], lim 2 = [jm 2l “lim&o1o1- 0,
n an n n—o an n—w an n—w an
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a,

Then I|mIn[(1+( Bt ~ n) m™]=Ine=1, then

n

a

L —a) i+ (Gt "Hymaay then

n n

—a,) =a(lnb).

lim nIn( n+1) =lim(a
n—o0

n—oo n

lim nIn( “*1) =lim(a
n—oo

N n+1

n

Application: | =lim(>g(n+1 131y 3n? = Iim(3“+€/(n +1)In2mD —3{‘/(n)!n2”),
| = limEJ(n+2) %™ —3(n)In?") = limE (0 +1) (N +1)2"Y - 3nsg (ll)“““) —3fnytn®™),
nN—oo N—o0 n+

2
lim sn+s/( S nm(Ll)s =1, then 1=limC/(n+1)(n+1)2" —(nyn™),
n—oo n+ n—>o N4 nN—o0

a, =3 (n)!nzn’ I = Iim(an+1_an)’
3n 1 2n 1 2n 1 2n 1 2n+2 3n
a=tim 2 = fim S _ jiy f o DI _ Iimd(n);;] _ Jlim (DM DT 0T
now o now n n—o n*" n*" (n+1)>"" (m)!n"
1 2n+3 3n
a=, lim (n)-(n +3-n) 3 d 2n (_) _i/:
(n+D)  (n)!n n+1
I|m a'n+1 :“m a'n+1 1 n+1:_ E =
e g ment+la on 3e 1
NI+DU(n+DX™D I () (n+D)(n+1)* M
m( J )" =lim( J )",

b—I|m( n+1)
a,

n—>oo 3n’(n)!n2n B n—w 3n'(n)!n2n

b —lim () (n+1)(n+1)2Y g (n+1)3 1 g+
n__»!; ( 3n/(n)!n2n ) nﬁw(sn/(n) 3/p2n ) nﬁw(Sn(nJrl)/ s/n_z ) !
1 e Ll $n+D)™2(n +1))n+l Jn +1 \/(n +1 ZM)M

oo (3{1/(n)! g/nz(ml) N> 3\/(n)| 3/n2“+2 n—)oo S\n/(_
In+ n+1 .. n+1

=i n+1 i YA , Adim n+l =3e?.] 3(n+1)

n—o m[(3 ’( )I ) ( ( ) )] n—o 3n'( ) ) € nlj;ro]o( n'(n) )

(n "‘1) 3(n+1) (n+2)n+l n! 3(n+l) (n+2)" (n+2) nl' s
b= \/_ I|m( o) \/_ Lw( (n+1)! (n+1) ") \/_ rlle( n!(n+1) (n+1" )

_n_ 1
b= , “m((n+2 nLi)3(n+l) — 3’e2 .e3 =e,
N—>0 n+

1 1 .
—a)=alnb=—:lne=—=1im 3n+3/n+1!_3n/n! .3/n2.
n+1 n) % % n~>oo( ( )

6

Then |=Ilim(a
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n+1 n i
UP.026. Compute Lm(zm\/(ZnJrl T 2{1/(2n -1 !!)

Proposed by D.M.Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu —Romania
Solved by Profesor : George-Florin Serban, Pedagogical High School, Braila,

1.\
)«F

Romania.
I = lim( n+1 n P (n+1)\/n+ Jn nvn P (==
e 2l(2n+ )1 Zf(2n—1)!! n%oo 2n2f(2n+ )11 \/n 1 2\/(2n —Hn Jn
. Jn B (n+D)vn+1 nvn N N IR Y
Lm—m—l, I = n_,oo(2n+\/(2n+1)|| \/(gn_]_)l,) (\/—) —I|m(an+1 a,) (\/ﬁ) )
nyn

a, Jn . n" (n+1)"(n+1) (2n-)!
e J!'m\/(m D \/"m @+t o

n—o

||ma__ ||m(]_ _) n+1 _\/E’ |Ima‘n+1_|im A ln_—i_l \/E 2.1:1,
- n 2n+1 \2 e g noen4loa N 2 \e

b= lim(2)" = (("”Nn+1 ety _ YDt ),
a, n—o 2n+\2/m n\/ﬁ Nesco 2”*’3/@ y

(n+1)\/n+
n—)OO nJ_ ’
2n, Il n
b= lim («/(Zn nin )n+l I|m( @n-pn )M: lim @2n+N .(2n+1) 1
et 2n+1 @n+1)" o (2n+3)"(2n+3) (2n-)!!
. 2n+1,, 2n+1 . —p s e = 2n+1
b=_[lim n. =, [lim@+ 2 23 — [t =g 2, lim =1,
\/nﬁw(2n +3) 2n+3 \/n»w( 2n +3) n>w 20+ 3

1
lim(a,_,-a.) :a-lnb:\/g-lne 218
n—o0 2 2 2

) 1 N -1 Je
I=lim(a ,—a)-(—=)"=—,/=-0=0.
n—>oo( n+1 n) (\/ﬁ) 2\/;

UP.007. Letbe a,re(0,%);(a,).i8, =& a,,=a,+r, neN’; b =]]a.c, =]]b%-
k=1 k=1
Fiind: lim —1_.
n%wrﬁ/a
Proposed by D.M.Batinetu-Giurgiu, Neculai Stanciu —Romania

Solved by Profesor : George-Florin Serban, Pedagogical High School, Braila,
Romania.
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.n
I=1lim—
n—o0 n Cn
" (D " In (n+1)‘”*l)c
- 0 _In—_

. n" . C : C C . c..n"
Inl=liminn’ =lim—"=Iim 1 =lim n+l , (Cesaro

n—oo Cn N> N n—ow (n +1) -n n—oo n+1
Stolz)

n (n+1)"Yc, In (+2)"?c., (n+1)(”*l’2cn n n" (n+2)"c?
2 (n+1)* 2(n+1)?

Inlzlim Cn+1rln :“m n+2(n+1) " Cn+ln :Ilm (n+1) " Cncn+2 ,

n— 2n+1 n—e (2n+3)—(2n+1) n—e 2
C2n+1 — b4n-*—l — b2n+l — 1 — 1
Cncn+2 b n+lb2n+ b2n+2 a2n+2 [a+(n+1)r]2
NN+ " (+2" (N+2"(N+2)* 420 N+20,, N2

= - = (-
(n+D)X™ e o (n+D)™ (n+D)" (n+)a+(+)r? n+2n+1" "n+1l a+(n+Dr
2 n?+2n+l  -n?

. n°+2n -1
i 2n e = "m{‘“m> 2y e,

n+2 1 n+l 4n+2
Lm( 1)4"+2_||m{(1+ ) ymt =
. n+2
lim(—,—~—)? —(—) =r2

o' g 4 (N +1)r
n" (n+2)™2 ¢
(n+1)*™¢c ¢

n>~n+2

In

Inl =lim =
n—ow 2 2 r

lim n eJ_
n%wr]\/a r

JP.027. Fiind all real numbers x satisfying the following equation
(x+03) = (x+{x}) = 6[x]{x} -1
Where [x] and {x} denote the integer part and fractional partof x, respectively.

Proposed by Nguyen Viet Hung -Hanoi - Vietnam
Solved by Profesor : George-Florin Serban, Pedagogical High School, Braila,
Romania.

X =[x]+{3[X]=t, (X+x—t)*—=(X+x—t) =6t(x—t)-1,

(2x—t)* —2Xx+1t = 6tx —6t* -1, AX? — 4t +t° —2X+1 —6tx+6t> +1=0,

Ax* —x(10t +2) + 7t* +t+1=0,

A= (10t +2)* —16(7t* +t+1) =100t*+ 40t + 4 —112t* —16t —16 = —12t*> + 24t —12 >0,
—12t* +24t-12>0, t*-2t+1<0, (t-1)°<0,(t-1)*>0, t-1=0, t=1, [x]=1,
x e[l 2).
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3. OTHER SOLUTIONS FOR CERTAIN PROBLEMS FROM
THE PENTAGON

By Neculai Stanciu, Buziu, Romania and
Titu Zvonaru, Comanesti, Romania

Problem 749. Proposed by Tom Moore, Professor Emeritus, Brideewater State
University, Bridgewater, MA.

. . . n(3n—1
The pentagonal numbers are 1, 5. 12, 22, ... and are given by Py = %;V” =1.

Prove that every positive even power of 2 1s expressible as the difference of two
pentagonal numbers.

Solution: We must have

m(3m-1) n(3n-1)

9 o =2 e (m-n)(3m+3n-1)=2*"
We take
. e =1
m = 3 n= 3

And it is easy to see that m and n are positive integers.
We are done!

Problem 750. Proposed by Tom Moore, Professor Emeritus, Bridgewater State
University, Bridgewater, MA.

It 1s fairly well known that if (a,b,¢) 1s a primitive Pythagorean triple (PPT), then the
product abe 1s divisible by 60. Find infinitely many PPTs (a,b,¢) such that abe is
divisible by 120.

Solution: A (PPT) has the lengths of sides m®> +n?* , m? —n?, 2mn, where m,n are positive
integers with different parities, coprime and m > n. If we take m = 42! n =1we have
abC — 24k+3 (42k+1 +1)(42k+1 _1)(44k+2 +1) )

Since 4% +1 is divisible by 5, 42*** —1is divisible by 3, yields that for k >1 positive
integer abcis divisible by 128x15, so is divisible by 120, and we are done!
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Problem 751. Proposed by Iuliana Trasca, Olt, Romania.

Prove that if @,b,¢ > 0, then a'! + bt + ¢! > a“b“c“[lJr%Jrl]
a c

Solution: By Chebyshev’s inequality and AM-GM inequality we have
a"+b"+c" =a'a’ +b'b +c'c' > l(a' +b'+¢") (a* +b*+¢') >

3
1 i . ab+bc+ca _ 1 1 1
>3- 3Y/a''e’ (b +be+on) =a'bict BT = gpte! (L4 4 ),
We are done!

Problem 752. Proposed by luliana Trasca, Olt, Romania.

Prove thatifx,y,z>0,then _Z*y+2 . 2o+ytz , z+2y+z 12
dr+4y+3z 3rtdytdz 4x+3y+4z7 11

Solutions:
|. We have

) rty+l '1_2=Z( g+l 4) Z5(z-z)+5(z-y}=
Sptiyty 11 S\btiyty 114 1(isty+d)

v 5lz-1) 5(z-y)
§11(4z+4y+3z)+§..11(4z+4y+3z) 1124z+4y+3z llz3z+4y+4z
2(2 7)Gr+dy+d-do-4y-3) Z (z-2)" 50
TUE (g3 Gotdytd) & (g3 Getdytdy) T

Il. Due to homogenity, we may assume that x+y+z=1; we have to prove that

142 , 1+2 1+y 12
-5 d—3 A—9" 11"

If t is a real number, with t<4, then we have

1+t 45t , 29 Y
it 2121+121=5(3t 1)*»0.

Writting this inequality for x, y ,z and adding up, it results that

1+z 14z  1+y 45(z+y+2) K 3-20 132 _ 12

4-z 4-z 4-y 121 121 121 11°

10
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I1l. The given inequality is equivalent, in succession, to

drt+dy+8  Sr+dy+dr | dr+8y+dr 48
dr+4y+3z 3z+4y+4z 4r+3y+4z7 11

52 5y 438
It vy 1t Ht vy ra2”11

Sz
3r+4y+4z

z Y 2 3
itz T ainte w1 W

Using the Bergstrom's Inequality we obtain

S I T SR S SN
Stdytde detdytdr  dotdytdr dritdmytdm b3y Hdm dnatdp+d
5 (x+y+z)’
3+ +2) +8(my+uzt )’

It remains to prove that
11(2 +9' +2°) +22(zy +y2+22) 29(2* +y' +2') + 24 (zy +y2 + 22)
2(z* +yt +2°) - 2(zy +y2+22) 20
(z-9)*+@=2)"+(z-12)*>0.

IV. Another proof for the inequality (7).
We denote 3x+4y+4z = 113, 4x+3y+4z= 11b, 4x+4y+3z = 11c. It follows that
x = -Ta+db+4c, y = 4a-Tbh+4c, z = 4a+4b-7c and the inequality (1) is equivalent to
—Ta+4b+4c 4da—Tb+4c , 4da+4b—Tc ;;i
1la 116 1llc 11

a,b,bdb,c,c,a
4(b+a+c+b+a+c)?24'

S a_ b b,c c 4 a
which is true because b+a?2,c+b?2,a+c>2.

11
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Problem 755. Proposed by Mohammad K. Azarian, University of Evansville, Evansville,
Indiana.

Sara has a total number of 26 paper bills in denominations of $1. $5. $10 and $20 1 her
purse. The number of $5 bills is 4 times the number of $10 bills. and the number of $1
bills 1s 1 less than twice the number of $5 bills. She remembers that the total amount is
less than $100 and more than $90. Furthermore, she remembers that the total amount is
an odd number. but 1t 1s not 91 or 99. How much money does she have and what 1s the
number of each denomination?

Solution: We denote by X, y,z and tthe number of paper bills in denominations of $1, $5,
$10 and $20. From the statement yields that
X+y+zZ+t=26

y=4z 130z +10t = 270
Xx=2y-1=8z-1 :{192+10t=aez
90 < x+5y+10z + 20t <100

Since we obtain that 111z =270—a=a=48= x=15y =8,z =2,t =1, and we are done!

, Where a  {46,47,48,49,50}.

Problem 756. Proposed by Jose Luis Diaz-Barrero, Technical University of Catalonia
(BARCELONA TECH), Barcelona, Spain.

Find all triples of nonzero real numbers x,y,= such that
36 ( L + L + i] =1

Xy vz ozIx

36(l+l+i]=49
yz ozx XV

362( 2]. n ]. i 11]:49
X

2 2_2 2.2
R S LA AR

Solution: The given system is written
36(z+y+2) =2yz
36(z* +y* +2*) = 49zy2
36 (2 + y* + 2%) = 492 y*2?
We deduce that xyz=36, x+y+z=1, x> +y*>+2° =49
Yields that xy + yz+ zx =-24, s0 x, Y, z are the roots of the equation
t° -t -24t-36=0 < (t—2)(t+3)(t—6)=0.
We obtain the following solutions of the system
{x.vy,z} ={-2, -3, 6}.
We are done!

12
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Problem 757. Proposed by Jose Luis Diaz-Barrero, Technical University of Catalonia
(BARCELONA TECH), Barcelona, Spain.

Let a. b be two complex numbers lying on the circle z| = 1. Prove that
(ﬁa}f (a—b ]2_
+ =1
1+ab l—ab
Solution: Let
a = cosa +ising, b = cosp + isinp.
Since
a+b =Zcosa;B(cosa;B +isina_;B
1+ab =2cosa_;ﬂ(cosa_gﬂ +isina-;‘8)
a—b=—2sin ;B(sm B—zcos ;B)
1—ab=28inazﬁ(s 2 —zcosa-;ﬁ),
the given inequality becomes
O Lind. BT ﬁ
Eﬁﬂ ﬁ > L= (1 +conlor=B))(1 - eom(a+ ) +(1-cs(o - B))(1+cosle + £))> 1 -exs'(a+ )
gl —2
2

ws'(g +) - Ems{tr Bleos(a+8)+130.

The last inequality is true because the discriminant is A =cos*(a—£)-1<0, and we are
done!

Problem 758. Proposed by the editor.

Prove that the sequence 11231, 1012301, 100123001, 10001230001 ... (i.e, each number starts
and ends with 1 and has k> 0 zeroes on either side of 123) has an infinite subsequence of all
composite numbers.

Solution: It is well-known (by the criterion for divisibility with 11) that the numbers which
have an even digits equal with zero on either side of 123 are divisible by 11, so are
composite. We are done!

Problem 759. Proposed by Marcel Chirita, Bucharest, Romania.

x—x")arctan x
(1+x)(1+x%)

Show how to evaluate the definite integral j (

Solution: We denote the given integral with | .
We make the changes t = arctanx <> x = tant, and we have

13
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ttant(l—tan t)
1+tant

O'—.b\ﬁ

We make the changes t = Z_ usus= %—t ,and yields that

j‘.l tanu)tanu(z )
,  l+tanu k4

du

2I_i(l—tanu)utanu ,f(l tanu)tanu(z jdu z"f(l—tanu)tanu
s l+tanu l1+tanu \4 4+ l+tanu

.[ (1 tanu)tan u

l+tanu
We make the changes v = tanu < u = arctanv, and we obtain
1 _y? 1 1
|=£I V-V =" J-1+v (1+V)V_£J-12dv_ 1dv=
8¢ (@L+v)A+Vv?) (L+Vv)A+Vv?) 8lyl+v o L+v

2
I :Zarctanv‘%J —ﬁln(1+v)‘%) :Z(Z—Inzj:”—— zin2 .
8 8 8\ 4 32 8

14
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4. DRUMURI MINIME INTRE PUNCTE, DREPTE

STUDIU DE SPECIALITATE-REZULTATE
Partea I-a

Prof. Stan llie
Colegiul Tehnic “Anghel Saligny”, Rosiorii de Vede, Teleorman

Notiuni cunoscute:

Punct, Dreapta, Distanta intre doud puncte, Distanta de la un punct la o dreapta. Si altele...
Scop:

Determinarea drumului de lungime minima dintre doua elemente, ce trece printr-un al treilea
element.

Elemente:

Puncte, Drepte

Notatii:

dm=drum minim

X-Y-Z=drumul de la elementul X la elementul Z ce trece prin elementul Y.

l. 3P 3 PUNCTE
P1-Po-P3 dm=[P1P2]+[P2Ps3] P2
’//.\\
o« \n
P1 P3

1. 2P+1d DOUA PUNCTE SI O DREAPTA

A P1-P,-d Fie A proiectia lui P, pe d.

dm:[P1P2]+[P2A]

B P1-d-P;
1. | Toate elementele
coplanare
a) | Punctele situate dm=[P1P;] P

de o parte si de ] .\A
cealaltd a dreptei -\

15
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b)

Punctele situate

Fie Py’ simetricul lui P»

necoplanare

d $i Pl. P2$ o

Fie C cercul determinat de
rotirea lui P, Tn jurul lui d.
P, este CNa al Py’ si Py
sunt separate de dreapta d.
C=dn [Plpz’]

dm:[P1C]+[CP2]

F2
de aceeasi parte | fatd de d. N
a dreptei A=dN[P1P;’] \
I
dm=[P1A]+[AP2] T
|
|P2
2. | Elemente Fie a planul determinat de

16
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5. A CONSEQUENT OF KARAMATA’S THEOREM

Leonard Giugiuc si Diana Trailescu,
Drobeta Turnu Severin

Abstract: Karamata's theorem we'll lead us to a very useful result in inequalities solving .
Vom reaminti, pentru inceput, teorema lui Karamata .
Teorema 1 (Karamata):
Fie I un interval inclus in multimea numerelor reale si o functie convexa f:I1 -+ R.
Daca (x4, ...,x,) 5i (¥, ..., V,,) sunt doua secvente finite cu elemente din I astfel incat
(400, %,) © Majoreaza pe (v, ., vy, atunci f(x,) + =+ £(x,) = F3) + -+ F ().
Vom reaminti ca (x4,...,x,) o majoreaza pe (yy,...,v,) daca:
(D xg + ot x, =y +o+y,;
(fi)x; = x, =22, 5iy, =y, = =2V,;
(iii) oy + =4+ x, =y, ++y, Vke{12, ... n—1}.
Scopul notei de fata este acela de a arata cum se aplica teorema 1,51 nu acela de a da o demonstratie
acestein, aspectele teoretice gasindu — se in bibliografie .
Teorema 2 (Leonard Giugiuc):
Fie x,..,x, numere reale nenegative astfel incat x; + -+ x, =n.
Atunci pentru orice numar pozitiv a,
xf + -+ xf < max{n,n®}.
Demonstratia teoremei 2:
Daca a < 1,atunci functia f(x)
= x% este concava pe intervalul [0,00) ,deci in virtutea teoremei

lui Jensen, f(x,)+ -+ f(x,) = nf (%) =nf(l)=n.

Daca a > 1,atunci functia f(x) = x® este convexa pe intervalul [0,00) .
Vom presupune WLOG ca x, = x, = -+ = x, .Este evident ca secventa
(n,0,...,0) majoreaza secventa (x,, ..., x,) .Deci in virtutea teoremei 1,
XE+ et 28 = )+t F,) S F(m) + o+ F(0) = n®

Deci demonstratia teoremei 2 este incheiata .

Aplicatia 3 (Hung Nguyen Viet, Vietnam):

Fie numerele reale a,b, ¢ si d astfel incat a®* + b* + c¢* +d* = 4.

Sa se demonstrezecaa® +b* +c¥ +d? <8.

Demonstratia aplicatiei 3 (Diana Trailescu):

Avem:

a® + b +c +d? < lal® +|b]® + Ic|? + |d|? ;in alta ordine de idei,

lal* + |B]* + |cl* +|d]* =a® + b* +c* +d* = 4.

Notam |al|* = x,|b|* = y,|c|* = zsi |d|* = t.Deci

3 3 3 3
Ly, t=0six+yv+z+t=4.Maimult,|a|? =x2,|b]? =y2,|c|? =zTsi |d|®* = tZ.

In virtutea teoremet 2, obtinem:
3

lal® + 1B + [c +1dP° = %7 + y2 + 22+ £7 < 4
Demonstratia aplicatiei 3 a fost incheiata .
Bibliografie:
1) https://en.wikipedia.org/wiki/Karamata's_inequality
2) http://www.artofproblemsolving.com/community/c6t243f6_inequalities

3) https://www.facebook.com/groups/1486244404996949/

ba| e

3
z =8.
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6. O TEOREMA UTILA iIN DEMONSTRAREA UNOR
INEGALITATI

Prof. Sebastian llinca
n [1] apare urmatoarea teorema, ea constituie o sursda importantd pentru obfinerea de
numeroase inegalitati.

Teoremi: Fie f :[O, 1]—) R o functie continua (functia poate avea si domeniul intervalul

[0,1)) f(1)>1 (sau lim f(x)=o0).

Fie g o functie continud cu domeniul [0, l) si g(l)S 1 . Presupunand ca @ si @ sunt

strict descrescitoare pe domeniile lor de definitie si f (X) #X, Xe (O, 1).
Demonstrati ca  f(g(x))< g(f(x)), xe (0, 1).

f(x)

X

Demonstratie:  Deoarece

f(x)

ff();y) < — 0<x<1 siin consecinta f(xy)<yf(x) vxe(0,1), ye(0,1). ().

este  descrescatoare pentru 0O<y<1 avem

Deoarece f(0)=0 ()>1 si tinand cont de faptul ca f este continua rezulta ca exista

c(0,1) al. f(e ) 1si f(x)>1, vxele, 1).

. f(x : . . e
Din Q crescatoare rezulta ca si f este crescdtoare astfel existd un unic &, cu proprietatile
X

date.

Vom determina sirul (g, ) _, recursiv f(e,,)=¢, si f(x)>¢,, Vxele, ., 1).

n=1

Atunci (gn) este sir de numere pozitiv descrescator, el va converge la un punct limita ¢.

n>1

Daci &>0 atunci limf(e,)=f(¢)=¢. (feste continui). Deoarece am presupus ci
n—oo

f(x)#x, xe(0, 1) deducemcia £=0.

Fie &, =1. Cum &, —1 fiecare x va apartine unuia din intervalele [¢,,,, &, ]. Tn acest interval

n+l?

avem f(x)>e¢

n*

X

Relatia (1) se rescrie f(g(x))= ( (X)j f(x)g(x) Vxele, . €]

9 W)y .

Relatia (1) este aplicabila deoarece —— ES
X

18
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Pentru x € (g,, 1), f(1)>1 si astfel #sm , deoarece 9l este descrescitoare.

f(x) X

Avem f(g(x)) <g(f(x)),Vx e (D).

< . X - .
Dacd n>1, deoarece functia M este descrescdtoare se obtine
X

(gl < 00

&

,x<g,.Dar, ¢, < f(x) si g este descrescatoare

rla(0)= 1690 1o ).

Cum n a fost ales arbitrar concluzia este valabilad pentru orice X € (O, 1) N |

Vom ilustra aplicabilitatea teoremei pentru urmatoarele exemple:

se obtine

SHEN

1. Fie f(x):ztg%, g(x)=x* a>1.  Punand  x:
T
2 a-1 . 23. a-1 .
w{f—j y }S(—J (tay)".
T T

2
Pentru a =2 se obtine inegalitatea tg ZL < (Eth 2y, Yy e [O, %} .
T T

2. Fie f(x)=—-In(l-x), g(x)=x*, a>1. Atunci In

1 1Y
<|log— |,V 0,1).
-<(10g 2] wee0)

1-x
Punem x=1-¢e¢7,y>0 si se obtine imediat inegalitatea
1 a

In——<y*, y>0,a>1.

1-(1-e)

-1

Luand functiile f(X)z—Iog(l—X), g(x): ee 1 se obfine prin aplicarea teoremei
3. B

inegalitatea In -1 X wxelo,1)

e—e*  (1-x)e-1)

BIBLIOGRAFIE
1. Boas R.P: Inequalities for a collection .Math . Mag.52,28-31,1997
2. Radulescu V, T.Radulescu : Problems in Real Analysis: Advanced Calculus on the
Real Axis, Springer, New York, 2009
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7. INEGALITATI GEOMETRICE SI INEGALITATI ALGEBRICE.
PRINCIPIUL DUALITATII

Prof. Dobre Andrei Octavian

Existd o stransa legaturd intre inegalitdtile geometrice intr-un triunghi si inegalitatile
algebrice intre trei numere reale si pozitive.

Propozitie: Numerele a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi daca si numai daca exista
trei numere x,y,z >0, astfel incat a=y+z,b=z+x,c=x+Yy

Importanta acestei propozitii este mare, intrucat , daca a,b,c, p,R,r, S sunt marimile ce
caracterizeaza un triunghi oarecare ABC, iar F(a,b,c, p,R,r,S) >0 este o inegalitate ce
leaga aceste marimi, atunci este adevarata si inegalitatea F(a',b',c’,p',R',r',S") >0 , unde
marimile a',b',c', p',R",r',S" sunt date de urmatoarele relatii:

a'=y+z,b'=z+x,c'=x+y,p'=x+y+z,R'= X+ y)(y+2)(z+X) r'= Xz

A fxyz(x+y+z) X+y+2
S'=xyz(x+y+2)

Reciproc, pentru orice inegalitate de forma G(x,y,z) >0 cu x,y,z > 0, exista inegalitatea
geometrica G(p—a,p—b,p—-c)>0,unde a=y+z,b=z+x,c=x+Yy,p=x+y+z sunt
marimile laturilor, respectiv semiperimetrul unui triunghi ABC . Acesta este principiul
dualitatii intre inegalitdfile geometrice si inegalitatile algebrice si in conformitate cu el putem
reduce demonstrarea unei inegalitd{i geometrice in triunghi la demonstrarea unei inegalitati
algebrice intre trei numere reale i pozitive. De asemenea, o inegalitate intre trei numere reale
si pozitive poate fi demonstrata prin demonstrarea unei inegalitatii geometrice, inegalitatea
duala ei.

Voi ilustra in cele ce urmeaza printr-un exemplu concrete acest principiu al dualitatii dintre
inegalitatile geometrice si inegalitdtile algebrice.

INEGALITATEA LUI EULER R>2r

Aceasta inegalitate a fost demonstrata de Euler care a calculat patratul distantei dintre centrul
O al cercului circumscris unui triunghi si centrul | al cercului inscris in acelasi triunghi:
OlI? =R*-2Rr

Inegalitatea rezulta imediat: O1° =R*~2Rr>0< R(R-2r)>0< R-2r>0< R>2r
Conform principiului de dualitate formulat inainte, inegalitatii geometrice R > 2r i
corespunde inegalitatea algebrica

O+ )+ 2)(z+%) >2 0z < (X+Y)(y+2)(z+x)>8xyz, X, Y,z >0, care rezulta prin
4Xyz(X+Yy+2) X+Yy+1z

aplicarea inegalitdtii mediilor si inmultirea inegalitatilor:

x+y22\/§,y+222\/ﬁ,z+x22\/§

Inegalitatea lui Euler este echivalentd cu o lunga serie de inegalitati geometrice in triunghi.
Lista cu inegalitati echivalente cu inegalitatea lui Euler:
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a b c
+ + >
b+c-a c+a-b a+b-c
1 1 1 1
—t—t—2—
ab bc ca R
1 1 1

>4

- - +— - +— -
sin AsinB sinBsinC sinCsin A

cos A+cosB +cosC Sg

sinzé+sin2§+sin292§
2 2 2 4
. A.B.C 1
sin—sin—sin—<=
2 2 2 8
abc>(a+b—-c)(b+c—a)(c+a—h)

8. DIGIMATHART/PROGRAMARE MATEMATICA IN GRAFICA -
O ABORDARE INTERDISCIPLINARA NECESARA UNUI
INVATAMANT DE CALITATE

Motto: “CEL MAI PUTERNIC ARGUMENT PENTRU INTERDISCIPLINARITATE
ESTE CHIAR FAPTUL CA VIATA NU ESTE IMPARTITA PE DISCIPLINE.” J. Moffet

Este evident ca sistemul traditional de educatie nu mai poate satisface nevoia de cunoastere a
generatiilor care se nasc si se dezvolta acum intr-o lume a informatiei si a tehnologiei aflate
in evolutie exponentiala. Saltul calitativ catre un sistem de educatie dinamic, adaptabil si
personalizat se poate face doar prin conexiuni intre discipline si prin legaturi intre notiunile
invatate la diverse cursuri. Inter-disciplinele devin, astfel, o solutie si 0 necesitate.
DigiMathArt (Programarea Matematica in Grafica) este una dintre inter-disciplinele care pot
face trecerea spre cunoastere — scopul educatiei viitorului — iar eficienta ei este recunoscuta
de specialistii in educatie la nivel international.

Metoda DigiMathArt este centrata pe aplicatii practice, sustinute de notiuni teoretice ce
apartin mai multor capitole si discipline. Interactivitatea permanenta si eliberarea creativitatii
naturale a copilului asigura o invatare fluida si autentica, bine fixata la nivel cerebral.

Cursul este structurat pe 3 module, corespunzator actualelor clase 9-11. Fiind gandit ca o
solutie de eliminare a lacunelor acumulate la orele de curs traditionale, NU necesita
cunostinte din matematica sau informatica de liceu.
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9. SOLUTII PENTRU PROBLEMA LUNII NOIEMBRIE 2016

Propusi de conf. dr. Gheorghe PROCOPIUC, Universitatea Tehnica Iasi

ate njfo ro

g rmatt
din invdtdmantul  manesc

Fie ABC un triunghi oarecare. Bisectoarele intertoare AAy, BB, CC, ale triunghiu-

lui ABC intersectenzid o douwa oari cercul circumserts triunghiulut in punctele As, Ba,
(5. 5a se demonstreze dubla inegalitate:

3(4r)" < AA} + BB} + CCP < 3(2R)", YneN

Solutie: Evident A4, < 2R, BB, < 2R, CCy < 2R. Ducem IB' L AC (Fig. 1).
Avem: Al = ﬁ%r Apol, AATE este isoscel, deoarece m (:‘EEI) = m (E?B) =

% m (:{) + m (ﬁ)] deci 1A, = BA, = 2Rsin 2, cum rezultd din teorema sinusurilor

z
aplicatd in AABA,.

A,

2

Fig. 1

a atare
r

iy A
S111 3

Ad, = + 2Rsin ;—1 (1)

Pe de altd parte, puterea punctului [ fatéi de cercul C (O, R) fiind AT - 1A, = R* = O1?,
cu expresiile precedente pentru Al §i 1A,, obtinem (relatia Iui Euler):

OI*=R*=92rR. (2)
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Notand O = o, din (2) rezultd F = r + +/r? + a?, care inlocuitd in (1), da

Ads =

r A
— —2(:'—x-’:'3—r12)5i11—.
sin 5 2

De aici deducem ci A, > 4r, deoarece

ot cosie ) covEramse 2 o (1-2sm ) 20
r hlllﬁ =1l 3 AT = 51N ? =T bltla =1l

In concluzie 4r < AA, < 2R gi la fel: dr < BB; < 2R, 4r < CC5 < 2R. Ridicand la
puterea n s suménd membru cu membru obtinem relagia din enunt,.

PROBLEMA LUNII NOIEMBRIE 2016 — ALTE SOLUTII
1. Prof. Olah Csaba, Liceul Tehnologic “Liviu Rebreanu”, Balan

Lungimea unei corzi este mai mica sau egala cu lungimea diametrului.
Se poate scrie AA, <2R = AA] <(2R)", In mod similar: BB] <(2R)",CC; <(2R)".
Adunand aceste trei inegalitati, obtinem:

AA] +BBj +CCj <3-(2R)" (1).

Pentru a demonstra inegalitatea AA} +BB; +CCJ >3-(4r)", prima datd demonstrdm cd
Bl - 1B, = 2Rr (si analoagele).
m(«BAC) m(<ABC)

in triunghiul AIB,: m(<«A)=m(<«IAC)+m(«CAB,)= T :
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m(<«BAC) . m(<ABC)
2 2

este egald cu suma masurilor unghiurilor neadiacente lui <AlB,, din aAIB), deci

m(<l)=m(<xA) = 2 AlIB, este isoscel = IB, = AB, . (*)

Avem aNB,A ~ aBIM (U.U.: «B,NA=<«IBM , m(<NAB,)=m(«xBMI)=90") =

NB, AB, ® 2R IB

] - —2 — B -IB, = 2Rr (**).
Bl Ml Bl r

A-G **) Euler
BB, =Bl +I1B, > 2/BI-IB, = 2J2Rr > 2y2-2r-r =4r, adici
BB, >4r, BB; >(4r)".

Tn mod similar putem scrie AA] >(4r)", CC; >(4r)". Insumand inegalitatile, avem:

m(<l)= (masura unghiului exterior <AlIB, al triunghiului ~AIB

AA} +BBj +CCj >3-(4r)" (2).

(1)A(2)= 3-(4r)" <AA) +BB; +CCj <3:(2R)" ged.

2. Prof. Gheorghe ROTARIU — Grupul Scolar ,,Al. Vlahuti” Sendriceni,
jud. Botosani

Observatie: Am trasat cu rosu bisectoarele unghiurilor triunghiului ABC.
Construim: O centrul cercului circumscris triunghiului ABC, A, punctul diametral opus lui
A,51 IT 1 AB, T € AB.

VVom demonstra dubla inegalitate pentru o bisectoare (de exemplu AA,):
(4r)"< AA} <(2R)" Vn e N, rezultatul raimanand valabil si pentru celelalte doua, apoi se vor

aduna inegalitdtile membru cu membru si vom obtine inegalitatea de demonstrat.

AATI ~AA,BA, = AL gy A A,= AI-BA, = 2Rr= AI-BA, (1)
BA, A,A,

Vom demonstra ca A BIA, este isoscel cu IA, = BA, .
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<& BIA, este unghi exterior triunghiului BIA, ca atare,

m< (BIA, )=m< (IBA)+ m< (BAI). Dar, m(IBA) este egald cu jumitatea misurii unghiului
B, iar m«(BAI) este egali cu jumitatea misurii unghiului A (deoarece BI si AI sunt
bisectoarele unghiurilor Bsi A). Prin urmare,

m(BIA, )= m<§+ mqg 2)
Tn triunghiul IBA,,
m< (IBA,)=m<(IBA,)+ mx (A, BA, )= m<§+ mq% (3)

( BI este bisectoarea unghiului B, iar m«(A,BA, )= mqé deoarece subintind acelasi arc de

cerc, anume A,C).

Din relatiile (2)si (3)= m<(BIA,)= m<«x(IB4,), deci triunghiul IA,Beste isoscel. Ca
urmare, IA, = BA,. Inlocuim pe BA,in relatia (1), vom avea urmitoarea egalitate:
2Rr = Al - IA,

Vom utiliza inegalitatea mediilor pentru Alsi IA,si binecunoscuta inegalitate a lui
Euler: R > 2r. Avem:

% > JAI - IA, = AA, >2,/Al - 1A, = AA, > 2J2Rr > 2\4r -r = 2\/4r* = 4r

Deci, 4r < AA, = (4r)' < AA} vneN.  Analog vom avea:  (4r)' <BB! VneN
$i(4r)" <CCy vn e N, care, adunate membru cu membru, dau:

3-(4r)" < AA! + BB} +CCr Vne N (4)
Inegalitatea ~ AA, <2Reste evidenta deoarece AA, este catetdi 1in triunghiul
dreptunghic A,AA, cu mx(A4,AA,)=90"iar A,A, = 2R este ipotenuzi (sau, o alti justificare
este ca AA,este coarda, care, evident, este mai mica decat diametrul cercului). Prin urmare

AA? <(2R)" Vn eN. Analog vom avea: BBy <(2R)" vne N,si CCr <(2R)" vn e N.
care, adunate membru cu membru dau:
AA! + BB} +CC} <3-(2R)'Vn e N. (5)

Din (4)si (5) rezulta:

3-(4r)" < AA! + BB} +CC} <3-(2R)" VneN. g.ed.

3. Prof. Leonard Giugiuc

Pentru inegalitatea stanga, in virtutea AM — GM,e suficient sa arat ca

be
4r < iJAA, - BB, - CC, .Este binecunoscut faptul ca AA, = —— = AA,
W 2 2 2 2 AA 2

1

(b4 cWhe . be
2Jplp—a) Joloe—a)
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ac . ab iy sl[:a:.bu:::]2
Analog 552 E|,:EL CC: E:ﬁwfﬂﬂz'ﬁﬂz'ccz_ | S
Ve(p —b) Ve(p —c) N P
B slllvEu.":?:a!w’.2 _
= | 5 =

N
P

= V16rR? = 4r (Euler) .

Pentru inegalitatea dreapta, in virtutea principiului diametrul e coarda maxima, avem

AAT = (2R)", BB} = (2R)" si CCT = (2R)™.
Prin sumare, obtinem relatia ceruta .

4. Prof. George-Florin Seban , Liceul Pedagogic “D.P.Perpessicius”, Braila

In triunghiul AA, B, aplic teorema sinusului _L=2R =——° AAZ JAA, = 2RS|n(—+C)

sin(ABA,) sm(—+C)
O_ — — —
AA, :2Rsin(§+C) =2R-c0s(90° —C—?) :2R-cos(180 C2 ¢ A) :2R-cos(B ), analog

obtinem BB, =2R-COS(A C), CC, =2R-COS(A_B).Aratam mai intai a doua inegalitate

B

AA", +BB", +CC", = (2 R-cos(B_C))n +(2 R-cos(A_C))” +(2 R-cos(A_ N,

AA”2+BB“2+CC”2=(2R)“-[(cos(B_C))”Jr(cos(A_C)) (cos( )) 1<(2R)"-1+1+1)=3-(2R)",

C
adevarat. Arat acum prima inegalitate. Deci AA, =2R- COS( )>4r, arat adoua

)>2R cos(

inegalitate. Stim ca

4r :16Rsin§sin%sin%:8Rcos B;C (cos B;C —Cos B+C)£ 2R-cosz(B_

), deoarece

_C)—Zcos(B+C

(cos( B

))> > 0. Am aratatca 4r < 2R-cos (

) deci

4n"<(2R)" ~COSzn(B _C), si analoagele 4r < 2R-C052(A_C), deci

(4r)" <(2R)"-cos*" (A;ZC),

Si 4r < 2R~cosZ(A_

I3), deci (4r)" <(2R)" -COSZ"(¥). Adun cele trei inegalitati si obtin:

3-(4n)" < (2R)" cosz"( )+(2R) cosz”( )+(2R) cosz”(—) dar

-B rezu
), Ita

)+cos”(

)+cos”(

cosz”( 5 )+cosz”( 5 )+cosz”( 5 )<cos(

3-(4nN)" < (2R)" [COSZ”( )+COSZ”( - )+COSZ“( ZB)]’ rezulta
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_ — — adevarat.
B ZC)+cos”(A2C)+cos”(A2 B)] = AA", +BB", +CC",,

3-(4r)" < (2R)" -[cos"(

5. Nela Ciceu si Roxana Mihaela Stanciu

Inegalitatea din dreapta este imediata (si este adevarata pentru orice puncte A,
B», C2 pe cerc): orice coarda este mai mica decat diametrul cercului, deci AA<=2R.
Deoarece BAz = CAz = a/(2cos(A/2)), folosind teorema lui Ptolemeu obtinem
AAz =(b +c)/(2cos(A/2)).
(Putem obtine expresia lui AAz si fara Ptolemeu: din BA:i.AiC = AA1:.AiA; deducem
pe AiAz si apoi AAz = AAr + AiAz)

A
"N BB-co= WtBbtdeta)  de il

8008500850083 OOSiCOS ) COS%

=16R"r > 64r° = (4r)*,

lar inegalitatea din stanga rezulta cu inegalitatea mediilor.

ya
4R

6. Prof. Biro Istvan

Dubla inegalitate din enunt rezultd imediat din inegalitatile
4r < AA, <2R, 4r <BB, < 2R si 4r <CC, <2R care se demonstreaza in mod similar, de

exemplu pentru AA,:

o AA=IATIA =

+4rsinéz4r,

+2Rsin é >
sin — 2 sin —

2 2
unde am folosit: .

IA, =BA, [m({IBAZ) =m(xBIA,)) = m(<§j+m(
R

= inegalitatea lui Euler (

2
r (Zsin EY —1)
. >0, egalitatea avand loc cand
sin—
2

m(A) =60";
e AA, =2Rsin(«xABA,)<2R (teorema sinusurilor in , ABA,).

28



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - DECEMBRIE 2016 WG Isi{oR )

10. Problema lunii DECEMBRIE 2016

Fie ABCD un patrulater circumscriptibil, O centrul cercului inscris, P, Q, R, S
punctele de contact ale cercului cu AB, BC, CD, DA respectiv, AP =6,BQ =7, CR=28. Sa se
determine DS =d si OP =, stiind ca aceste lungimi sunt numere naturale.

Prof. Mianescu Avram Corneliu

>

oA

._7"/ X+¢ <
|

'f.‘ q Gt

1<)

Asteptam solutii cit mai interesante pana pe data de 4.01.2017 pe adresa de e-mail
revista@mateinfo.ro

29


mailto:revista@mateinfo.ro

REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - DECEMBRIE 2016 WG Isi{oR )

11. MODEL PENTRU LUNA DECEMBRIE 2016
EVALUARE NATIONALA LA MATEMATICA

- Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordad 10 puncte din oficiu.
- Timpul efectiv de lucru: 2 ore.

SUBIECTUL | — Pe foaia de examen se trec doar rezultatele. ( 30 de puncte)

(5p) 1. Rezultatul calculului 2017 —2017-0Oeste egal cu ....
(5p) 2. Inversul numarului —% este egal cu ... .

(5p) 3. Cel mai mic numar natural nenul din intervalul [-3;5) este ... .

(5p) 4. Diametrul cercului circumscris unui triunghi dreptunghic isoscel, cu lungimea unei

catete de 2 cm, are lungimea de ... cm.

(5p) 5. Desfasurarea suprafetei laterale a unui cub este un dreptunghi cu aria de 36 cm?.

Atunci latura cubului este ... cm.

(5p) 6. La colectarea maculaturii, un colectiv de 30 de elevi a fost impartit in 5 grupe. De-
senul alaturat arata contributia procentuald a fiecarei echipe la aceasta actiune. Stiind
ca in total s-au strans 500 kg de maculatura, echipa cea mai harnica a adunat.....kg.

echipal
B echipa2
echipa3
® echipad

® echipabs

SUBIECTUL al Il lea— Pe foaia de examen scrieti rezolvarile complete. ( 30 de
puncte)

(5p) 1. Desenati, pe foaia de examen, o prisma patrulatera regulata si notati-o.
(5p) 2. Suma a doua numere reale este egala cu 117. Aflati cele douad numere stiind ca

5
raportul lor este 7

(5p)  3.Intr-un cos sunt 150 mere. Dupa ce mananci citeva, Andrei aseaza merele rimase
in cosulete cate 16, apoi cate 18 si de fiecare datd ii raiman 4 mere. Aflati cate mere a mincat
Andrei.

4. Fie expresia E(x,y) = (2x—y)* +(x=3y)(x+3y) — (x—2y)?.
(5p) a) Aratati ca E(x,y) =4x* —12y?.
(5p) Db) Calculati valoarea expresiei pentru x si y care indeplinesc conditiile : 2Xx+5yeste
patrat perfect i y = X+1.

(5p) 5. Se dau numerele x =+/3+2si y =§+(J§)l. Stabilii dacd (x—1)° =6y
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SUBIECTUL al Il lea — Pe foaia de examen scrieti rezolvirile complete.
(30 de puncte)

A E D

1. O placa de gresie are modelul ca in imagine. Stiind ca
latura patratului este de 4dm iar cele patru semicercuri cu
centrele mijloacele laturilor sunt identice, tangente ntre
ele si tangente la diagonalele patratului, se cere:

(5p) a) Sa se afle raza semicercurilor;

(5p) b) Aflati aria suprafetei nehasurate;

(5p) c) Putem decupa din suprafata nehasurata un
cerc cu raza egald cu 1dm? Justificati!

=@

B

2. Trapezul ABCD (ABJ|CD), AB>CD, are masurile unghiurilor ascutite de 60°,
diagonalele perpendiculare pe laturile neparalele , iar AD=24 cm. Pe planul trapezului
se ridicd perpendiculara DP=36 cm.

Calculati:
(5p) a) Ariatati ca AC = 24+/3 cm;
(5p) b) Aflati distanta de la punctul P la dreapta BC;
(5p) a) Aflati distanta de la punctul D la planul (PBC).

1

BAREMUL DE EVALUARE SI NOTARE va aparea in cel mai scurt timp pe
www.mateinfo.ro

Urmariti pagina de facebook : https://www.facebook.com/www.mateinfo.ro/
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12. MODEL PENTRU LUNA DECEMBRIE 2016
BAC MATEMATICA MATE-INFO

Prof. Silvia Brabeceanu

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica - informatica.
Filiera vocationala, profilul militar, specializarea matematica - informatica.

. Toate subiectele (1, 11, 111) sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.

¢ Timpul efectiv de lucru este de 3 ore.
. La toate subiectele se cer rezolvari complete.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

(1+3i)3 +(1—3i)3
(3-i) -(3+i)
(5p) 2. Sa se determine valorile reale ale lui x pentru care log, (X2 —1) < log, (4X +4) .

(5p) 1. Calculati

(5p) 3. Determinati multimea A= {X eR/2x+3>0si ()(_23) < 0} .
X(X—

(5p) 4. Si se determine termenul ce contine pe x° din dezvoltarea
-1 —1\30
(yx3 +xy3] x,yeR.

(5p) 5.Fier,=3i—-5]j, r, =—4i+3],1. =2i+7]vectorii de pozitie ai varfurilor
triunghiului ABC . Sa se determine vectorul de pozitie al centrului de greutate a triunghiului
ABC.

(5p) 6. Punctele A(3,4), B(7,4), C(11,-3), D(-1,-3) sunt varfurile unui trapez isoscel.
Sa se calculeze aria trapezului ABCD.

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

3Xx+y—-2z=0

1. Se considera sistemul S:{x+y—az= 0, (x,y,z)eR’aecR.
X+3y—2z=0

Notam cu A matricea sistemului.

(5p) ) Sa se determine rangul matricei Afin functie de a .
(5p) b) Sa se rezolve sistemul pentru a=1 .

(5p)  c) S se gaseascd o solutie (X, Y,,Z, )@ sistemului cu proprietatea X +y; —z, =0.

2. Pe multimea numerelor reale R se defineste legea de compozitie
X*Yy=—Xy+5Xx+5y—-20, VX,yeR.

(5p) ) Sase arate ca x*y:(x—5)(5—y)+5, vx,yeR.
(5p)  b) Sa se demonstreze ci multimea (—o,5)este parte stabild a lui R Tn raport cu legea
de compozitie.
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(5p)  c) Seda expresia E(x)=(x+8)*(x—7)-63, ¥xeR. S se demonstreze ci
E(x)<0, VxeR.

SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

1. Se considerd functia f :(0,0) >R, f(x)=Inx—-2In(x+1).

(5p) ) Sa se calculeze derivatele de ordinul intai si doi ale functiei f .

(5p)  b) Fie functia g:(0,00) > R, g(x)=1In —. Se noteazi cu g (x) derivata de

X+1)

ordinul n sicu X,, ne N"radacina derivatei de ordinul n. Sa se calculeze X,, ne N".

(5p) c) Sa se calculeze lim il

n—ow ¥
n

1 n

2. Se considerd integralele | = jzx—dx, neN.
o X°+9

(5p) &) Sase calculeze 31,21, .

. 1
(5p) b) Sé se demonstreze ca pentru Vn e N este adevarata relatia 91, +1,,, = 1
n+

(5p) c) Sase arate ca IHSL, neN",
n+1

Propusa de prof. Silvia Brabeceanu
www.mateinfo.ro

BAREMUL DE EVALUARE SI NOTARE va aparea in cel mai scurt timp pe
www.mateinfo.ro

Urmariti pagina de facebook : https://www.facebook.com/www.mateinfo.ro/
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Marin Chirciu
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