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1. Alte solutii pentru unele probleme din
Romanian Mathematical Magazine, Number 3, Winter 2016

Neculai Stanciu, Buziu, Romania

Problem UP.036

Let (a,) ,be a positive real sequence such that lim(a,,, —a,)=reR’, uveR, u+v=1. We
o n—o

1
denote a,!'=aa,..a,,G, = (an !)H ,Vne N". Compute:

tim{ (014G, -n*3f(e, )" ).

Solutie. Avem:

a a.,—a
D) lim= = lim-—2 " —;
n—o N n~>oo(n+1) n

nla | ] n
(2)IimG =lim —Ilmn,/a =lim a“—*ll LU TR :L;unde
n—w N> N n—o \| " n—o (n_|_:|_)nJr I ol n4+1 en e
e, _(1+£]
n
I n
VO _ i/ Cot i -Gt 1T} Gea 11T
n—o n—wo \| n" n—oo (n _|_1)”+ G | n»ol n+1 e e
n+3/G 1 n+:[G | 3) 2
(4)||m n+1 — i ( nl® n 'n+1j:L.e_.1:1_
r

=11m
n—ow ann! n—o n+1 n Gn' n

(5)Iim[n+sG””!J = lim| =L

N—o0)

n | Y _
an(('“fl)un+ (Goa?)” —nU8/( )—n”" (w, 1):( G”'J Y l-Inw,?,VnzZ,un
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Deci,

oG 1Y ®) ! "G,
limB, =Iim[ - ] ~1-In(limw2)=(%j -In Iim(n+1j [ J =— (e e )
n—w n—w n —o© e n—o0 n n G | e

Problem UP.037

Let (a,)., (b,). be positive real sequences such that lim(a,,,—a,)=acR,
2. =. nN—oo

Iim(bn+l —b,)=beR’, uveRcu u+v=1. Calculate

Hm(mlﬁbb b.b..) —a'3/(bb,..b) )

Solutie.Fie b,!=bb,...b, si B, —ar‘fﬂ"*\]/(bm) —a'y(0,") =a'y(b,!) (w, -1)=

w, —1 a,}/(b,!)" w, -
=a'y(b,!) -——-Inw, =" (b, Inw n>2,
Inw, n Inw,

u n+a[ 1V
unde w, =(a"+1j (b...! ¥neN”.

4 b,y

- b
1) IIm—— IIm—a— a si analog lim—=D0;
n—o N n—oo (n +]_) n n—w

1/ b,.,! " . (Db "
—I|m =1lim ”—*ll-n _ fjm| 2. L =9;unde e, = 1+ ;
N n—o nn oo\ (n+1)" b)) m=ln+loe ) e n

-1
(3)I|mW =1si atunci lim
n—o |nW

n a, 1
. a . a —a An1—ay —a
(4) lim "+1J =lim [1+MJ =e? =e;
n

N—o0 a N—o0
n

gt (bt 1 )by el O e
(5) lim lim =1lim =h.—=e;
n—o0 %/E n—w bnl n+3[bn+1! ool N4+1 n bn+1! 2 b

nu nv
. . [a b @
(6) limw! = Ilm[”—”j -Ilm[Tn+l (=)e“eV =e'""V =g,
n—cw n—wl g n—o| n | 5
n n-

Prin urmare,

n

=1;
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u \
: - (a, )| b, : a‘b" a‘b"
limB, =lim | ) -1-In(!|mwr’]‘): —-Ine=—-—.
n—oo n—o0 n n —0 e e

Problem UP.038

Let (a, )., be a positive real sequence such that lim(a,,, —a,)=r eR.
2 n—oo

1 2
We denote a,!=a,a,..a,,G, =(a,")n,vne N". Evaluate Ilm[ (n+1) n J

Solutie. Avem:

n

a a —a
(@) lim 20 = fim e — % _
n—w n—o (n _|_1) n

G, va,! a,! a.,' n" . [a 1 r
= limp/—= = lim| ——. =lim /L. = | == :unde
n—w n>o N n—w n” n—w (n +1) n+ | no| N4+1 en e

Gn n+1 nﬂ H Gn+1 1 r .
=limn - — =lim ==
n—o n—o \l n n—)oo (n + 1) G | n>ol N +1 en e

(3) 2
(4)Iim ( ”+1J=i2.e—-1=1;
n—oo n n—mo n_|_1 nG n r

e
(2)
(5)||m[6 ] Iim{G””U L leim(e””- ”+1J LA

N—o0)

2 2 2 —
B, ((n ) ] n (u 1):L-ur”] 1-Inu,ﬂ‘,VnZlunde

2
Deci, limB, :—-1-Ine:—.
r

n—oo
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Problem UP.039

Let (a,).,, (b,),., be positive real sequences with lim(a,,, —a,)=acR,

n—o

~b,)=beR], P

n

n+l

Find Ilm(bﬁ+1“+\’]' ) =ber/(P)) )
Solutie. B, —br‘:ﬂ"*&/( P..Y) bur{/(b " =by \n/(Pn!)V (w, -1)=

_ un v _ ualp 1)
:bﬁ"(Pn!)V'W"—l-lnw =bn (R.Y) L 1-Inw”:(b—"J[ P”'J W, 1 Anw?,vn=>2,

. a’+a;+..+a’ .
lim(b _\/ %L T pi1-pp,.P,YneN', uveR, u+v=L.

n n

Inw, n Inw, n n Inw,
Cy(P.Y) -
unde w, = Doy (P..!) ,VYneN” (1)I|mb—_I|mu b;
bn n (P |)v n—o N n—w (n +]_) n
2 2 2 2
(2)Iimizlim\/a1+a2j"+a \/n S S |im(ﬂj -Iim%:
n—wo n—ow n n—o (n +l) _n n—ol N n4)003+7+72
n n
2 n
=5 =2 3; —I|m1/ T (L L — . L T  E I =ﬂ;
3 3 n~>oo n—o n—oo (n +1)”+ PI n-ol n+1 e, 3e

unde e, =[1+l) ;
n

t (Pt P! V o
(@) limw, =lim % Jdiml X — 1. im N .[n+1j —1 a\/_ 3e
n—oo n—oo bn n—ol /Pl n—oo n+1 o Pnl n 3e a\/_

w, -1 _ o _b \orats | Ly
"~ =1;5)!lim Duy =lim 1+M =eb =e
= Inw, > b, N b,

si atunci lim
n— n

. . " (P ‘o (P e !
(6) limw; = lim Doy jm| Pt L =e"-lim L. ntl =g" _a\/§._39 =e'"" =e
n—oo n—oo bn n—oo Pnl n+3[ Pn+1! n—ol N+1 n+ Pn+1! 3) 3 a\/§

Prin urmare,

u n P! v v Viju
limB, = lim [b—j { J .1.|n(1imw:)=b“(ﬂJ ne=—2°_
n—o N—0 n n —w 3e e\,(\/g)
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Problem UP.040

Let (a,)_,be a positive real sequence such that lim(a,,, —a,)=reR,. For any xeR we
n—o

n>1 n+1

denote M X :(al +a2n+...+anJ and M Xi= MMM MK vne N

: (n+1y’ n?
Find rl]lmo{naj/M o \/M

Solutie.Avem:
2 2 q M[X]'

Notim B, = (n+” n 'L%:(n+¥j- —.Vn>2,7x>0.

Nt |\/| \/l\/l X]| n ”*S/Mnil

u, -1

Deci, B, = Inu/ Vn>ZVXeR

/ ]l /
(1)I|ma—_llmu

n—w N n—w (n _|_]_) n

1 1 1
Y. (ax+ax+...+ax)? o (a¥+al+..+ak ¥ i ar x
(2)lim—— = lim—=——2——"" = lim| =—2— " | =|lim | =
n—>o N n—o = n—w n n—w (n +1) nx+

n-n*

= 1
X\ x % 1
= lim| 2o - iy I R =r(l+x)x
N> n+1 n+1X+ n** n x+1

Y i ST K 1 \e )
(3)lim !ty M i ( Mag! 1 J:Hm(Mm4~£J=£@+x)MWMe

N oo |t o (n41)™ MY n+l e, ) e

" -1
e, :(1+l] :(4) I|mu =1, deci I|m =1;
n

n—w |nu
M ) n+l "YMrte
5) limu” _Ilme lim == g M P = e? lim -
()naw n—>o r[1X] n+l” N—>o0 Mr[1)+(—]il. n+1 ®
u % 1 1
Prin urmare, limB, = lim——— - lim-" Ianmu ) 1dne- S x)x =S @+ x)x.
n—o n—o n[M [x]| n—oo |nu (5) r r
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2. Solutions of some problems of Crux Mathematicorum
Journal

By George-Florin Serban , Pedagogical High School >’D.P.Perpessicius’’
, Briila , Romania

In Crux Mathematicorum, Volume 42, no. 3, 2016, was appeared the following problems:
4127 .Proposed by D.M.Batinetu-Giurgiu and Neculai Stanciu

Calculate lim .[ f(=)dx ,where f:R", » R’ is a continuous function.

n—oo

i

Journal Crux Mathematicorum VOLUME 42, NO.3, March/ Mars 2016

Solved by Professor : George-Florin Serban , Braila, Romania.

Considering §=y,x=ny,dx=ndy, limn J' f(y)dx, | applied the mean value theorem |,
n n—o0
@

nt\]/m
n n+ ] nfl nfnl n+ |
R B T P (LS
b n n n n
un

. [ n! (n+n! n" . n!(n+1)n . n" . 1 1

lim =limp— =Ilim T ——I|m—=I|m =lim ==

O (LS H><>(n+1)”* I oenl(n+)(n+2)"  noe (n+1)" n»w(1+1)n e
n

lim ”ﬂ/(n n! (n+1) (n+2)I n"* _lim (n+D!(n+2)n"* _lim n" 1
lim \f e’

h (+D)"% (n+1)! = (n+ D)+ D(+D™ o (n+ D)™

n—oo

thus I|m(c)_ , I|mf(c) f( )
Iim(”ty(n +1 ._W) =3 (Traian Lalescu).

limn- | f(y)dxﬂiﬁrgn-(““”{l’—@)f@n):m@ﬁ(ml.—W)f(cn)zéf(g),

Un!
n
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4126. Proposed by Mihaela Berindeanu.

tan —tan —
Let ABC be an acute-angled triangle. Prove that Z \f
, /1 tan — tan —

Journal Crux Mathematicorum VOLUME 42, NO.3, March/ Mars 2016

Solved by Professor : George-Florin Serban , Braila, Romania.
(p-b)(p—c) _\/(p—a)(p—c) _p-c
p(p-a) p(p-b) P
tanEtamg:y:\/(p—«'ﬂ)(p—C)_\/(|0—a)(|0—b) _p-a
2 2 p(p—b) p(p—c) p
anPtanC - \/(p—b)(p—c) ,\/(p—a)(p—b) _p-b
2 2 p(p-a) p(p-c) Y

| rate tanétanﬁz X =
2 2

tanétanEHanEtangﬂanétang=x+y+z= p-a+p-b+p-c_3p-2p P _1 Func
2 2 2 2 2 2 p p p
ion f - X f 2-X £l 4-xX functi
tion f:(0,1) >R, f(x) =T, x)= T x) = 5 >0, (V)x e(0,2), function
2(1—x)? 4(1—x)?

tan A tan B
2 2

\/1— tan é tan E
2 2

convex , Y =Z\/1X = > f(x), inequality Jensen ,
—X

f(x+é/+z) f(x)+f(y)+f(z)
(“y”) f(_)__\[f(x)”(y)”(z) 3. \f f

A

Z tanEtan— Z Z
Then — fFO)=10)+ f(y)+f(2) >\f
, /1 tanztan 5
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Crux Mathematicorum
VOLUME 42, NO. 4

4133. Propose par D. M. B_atinetu-Giurgiu et Neculai Stanciu.
Soit la suite (an) definie de facon recursive par a, =1 et a_ , =(2n+1)!'a, pour tous

. . . 2(2n-nN
entiers n positifs.Calculer lim g

2'
n—oo n
an

Solved by Professor : George-Florin Serban Braila, Romania.

| = lim J@n-Dit _ ((2n 1)“) . Cesaro-Stolz,
_n~>oo n a n~>oo n+1 (2n +1)

(@2n-1)Mm)" (@n+D)In"t (@2n-1Mm)"
1)“) n a’ 1 n a’ -in a’
Inl =limIn 2n? ((2n =lim - =Zlim n+l — L ,
n—oo a . n—w 2n 2 n—Hw (n +1) —-n
In ((2n+1)1)™a? i (@n+D1)"(@2n -+ i 2N+’
—n —1m". 11)2 1
i1 < Lim_ (@n-Di)’a lelim (@n-D1)"-(@n+D1° 1. " (2n+D!
2 o 2n+1 2 noe 2n+1 2> 2n+1
0 (2n+1)" In (2n+3)"* In (2n+1)" In 2n+3)"(2n+3)(2n+1N
1 1 11 I n
Inlzllim (2n+1 ":ilim (2n+3)N 2n+)N :llim (2n+3)1(2n+1)
202 2+l 2noe  (2n+3)—(2n+1) 2 now 2
1
Il = Ljimin &N+ @+t 1o, @+ Ly 2n+3) ——Inllm(1+ 2y
4rox (2n+3)N(2n+D)"  4roe (2n+1)" 4 noe 2n+ 4 2n+1
2n+l 2n 2n ]
|n|:1|n|im{(1+i) 2 }M:ilnel:m%, | - lim 2N -D! = 4e.
4 n>e 2n+l 4 n—>co \F
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3. In legiiturii cu problema S.370 din Mathematical
Reflections 2/2016

Marin Chirciu®

Articolul propune dezvoltari ale inegalitatii S.370 aparuta in revista Mathematical Reflections
2/2016, autor Titu Andreescu.

1. ,,Prove that in any triangle: Z‘ 3a’ 2b2‘ m, >%

Proposed by Titu Andreescu, University of Texas at Dallas,USA

2. Z‘ 2a’ bz‘ m, >_
3. Z‘ (n+1)a2—nb2‘-ma2%,undeneR.

2
4. Z‘ xaz—ybz‘-ma >|x—y |% undex,yeR.
Dezvoltari, M.Chirciu

2 2
, hotand cu M, siM, membrul

Solutie: Folosind inegalitatea cunoscutd in triunghi m, >

stang, respectiv membrul drept al inegalitatii de demonstrat si tindnd seama de inegalitatea

modulului obtinem:

b? +¢?
M, :Z‘ xaz—ybz‘- 2

:iR\ 3 (xa? - yp2) (0% +7) |-

bZ 2
(xaz—ybz)- 4—;C
‘Zxa 2y xa’c? —yb* - b“)‘ ‘ZZX y)bc?-> ya' ‘—

1
=R (2x—y)> b’c? yZa“‘.

Folosim ) a* > b’c? >16S?, care rezultd din X* +y*+2° > xy+yz+2x si »_b’c® >16S?

in baza itemului 4.11 din c.d.p. O.Bottema s.a. , autor F.Goldner, Problem 69, Elemente der
Mathematik, 4/ 1949 , studiind cazurile:

i) Dacay>0 obtinem:

| (2x—y) Y b*c?—yy at |=|yXa'+(y—2x) Y b’ | 2|y b’c* +(y—2x) Y b’c? | =

t Profesor, Colegiul National ,, Zinca Golescu”, Pitesti
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:‘(Zy—ZX)ZbZCZ‘ =2|x—y|> b’c® > 2|x—y|-16S? =32|x—y|S?.

i) Dacay <0 obtinem:
| (2x—y) Y b’c?—yyat |=| —y>at+(2x—y) Y b’c? |2| —yY b’cP+(2x—y) Y b’ |=

=‘(2x—2y)2b202‘ =2|x—y|> b’c®>2|x—y|-16S* =32|x—y|S?.

1 8s* _
MSZE 32|x-y|S? =| x— y| M, .

Obs. Pentru x =3, y =2 obtinem inegalitatea 1.
Pentru x =2, y =1 obtinem inegalitatea 2.

Pentru Xx=n+1, y=n obtinem inegalitatea 3.

5. Z‘ 3a2—2b2‘-(mb+mc)216sz.

6. Z‘ 2a2—b2"(mb+mc)216RSZ.

7. Z‘ (n+1)a2—nb2‘-(mb+mc)2 2, undeneR .

8. Z‘xaz—ybz"(mb+mc)z|x—y|'1682,undex,yeR.

Dezvoltari, M.Chirciu

Solutie:

2 2

Folosind inegalitatea cunoscutd in triunghi m, > , hotand cu M, siM, membrul stang,

respectiv membrul drept al inegalitatii de demonstrat si tindnd seama de inegalitatea modulului

obtinem:

.2 )| xa’ - yb?|- (a;{c a4;b2j:%‘ > (xa® - yb*)(2a® +b* +c?) ‘z

1

=R (2x—y)> a*+(2x—-3y)>_b’c? ‘> x—y|:Md,

unde (1) rezultd din x>+ y* +2° > Xy + yz + zX si szcz >16S? si studierea cazurilor :

i) Daca 2x—y >0 obtinem :
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>

(2x—y)> a"+(2x-3y)> b’c?

>0

(2x—y)> b%’+(2x-3y)> b*c? |=

>0

=‘4(x— y)szcz‘ =4|x—y|D> b’c®> 4|x—y|-165° =64|x—y|S>.

ii) Daca 2x—y <0 obtinem :

(2x—y)Y a*+(2x-3y) > b’c? |= >
<0

(y—2x)> a*+(3y—2x)> b’

>0

>

(y—2x)> b%c?+(3y—2x)> b’c?

>0

—fa(y - Zb|=aly - e >

> 4]x—y|-165% = 64|x—y|S? .

Obs. Pentru x=3, y =2 obtinem inegalitatea 5.
Pentru x =2, y =1 obtinem inegalitatea 6.
Pentru x=n+1, y=n obtinem inegalitatea 7.
2 2 8S?
9. ¥ |3a’-2b ‘-(mb+/1mc)z|1+/1|?, unde 1 eR .
2 L2 8S?
10. Z‘ 2a*-b ‘-(mb+/1mc)2|1+ﬂ.|?, undeleR .
2
11. Z‘ (n+1)a2—nbz"(mb+/1mc)2|1+/1|%, unde neR si AeR.

2
12. Z‘ xaz—ybz‘-(mb+/1mc)2| X—y |-|1+/1|%, undex,yeR si 1eR.

www.mateinfo.ro

Dezvoltari, M.Chirciu

Solutie:

2 2

Folosind inegalitatea cunoscutd in triunghi m, >

C . : A
, hotand cu M, siM,; membrul stang,

respectiv membrul drept al inegalitdtii de demonstrat si tindnd seama de inegalitatea modulului

obtinem:
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2 +p? 1
Z‘ xa —ybz‘(a;RC iaA; j:ﬁ‘ > (xa® - yb®)((1+ A)a® + b* +c?) ‘:

2
- ‘ X(1+2)-ya)Y a* +(x(1+2)-y(2+4))> b%c? ‘(21) %|1+/1||x—y|:M
unde (1) rezultd din X*+y? +22 > xy+yz+2x si Y b’c®>16S? si studierea cazurilor :

i) Daca x(1+A4)—yA>0 obtinem :

(x(1+4)-ya)D> a*+(x(1+A)-y(2+ 1)) D _b%c? |2

%,—/
>0

2| (X(1+4)=yA) D b%e® +(x(1+A)—y(2+4)) > b%c’ |=
>0

=[[2(x-y)+24(x~- y)]szcz‘ =21+ 2||x—y|D_b’c* >
> 2L+ 2||x—y|-16S =32[1+ 4||x — y|S*.

ii) Dacd x(1+1)—yA <0 obtinem :

(x(1+4)-ya)D> a* +(x(1+ A)-y(2+ 1)) D _b*?

%,—/
<0

>| (yA-x(1+2))> a* +(y(2+4)-x(1+ 1)) D b%c? |>

—_
>0

> wzbzcz+(y(2+/1)—x(1+/1))2b2c2 _

- [2,1(y-x)+2(y—x):|2bzcz‘ =21+ ;t||y—x|2b202 >

> 21+ 2||x—y|-16S* =32[1+ 4||x— y|S* .

Obs. Pentru x=3, y =2 obtinem inegalitatea 9.
Pentru x =2, y =1 obtinem inegalitatea 10.

Pentru x=n+1, y=n obtinem inegalitatea 11.
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4. Drumuri minime intre doua drepte si un punct

- Studiu de specialitate -

Prof. Stan llie
Colegiul Tehnic “Anghel Saligny”, Rosiorii de Vede, Teleorman

Notiuni cunoscute:

Punct, Dreapta, Distanta intre doud puncte, Distanta de la un punct la o dreapta.
PPP, PPd, PdP din studiul anterior REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO DECEMBRIE
2016

Scop:

Determinarea drumului de lungime minima dintre doua elemente, ce trece printr-un al treilea
element.

Elemente:

Puncte, Drepte

Notatii:

dm=drum minim

X-Y-Z=drumul de la elementul X la elementul Z ce trece prin elementul Y.

1l 1P+2d UN PUNCT si DOUA DREPTE
A | P-di-d;
1. | Drepte Fie dreaptad ai d_Ld; si dLd,.

P]_:d]_nd, Pzzdzﬂd

paralele d1ld; dm=[PP1]+[P1P]
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Drepte
concurente si

coplanare cu P

format de d;
si dd; si care

nu contine d;

P ininteriorul | Fie d;’ simetrica lui d, fata de
unghiului d. PP,’1d;",
P]_:dlm sz’, P]_ledg
ascutit format | ([P1P,] simetricul lui [P1P,’]
de d; Si ds fata de d1) dm:[PP1]+[P1P2]
P in interiorul | Fie dd,Ld,, PP,1d,, P,€d,
unghiului dm=[PP,]
ascutit format
de d1 Si dd,
cl Pin cadranul | Caz 1 (nu se permite P-dy- d1-
dy)
format de d Fie dd,Ld,, PP,.Ld,, P>Ed,,
sidd; sicare | dm=[PP;], O=d;N d;
nu contine d; dm=[PO]
c2 Pin cadranul | Caz 2 ( se permite P-d,- d;-d,)

Fie dy’ simetrica lui d, fata de
d1. PPy’ Ldy’, Py=d;N PPy,
P1P2Ldy([P1P2] simetricul lui
[Plpz’] fa‘;é de d1)
dm:[PP1]+[P1P2]

Similar caz Ill.LA.2.a
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Drepte
concurente si
necoplanare

cuP

Fie C cercul determinat de
rotirea lui P in jurul lui d;.

Fie P’si P”’ intersectiile lui P
cu planul determinat de d; si
do.

P’si P’” =“Proiectiile lui P”

Fie dy’ simetrica lui d, fata de
di.

Cadranul D=cadranul
determinat de d, si dd, ce
contine si dreapta d;

Cel putin una
dintre
“Proiectiile lui
P” este in

cadranul D

P’ ’ledz, Plzdlﬂ P’ ’Pz,
P.P,Ld,

dm:[PP1]+[P1P2]

“Proiectiile lui

P” nu sunt In

Similar cazului precedent, cu
schimbarea de roluri P’ cu P’
respectiv d,’ cu d,

cadranul D
P’P,1d’,, P1€dy, P1P>Ld,
dm:[PP1]+[P1P2]

Drepte Se construieste cercul obtinut

necoplanare

prin rotatia lui P in jurul lui

dl.

Se gaseste P’ ai P’P,.Ld,.
Exista!




REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IANUARIE 2017 W ANEVET01 (N0

P1=dlﬂ P’Pz
dm:[PP1]+[P1P2]

\_/ D1 d1

P2 D2

B | di-P-d;

Pentru toate cazurile
referitoare la d; si d, (paralele,
concurente sau necoplanare)
respectiv la P (coplanar sau
nu cu dreptele) avem
raspunsul unic:

Fie PP]_J_d]_ , P]_Edl ,
PP,1d,, P,Ed,

dm=dm(d;-P-d; ) =
= dm(d;-P) + dm(P-d; )
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dm:[P1P]+[PP2]

d2

d2

(Vaurma)
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5. Pozitia unei drepte fata de un hiperplan.
Snop de hiperplane

- Studiu de specialitate -

Prof. Amariei Laura — Georgeta

Colegiul National ,,Al. I. Cuza” Galati

POZITIA UNEI DREPTE FATA DE UN HIPERPLAN

In spatiul afin A se considera date: o dreapti A; determinati de punctul P, si spatiul
director L,, deci prin ecuatia vectoriala:
(1) r=r,+tv,tekK,vel,, v=0
si un hiperplan A’ prin ecuatia generala:
(2)  f(r)+b=o0.
Pozitia dreptei A; fatd de hiperplanul A’ se cerceteaza studiind mulfimea solutiilor

sistemului de ecuatii:

r=ry+tv, tekK
(3) in necunoscutele t,r
f(r)+b=0
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Eliminand pe r din relatia (3) se obtine ecuatia de gradul I in t
4  f(v)t+f(r)+b=0.

In aceste conditii, avem urmatoarele situatii:

Cazul I: f (V) # 0. Ecuatia (4) admite solutia unica

_ f(ro)+b
(5) t = —f(v) .

Dreapta si planul au un punct comun P, cu vectorul de pozitie I, =r, +t,v, unde t; este
dat de relatia (5). In acest caz se zice ca dreapta intersecteazdi hiperplanul (situatie prezentati in
figura de mai sus).

Cazul 1II: f(v): 0. Aceasta conditie spune ca spatiul director L' al hiperplanului A’
contine spatiul director L, al dreptei A; , deci dreapta este paraleli cu hiperplanul.

Daci f(r,)+b 0, atunci nu existd nici o valoare a lui t € K care sa verifice ecuatia (5),

adica dreapta si hiperplanul nu au nici un punct comun. In acest caz, dreapta si hiperplanul sunt
strict paralele si vom scrie Ay || A’.

Daca f(r0)+b:O, ecuatia (4) este verificatd pentru orice valoare a lui te K, adica
fiecare punct al dreptei apartine hiperplanului. In acest caz, dreapta este continutd in hiperplan

si vom scrie A; c A’.

Aplicatie. Fie A, un spatiu afin n - dimensional. Sa presupunem ca o dreapta A; < A,

este reprezentatd, intr-un reper cartezian dat, prin sistemul de ecuatii

(6) a“x'+b* =0, rang(ai“):n—l, a=1n-1,
iar un hiperplan A’y < A, prin ecuatia generald
(7)  ax'+b=0, rang(a)=1.
Pozitia dreptei A; fatd de hiperplanul A’y va rezulta din discutia sistemului de ecuatii

liniare

a’x' +b* =0
(®) { .
ax +b=0

Se disting urmatoarele cazuri:
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3

Cazul 1I: rang( J:n. In aceste conditi, sistemul (8) admite o solutic unicd ce se
a

i
determina cu ajutorul regulii lui Cramer, adica dreapta intersecteaza hiperplanul intr-un punct.

a'
Cazul I: rang
a

Jz n—1. Deoarece avem si rang(ai“ )= n—1, rezultd ca orice solutie a
i

sistemului omogen asociat lui (6) este solutie si pentru ecuatia omogena asociata ecuatiei (7). in
consecintd, spatiul director al dreptei A; este continut in spatiul director al hiperplanului A’,.,

adica dreapta este paralela cu hiperplanul.

a/ b” . : e . L .
Daca rang( ' b J: n, sistemul (8) este incompatibil, deci intersectia dintre dreapta si
a

hiperplan este vida, adica dreapta este paraleld cu hiperplanul.

aj b . o . . .
Daca rang( ' b J= n-1, sistemul (8) este compatibil si orice solutie a sistemului (6)
a

este solutie si pentru sistemul (7), adica dreapta este continuta in hiperplan.
SNOP DE HIPERPLANE

Fie A un spatiu afin si L spatiul sau director.

Prin snop de hiperplane de centru subspatiul A’ — A se intelege multimea hiperplanelor
din A ce contin pe A’.

Prin snop de hiperplane de directie subspatiul L'c L  se intelege multimea
hiperplanelor din A al céror spatiu director contine pe L' .

Pentru spatiile afine finit dimensionale avem urmdtoarele rezultate matematice care

caracterizeaza snopurile de hiperplane.

Propozitia 1. Un hiperplan A”,;c A, de ecuatie ax'+b=0, apartine snopului de
hiperplane de centru p-planul A’,c A, dat de sistemul a“x' +b* =0, azl,n——p, daca si
numai daca exista n— p scalari 4, nu toti nuli, astfel incat

© a=4a", b=Aib*, a=Ln-p.

a1

Demonstratie.
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ax'+b=0
a’x' +b* =0’

Se considera sistemul {

: o a’ a’ b . . .
Sistemul este compatibil daca rang( ' j = rang( ' b J =Nn—p si deci intersectia dintre
ai ai
hiperplane este nevida. Cum A”y.1 apartine snopului de hiperplane de centru p-planul A’yc A,
rezultd ca exista n— p scalari 4,, nu toti nuli, astfel incat a, =4, a", b=4b*, a=1n-p.
Corolar. Daca un p-plan A’y c A, este dat prin sistemul de ecuatii
(10) a“x'+b* =0, rang(ai“): n-p,
atunci orice hiperplan ce apartine snopului de centru A’, va avea ecuatia
n-p )
(1) 3 4,(ax +b*)=0, 2, eK.

a=1

Tn particular, un snop de plane din A; de centru punctul Po(xg) se numeste stea de plane
de centru P, . Un plan din acest snop va avea ecuatia de forma

12) A=)+ 4, (¢ =x2)+ A4, - x¢)=0.

Un snop de plane din A3 de centru dreapta A;’ dat prin

1,1 1,2 1,3 1 _ 1,142
13) {a1x +ax +ap’ +b' =0, rang{aﬂazaﬂ:Z,

arx +aix’ +aix® +b* =0 a‘aya;

se numeste fascicul de plane de axa A;’. Un plan din acest fascicul va avea ecuatia de forma
(14) /11(a11xl +apx® +agx® + b1)+ ﬁvz(afxl +aix? +aix® + b2)= 0.
Propozitia 2. Un hiperplan A”,yc A, de ecuatie ax' +b=0, apartine snopului de
hiperplane paralele de directie L, L, dat prin sistemul de ecuatii a’x' =0, rang(ai‘” ): n-p,

daca si numai daca existda n— p scalari A, astfel incat

(15) a=4a", a=1n-p.
Demonstratie.
Acest rezultat este un caz particular al propozitiei 1, pentru b*=0. Cum

a’ a’ b”
rang[ ' J: rang( ' 0 J: n—p si rang(a{*): n—p, rezultd ca hiperplanul A”,; apartine
a a
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snopului de hiperplane paralele de directie L, <L si deci exista n—p scalari 4,, nu toti nuli,

astfel incat a, =4,a", a=1,n-p.
Corolar. Daca un p-plan A’,c A, este dat prin sistemul de ecuatii (10), atunci orice

hiperplan paralel cu A’, va avea ecuatia
n-p ]
(16) > A,a°x'+1=0, AeK, rang(1,)=1.
=1

Tn particular, un hiperplan paralel cu un hiperplan de ecuatie (7), va avea o ecuatie de

forma
(17) ax' +1=0, 1eK.

Observatie. Un plan din snopul de plane din Ajz paralel cu o dreapta A;’ data prin

sistemul (13), va avea o ecuatie de forma

(18)  Afaix* +alx® +alx® +bt)+ 4, (2%t +ax? +a2x® +b? )+ =0, rang(4,4,)=1.

APLICATII
Al. Fie hiperplanele (p,):4x—y+3z-1=0 §i (p,): X+5y—2+2=0. Sa se determine

ecuatia hiperplanului ce trece prin dreapta prin dreapta d = p, "\ p, si prin origine, respectiv
ecuatia hiperplanului ce trece prin U si este perpendicular pe hiperplanul 7x—y+5z—-3=0.

Rezolvare: Ecuatia comund a tuturor hiperplanelor care trec prin d =p, np, (cu
exceptia lui p,)este p,+4p, =0,cu 1€ R, adica

4x—y+32-1+ A(x+5y-2+2)=0< (A +4)x+(51-1)y+(3-4)z+24-1=0.
Daca originea O(O 0 ,0) apartine acestui hiperplan, atunci 24-1=0, deci A= % . In
aceste conditii, ecuatia hiperplanului ce contine originea si dreapta d este
AX—y+3z —1+%(x+5y— z+2)=0, adici 9x+3y+5z=0.

Pe de alta parte, doua hiperplane ax+by+c,z+d, =0 si a,x+b,y+c,z+d, =0 sunt
perpendiculare dacd si numai dacd vectorii-nomald ai lor sunt ortogonali, adica

a,a, +bb, +c,c,=0.
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Tn acest caz, avem 7(4+4)-1(54-1)+5(3—-1)=0, adici 31 =44 = 1= 44

Deci ecuatia hiperplanului ce contine dreapta d si este perpendicular pe hiperplanul
7X—y+52—-3=0 este 56x+27y—-352+85=0. m

A2. Fie un vector nenul c=(c,c,,...c,)eR". Pentru orice a€R se considerd

hiperplanul H, ={(xl,x2,...,xn)e R"|> X, =a}. Sé se arate cd ¢ L H_, oricarear fi a eR.
i=1

Rezolvare: Consideram punctele A=(a,,a,,...a,) si B=(b,b,,..,b,) din H, si vom
demonstra ci vectorul ¢ este ortogonal pe vectorul AB=(b,—a,,b,-a,,.,b, —a,), adici

produsul scalar dintre cei doi vectori este nul (< c,AB >=0).

Dar iciai —a si Zn:cibi =, deci Zn:ci(bi —a,)=0, adica <c,AB >=0.
i1 i1 i-1

De altfel, H,, este paralel cu H,, iar

Ho = {(Xi’XZ"'”Xn)e R" |Zn:CiXi = a} = {X eR"kc,x>= 0}. n
i=1

Observatie. Pentru n=2 hiperplanele sunt drepte si fiind data o dreapta ax+by+c=0

in R?, un vector perpendicular pe ea este N =ai+Dbj.

Pentru n=3 hiperplanele sunt plane uzuale si fiind dat un plan
ax+by+cz+d =0, un vector-normala la acest plan este N =ai+bj+ck.

A3. a) Fie hiperplanul (p): 2X+Y+22-3=0. Sa se scrie ecuatia hiperplanului paralel

cu (p) ce confine punctul A(2,3,0) si sa se afle masura unghiului dintre hiperplanul (p) i
hiperplanul (q): x—2y—-2z+5=0.

b) Se considerd hiperplanul (p): 2%, + X, + X, +4X, +5=0 In R*. Sa se scrie ecuatia

hiperplanului ce contine punctul A(1,1,3,—1) si este paralel cu (p) si sa se afle masura unghiului

dintre hiperplanul (p) si hiperplanul (q): X, + 3%, —3%, +2x, —7=0.
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Rezolvare: a) Orice hiperplan paralel cu (p) are ecuatia de forma 2x+y+2z=ea, Cu
a € R . Din conditia ca punctul A sa apartind hiperplanului rezultd cad 2-2+3+2-0=¢«, adica

a =T, deci hiperplanul paralel cu (p) ce contine punctul A va avea ecuatia 2X+Yy+2z—7=0.

Fie N, =2i+ j+2k vectorul-normala la hiperplanul (p) si N, =1—2j-2k vectorul-

normald la hiperplanul (q) Masura unghiului dintre cele doud hiperplane va fi € = (Nl,sz.

Atunci cosé = NN, 4 .
N o
b) Orice hiperplan paralel cu (p) va avea ecuatia 2X, +X, + X, +4X, = . Punand
conditia ca acesta sa contind punctul A, rezultd « =2, deci hiperplanul paralel cu (p) ce trece
prin A va avea ecuatia 2X, + X, + X; +4X, —2=0.
Conform aplicatiei anterioare, vectorii ¢, =(2114) si ¢, =(13-3,22) vor fi normali-

ortogonali la (p) si respectiv (q) si deci

cos( pqu =cos[c Ac j: <G.C> 10 :
| ) el el V22423
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6. Metode de demonstrare a unei inegalitati
Stefanut Ciochina

Scoala Gimnaziala ”I. L. Caragiale”, Braila

In acestd nota sunt prezentate o serie de metode distincte de rezolvare a unei inegalitati
intalnite in Gazeta Matematica nr. 10/2015 (S.L.15.246). Scopul acestei note il constituie crearea

unor exemple de abordare a unei inegalitati in concursurile scolare.

Fie X, y, z numere reale pozitive cu proprietatea xy+yz+zx=2. Si se arate ca

Xyz(9xyz+X+y+2)<4 [1].

Solutial

Utilizdm inegalitatea lui Schur:
X (x=y)(x=2)+y' (y-z)(y-x)+z'(z-x)(z-y)=0.
Astfel pentru t =0 obtinem
(x=y)(x=2)+(y-2z)(y—x)+(z-y)(z—x)=0
Prin calcul direct rezultd x* +y* +2° 2 xy+yz+2x = (X+Yy+ z)2 >3(xy+yz+2x) (1)
Din (1) rezulta (xy + yz + zx)2 > 3(Xyyz + yzzx+zxxy ) = 3xyz (X + y + 2) 2)
Inmultind (1) cu patratul (2) rezulta
(xy+ yz+zx)3 > 27x°y*1° (3)
Adunand (2) si (3) obtinem
2,22

(xy+ yz+zx)2+(xy+ yz+zx)3 >3Xyz(X+Yy+12)+27x’y’z

= Xyz(IXyz+X+y+2)<4
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Solutia 2 (George Florin Serban)

iAo . " 3 3xyz
Utilizand inegalitatea mediilor: ————— < 3/xyz :>—£§/x z
g 1 11 Y Xy + Yz + Xz y

= 3xyz < 23/xyz = 27x°y°z2® <8xyz = x°y°z° < % = Ix?y?z° s%

24,252

Dar xyz(9xyz+X+Yy+2)=9x"y*z* + xyz(X+y+2)

Rezulta ca pentru a demonstra inegalitatea este suficient s demonstram ca Xxyz (X +y+ Z) <

w|

Dar aceasta inegalitate este echivalenta cu

(xy+yz+ xz)2
3

Pentru demonstrarea ultimei inegalitati aplicam inegalitatea C.B.S.

Xyz(Xx+y+2)< < X2y + 222 + X222 2 XPyz + xy2z + xyz°
(xzyz+xyzz+xyzz)2 <(x2y? +y222 + X227 ) (X222 + XPy? + y72?)
(xzyz+xy22+xyzz)2 s(x2y2+y222+x2z2)2
(X*yz+xy°z+xy2) < (XPy* + y*2* +5°2°)

2,,252

in concluzie, Xyz(9Xyz+X+Yy+2)=9x*y*z2* +xyz(X+y+2)< -+

w| o
w| s~
I
S

Solutia 3 (Gheorghe Alexe)
Inegalitatea este echivalentd cu Xyz (9xyz +X+Yy+ Z) < (xy +yz+ ZX)2
Y2 +Xyz(X+y+2) <Xy +y 22 + 28X +2xyz (X + Y +2)

=Xy’ 2? <XPYP + Y 2P + I+ xyz(X+y+2)

S9< S+ S+t +t—+—+—
X°y® 7zt Xy yz X
1 1 1 1 1_9
Avem (Xy+vyz+2X)| —=-+—+— |29 = —+—+—2>—
(xy+y )(Xz v sz AR
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(xy+yz+zx)[i+—+—j29:>i+i+i2g
Xy yz zx 2

Solutia 4 [2]
Xyz(9Xyz + X+ Y +12)=Xyz B(xy+ yz+2x)(X+y+ z)+9xyz}

, (xy+yz+zx)3
A=

(xy+yz+ zx)3
2

= xyzE(xy+ yz+2x)(X+y+ z)+9xyz} <
= XyZ [(xy+ yZ+2X)(X+ Y+ z)+18xyz] <(xy+yz+ zx)3

= Xy +3) XY’z +6x7y?z? 218x°y* 2% + Y x°y’z +3x%y*z’
=Y Xy +2> x°y?z >15xy*z

Aplicand inegalitatea mediilor obtinem:

3.3, 353, 53,3 3,,2
Xy ' +yz-+z2°X +22X y'z >15/X30y30230 — x?y27?

15
= X’y +2> *y’z>15x°y’7?
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1. Gazeta Matematica, seria B, nr. 10/2015
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/. Tema excelenta :
divizibilitatea numerelor naturale.
Ecuatii cu solutiiin : N,Z,Q
CLASA a-Vl-a

Profesor: Apostol Adelina Monica

1.Aratati ca nu exista patrate perfecte de forma :
a)3k+2; b) 4k+2;c) 4k+3; d)5k+2; e) 5k+3.

2.Aratati ca produsul a doud numere naturale nenule consecutive nu este patrat perfect.
3.Ardtati ¢d : 143 + 5 + 7+...+(2n-1) = n?
4.Aratati ca produsul a trei numere naturale nenule consecutive nu este cub perfect.

5.Ardtati ¢ numarul a = 2'2.24% nu este cub perfect.

6.Fie a numar natural sib=a"+ (a+1)*+ (a+2)*+ (a+23)*+ (a+4)" Aflati restul impartirii
numarului b la 5.

7.Demonstrati ca pentru orice numar natural a ,existd un numar natural b,astfel incat numarul: n
= 4.49° + 3-7° sa fie patrat perfect.

8.Fie a;b si ¢ numere naturale astfel incat : a=b+1=c + 2.

a) Aratati ca produsul a-b-c este divizibil cu 6

b)Daca (a+7)-(b+8):(c+9)=1331 ,aratati ca numarul a-b-c + 1 este patrat perfect.
9.Daca a;b;c si d sunt numere naturale astfel incat : 8a -7b -28¢c +14d =0 , aratati ca 14| a-b

10.Determinati numarul natural a astfel incat : a+7 2012 si 2013| (8a +58)

11.Aflati numerele prime a ;b ;c si d care verifica egalitatea :
3-a+5(3:-b+7.c)=330-45d

12.Ardtati cd numarul : n =2-3-5-7-11-13-17-19-23-29-31 + 2% + 1 este compus.

n = 102013 _ 93012

13.Aréatati ca numarul nu poate fi patrat perfect.

14.Aflati cel mai mare numar natural de doua cifre cu proprietatea ca suma dintre patratul si
cubul lui este un patrat perfect.

15.Gasiti numerele naturale prime : a; b; ab ; CC ; chb : cd stiind ca :
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ab- (a+b)- (b+ab +¢éc +ch +cd)=2010.

16.Se considera numarul : x = 25-2™%.5"" + 2™L.5" _1: nE IN
a) Aflati suma cifrelor numarului x
b)Verificati daca x este divizibil cu 11.

17.Fie n€IN ; n > 2. Aflati restul impartirii numarului n-(n + 1)-(n +2) la (n- 1).

18.Fie numarul x = abcdeb divizibil cu a-b-c-d-e.Ardtati ca cel putin doud dintre numerele
a;b;c;d;e;5 sunt egale.

19.2) Calculati S = 10" + 10" + 10™% +....... +10 +1;
b)Fiep=111 ...-1 siq= 44-‘-1--.... A4 Aritati ca p + q + 1 este patrat perfect.
2010 cifre 1005 cifre

20.Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia : 9x* — 4xy —y = 1.

21.Rezolvati in IN ecuatia : a® + 4b® = 14 -9¢? .

22 .Determinati numerele naturale a si b, stiind ca b este numar prim si a + a’+b®=98.
23.Rezolvati in IN" ecuatia : x* + y? -33z% = 8xyz ,stiind ci X este numar prim.

24. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia : x> +y* = (x +y)?.

25. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia :xy + 7x -5y = 214,

26.Determinati numerele naturale a si b stiind ca: 2% — 2%°° = XVZ §i XVZ este numar impar.

27.Determinati numarul x care verifica egalitatea :

a 4‘1004_'_ 8669
—=——:undea
x 0,25

—92013 52011 52009

28.Rezolvati in multimea numerelor rationale ecuatia:

1 1 1 1
x—2008 x—2009 x—2010 x—2011"

. . 2xyv 5
29. Rezolvati in IN ecuatia: =y -7
2x+1

30.Aflati numerele prime distincte a;b;c si d astfel incat :
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atb+tc+d=77si4b+c+9d=620.

31. Rezolvati in multimea numerelor intregi ecuatia :
2:(x +2)-(y+3)-(x+1)-(y+7) = 9.

32.Determinati numerele rationale x si y astfel incat x-(x+1) +y-(y +1) = xy -1.
33. Rezolvati in mulfimea numerelor intregi ecuatia :xy2 + 2008y2 = 20009.
34. Rezolvati in mulfimea numerelor intregi ecuatia :xy + x +y =4.

35.Fie un paralelipiped dreptunghic cu dimensiunile a;b;c numere naturale.Aflati volumul
paralelipipedului daca (a -10 )-(b -3)-(c +65) =73.
36.S4 se rezolve in IN ecuatia : 4072 + 1-2-3-4- - x =y~

37. Sa se rezolve in IN ecuatiile:

137
a) X+—% =,
V+= 16

Z
1 43
b) X +—— =
y+— 30

4
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8. Observatia in cadrul orei de matematica

Florea Maria Luminita- Scoala Gimnaziala ,,Sf. Andrei” Tacuta, Vaslui

Observatia este definita ca ,,actiunea de a privi cu atentie fiintele, lucrurile, fenomenele,
pentru a le studia, supraveghea si a trage concluzii asupra acestora ”’(Petit Larousse ,1998).

A observa nu inseamnd ,,a vedea”, ci mai degraba a intelege, a analiza §i organiza
realitatea care intrd sub incidenta simturilor noastre. Atunci cand ,,vedem”, obiectele se impun
privirii noastre; cand observam, dezvoltam o atitudine activa, cdutim, selectaim (Dafinoiu, L.,
2002, p. 65).

In perspectiva epistemologicd si metodologicd se impun cateva precizari. Unii autori
sustin cd procesul psihic pe care se bazeazd observatia pune in actiune memoria, inteligenta,
atentia, imaginatia, receptivitatea emotionala. Rezultd de aici implicarea subiectului cunoscator
in actul observatiei. Astfel, personalitatea si factorii socio-culturali (valori sociale, influenta
grupului, contextul spatial si istoric etc) intervin in observatie, astfel cd pretinsa obiectivitate,
caracterul de cunoastere imediatd, senzoriala si neutralitatea acesteia nu se justifica.

Observatia este o tehnica superioara anchetei sau studiului documentelor cand se studiaza
comportamentul non-verbal, pentru ca intregeste comportamentele individuale si colective in
timpul desfasurarii lor. Deasemenea, este superioard experimentului prin faptul ca inregistreaza
comportamentele in conditiile naturale de desfasurare a lor. Spre deosebire de ancheta sau
experiment, permite inregistrarea comportamentului timp mai indelungat (luni sau ani de zile),
daca ne referim la observatia participativa.

Observatia prezinta insd si o serie de dezavantaje, ca oricare dintre metodele stiintelor
socioumane (Bailey, K. D., 1982 , p. 250):

- un control redus asupra variabilelor externe care pot afecta datele cercetarii;

- dificultatea de a studia comportamente intime;

,In sens larg observatia sociologica este definita ca cercetare concreta, de teren, empirica,
iar in sens restrans ca metoda stiintificd de colectare a informatiilor cu ajutorul simturilor (vaz,
auz, miros etc) pentru a verifica ipotezele sau pentru a descrie sistematic si obiectiv mediul
inconjurator, oamenii si relatiile interpersonale, comportamentele verbale si non-verbale,
obiectele si grupurile umane” (Chelcea, S., Marginean, 1., Cauc, 1., 1998, p.409).

Dificultatile cele mai mari apar atunci cdnd vrem sa delimitdm formele principale
de observatie. Se pot distinge trei specii principale nonexperimentale de culegere a
informatiei:

- observatia propriu-zisa a unor fenomene prezente;

- observatia unor fenomene trecute, folosind ,,urmele” lasate de acestea, care indiferent
de natura lor, reprezinta ,,documente”;

- metode interactive, bazate pe comunicare, pe schimb de informatii (prin limbaj oral sau

scris), intre cercetator si persoanele care participad la viata sociald studiatd (Rotaru, T., Ilut, P.,
2001, p.47).
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Exista o multitudine de tipuri de observatie si de criterii de clasificare a acestora, care
variazd de la autor la autor, chiar daca fondul problematicii ramane acelasi (Chelcea, S.,
Marginean, I., Cauc, 1., 1998, p. 410).

Astfel, William J. Goode distinge:

a) observatia controlata;
b) observatia necontrolatd, care poate fi observatia participativa si observatia nonparticipativa;

Réne Konig distinge urmatoarele tipuri de observatii:

a) observatia stiintifica, care include observatia controlata si observatia necontrolata;

b) dupa pozitia fata de realitate a materialului observat, existd observatia directd si observatia
indirecta;

c¢) dupa pozitia fata de realitate a observatorului:

-observatia participativa, care poate fi pasiva si activa,

-observatia nonparticipativa (externd), care poate fi extensiva si intensiva;

Observatia spontana (empirica) se realizeaza la nivel cotidian fara a avea o intentie
specificd. Ca actori si constructori ai socioumanului, oamenii observa tot timpul, fiind
»condamnati” la a observa ce se Intampla in jurul lor.

Observatia stiintifica (sistematica). Spre deosebire de observatia empiricd, spontana,
observatia stiintificd are la baza anumite ipoteze si Intrebari, iar cercetatorul isi va limita
observatia la variabilele care intrd in formularea ipotezelor sau intrebarilor sale. Acest fapt
asigura caracterul organizat si sistematic al observatiei stiintifice, dar prezinta si anumite riscuri:
nu gasim decat ceea ce cautam si nu cautdm decat ceea ce corespunde credintelor, asteptarilor si
convingerilor noastre (fundamentate stiintific sau nu). Observatia stiintifica se realizeaza cu
mijloace specifice de citre persoane cu pregatire speciala, cu scopul explicit de a culege date cu
caracter stiintific.

Observatia stiinfifica se deosebeste de observatia spontana prin aceea ca urmareste sa dea
o semnificatie lucrurilor i proceselor percepute, sa verifice ipotezele spre a stabili o lege de
producere a lor. Observatia stiintifica presupune scopul cunoasterii si se desfasoara dupa reguli
bine stabilite si indelung verificate, pentru a confirma sau infirma o teza anterioara.

Observatia structurata (cantitativa) consta in clasarea materialului empiric vizat intr-0
grila de categorii comportamentale dinainte stabilitd. Pentru acest tip de observatie, caracteristic
este faptul ca face apel la un sistem de categorii in raport cu care se face observatia.

Observatia nestructurata (calitativa) ,consta in studierea , din interior” a unei
comunitati, prin participarea o perioadd mai lunga de timp la activitatile e1, fara a avea o grila de
categorii sau ipoteze specifice prestabilitd, aceasta urmand a fi elaborata pe parcursul cercetarii
sau la sfarsitul acesteia (Ilut, P., 1997, p. 77). In acest mod se poate alege ceea ce este relevant
pentru viata de ansamblu a colectivitdfii sau pentru conturarea fenomenului cercetat.

Observatia nonparticipativa (externd) este caracteristica studiilor de laborator si
semnifica situarea observatorului in afara stimulului observat, fiind recomandata in cazul in care
incadrarea cercetatorului in sistemul rol-status al grupului tinta este dificila (exemplu: institutiile
militare, politice, religioase, etc). In cadrul observatiei nonparticipative, observatorul nu se
implica in derularea fenomenului, procesului studiat, nu participa la el. El intrad in sistem, dar are
o atitudine neutra.

Observatia participativa presupune ,,a lua parte pe cat permite situatia — constient si
sistematic - la viata activa, ca si la interesele si sentimentele grupului studiat”, a lua parte la viata
de zi cu zi a grupului (Kluckhohn, F., 1956, p. 414).
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9. Solutii - PROBLEMA LUNII DECEMBRIE 2016

Fie ABCD un patrulater circumscriptibil, O centrul cercului inscris, P, Q, R, S punctele de
contact ale cercului cu AB, BC, CD, DA respectiv, AP =6, BQ =7, CR = 8. Sa se determine
DS =d si OP =, stiind ca aceste lungimi sunt numere naturale.

Prof. Manescu Avram Corneliu
Solutie autor:

Notam m(£AOP) = a, m(£BOQ) = 3, m(£COR) =y, m(£DOS) = 3 si avem
tgo = E tgp = E tgy= g tgo = g.

13r (d+&lr
42 ri-8d

Dara+p +y+ 6=m,decitg (o + ) =—tg(y + 3), de unde = 0. Se obtine d

3_
= 21:6_::6 . Conditia d > 0 impune 16 < r? <146, deci 5 < r < 12. Prin incercari gasim

solutiile r=9,d=21sir=12,d = 1344.

Alte solutii:

1. Prof. Biro Istvan

Din m ( AOB) +m (COD) =180° rezultd urmatoarele relatii:

AB  OA-OB ., AD OA-OD.
CD OC-OD’ BC OB-OC'
AB-AD OA’ AB-BC OB?
CD-BC OC?'CD-AD OD?'
de unde
13(d +6)(r® +64) =15(d +8)(r* +36) (1)
(d +6)(d +8)(r2+49)=195(r2+d2) (2).
Pentru a determina numerele naturale d si r este suficient daca
21(4—r)(4+r)

r2

observam ca din ecuatia (1) avem d = ; astfel

obtinem solutiile r=9, d =21 si r = 12, d = 1344 care verifica si ecuatia (2).
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2. Prof. Hritcu Cristian, Liceul ,,Regina Maria” Dorohoi

Vom calcula aria patrulaterului ABCD in doud moduri:
1. Augcp = Aase + Aacp folosind formula

Lilzminilylz) .
Agpe = - .

2. Aupcp = Aupo + Apcot+ Acpo + Apap Tolosind

bh
formula A gr = —

P
s

AB-BC-sinB _ AD-DC-sinD 13-15-sinB  (6+d)-(E
1. Agpep = 5 + . = Aupep = + A

=

E
s

. 2t . 2tg—
Dar sinB = ——2g, sinD = ——25. Cum ABCD
1+tg z 1+tg z

(2] p‘?m

circumscriptibil si O este centrul cercului inscris atunci (OB,
(OD sunt bisectoarele unghiurilor B, respectiv D. Deoarece
orice raza este perpendiculara pe tangenta la cerc n punctul
de tangenta, atunci:

v Tn APOB (m(<P) = 90°) vom avea tg% - g —tgo= 2

A D o5 D
v Tn ASOD (m(45) = 90°) vom avea  tg> = = tgo =".
o z- _ Ty — 2= __2rd
Astfel sinB 1402 7 4947 sinD 1+(0R a2 4r?
4 B 131520 . (e+d)(8+d) =5 4 . (13-15-? Ee+d}--is+d}-d)
ABCD = 2 ABCD ™ T N 454y g?+r?

rAE  rBC | rCD | DA rll3+1s+d+8+d+e)

- - - - -
r r r r rs

2. AAE'I‘__D = = AAE'I‘__D = T(z-l + ﬂ:}.

13-15-7  (6+dl-(8+d)-d
45472 d24r2

Din (1), (2) obtinem ecuatia =21 +d,unded, v €N cu radicinile

convenabile r=9 si d=21.
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3. Conf. dr. mat. Gh. Procopiuc, Universitatea Tehnica Iasi

Solutie: Dacd AP = a, BQ = b, C'R = c, se gaseste imediat c&:

A r B

tg — = t = t = t =
—_ == tFg— = T — = — — =
gz a 85 &35 ; E2

r
b]
Dar A+ B+ C+ D =2m, adicéﬁ%—!—%—l—%—!—%:;.,deunde

tA—Ft B+tC tD
—_ o — —_— P —
By TRy T By TR

¢ A 4t B t Ct D ¢ C ¢ D ¢
— o — P J— _ — L _
&5 g B g 5 g 5 g B g B g
Tinand aici seama de (1), obtinem

ab+be+eald+abc— (a+b+c+d)r’=0.
(

www.mateinfo.ro

Pentru a =6, b = 7, ¢ = 8 aceasta devine 146d + 336 = (d + 21) r? gi deci

g 21 (r? — 16)
T 146 — 12

Cum r gi d sunt numere naturale, rezulta 16 < r? < 146, de unde:

r=9 d=21 sau r=12 d= 1344

4. Prof. Codreanu loan — Viorel

abc+bcd +cda+dab

Aratam ca are loc relatia r* = ,unde AP=a,BQ=b,DS=dsiOP=r.

a+b+c+d
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J>

Din A AOP rezulta tg —

=r . Analog obtinem tg 8.
2 a 2

¢
2

r
C
A B _C

tgé+th+tgg—tgftgftgf
Utlllzandrelatnletg(2‘+%+9+2)_ 2 2 2 2 "2 "2

2 2 A, B B. C C. A
1-tg—tg——tg—tg— —tg—tg—
g292 9292 9292
ﬂ:woo- b obtinem:
2 2
B A B, C
g2 stgBrtgC g RgBgC
wD_2 gzg 92929, A_ A B C
t92 B G C A dupacarethg2 thg2 thth(Z)
1t—t——t—t——t—t—
g9 9292 9292
1 1 1 1 1 1 1
Din (1) si (2) rezultar(=+ —+=+ = + + si r?
(1) (2) ( b ¢ d) (abc bcd cda dab)

abc+bcd +cda+dab
a+b+c+d

(3)

Inlocuim in (3) a=6,b=7,c=8,siobtinem r?= 6X8X8+7X8Xd +8XdX6+dX6X7
6+7+8+d

Dupa care r* = 336+146d . reNsi deN

21+d
Rezulta 21+d / 336+146d si 21 +d/ 146(21+d)

21+d / 3066 + 146d dupa care 21 +d /2730 (4)

Descompunerea in produs de numere prime a numarului 2730 este 2730 = 2X3X5X7X13 de
unde rezulta ca 2730 are 2° = 32 divizori naturali.

Divizorii lui 2730 sunt : 1, 2730, 2, 1365, 3, 910,5, 546, 6, 455, 7, 390, 10, 273, 13,210,14,195,
15, 182, 21,130, 26, 105, 30, 91, 35, 78, 39, 70, 42 si 65 (5)

Din (4) , (5) si 21 +d >21 obtinem ca valori posibile pentru d :
2709, 1344,889, 525, 434, 369 , 252 , 189, 174, 161, 109, 5, 84, 9, 70, 14, 57, 18, 49,21,44.

Folosind egalitatea r* = w obtinem ca valori posibile pentru r* :

+
145,144,143,141,140,139,136,133,132,131,125,41,120,55,116,68,111,76,107,81,105 si pentru ca
r este patrat perfect retinem doar 144 si 81 dupa care r este 12 sau 9.

Obtinem solutiile d = 1344, r=12saud = 21,r=9.
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10. PROBLEMA LUNII IANUARIE 2017

“In triunghiul ABC fie D mijlocul lui AC, E mijlocul lui BC, F mijlocul lui
BE si G mijlocul lui EC. Sa se calculeze valoarea raportului %, unde M, N, P

sunt punctele de intersectie al lui BD cu AF, AE respectiv AG.”

Autor : Prof. Biro Istvan

Asteptam solutii cdt mai interesante pdna pe data de 3.02.2017 pe adresa de e-mail
revista@mateinfo.ro
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11. MODEL PENTRU LUNA IANUARIE 2017
EVALUARE NATIONALA LA MATEMATICA

Prof: Dorneanu Bogdan

- Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda 10 puncte din oficiu.
- Timpul efectiv de lucru: 2 ore.

SUBIECTUL | — Pe foaia de examen se trec doar rezultatele. ( 30 de puncte)

(5p) 1. Rezultatul calculului 1054 + 1054 : 2 este ... .
(5p) 2. Multimea A={xeR/-2<x—-1<3} scrisa ca interval este ...
(5p) 3. Daca un caiet si trei creioane costa 12 lei, atunci trei caiete si noud creioane costa
...lei
(5p) 4. Intr-un triunghi dreptunghic un unghi ascutit are masura de 30°, iar ipotenuza are
lungimea de 12 cm. Lungimea catetei care se opune unghiului cu masura de 30°
gste ... Cm
(5p) 5. In figura alaturata este reprezentat un D'
cub ABCDA'B'C'D’. Unghiului format de » C
dreptele BD si A'C’are misura de ... °. A :
(5p) 6. Graficul alaturat prezinta evolutia : B'
temperaturilor din prima sdptdmana a lunii |
lanuarie a anului 2012. Temperatura media 'D
inregistratd In aceastd perioada este de ...... °C. - & Tz c
- - \
6
5
= 5 2\ 7 AN
= e AN / AN
g 0 _ N\ / N\
2 0 = N7 N
= <
5 -
.3
lian. 2ian. 3ian. 4ian. 5ian. 6ian. 7 ian.
SUBIECTUL Il — Pe foaia de examen scrieti rezolvirile complete. ( 30 de puncte)
(5p) 1. Desenati pe foia de examen o piramida triunghiulara regulata punand in evidenta
indltimea i apotema piramidei.
(5p) 2. Bunicul plateste la piatd suma de 12 lei cumparand 2 kg de castraveti si 3 kg de
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morcov. lonel, nepotul cel mai mare, plateste suma de 16 lei cumparand 4kg de
castraveti si 2 kg de morcov. Cat costa un kg de castraveti? Dar un kg de morcov?

(5p) 3. Sa se afle trei numere naturale a caror suma este 170, stiind ca acestea sunt direct
proportionale cu 4, 6, respectiv, 7.

4. Se considera expresia E(x)= 2 3 + ZX — > , xeR\{-1,1}.
x-=1 x+1 x°-1) x"-2x+1
(5p) a)Ardtati ca E(x)= X—_i ,oricare ar fi xe R\{-1,1}.
X+
(5p) b)Determinati valorile naturale ale lui x pentru care E(X) € Z.
(5p) 5. Determinati valorile intregi ale lui X si y astfel incat propozitia
Vx> —4x+3 +‘y2 +10y + 21‘ <0sa fie adevarata.
SUBIECTUL |11 - Pe foaia de examen scrieti
rezolvarile complete.( 30 de puncte) D C
1.Un salon are forma trapezului dreptunghic ABCD din
figura aldturata. Se stie ca triunghiurile ABC si ADC
sunt isoscele si ca AB = 10m.
(5p) a) Determinati suprafata salonului. A B
(5p) b) Calculati raportul dintre aria triunghiului ADC
si a triunghiului ABC.

(5p) c) Pe suprafata ABC se pune parchet care costd 27 lei/m?, iar ca pe suprafata ADC se
pune parchet a carui pret este 2 ori mai mare. Stiind ca pierderile sunt de 10% sa se
afle care este costul parchetarii.

2. Un teren de joaca are forma unui trapez dreptunghic ABCD, AB||CD, m(<):A) =90°.
Pentru iluminatul terenului, Tn punctul B se pune un stélp vertical cu inaltimea S5m, ancorat cu
trei cabluri in punctele A, C, respectiv D. Se cunosc AB =8 J3m, AD=11m si BC=13m.

(5p) a) Determinati DC.
(5p) b) Determinati lungimea gardului care inconjoara terenul de joaca.
(5p) c) Calculati lungimea minima a cablurilor care ancoreaza stalpul.
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12. MODEL PENTRU LUNA IANUARIE 2017
BAC MATEMATICA
STIINTELE NATURII SI MATE-INFO

Prof: Brabeceanu Silvia

SUBIECTUL I (30 de puncte)

2+J§+2—J§

5p) 1. Sa se arate ca a= este numar natural.
(5p) 2_\/5 ot \/§

X +1 3x+4
2 4 '

(5p) 2. Si se determine X astfel incat si existe intervalul | ={

3ax + 2b, x<0
(a—b)x+b, x>0

.Sa se determine a,b e R stiind ca

(5p) 3. Fie functia f: R R, f (x):{

A(-11)si B (% , %) sunt pe graficul functiei.

(5p) 4. Dupa o reducere a pretului cu 18% un produs costa 820 lei. Sa se calculeze pretul initial
al produsului.

(5p) 5. Se considera vectorii AB=u si AC = V. Si se scrie sub o formd mai simpla expresia
BC —2BA+2u—3v.
(5p) 6. Tn triunghiul ABC, m(A) =90°, m(C) =30%si AB = 204/3. Si se calculeze lungimea

inaltimii AD, D € BC.

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)

10 1 -1
1. Se considera matricele |, :LO :J, A:[—3 3]$i X(a)= I,+aA, unde aeZ.
(5p) a) Calculati A*—2A.

(5p) b) Demonstrati cd X (a) X (b) =X (a+b+4ab), Va,be’Z.

(5p) ¢) Aritati ca X (a) este matrice inversabild, Vae Z .

2. Pe multimea numerelor reale R seconsidera legea de compozitie x L y= %(xy -X—y+3)

(5p) a) Sa se demonstreze ca x L y:%(x—l)(y—1)+l, vx,yeR.

(5p) b) Si se rezolve in R ecuatia 5% 1. 3% =1.
(5p) ¢) Sa se calculeze X Lx Lx L xLX, VxeR.
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SUBIECTUL al Ill-lea (30 de puncte)

X +4x+4

=— 3

(5p) a) Sa se scrie ecuatia asimptotei oblice spre +oo a graficului functiei f .
(5p) b) Sa se determine punctele de extrem pentru functia f .

1. Se considera functia f :R\{-3} >R, f(x)

; (f)Y
(5p) ¢) Sa se calculeze |lim| ———| .

X—>+0 X

6

2. Se considera functia f :R >R, f(x)= ek
+X

(5p) a) Sa se arate ca f (X)< E, Vx € (0,+).
X
NG
(5p) b) Sa se calculeze | f (x)dx.
1

(5p) c) Sa se arate cd arctge < %+ arctg % :

Baremele de notare vor aparea pe Www.mateinfo.ro pdnda pe 15 ianuarie 2017.
Modelele sunt subiecte selectate din culegerile www.mateinfo.ro

www.mateinfo.ro
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