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1. ACTIVITATE METODICA LA CENTRUL DE EXCELENTA iN
MATEMATICA DIN MUNICIPIUL BUCURESTI - CLASA A VII-A

prof. Nicoleta Agenna lonescu-Mazilu

Colegiul National de Arte ,,Dinu Lipatti”, Bucuresti

Pentru aprofundarea unor teme din cadrul programei pentru olimpiada de matematica, elevilor
de clasa a Vll-a de la Centrul de Excelenta in Matematica din Bucuresti li s-a propus o
secventa de instruire de tipul problem-solving. Tn cadrul activitatii, sase elevi au pregatit si au
sustinut in fata colegilor lor cate o tema de sinteza, avand la dispozitie 20 de minute. Fara titlu
de obligativitate (elevii putdnd propune chiar ei alte subiecte) li s-au propus de catre
profesorul coordonator, Nicoleta Agenna lonescu-Mazilu, urmatoarele teme:

e Probleme cu arii. Aplicatii ale teoremei lui Gergonne, prezentata de Mihnea lancu;
e Asupra unei inegalitafi date la baraj I1 2015, prezentata de George Picu;

e Inegalitatea lui C-B-S si aplicatiile ei; studiul cazului de egalitate, prezentata de Ilinca
Georgescu;

e Punctul lui Torricelli, proprietati, prezentatd de Diana Cataros;
e Probleme de teoria numerelor date la baraj, prezentata de Denis Chirita,
e Problema de combinatorica enumerativa, prezentatd de Antonio Teodorescu.

Elevii si-au pregatit cu seriozitate prezentdrile, au selectat probleme interesante, si-au
provocat colegii la dialog fervent pe marginea solutiilor, au lansat teme de reflectie si teme de
lucru pentru acasa, atingdnd cu succes obiectivele propuse pentru aceastd activitate.
Exemplific o secventd din cadrul activitatii printr-un material-suport care a stat la baza
prezentarii elevului lancu Mihnea despre arii.

Arii

I. Probleme propuse

1. Fie ABCD un patrulater convex si M, N, P, Q mijloacele laturilor AB, BC, CD, respectiv
DA. Segmentele AN, BP, CQ si DM determina prin intersectie punctele X, Y, Zsi T.
Sa se arate ca [XYZT] = [AMX] + [BNY] + [CPZ] + [DQT].

Solurie:

A
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AABD \
L AMD| = (BMD

DM medlana} =1 I=1 : I¥ . [AMD] + [BPC] = [MBPD] }:>

ABCD } (BPC] = [BPD)] J [AMD] + [BPC] + [MBPD] = [ABCD]

- =
BP mediana
[MBPD] = 452

= Z[ABCD]} — [MBPD] + [ANCQ] = [ABCD]

Analog [ANCQ] = —

2[XYZT] + [AXTQ] + [MBYX] + [NYZC] + [TZPD] = [ABCD]
[XYZT] + [AXTQ] + [MBYZ] + [NYZC] + [TZPD] + [AXM] + [BYN] + [PZC] + [DQT] = [ABCD]}

— [XYZT] = [AXM] + [BYN] + [PZC] + [DQT]}

2. Fie AABC,incare A’ € (BC),B' € (AC)si C' € (AB).
AA'nBB'={E}

BB'nCC’'={D}

AA'NCC'={F}

[C’'BD] =[AEB '] = [FCA '] = [DEF]

Sa se arate ca [AEDC '] = [B'EFC ] = [BDFA'].

Solutie:

B A C
[C'DB]=[DEF] = C'EFB =trapez (de ce?)

= AD trece prin mijlocul [EC '] = d(C ', AD) = d(E, AD)
[AC'D] = [AED]
[C'DB] = [AEB']
= [DFA'B]=[B'EFC]=[AEDC ]

} — [DFA 'B] = [B'EFC ]. Analog [DFA ‘B ] = [AEDC ']
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I1. Aplicatie

1. Teorema lui Gergonne

Ipoteza:

AABC,A’ € (BC), B’ € (AC), C' € (AB)
AA'NnBB'nCC’'={M}

Concluzie:

MA" MB' MC'

aa Y tee T

Solurie:
MA'  [MAB] _[MAC] _ [MAB]+[MAC] _[MAB]+[MAC]
AA" "~ [MBA'l  [MCA'l  [MBA']l +[MCA] [MBC]

MA+ MA’ [MAB] + [MAC] + [MBC] _ AA’ _ [ABC]
MAT [MBC] ~ MA’ [MBC]

MA"  [MBC]

- — =
AA' ~ [ABC]

Analog:

MB' _ [AMC]
BB’ [ABC]
MC'  [AMB]
CC'  [ABC]

MA" MB'™ MC 1

= =
AA’ + BB’ + cc’

2. Aplicatie pe baza Teoremei lui Gergonne

www.mateinfo.ro

Se considera un patrulater convex ABCD ale carui diagonale se intersecteaza in E. Prin E se
duce o dreapta arbitrara care intersecteaza laturile AB si CD in M respectiv N. Dreptele NA,

NB, MC, MD intersecteaza diagonalele BD si AC in punctele L, K, P, Q.

Sa se demonstreze relatia:
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EL+EK+EP+EQ_1
BL AK DP CQ

Solurie:

AMCD } EP EQ . EN
— EQ —

T. Gergonne

ANAB } EL | EK | EM _

T. GergonneJ ~ BL taetun T
(+) Ep

E EL EK EN EM
= Ty R E L
DP cQ BL AK MN MN

DP  CQ MN

EM _
MN

E,M,N:>EN+EM:MN:>%+ 1

()EP |, EQ , EL , EK _
=>E+§+E+E_1’C'C't'd'

I1l. Tema

Fie AABC, cu M e (BC). Sa se construiasca o dreapta care sa treaca prin M si sa imparta
AABC in doua parti avand arii egale.

Indicatie de rezolvare:

Se va trata problema in doua cazuri:
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A A
I IL.
E
B D M C B M c
l.BM = MC Il. BM = MC = [ABM] = [AMC] = AM este dreapta
Cautata
IV. Bibliografie

1. Enescu, B. — Arii, Editura Gil, 2006

2. Bélauca, A. — 1350 de probleme semnificative. Olimpiade, concursuri si centre de
excelenta, clasa a VII-a, Editura Taida, 2012

3. Boskoff, V. — Probleme practice de geometrie, Editura Tehnica, Bucuresti, 1990
4. www.gogeometry.com
5. Colectia revistei Gazeta Matematica

6. Dancila, I. — Geometria de care ai nevoie, Editura Teora, Bucuresti, 1997
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2. ASUPRA UNEI PROBLEME DATE LA OLIMPIADA NATIONALA DE
MATEMATICA 2015

Profesor: George-Florin Serban

Liceul Pedagogic “D.P.Perpessicius” , Briila

La Olimpiada Nationala de Matematica 2015, la clasa a 6-a a fost propusa urmatoarea

problema:
. -1 y*-1 .
“Aratati ca daca x,y sin sunt numere natural astfel incat n= = , atunci
a) n=y’—x° b) n este multiplu de 20 . ( Neculai Stanciu , Buzau)

In cele ce urmeaza voi prezenta doua metode de rezolvare diferite de cea din barem .
Metoda 1: @) x> =2n+1, y*=3n+1, x’y*=(2n+1)-(3n+1) =6n° +5n+1 ,

Ax*y* =24n” +20n+4 = (5n+2)> —n” = (2xy)?, (5n+2)* = (2xy)* +n* ,deci 2xy, n si 5n+2
sunt numere pitagorice. Deci n=y*—x* si 5n+2=y’ +x*, 5(y* = x)+2=y* + %%,

6x>—4y* =2, 3x*-2y*=1, 3-(2n+1)-2-(3n+1) =6n+3-6n-2=1.

b) 3x*-2y?=1 .In Z,={01234}, x’ e{0,1,4}, 3x* {032}, 2y? {0,3,2},

3x?—2y? =1, singura posibilitate 3x*=3 si 2y?=2, xX*=1si y’>=1,

A

n=y?-x>=1-1=0, n=0deci ni5.In Z,={012,3}, 3x*—2y? =1, x* {01},
3x2 e{0,3} , 2y? €{0,2}, deci 3x° =3 si 2y’ =2, xX*=1si y?=1

Din a) rezulti n=y’>—x>=1-1=0 in Z4:{0,1,2,§} ,n=0 , deci n:4. Din n:4 si
n:5 rezulta n:[5,4]=20, n este multiplu de 20 .

Observatie: 3x?—2y? =1 in Z,={012,34,56,7}, x* €{01,4}, 3x? {0,3.4},
2y’ €{0,2} ,

A A A

3x*=3 si 2y*=2, x*=1si y?=1.Din a) rezulta n=y?-x>=1-1=0, n=0 in
Z, :{0,1,2,3, 4,6,6,7}, rezultd n:8 ,dar n:5 ,rezultd n:[5,8]=40 .Enuntul poate fi
intarit cu concluzia cd n este multiplu de 40 .

Metoda 2 : In metoda a doua imi propun sa il gasesc pen , rezolvand diverse ecuatii
diofantice de gradul al doilea . Voi rezolva ecuatia diofantici (1) 3x°—2y® =1 ecuatie

2 2 _
de tipul ax” —by _l, xyeN , are solutia particulara (A,B)=(1,1). Rezolvanta Pell

2 2 _ 2 g2 ) ] _
este ecuatia U —abv' =1 , adica Y 6v" =1 , cu solutia particulara (Ug V) =(5.2)

1 k+ K+
Ecuatia Pell are solutiile U« = E'[(uo Vo) (U = VoA )] Si
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1 k+1 k+1
Vie = ZJE'[(UOJFVO‘/E) _(UO_VO‘/d—) ] , unde keN . Deci ecuatia noastra are

solutiile

1 + + 1 + +
|.,|k :E[(5+2'\/g)k l+(5-2\/€)k 1] sl Vk :m[(S-i- 2\/6)k l—(5—2\/6)k 1] ) Solu‘;nle
ax” —by? =1 =A-u +Bbv, G Y =Bu-+Aay

sunt % . Deci ecuatia

X, =U +2-V, Y =U, +3-v,

ecuatiei

(1) are solutiile :

_ 1 1 k+1 1 1 k+l_3+\/g k+1 3_\/6 _ k+1
xk—(§+ﬁ)-(5+2ﬁ) +(§—%)-(5—2£) == -(5+2+/6) =6 2./6)

(3+6)° =15+616=3-(5+2V6)  (3-/6)° =15-61/6 =3-(5-26)

sz _ 3-(5+§g/6)2k+3 . 3-(5—§f)2k+3 . (3+\/§)3.6(3—\/€) .[(5+2\/E).(5_2\/€)]k+1

2 (5+2\/€)2k+3+(5_2\/6)2k+3+2 . sz -1 - (5+2\/€)2k+3+(5_2\/6)2k+3 -10

k 12 b2 24
2

2 2 2
3xX° -2y 5 3X

=1 Limpar 2y° par , rezult impar , deci ximpar , 5 -
Aritca N5 . Deci
o _ (5+276 +5-216) [(5+2v6)" " ~ (5+21/6)" " - (5-26) +...+ (5-2/6)**] 10
24
L _2:5:[(5+26)*" ~(5+2/8)" " - (5-26) ...+ (5-216)** 1]
24 . dar 5nu divide

” N5 Voi arata ca N8 . Fieecuatia Y —10Y+1=0 | cysolutiile Y, =5+26

S,...—10
Y> =5—2\/€ .Notez cu S,=Y*%+VY" | n:%
S2k+3 = y12k+3 + y22k+3 = (y1+ yz) : (y12k+2_ y12k+ly2 +..+ 3/1k+1Y2k+1 +..— 3/1y22k+1 + y22k+2)

2k+3 2k+3 k+1

S2k+3 =Y +Y, = (y1+ yz) : (y12k+2_ 3/1Zk Yi¥o Tt (yl Y, +..=WY, y22k +Y,
Spies = V2P Y, =10 (y, 2P -y, A L = Y, 4 Y, P) =104 (S, ., — Sy +.+ S, — S, +1)

2k+2)

Sys =10 10-(S,,, =Sy +..+S5,-S,+1)-10 10-(S,,, =S, +..+5,-S,)
24 24 24
n=5'(82k+2_82k+"+s4_82) P(k)ZSZkEM%+2
12 . Fie propozitia . Verificare n=0 |,
Sp=2€Mys+2 S, =Y +Y% =i+ Y,)* —2y,y, =100-2=98 € Mg, +2

n=

Presupun ca P(k-1), P(k) adevdrat si demonstrez ca P(k+1) adevarat. Deci
P(k+1):S,,.,eMy+2

P(k +1) . Szk+2 = y12kJr2 + y22k+2 = (yle + yzzk) : (y12+ y22) - ylzk Y22 - y12 3/22k
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2.\, 2k=-2

P(K+1):S,,, =V +¥,2) - 02+ Y. ) = VYo Y 2 = Yo Y, 2 =S5+ S, =Sy,

P(k+1):S, ., =5,S, =Sy, =(Mg +2) - (Mgg +2) = (Mgg +2) = (Mgs +4) = (Mg +2) = Mg +2
Spkia =Sy € Mgg

Am aplicat principiul II al inductiei matematice . Deci , samd
S,-S,eM,, n= 59%-1 _40.7:40

, 12 , deci n este multiplu de 20 . Acesta a fost cazul
cand k+1=par , adica k =impar . Analizez acum cazul cand k=par .

2k+3 2k+3 2k+1 k+1,, k+1 2k+1

Soia = Yo AV = (4 V) = Y, = Y T Ly Y,
Sokia = VPV = (it Yo ) (= Y VY, = (Vo) T VYL Y Y,

Spins = VP 4y, 2 =10 (Y, P -y =1 = Y+ Y, 2) =104 (S, — Sy ++ S, =S, 1)

2k+2)

2k+2)

Spss =10 10-(S,,, =Sy +..+S, =S, -1)-10 10-(S,,, =Sy +..+S,—S,)
24 24 24
n:5'(52k+2—52k+--+52—50):5'96'9:40,9 geN
12 12 , .Deci n este multiplu de 20
deoarece este multiplu de 40 .

n=

Bibliografie:

1)V.Alexandru , N.M. Gosoniu , Elemente de teoria numerelor , Ed Universitatii Bucuresti,
1999.

2)A.Gica , L.Panaitopol ,O introducere in aritmetica si teoria numerelor , Ed Universitatii
Bucuresti 2001.



REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - IULIE 2016 www.mateinfo.ro

3. PROBLEME DATE LA CONCURSURILE SCOLARE DIN JUD. OLT,
PROPUSE DE PROF. PIRNOG ELENA

Profesor: Pirog Elena

a) Sa se determine parametrul real m astfel incat:

lim (sz L AX 45+ %(3 452 47— mx) sa fie finitd si diferita de zero.
X—>00

b) Fie Iy si m; limita determinata la punctul a) si respectiv valoarea parametrului real m.

Aratati ca functia ¢ ! R—>R

(lez +MyX+8
(x-1)

, Xx=1
9(x) =

Are numai puncte de discontinuitate de speta a doua.

Solutie:
a)

Notdm f(x):Jx2+4x+3+3yx3+5x2+7—mx

Diim<0= fim f(X)=00
X—>0

Deci se impune m >0

lim f(Xx)= lim l(m - x)+ (:yx3 +5X2+7 — x)— mX + ZXJ

X—>00 X—>00

10
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x +4X+3- x x +5x +7- x

+ lim (2x—mx)

[im 1 + lim
X—0 X—00 X—0
X 1+X+7+X 1/ 1+ + +X 3/1+ +—+x
X x X X

+lim +lim(2x-mx)
4 X—n X300
1+X++1] X[?’ 1+ + +3f1+ ++1J
X X x X X
4

=—+5+ lim (2X mX)_*‘*‘ lim (2X mx)
2 X—>00 3 X—>00

=lim

X—>0

Pentru ca

lim f(x)

X—>00

sd fie finitd, trebuie ca X(2 — m): 0,deci2—-m=0si &em=2 si

lim f(X)—f
X—>00
b)
—X°+2Xx+8
3 5 , X=1
g(x):< (X—l)
4—1 Xx=1
3

Problema discontinuitatii se pune in X =1

11 1 41
lim f(X)= lim (x2+2x+8) fim > =""0=00
x—1 x—1\ 3 x—>1(x 1) 3

11
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Deci in X =1, feste discontinua de speta a doua.

Olimpiada de matematica, etapa locala (profil M)

— Slatina 2012 —
2.
1 1 1 1
1 3 5 ...(2n-1
Se dia matricea A= 12 32 52 Coe (2n—1)2 :
1 3"t st (2n-g)t
neN" n>3

Care este valoarea de adevir a propozitiei (El m)ldet(A)EZmJ unde me N,m> 2
Solutie:

det(A)= 1 [@2i-1)-(2j-1)]= [12(-1J)

1< j<i<n 1< j<i<n

Produsul H(I - j) are 1+2+3_|____+(n_1):n(n—_1) factori
1< j<i<n 2

www.mateinfo.ro
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n(n-1)

Deci det(A)=2 2 - ](i- j). Deoarece N(N —1):2, exista me N, m > 2astfel incét

K j<i<n

n(nT_l): m, deci det A:2™

In concluzie, prpozitia din enunt este adevarata.

Olimpiada de matematica, etapa locala (profil M)
— Slatina 2012 —

3 0 9
1. SedamatriccaA=(0 0 O )
-1 0 -3
a. Calculati A™
b. Cateste a,; din 42010
c. RezolvatiecuatiaX-A=(2 0 6)
2. Calculati valoarea parametrului real m astfel incat punctele A(1,2); B(0,—1); C(m, 1)
sa fie coliniare.

3. Determinati valoarea parametrului real a pentru care functia f: R = R,

fx) = {Z;CZ:ZSEX]Z" xx2<33’ are limita in punctul x, = 3
Solutie
1.

3 0 9 3 09 0 00
a. A2=10 0 o0 0o o])=(0oo00
-1 0 -3 -1 0 -3 0 00

Deci A" = 05 pentru n>1

000
b. A*?°® ={0 0 0 |Decia,; =0
000

C. Pentru a avea loc inmultirea avem: X = (x y z)

3 0 9
xy2-{0 0 0]=@2 0 6)(:)f(x)={3x_z_2, acest sistem se reduce la
103 9x —3z=6

. 2+z
ecuatia 3x —z = 2(:)x=T

13
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Notand y =o,z = S solutia sistemului este (%, , ﬁ)

1 21 ,
2.10 —1 1 =0<:>—1+2m+m—1=0=>m=§
m 11

3. Is(3) = lim f(x) =16
x— 3
x <3

1d(3) = lim f(x) =9a% -3
x—3
x >3

16 =9a%2 —2=a =42

Concursul de matematica aplicata “Adolf Haimovici” etapa locala,

— Slatina 2010 —

4. Se considera matricele:

Re(z;) Im(z) |z
A =z Re(z) Im(z;)

Im(z) |z]  Rel(z)

Unde z, sunt radacinile ecuatiei X* +X+1=0

a) Calculati (Zzldet(Ai )j

b) Care este afixul punctului M(n, p) unde n=Tr(A); p=+/3Re(z,)

c) Calculati urmatoarea limita:

1
. 2k+1 —
lim|cos™ (X _‘ZD](H)Z , unde z este afixul punctului M de la b), iar k e N”

x—|z|

14
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a)
IR IR
2 2 2
_-1#id3 1 3|, , 1 43
Re= AL g RS T T
NI | BRI
2 2 2 2
det(Al):(—lJ +(£J +13+ﬁ=—1+ﬁ+1+ﬂ
2 2 4 8 4
1 3/3 . 33
det(n,)=-5- 224123
o]}
b) n=—§ , pzﬂ,zz_é_ﬁi
2 2 2 2
c) |z]=1

cos?* 1 (x-1)-1

lim

1 1 x—1
Iim[cosz"”(x —1)]@ — {I i m[1+ cos? ™ (x —1)—1]m} b f

x—1 x—1

2sin2 Xt

lim— 2 (2k+1 _2k+1
X—1 (Xfl)z ( ) . e 2

Olimpiada de matematica, etapa locala (profil M)
— Slatina 2012 —
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4, SOLUTIA PROBLEMEI 304 DIN LA GACETA

TITU ZVONARU, COMANESTI SI NECULAI STANCIU, BUZAU

Problema 304 - La Gaceta 2/2016

Fie D mijlocul medianer AM a triungfiului ABC. Daca mediatoarea segmentulty

DM trece prin orfocentrul H, sa se demonstreze cd <BDC = /2.
Marcel Chirita

Solutie: Vom folosi problema 0:936 din G.M.-B nr. 1/2001, propusa de Gheorghe
Szollosy:

" Fie ABC un triunghi cu ortocentrul H si BB', CC' inaltimi. Daca dreapta B'C'
intersecteaza prelungirea laturii BC in punctul P si M este mijlocul lui BC, sa se
demonstreze ca PH]AM."

Presupunem ca b=c si notam m = AM. Cu teorema lui Menelaus avem
(PB/PC)(B'C/B'A)(C'A/C'B) = 1 => PB = accosB/(bcosC - ccosB)
si atunci
PM = PB +a/2 = a’/(2(bcosC - ccosB)) = a*/(2(b* - c?)).

Deoarece cos(<BMA) = (a’/4 + m* - ¢®)/(am) = (b® - ¢®)/(2am) si cos(<BMA) =

DM/(2PM), obtinem
m(b?- c?/a’ = (b*- ¢®)/(am) =>m = a.

In triunghiul BDC, mediana BM este jumatate din latura BC, deci triunghiul este

dreptunghic cu <BDC = n/2.

Comentariu: Pentru completitudine, iata o demonstratie (diferita de cea cu
coordonate din GM-B nr. 11/2001, data de Gheorghe Andrei).

Fie T simetricul lui H fata de M; se stie ca T apartine cercului circumscris. Cum
si simetricul lui H fata de BC apartine aceluiasi cerc deducem ca AT este diametru.
Atunci proiectia A" a lui A pe HM apartine cercului circumscris.

- BC este axa radicala a cercurilor BCB'C' si ABC

- B'C' este axa radicala a cercurilor BCB'C' si AC'HB'.

Rezulta ca punctul P este centrul radical al cercurilor ABC, BCB'C' si AC'HB'. Dar
axa radicala a cercurilor AC'HB' si ABC este AA", deci punctele A, A", P sunt
coliniare. Cum MH_| AP, deducem ca H este ortocentrul triunghiului APM, adica
PH | AM.
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5. SOLUTII PROBLEMA LUNII IUNIE 2016

Autor: Prof. Gheorghe ROTARIU

Fie triunghiul ABC, cu O si R, centrul, respectiv, raza cercului circumscris triunghiului,
lar S aria sa.

1. Sa se arate ca are loc relatia:
az-ctgA-O—A’+b2-ctgB-O_B)+c2-ctgc-&:)=6 ()

2. Fie meR, m>4R?S. Aflati locul geometric al punctelor N din planul triunghiului
ABC, pentru care:

a?.ctgA-NAZ+b?.ctgB-NB?+c?-ctgC-NC?=m (B)

3. Aratati ca:

si calculati r!l_To X,
unde neN " gi

A_L a’ctg A+b%ctgB+c?ctgC sin2A+sin2B+sin2C
B 2R? 1

],Aemz(R)

notatiile fiind cele uzuale.
Solutie AUTOR:

Punctul 1.

Cazul 1. Daca triunghiul ABC este dreptunghic cu (sd presupunem, fara a restrange
generalitatea) m( < A)=90", atunci ctg A=0 si relatia de demonstrat devine:

b?-ctg B-a?;rcz-ctgc-af:g (1)

Tn acest caz, punctul O coincide cu mijlocul ipotenuzei BC, ca atare OB =—OC, deci
relatia de demonstrat (1) devine:

(bz-ctg B—cz-cth)-ﬁ):a (1’)

echivalenta cu:

17
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b2.ctgB-c?-ctgC=0 (1")

o|lo

ceea ce este evident adevirati (b®-ctg B—c?-ctgC=b? -%—cz- =bc—-cb=0)

Cazul Il. Presupunem ca triunghiul ABC nu este dreptunghic. Atunci ctg A, ctg B, ctg C =0.

Presupunem cunoscute formulele trigonometrice (notatiile fiind cele uzuale), valabile in orice
triunghi ABC :

a b c
(2) sinA:sinB:sinC:

abc
3) R=2X
(3) 4S
2 2 2
(4) cosA= t)JF;T_a (si analoagele).
C

_ besinA (si analoagele),

(5) S
(6) b*+c?*-a®=4S-ctgA (si analoagele).
Demonstratie(6):

i m(«xA)=90°"=ctgA=0=b’+c’-a’=0=b*+c’=a’ (A)
(4

)
COSA:2bc-cosA=b2+c2—a2 o

sin A

.. (5)

ii.  m(xA)=90° =4S ctg A= 2bcsinA-
precum si:
(7) sin2x=2sinx-cosx, VxelR.

Revenim acum la relatia de demonstrat (@ ). \VVom exprima, pentru comoditatea scrierii, doar

—
a’-ctg A- OA obtinand expresii similare pentru ceilalti doi termeni.

— (6) 2 2_,2 5 (4) SN
a?.ctgA-OA = az-b+c—a-OA = a?. L obccosA-OA=
45 48
— (2) — (7) —(3)
_2ac0sA-2€ 08 = 2.2RsinAcosA-2C.0A = sin2A.2R.2%¢ on =
4S 4s 48

(3) — —
= sin2A-2R-R-OA=2R?sin2A-OA

Asadar, relatia de demonstrat (@ ) devine:

2R? sin2A-aA)+sinZB-O_B)+sin2C-O—C)J:S (a’)
adica:
sin2A- OA+sin 2B - OB+sin2C-OC = 0 (a")

18



REVISTA ELECTRONCA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 - IULIE 2016 www.mateinfo.ro

Vom ciuta deci si demonstrim relatia ( a )

Cazul I1. @) Triunghiul ABC ascutitunghic

_A

Avem urmatoarele notatii pe Figura L'gjgyra 1
S, - suprafata triunghiulard AOB;

S, - suprafata triunghiularda AOC;

S, - suprafata triunghiulard OBC ;

S - suprafata triunghiulard ABC;
{D}=A0ONBC, Deg[BC];

CE,BF LAO, E,FeAO.

—

— —
Ideea este sa exprimam vectorul OD in doua moduri, o data in functie de vectorii OB si OC

si a doua oard in functie de vectorul OA , apoi vom egala expresiile.

D . o A
Notam %zk, adica D este punctul care imparte segmentul CB 1in raportul k. Rezulta de

aici:
ob=-t oc+ X oB (8)
1+k 1+k
Pe de alta parte,
k_ﬂ[sz] (9)
ALs]

unde prin A[s,) @m notat aria suprafetei S, (analog pentru celelalte suprafete).

Demonstratie.

19
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AO-CE
Ais,1 2 CE _CD

4. AO-BF BF BD k (din asemanarea triunghiurilor CED si BFD )
[s1] AP
2

Prin urmare, inlocuind (9) n (8), vom avea:

Als2)
OD-— 1 .o+ 18] og- (51 ocs
14 ls2] 14 7s2] ALs1) T A so)
Als1] Alsy]
A — N N
+— [S2] __.0OB = 1 ﬂ[sl]'oc+ﬂ[52]'OBJ (10)
As1] T A7) Ars1ALss]
Pe de alta parte,
AD
Ay 5 (BFHCE) ap "
Asa] OZD'(BF+CE) oD
Atunci:

- (1) 4 Ara1— A
AO_AD-OD _AD "V Ay, Zs1” Ysa] (12)
oD oD oD ﬂ[ss] ﬂ[sﬂ

Din (12) rezultd ca
- A —
C)D:——[S‘?':| OA (13)
A1s17As4]
Din (10) si (13) rezulta:

- g A —
;{ﬂ[sl]'oc—kﬂ[Sz]'OB] == 3] oa=
ﬂ[S]_ﬂ[Sﬂ ﬂ[s]_ﬁ[ssj

3; A 'aﬁﬂ '£+ﬁl 0A [=0=
Aps) = Apsgy( 2 e
ﬁ[53].OA+ﬂ[51].OC+ﬂ[SZ]'OBZO (14)
B- -Si B .R.si 2
Dar. 4 _0OB-OCsin(«BOC) R-R sin2A_R* . ., (15)
[83] 2 2 2

www.mateinfo.ro

(deoarece m(<«BOC )= m( BC ) =2m(<«A)). Au loc si analoagele. In acest fel, relatia (14)

devine:
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— >

ﬂ[S3J.OA+ﬂ[Sl] OC+_/[4[SZ] OB = 0 =

2 -

:>7 sin2A-OA+sin2B-OB+sin2C-0OC |=0=>

. sin2A. OA+sin2B-OB+sin2C-0C=0 o

Comentariu. In articolul ,,0 relatie vectoriali” de Cristina si Laurentiu Hometcovschi din
Gazeta Matematica nr. 11/2007, este prezentatd o altd demonstratie a relatiei (14), valabila
pentru orice punct M, interior triunghiului, nu numai pentru centrul cercului circumscris,

o — >

—>
iar egalitatea sin2A- OA+sin2B-OB+sin2C-OC =0 este demonstrata ca o aplicatie imediata a
relatiei (14). De fapt, unul din rezultatele articolului din gazeta este sursa acestei probleme.

Cazul 1. b) Triunghiul ABC obtuzunghic, cu m(«<A)>90°

Figura 2

. CD . A
La fel ca in cazul anterior, notam B k, adica D este punctul care imparte segmentul CB
in raportul k. Rezulta de aici:

OD =——0C+——O0B (15)
1+k 1+k
Pe de alta parte,
= oca] (16)
Al opa]
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Demonstratie.

AO-CE
Aocr) o _CE_CD
~ AO-BF BF DB

2

Prin urmare, inlocuind (16) in (15), vom avea:

=k (din asemanarea triunghiurilor CED si BFD )

Al oea]

Aloca]

OD=— L oc+_2lel op_ (%] oc+

1+ﬂ[OCA] 14 /q[OCA] ﬂ[OAB] +ﬂ[OCA]

Alons] Alons]

Alonc] g 1 - g

+ .OB = Afopa) - OC+ A oar - OB (17)
Alons] T Aloca] Alosac] o8] Loca]
Dar,
AO
4 —( BF +CE) A
[oBAC] 2 =A—O:>O—D>= [0BC] a (18)

Ajoec] OZD(BF +ce) OP Alopac]

Din (17) si (18) rezulta:

/q[OBC] Ar 1

A -O—C>+fl O—B> =
Aloeac] ﬂ[OBAC]L (048] [0cA] J

:ﬂ[OBC] . OA :ﬂ[OAB] OC+/[4[OCA] . OB =

Observayfie 1 . — 1 . — 1 . SN
= —ER25|n2A-OA=ER23|nZC-OC+ER23|nZB-OB:>

— sin2A. OA+sin 2B - OB+ sin2C - OC =0 o
Observatie.
OB-OC-sin(«COB) R? . R?
Alose] = > =73|n(<BOD+<}ECOD)=Tsm(2C+ZB):

2 2 2 2

R“ . R“ . R . R“ .
=7sm(2(ﬁ—A))z7sm(27z—2A)=73|n(—2A)=—Tsm2A
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Punctul 2.

Presupunem cunoscute urmatoarele formule trigonometrice:

I. sin2A+sin2B +sin2C =4sin Asin BsinC
Il. S=2R?Zsin AsinBsinC , cu notatiile uzuale.

Avem, de asemenea, urmatoarele rezultate referitoare la produsul scalar a doi vectori:

Propozitie. Pentru orice vectori u,v au loc:
-~ =2 — 2 - = -2
1) ‘u+v‘ =‘u‘ +2'u-v+M
2) u-0=

Vom ciuta si exprimdm pe NA?, rezultate similare avand loc si pentru NB? si NC 2.

2 2 2 2

NAZ=|NA| =|NO+OA| =|NO| +|OA| +2-NO-OA=NOZ2+R?+2.NO-OA

Cu aceasta exprimare, la care se adaugd analoagele, vom avea:
a?.ctgA-NA?+b?.ctgB-NB?+c?.ctgC-NC? =
=( NO?2+R? )(a2 .ctg A+b2-cth+c2-cth)+

+2-ﬁ-[a2-ctg A-a+b2-cth-O‘B)Jrcz-cth-&Z)J:

—>

NO? +R? ( .ctg A+b?-ctgB+c”-ctgC )+2-NO-0=

NO?+R? ( .ctg A+b?-ctgB+c? cth)z

NO?+R?)-2R?-4sin AsinBsinC =

NO?+R?

( )
( )
(N02+R ) 2R?(sin2A+sin2B +sin2C ) =
( )
( )

2R2 (No +R? )43

Asadar, vom avea:

m—4R %S

(NO?+R?)-48=m=NO’-48 =m-4R’S = NO’ = (19)
Relatia (19 ) ne permite si stabilim locul geometric al punctelor N si anume:

a) Daci m=4R?S, atunci locul geometric este punctul O ;

b) Daci m>4R?S, atunci locul geometric este un cerc concentric cu cercul circumscris
triunghiului ABC m

23
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Punctul 3.

Avem relatia lui Hamilton-Chaley:
,Oricarear fi Aeot,(R), areloc: A?>—tr( A)-A+det(A)-1,=0,."
Calculam det( A).

2 -
Z;a ClgA ZA:sm 2A a’ctg A+b%tgB+c?tgC sin2A+sin2B +sin2C
a, = =

2
IR 2 1 2R 1

=a’ctg A+b’ctgB+cctgC—2R ?(sin2A+sin 2B +sin2C )=0
(conform punctelor precedente). Rezulta atunci din Relatia lui Hamilton-Chaley ca:
A?=tr( A)-A. (20)
Se demonstreaza usor prin inductie matematica ca are loc:
A"=[tr(A)]" A nz2. (21)
adicd, pentru matricea noastra si, tinand cont de rezultatele demonstrate la punctele
anterioare, vom avea:
A"=(45+1)"" A, Vn>2. (22)
Cu aceasta,
jiAk:A1+A2+A?h“+A”=A+(4S+1yu{43+nzA+“A{4S+1V*A=
k=1
(4s+1)" -1

=[1+(4S+1)+(4S+1)2+.”+(4S+1)”4}-A: s

A (23)
Consideram:

def (4S+1)" -1
X, =—"=>"—,n2L
45
Seobservaca x,eR’ Vnx1
Pentru calculul limg/x, wvom utiliza Criteriul Cauchy-d’Alembert (criteriul

n—w

radicalului, care este, de fapt, o consecinta a lemei lui Stolz).

n+l el n
o (48+1) 7 1w L (45+1)7-(4S+1)-1

. X
lim =L = | - - _
noo X n—o (4S+1) -1 now (48 +1) -1
1 1
45 +1)"| 4S41-——— 4S+1—— —
_ ( ) { (43+1)”} _ (4s+1)"
=lim =lim 1 =4S +1
N—o0 1 Nn—o0 1_
4S+1)" [ 1-———— e "
Conform criteriului radicalului = lim {/x, =4S +1 o

n—o0
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Alte solutii:
1. Profesor Biro Istvan,

La rezolvarea problemei vom folosi urmatoarelor rezultate si relatii cunoscute:

(1) Pentru orice punct M din interiorul triunghiului ABC are loc relatia:
Sysc- MA+S,,c. MB+S,,,5. MC =0.
(2) In orice triunghi ABC au loc relatiile:

Sin2A+sin2B +sin2C = > (2.1)
2R?

a’ctgA=2R?sin2A, bctgB = 2R*sin2B, c’ctgC =2R*sin2C  (2.2)

v . e s @ TSPV
(3) Daca (a, ).\ este un sir de numere pozitive si lim—"2 =1 atunci exista limy/a,
n—o an n—oo

si este egala cu l.

1. In enuntul problemei nu este specificat dacd triunghiul ABC este ascutitunghic sau
obtuzunghic, deci trebuie sa studiem doua cazuri:

e Daca triunghiul este ascutitunghic atunci O se afla in interiorul triunghiului si

conform (1) are loc relatia SOBC.@+SOAC.(§+SOAB.&:6

, unde
2 -
Sope = RSITnZA si analoagele. Avand in vedere si (2.2) rezultad usor relatia:
a?.ctgA OA+Db?.ctgB.OB +c?.ctgC.OC =0; (@)

e Daca triunghiul este obtuzunghic (de exemplu in B) atunci O se afla in exteriorul

triunghiului si putem aplica (1) in triunghiul AB’C unde BB’
este diametru in cercul circumscris triunghiului ABC si avem:

Sosc. OA+Sg,c. OB'+ Sy, OC =0, unde OB'=-0B,

R?sin2A R%sin2C
SOB'C = SOBC =T 5 SOAB' = SOAB =T 45
2 2
5. R’sin(2A+2C) _ R®sin(2r-2B) _ R*sin2B
OAC 2 2 2 ’
deci obtinem
sin2A. a&+sin28.@+sin2c.af:6, (a")

relatie echivalentd cu ().

2. Avem NA=NO +6&, ridicand la patrat rezulti NA? = NO? + OA” + 2.@.&1; procedam
la fel pentru NB?, NC? , avand in vedere (2.1) si (') obtinem:
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2S

sin2ANA? +sin2B.NB2 +sin2C.NC? :FNOZ + R2%+2.Wo.(sin2A. OA+sin2B. OB +sin2C. OC)
_ 2
adica 22 =§N02+23 < m-4R*S =4S.NO* < NO? :%SRSZO.

N . - 5 . . 5 /m —4R*S
In concluzie NO este constanta si N se afld pe cercul cu centrul in O si de raza YT

4S 25 Xy 'y
3. Din relatiile (2) rezulta ca matricea A poate fi scrisa sub forma A= R2 =( J :
2R? 1 X

unde am notat x =2R?, y= % Observam ci A* =(xy+1)A de unde obtinem usor formula

A" =(xy+1)"" A pentru orice n>1, deci ) A" =Z(xy+1)k’lA=MA= X A .
k=1 k=1 Xy

n_ n+l
Deoarece (48+—1)1=xn >0,n>1, conform (3) avem IimﬂzlimM:% +1,
4S oo x o onoe (4S+1)" -1
deci exista si limy/x, =4S +1.
2. Profesor Serban George-Florin
AABC , H ortocentrul AABC , [AD] inaltime. In AAOD , OH =W ,
+ 1
(AR
DH
AH =2RcosA , ABHD, sin(90°—C)=m=cosC= DH ,  DH=2RcosBcosC |,
BH 2R cosB
AH 2Rcos A cos A

BH =2RcosB, CH =2RcosC, k, = ABHD ,

cos(90° -C) = BD —sinC = _BD
BH 2RcosB

ACHD, cos(90° - B) = €D _ sinB = cb
CH 2R cosC

K- BD _ 2RsinCcosB sinCcosB
DC 2RsinBcosC  sinBcosC

DH 2RcosBcosC  cosBcosC '
,BD=2RsinCcosB ,

, DC =2RsinBcosC ,

. OB sinCcosBcﬁ - -
0D = OB+kOD * sinBcosC _ (sinBcosC)OB +(sinC cos B)OD
1+k 1+sinCcosB sinBcosC +sinC cos B
sinBcosC
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—— (sinBcosC)OB +(sinC cos B)OD _ (sin BcosC)OB + (sin C cos B)OD

OD =

sin(B+C) sin(A)
sin(B+C) =sin(180° — A) =sin A

— COSA —

oFi — OA+kOD _ A+ BeosC P _ (cosBcosC)OA+(cos A)OD _ (cos BcosC)OA + (cos A)OD
1+k; 1+ cos A cos BcosC +cosA sinBsinC
cosBcosC

cos B cosC + cosA = cos B cos C + cos((180° — (B + C)) = cos BcosC —cos(B + C) = sinBsinC

ﬁ:(C(?SBC(_JSC)&JF( _COSA .SIHECOSC)@JF( -COSA .sm(-:cosB)cf
sin BsinC sinBsinC sin A sinBsinC sSin A

OH = (SSBCOSCynx  (COSACOSCmg | (COSACOSBYAR 54, 0B+0OC (Relatia lui
sin BsinC SinAsinC sinAsinB

Sylvester).

(- cgs BC(.)SC)&’+ (1- cc?s Ac.osc)@ fa- cqs Acgs B)O—C~ 5 ’
sin BsinC SInAsInC SinAsinB

(smBsm_C— C(-)S B COSC)EAHL (smAsnTC— c_os Acosc)@ N (smAsm_B— C(.)S Acos B)& 5
sin BsinC SinAsIinC sinAsinB

—(,tos(B_+ C) OA + (—(?os(At+ C))@+ (—C‘:os(A_+ B))& 5.
sin BsinC sinAsinC sInAsIinB

() o5, (0B) a5, (€SO y5e_5,

sin BsinC sinAsinC sinAsinB

—cos(B+C)=-cos(180° — A) =cos A,

(sinAcosA)aAnL (sinBcosB)@ + (sinCcosC)& =0 -
(4R?sin Acos A)OA + (4R? sinB cosB)OB + (4R?sinCcosC)OC =0

a-2 . b2 . C2
sin Acos A)OA + sinBcosB)OB +
(sin2 A ) (sin2 B ) (sinz
sinA sinB sinC
(a’ctgA)OA + (b*ctgB)OB + (cctgC)OC = 0O, (A).

s sinCcosC)OC =0, am aplicat

teorema sinusurilor ,

2) (a’ctgA) NA®+ (b’ctgB) NB?+ (c°ctgC)NC* =m , m>4R’S |

Daca N =0, (a’ctgA) OA’+ (b*ctgB) OB*+ (c’ctgC) OC* =m,

R?(a’ctgA+ b’ctgB+c’ctgC) = R’[4R%sinActgA+ 4 R%sin’BetgB+ 4 R’sin’CetgCl=m
Am aplicat teorema sinusurilor , a=2Rsin A,b =2RsinB,c=2RsinC ,

R?.[4R%in’ActgA+ 4 R%in’*BctgB+ 4 R?sin’CctgC] = 4R* (sin Acos A+sin Bcos B +sin C cosC)
4R*(sin Acos A+sin Bcos B +sinC cosC) = 2R*(sin2A+sin 2B +sin2C) =m
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2A+2B 2A-2B

sin2A+sin 2B +sin 2C = 2sin( ) +2sinCcosC = 2sin(A+ B) cos(A—B) +sin2C

) cos(

2sin(A+ B) cos(A—B) +sin 2C = 2sin(180° — C) cos(A— B) +sin 2 C = 2sin(C) cos(A— B) + 2sinCcosC
25sin(C) cos(A— B) + 2sinCcosC = 2sinC(cos(A— B) + cosC) = 2sinC- (cos(A— B) + cos((180° — (A+ B))
25sinC- (cos(A— B) +cos((180° — (A+ B)) = 2sinC- (cos(A— B) —cos(A + B))
A—B+A+BgnA+B—A+B

2sinC- (cos(A—B) —cos(A+ B)) = 2sinC- 2sin =4sin Asin BsinC

2
2R*(sin2A+sin 2B +sin2C) =m = 2R*-4sin Asin BsinC =8R“sin Asin BsinC
8R*sin Asin BsinC —8R* .2 . ° _Rabc=R.4RS =4R’S =m>4R’S , R=22C
2R 2R 2R 4S

Deci punctul O apartine locului geometric .

NA=OA—ON,NB=0B—-ON,NC =OC —ON , NA?2 =0A2 +ON?—-20AON |,

NB2 =0B2+ON2—-20B-ON , NC?=0C2+0ON?—-20C-ON , inlocuim in relatia data

(a%ctgA)(OA? + ON2 —20A-ON) + (b%ctgB)(OB? + ON? — 20B -ON) + (c%ctgC)(OC? + ON? —20C -ON) =m
(a’ctgA+ bctgB-+ c’ctgC)(R?+ ON?) — 20N ((a%ctgA) OA + (bctgB)OB + (c2ctgC)OC) = m,
(a’ctgA+ bctgB-+ c’ctgC)(R?+ON?) — 20N ((a%ctgA) OA + (b2ctgB)OB + (c’ctgC)OC) = m, folosim
1)
(a%ctgA-+ b2ctgB+ c2ctgC)(R?+ ON?) — 20N - O = m = (a’ctgA+ b’ctgB+ c2ctgC) (R*+ ON?)
(a’ctgA+ bctgB+ c?ctgC)(R*+ ON?) = (8R?sin Asin BsinC)(R*+ON?) , (am calculat mai
sus )
b ¢ abc 4R

(8R?sin Asin BsinC)(R*+ON?) :8R2-i-—-—(R2+ON2) =—(R*+0N?) :—S(R2+ON2)
2R 2R 2R R R

%(R2+ON2)=4S(R2+ON2)=4RZS+4S~ON2:m , 45S-ON*=m—-4R*S ,

2 . 2
ONZZ%?S , ON :‘/%SRS:Rl , deci cercul de centru O si raza R,

apartine locului geometric. In concluzie locul geometric este C(O,R))uw{O} .

3) A= a’ctgA+b’ctgB+c’ctgC  sin2 A+sin2B+sin2C

2R? 1
det A =a’ctgA+ b’ctgB+ c’ctgC—2R?*(sin2A+sin2B+sin2C)=0 , am demonstrat mai
sus ca a’CtgA+b’ctgB+cctgC = 2R*(sin2A+sin2B +sin2C) . Aplic relatia lui
Cayley-Hamilton
A2 —(TrA)A+(det A)-1, =0, , A> = (TrA)A,
A=A -A=(TrA)A- A= (TrA) A’ = (TrA)(TrA) A= (TrA’ A , vom demonstra prin
metoda inductiei matematice propozitia P(n):A"=(TrA)""A , (¥)ne N\{0,1}.

I Verificare P(2):A?=(TrA)A adevarat .
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II Demonstratie Presupun ca P(n) este adevarata si demonstrez ca P(n+1) este
adevarata .

P(n+1): A" =(TrA)"A ,

P(N+1): A" = A" A=(TrA)"*A- A= (TrA)"* A? = (TrA)"* - (TrA)- A= (TrA)" A , adevarat

A+ A 4.+ A" = A+(TrA) A+...+(TrA)" A= AL+ (TrA) +...+(TrA" ) =X -A ,

42 (TrA)"-1
TrA-1
am aratat mai sus ca a’ctgA+b’ctgB+c’ctgC=4S. Calculez limy/x

n—oo

X, =@+ (TrA) +...+ (TrA)" , TrA=a’ctgA+b’ctgB+c’ctgC+1=4S +1>1 ,

n+1
lim gfx = lim 2o = jjm 45D ~1
n—w n—w Xn n—w (4S_|_1)” -1

=4S +1 .
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6. CONCURS - PROBLEMA LUNII IULIE 2016

] . >
Fie numerele a,b>0, a—bzz si (@a—-b)>>a+b.

a+b 1
Sa searateca ——vab>— .
& 2 4

Asteptam solutiile problemei pani pe data de 1 august 2016, pe adresa de e-mail
revista@mateinfo.ro .
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7. MODEL BAC MATEMATICA MATE-INFO 2016

SUBIECTUL I (30 de puncte)

(5p) 1.Sa se rezolve ecuatia 1+3+5+..+x =100 .
(5p) 2. Determinati functia de gradul al doilea f :R > R, f (x)=x*+ax+b stiind ca
punctul A(0,3)eG; siaxa de simetrie este dreaptad : x—1=0 .

(5p) 3. Si se rezolve ecuatia log, (x2 —2x) =1.

(5p) 4. In cate moduri, din 10 elevi poate fi ales un comitet format din 3 elevi?

(5p) 5. Fie AABC si punctele M, N astfel incat 2MB =-MA, BN =2NC.

. 2.

Demonstrati ca MN=— 3 AB + 3 AC.

5p) 6. Calculati cosa stiind ca o z,ﬂ' isina:E.
(5p) t $ > $ 13

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

3x+y—-2z=0
1.Se considera sistemul S:<x+y-az= 0, (xy,z)eR’,aeR.
X+3y—-2z=0

Notam cu A matricea sistemului.

(5p) a) Sa se determine rangul matricei A in functie dea .
(5p)  b) Si se rezolve sistemul pentru & =1

(5p) ¢ Si se giiseascd o solutie(X, Yy, Z,) asistemului cu proprietatea x; +y; —z, =0.

2. Fie polinomul f = X°+aX?+bX -1 e R[X] cu radacinile x;, X,, X;.

(5p) a) Determinati a,b e R astfel incét f :( X —1) si restul impartirii lui £la X +1 este -4

(5p) b) Pentru b =1 aflati valorile lui a astfel incat I XX, + X,
Xl X2 X3
XX X
(5p) ¢) Daca a=-1,b=1 aflati valoarea determinantului A=(x, X, X]|.
X3 Xl XZ
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SUBIECTUL al IlI-lea (30 de puncte)

2
1. Se considera functia f :R\{-3} >R, f(x)= L);A'
X+
p) a) Sa se scrie ecuatia asimptotei oblice spre a graficului functiei " .
5 S . N i obli +® 3 graficului f . f
(5p) b) Sa se determine punctele de extrem pentru functia t

3 ()
(5p) ¢) Sa se calculeze |im| ——| .

X—>+00 X

1
2. Se considerd sirul 1, =[x"v1-xdx, neN.
0

(5p) a) Sa se calculeze |°$i Il.
2n

—1
2n+3

(5p) b) Sasearateca I, = vn>1.

n-1?

(5p) c) Sa se studieze monotonia sirului (I” )HZO.

BAREMUL IN GASITI AICT:
http://mateinfo.ro/bacalaureat-matematica/bac-matematica-mate-info/modele-bac-

www.mateinfo.ro

matematica-mate-info/94-model-3-bac-matematica-mate-info-iulie-2016
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