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1. Utilizarea inegalității lui Cebâșev în stabilirea unor inegalități în 

triunghi 
 

Marin Chirciu
1
 

 

Se știe, în baza inegalității lui Cebâșev, că dacă tripletele de numere reale  1 2 3,  ,  a a a  și 

 1 2 3,  ,  b b b  sunt:  

(1) la fel ordonate, atunci   1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

1
+ + + + 

3
a b a b a b a a a b b b     

(2) invers ordonate, atunci   1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3

1
+ + + + 

3
a b a b a b a a a b b b   . 

Vom folosi faptul că: 

(1) tripletele  ,  ,  a b cl l l  și  ,  ,  p a p b p c    sunt la fel ordonate deoarece a b c   

a b cl l l    și p a p b p c     . 

(2) tripletele  ,  ,  a b cl l l  și 
1 1 1

,  ,  
p a p b p c

 
 

   
 sunt invers ordonate. 

În continuare vom demonstra următoarele inegalități în triunghi. 

1) 
9

2 3

al R

p a r

 
  

  
 . 

Soluție: Tripletele  ,  ,  a b cl l l  și 
1 1 1

,  ,  
p a p b p c

 
 

   
 sunt invers ordonate. Cu inegalitatea 

lui Cebâșev obținem: 
(1)1 1 4 4 9

3
3 3 2 3

Euler
a

a

l R r R r R
l p

p a p a rp r r

 
      

 
    , unde 

(1) 3al p  , adevărată din 2 ( )al p p a  . 

2) 
3a

p a p

l r


 . 

Soluție: Tripletele  ,  ,  p a p b p c    și 
1 1 1

,  ,  
a b cl l l

 
 
 

 sunt invers ordonate. Cu inegalitatea 

lui Cebâșev obținem: 
(2)1 1 1 1 1 1

( )
3 3 3 3a a a

p a p
p a p p

l l l r r


             .  

3) ( ) 3ap a l S   

Soluție: Tripletele  ,  ,  a b cl l l  și  ,  ,  p a p b p c    sunt la fel ordonate. Cu inegalitatea lui 

Cebâșev obținem: 
1 1

( ) ( ) 9 3 3
3 3

a ap a l p a l p r rp S           . 

4) 

2

2

3

2a

p a R

l p r

  
  

 
 . 

                                                 
1
 Profesor, Colegiul Național „Zinca Golescu”, Pitești 
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Soluție: Tripletele  ,  ,  p a p b p c    și 
2 2 2

1 1 1
,  ,  

a b cl l l

 
 
 

 sunt invers ordonate. Cu inegalitatea 

lui Cebâșev obținem: 

2 2
(3)

2 2 2

1 1 1 1 1 3 3
( )

3 3 3 2 2a a a

p a R R
p a p p

l l l S p r

    
             

   
    , 

unde (3) 

2

2

1 3

2a

R

l S

 
  
 

 , adevărată din 
2 2

2 2 2 2

1 1 9

4 4

Leibniz

a a

a R

l h S S
     . 

5) 
2 29 3

4

al R

p a p
 


 . 

Soluție: Tripletele  2 2 2,  ,  a b cl l l  și 
1 1 1

,  ,  
p a p b p c

 
 

   
 sunt invers ordonate. Cu inegalitatea 

lui Cebâșev obținem: 
2

2 21 1 1 4

3 3

Doucet
a

a

l R r
l p

p a p a rp


     

 
    

2

24
1 4 4 9 32

3 43 3 3

Doucet Euler

R
R

R r R r R

r pr

 
          . 

6) 2 2 2 3( ) 3 9 27 3ap a l rp r p r    . 

Soluție: Tripletele  ,  ,  p a p b p c    și  2 2 2,  ,  a b cl l l  sunt la fel ordonate. 

Cu inegalitatea lui Cebâșev obținem: 
(4)

2 21 1
( ) ( ) 3 3

3 3
a ap a l p a l p S            

2 2 2 33 9 9 3 3 27 3
Mitrinovi Mitrinovič č

rp r p r r r     , unde 
2 3 3al S .  

Avem 2 2

2( )
a

bc
l bc a

b c
  


; 

2 2 2
2

2

1 3 12 28 2

( ) 4 2 2

Gerretsen

a

bc p r Rr Rr r
l

b c

  
    


  

(14 ) 3 3 3 3r R r r p S      

7) 2 2 33
( )

3
ap a l rp   . 

Soluție: Tripletele       2 2 2
,  ,  p a p b p c    și  2 2 2,  ,  a b cl l l  sunt la fel ordonate. 

Cu inegalitatea lui Cebâșev obținem: 
2 2 2 21

( ) ( )
3

a ap a l p a l           

2
2

2 3
( )1 1 3

3 3
3 3 3 3 3

a

p a p
l S rp

       


 . 

8) ( ) 9
3

n

n

a

p
p a l r

 
   

 
 , unde n . 

Soluție: Tripletele       ,  ,  
n n n

p a p b p c    și  ,  ,  a b cl l l  sunt la fel ordonate. 

 Cu inegalitatea lui Cebâșev obținem: 
1

( ) ( )
3

Holder
n n

a ap a l p a l           

2 2

( )1
9 9

3 3 3 3 3

n
nnHolder

n n

p a p r p
r r

 

          
  


, adevărată pentru 2,  n n   .  
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Pentru 0n   se obține 9al r , iar pentru 1n   se obține 3). 

9) 2( ) 3 3
3

n

n

a

p
p a l S

 
   

 
 , unde n . 

Soluție: Tripletele       ,  ,  
n n n

p a p b p c    și  2 2 2,  ,  a b cl l l  sunt la fel ordonate. 

 Cu inegalitatea lui Cebâșev obținem: 2 21
( ) ( )

3

Holder
n n

a ap a l p a l           

2 2

( )1
3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

n
nnHolder

n n

p a p r p
S S S

 

           
   


, unde 2,  n n  . 

Pentru 0n   se obține 2 3 3al S , iar pentru 1n   se obține 6). 

10)  
2 2( ) (2 )

3a

p a R r

l r

 
 . 

Soluție: Tripletele       2 2 2
,  ,  p a p b p c    și 

1 1 1
,  ,  

a b cl l l

 
 
 

 sunt invers ordonate. 

Cu inegalitatea lui Cebâșev obținem: 
2

2( ) 1 1
( )

3a a

p a
p a

l l


        

   
2

22 21 1 1 1 (2 )
2 8 2

3 3 3

Gerretsen

a

R r
p r Rr R r

l r r


          . 

11) 

2 2

21 3
(2 )

3 2a

p a R
R r

l S

   
      

  
 .    

Soluție: Tripletele       2 2 2
,  ,  p a p b p c    și 

2 2 2

1 1 1
,  ,  

a b cl l l

 
 
 

 sunt invers ordonate. 

Cu inegalitatea lui Cebâșev obținem:  
2

2

2 2

( ) 1 1
( )

3a a

p a
p a

l l


       

2
21 3

2
3 2

R
R r

S

 
   

 
. 

 

Bibliografie. 

1.O.Bottema, R.Z.Djordjeviè,R.R.Janiè,D.S.Mitrinoviè,P.M.Vasiè, GeometricInequalities, 

Groningen 1969 ,The Netherlands . 

2.Marin Chirciu, Inegalități algebrice, de la inițiere la performanță, Editura Paralela 45, 

Pitești, 2014. 

3.Marin Chirciu, Inegalități geometrice, de la inițiere la performanță, Editura Paralela 45, 

Pitești, 2015. 
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2. SOLUTIONS OF SOME PROBLEMS OF MAGAZINE ROMANIAN 

MATHEMATICAL 
 

 

By  George-Florin Serban ,  

Pedagogical High School ’’D.P.Perpessicius’’ , Braila , Romania 

 

SP.020  If  , , (0, ),
2

x y z


  then  prove  that : 
2 2 2

2 2 2

tan tan tan 3

( ) (x ) ( ) 4

x y z

y z z y x
  

  
  

Proposed  by  D.M.Batinetu-Giurgiu, Neculai  Stanciu –Romania 

Solved by  Profesor: George-Florin Serban, Pedagogical High School,  Braila, Romania.

  

tan , ( ) (0, ),
2

x x x


    then 2 2tan , ( ) (0, ),
2

x x x


                    

2 2 2 2 2 2
2 2 2

2 2 2 2 2 2

tan tan tan
( ) ( ) ( ) ,

( ) (x ) ( ) ( ) (x ) ( )

x y z x y z x y z

y z z y x y z z y x y z x z y x
       

        
 

We applied   C.B.S   

2 2 2 2 2 2 2( 1 1 1) (1 1 1 )[( ) ( ) ( ) ],
x y z x y z

y z x z y x y z x z y x
         

     
 

2 2 2 2 21 1 3 1 9 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

3 3 2 3 4 4

x y z x y z

y z x z y x y z x z y x
         

     
   

Appling the Nesbit inequality    
3

,
2

x y z

y z x z y x
  

  
 then  

2 2 2

2 2 2

tan tan tan 3
.

( ) (x ) ( ) 4

x y z

y z z y x
  

  
 

 

 

UP.025.  Compute   
3 233 3lim( ( 1)! !)nn

n
n n n


      

Proposed  by  D.M.Batinetu-Giurgiu, Neculai  Stanciu –Romania 

Solved   by  Profesor : George-Florin  Serban, Pedagogical High School,  Braila, 

Romania.   

Propozitie: Let  streak  1( )n na   , 0,na  1lim 1,n

n
n

a

a




  lim (0, ),n

n

a
a

n
   1lim( ) ,nn

n
n

a
b

a




   

then  

1lim( ) ln .n n
n

a a a b


   

Solution:  
1

1

( )
1 1( ) [(1 ( ) ] ,

n
n n

n n n

a n
a a

a a ann n n

n n

a a a

a a





  

 
1

1

( )
1 1ln( ) ln[(1 ( ) ] ,

n
n n

n n n

a n
a a

a a ann n n

n n

a a a

a a





  

   

11 1
1ln( ) ( ) ln[(1 ( ) ],

n

n n

a

a ann n n n
n n

n n

a a a a
a a

n a a
  




       1 1lim lim lim 1 1 0,n n n n

n n n
n n n

a a a a

a a a
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Then  11lim ln[(1 ( ) ] ln 1,

n

n n

a

a an n

n
n

a a
e

a
 




     then  

11 1
1lim ln( ) lim( ) ln[(1 ( ) ],

n

n n

a

a ann n n n
n n

n n
n n

a a a a
a a

n a a
  


 


      then   

1
1lim ln( ) lim( ) a(lnb).nn n

n n
n n

n

a a
a a

n a




 
    

Application:  
3 2 2( 1) 23 3 3 33 3lim( ( 1)! !) lim( ( 1)! ( )! ),n nn n nn

n n
l n n n n n n n

 
        

2

2( 1) 33 3lim ( ) lim( ) 1,
1 1

n
n

n n

n n

n n




 
 

 
     then     

2( 1) 23 3 3lim( ( 1)!( 1) ( )! ),n nn n

n
l n n n n


     

23 ( )! ,nn
na n n      

1lim(a ),n n
n

l a


   

2 2 2 2 2 33

3
3 33 3 3 3 2

( )! ( )! ( )! ( 1)!( 1)
lim lim lim lim lim ,

( 1) ( )!

n n n n nn
n n n

n n n nn n n

n n

n na n n n n n n n
a

n n n n n n n



  

 

 
    



 
2 3 3

3
33 3 3 2 3

( )!( 1) 1 1
lim lim( ) ,

( 1) ( )! 1

n n
n

n n

nn

n n n n
a

n n n n e e








   

 
 

3
1 1

3

1 1
lim lim 1 1,

1 1

n n

n n
n n

a a n n e

a n a n e

 

 


      


 

  

 

 

 
2( 1) 2 3 2 33 33 3 3 3 3 3

3 ( 1)3 32 2 233

( )!(n 1)( 1) ( 1) ( 1)! 1
b lim( ) lim( ) lim( ) ,

( )! ( )!( )!

n n nnn n n
n n n

n nnn nn nnn n

n n n nn

n nn n n n

    

 

   
    

2 3 2 2 33 3
2( 1)1 1 13

3 32( 1) 2 23 3 3

( 1) ( 1) ( 1)1 1 1 1
b lim( ) lim( ) lim( ( ) ) ,

( )! ( )! ( )!

n n nn n

nn n n

n nn nn n nn

n n n n n

nn n nn n

 

  

  

    
     

 
3 3

3 32 2 2 3( 1)1 13

3 3

1 1 1 1
lim[( ) ( ( ) )] lim( ) lim( ) ,

( )! ( )! ( )!

nn n

n nn n

n nn n nn

n n n n
b e e

nn n n

 

 

   
       

1
3 3 32 2 23( 1) 3( 1) 3( 1)( 1) ( 2) ! ( 2) ( 2) !

lim( ) lim( ) lim( ) ,
! ( 1)! ( 1) !(n 1) ( 1)

n n nn n n
n n nn

n nn n n

n n n n n n
b e e e

n n n n n


  

  

   
       

   

 
1

3 32 23( 1) 3
2 2

lim(( ) ) ,
1 1

n

n n

n

n n
b e e e e

n n





 
     

 
 

Then   
3 233 3

1 3 3

1 1
lim( ) ln ln lim( ( 1)! !) .nn

n n
n n

l a a a b e n n n
e e




 
           

2( 1) 2 2( 1) 2( 1) 23 3 3 3 3 33 3lim( ( 1)! ( )! ) lim( ( 1)!( 1) ( ) ( )! ),
1

n n n n nn n n nn

n n

n
l n n n n n n n n

n

    

 
       



2( 1) 2( 1)3 3 3 3
1

2 23 3

( 1)!( 1) ( )!(n 1)( 1)
lim( ) lim( ) lim( ) ,

( )! ( )!

n nn n
n n nn

n nn n nn n
n

n n n na
b

a n n n n
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UP.026. Compute   
2 2 2

1
lim( )

(2 1)!! (2 1)!!

n

n n n

n n

n n 




 
  

 

Proposed  by  D.M.Batinetu-Giurgiu, Neculai  Stanciu –Romania 

Solved   by  Profesor : George-Florin  Serban, Pedagogical High School,  Braila, 

Romania.   

2 2 2 2 2 2

1 ( 1) 1 1
lim( ) lim( ) ( ) ,

(2 1)!! (2 1)!! (2 1)!! 1 (2 1)!!

n n n

n nn n n n

n n n n n n n
l

n n n n n n  

  
     

    
  

lim 1,
1n

n

n



   1

2 2 2

( 1) 1 1 1
lim( ) ( ) lim( ) ( ) ,

(2 1)!! (2 1)!!

n n n

n n
n nn n

n n n n
l a a

n n n n


 

 
     

 
 

2
,

(2 1)!!
n

n

n n
a

n



    

2

( 1) ( 1) (2 1)!!
lim lim lim lim ,

(2 1)!! (2 1)!!(2 1)!!

n n

n
n

nn n nn

n

a n n n n n

n n n nn  



  
   

 
  

1 1
lim lim(1 ) ,

2 1 2

nn

n

n

a n e

n n n




   


          1 1 1 2

lim lim 1 1,
1 2

n n

n n
n n

a a n n e

a n a n e

 

 


      


 

2 2
1

2 2 2 2

(2 1)!! (2 1)!!( 1) 1
lim( ) lim( ) lim( ) ,

(2 1)!! (2 1)!!

n n
n n nn

n n nn n
n

n na n n
b

a n n n n



   

  
   

 
      

( 1) 1
lim 1,
n

n n

n n

 
   

2
1 1

(2 1)!! (2 1)!! (2 1)!! (2 1)
lim( ) lim( ) lim ,

(2 1) (2 3) (2 3) (2 1)!!2 1

n n nn
n nn

n nn n n

n n n n
b

n n n nn

 

  

   
   

   
 

2 3 2 1

12 2 3 2
2 1 2 1 2

lim( ) lim(1 ) e ,
2 3 2 3 2 3

n n

n n

n n

n n
b e

n n n

 
 

 

 

  
     

  
        

2 1
lim 1,

2 3n

n

n





  

1

2
1

1
lim( ) a lnb ln ,

2 2 2
n n

n

e e
a a e







           

1

1 1
lim( ) ( ) 0 0.

2 2

n

n n
n

e
l a a

n





       

 

UP.007. Let be  1 1 1, (0, );( ) ; ; ,n n n na r a a a a a r        
*;n N  

2

1 1

, c .
n n

n k n k

k k

b a b
 

    

Fiind:                                                                                                             
2

lim .
n n

n

n

c
  

Proposed  by  D.M.Batinetu-Giurgiu, Neculai  Stanciu –Romania 

Solved   by  Profesor : George-Florin  Serban, Pedagogical High School,  Braila, 

Romania.   
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2
l lim .

n n
n

n

c
   

22 2 2

22

2

( 1)( 1)

1 1

2 2 2

( 1)( 1)
lnln ln ln

ln l limln lim lim lim ,
( 1) 2 1

nn n n
n

nn

n n n nn

n n n n
n

n cn n n

c c c c nn

c n n n n



 

   




   
  

(Cesaro 

Stolz)  
2 2 2 2 2

2 2 2 2

( 1) ( 2) ( 1) ( 2) 2

1 1

( 1) 2( 1)

1 2 1 2

( 1) ( 2) ( 1) ( 2)
ln ln ln ln

( 1) ( 1)
ln lim lim lim ,

2 1 (2 3) (2n 1) 2

n n n n n

n n n n

n n n n

n n n n n

n n n

n c n c n c n n c

c n c n c n n c c
l

n n

   

 

 

   

  

   


 
  

   

 
2 4 2

1 1 1

2 2 2 2 2

2 1 2 2 2

1 1
,

[ ( 1) ]

n n n

n n n n n n

c b b

c c b b b a a n r

  

    

   
 

 

2 2 2 2

2

2 2

( 2) 2 4 4 2
4 2 21

22( 1) 2 4 2 2

2

( 2) ( 2) ( 2) ( 2) 2 2 2
( ) ( ) ( ) ,

2 1 1 ( 1)( 1) ( 1) ( 1) ( 1) [ ( 1) ]

n n n n n
n nn

n n n

n n

n n c n n n n n n n n

n n n a n rn c c n n n a n r








      
 

         
22

2 2

2 12
12 11

2 2

2 1
lim( ) lim{(1 ) } ,

2 1 2 1

nn n

n n n

n n

n n
e

n n n n

 

 

 

 
  

   
   

4 21

4 2 411
2 1

lim( ) lim{(1 ) } ,
1 1

nn

n n

n n

n
e

n n



 

 


  

 
               

2 2 22 1
lim( ) ( ) r ,

( 1)n

n

a n r r






 

 
  

2 2

2

( 2) 2

1

2( 1) 1 4 2
3 22

( 2)
ln

( 1) ln
ln lim ln ,

2 2

n n

n

n

n n

n

n n c

n c c e e r
l e r





  






  
                

3 2 ,
e e

l e r
r

    

2
lim .
n n

n

n e e

rc
  

 

JP.027. Fiind all real numbers  x  satisfying   the  following   equation  
2( { }) ( { }) 6[ ]{ } 1x x x x x x       

Where  [ ]x   and { }x  denote the integer  part  and  fractional  part of  x ,  respectively. 

Proposed  by  Nguyen  Viet  Hung  -Hanoi - Vietnam  

Solved   by  Profesor : George-Florin  Serban, Pedagogical High School,  Braila, 

Romania.   

[ ] { },[ ] ,x x x x t     
2( ) ( ) 6 ( ) 1,x x t x x t t x t                                      

2 2(2 ) 2 6 6 1,x t x t tx t              
2 2 24 4 2 6 6 1 0,x tx t x t tx t         

2 24 (10 2) 7 1 0,x x t t t              
2 2 2 2 2(10 2) 16(7 1) 100 t 40 4 112 16 16 12 24 12 0,t t t t t t t t                  

212 24 12 0,t t      
2 2 1 0,t t     

2 2( 1) 0, ( 1) 0,t t     1 0,t    1,t    [ ] 1,x    

[1, 2).x   
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3. OTHER SOLUTIONS FOR CERTAIN PROBLEMS FROM 

 THE PENTAGON 

 
By Neculai Stanciu, Buzău, Romania and  

Titu Zvonaru, Comăneşti, Romania 

 

 

 
Solution: We must have 

 
We take  

 
And it is easy to see that m  and n are positive integers. 

We are done! 

 

 

 
 

 

Solution: A (PPT) has the lengths of sides 22 nm  , 22 nm  , mn2 , where nm,  are positive 

integers with different parities, coprime and nm  . If we take 1,4 12   nm k we have                      

                                           )14)(14)(14(2 24121234   kkkkabc . 

Since 14 12 k  is divisible by 5 , 14 12 k is divisible by 3, yields that for 1k  positive 

integer abcis divisible by 15128 , so is divisible by 120, and we are done! 
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Solution: By Chebyshev’s inequality and AM-GM inequality we have 

 
We are done! 
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Solution: We denote by zyx  , ,  and t the number of paper bills in denominations of $1, $5, 

$10 and $20. From the statement yields that 

              





























Zatz

tz

tzyx

zyx

zy

tzyx

1019

27010130

1002010590

1812

4

26

, where  50,49,48,47,46a . 

Since we obtain that 1,2,8,1548270111  tzyxaaz , and we are done! 

 

 
Solution: The given system is written  

 
We deduce that 36xyz , 1 zyx , 49222  zyx  

Yields that 24 zxyzxy , so zyx ,, are the roots of the equation 

                                   0362423  ttt 0)6)(3)(2(  ttt . 

We obtain the following solutions of the system 

 
We are done! 
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Solution: Let 

 
Since 

 
the given inequality becomes 

 
The last inequality is true because the discriminant is 01)(cos2   , and we are 

done! 

 

 

 
Solution: It is well-known (by the criterion for divisibility with 11) that the numbers which 

have an even digits equal with zero on either side of 123 are divisible by 11, so are 

composite. We are done! 

 

 

 
Solution: We denote the given integral with I .  

We make the changes txxt tanarctan  , and we have 
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                                       dt
t

ttt
I  




4

0
tan1

)tan1(tan



. 

We make the changes tuut 
44


,and yields that 

                                        duu
u

uu
I 













  4tan1

tan)tan1(4

0





, so 

     



  du

u

uuu
I

4

0
tan1

tan)tan1(
2
















 duu

u

uu

4tan1

tan)tan1(4

0





du
u

uu
 

4

0
tan1

tan)tan1(

4




 

du
u

uu
I  




4

0
tan1

tan)tan1(

8




. 

We make the changes vuuv arctantan  , and we obtain 

       




























  

1

0

1

0

2

1

0

2

21

0

2

2

1

1

1

1

8)1)(1(

)1(1

8)1)(1(8
dv

v
dv

v
dv

vv

vv
dv

vv

vv
I


 

       
8

2ln

32
2ln

48
)1ln(

8
arctan

8

2
1

0

1

0











 vvI . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



REVISTA ELECTRONICĂ MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 – DECEMBRIE 2016 www.mateinfo.ro  

 

 
15 

 

4. DRUMURI MINIME ÎNTRE PUNCTE, DREPTE 

STUDIU DE SPECIALITATE-REZULTATE 
Partea I-a 

 

Prof. Stan Ilie 

Colegiul Tehnic “Anghel Saligny”, Roşiorii de Vede, Teleorman 

 

Noţiuni cunoscute:  

Punct, Dreaptă, Distanţa între două puncte, Distanţa de la un punct la o dreaptă. Şi altele... 

Scop:  

Determinarea drumului de lungime minimă dintre două elemente, ce trece printr-un al treilea 

element.  

Elemente: 

Puncte, Drepte 

Notaţii:  

dm=drum minim 

X-Y-Z=drumul de la elementul X la elementul Z ce trece prin elementul Y.  

I. 3P 3 PUNCTE 

 P1-P2-P3  dm=[P1P2]+[P2P3] 

 
II. 2P+1d DOUĂ PUNCTE ŞI O DREAPTĂ 

A P1-P2-d Fie A proiecţia lui P2 pe d. 

 

dm=[P1P2]+[P2A] 

 
B P1-d-P2  

1. Toate elementele 

coplanare 

 

a) Punctele situate 

de o parte şi de 

cealaltă a dreptei 

dm=[P1P2] 
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b) Punctele situate 

de aceeaşi  parte 

a dreptei 

Fie P2’ simetricul lui P2 

faţă de d. 

A=d∩[P1P2’] 

 

dm=[P1A]+[AP2] 

 
2. Elemente 

necoplanare 

Fie α planul determinat de 

d şi P1.  P2∉ α 

Fie 𝒞 cercul determinat de 

rotirea lui P2 în jurul lui d. 

P2’ este 𝒞∩α aî P2’ şi P1 

sunt separate de dreapta d. 

C=d∩[P1P2’] 

 

dm=[P1C]+[CP2] 

 

(Va urma) 
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5. A   CONSEQUENT   OF   KARAMATA’S   THEOREM 

 

Leonard Giugiuc și Diana Trailescu, 

Drobeta Turnu Severin 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1) https://en.wikipedia.org/wiki/Karamata's_inequality  

2) http://www.artofproblemsolving.com/community/c6t243f6_inequalities  

3) https://www.facebook.com/groups/1486244404996949/  

https://en.wikipedia.org/wiki/Karamata's_inequality
http://www.artofproblemsolving.com/community/c6t243f6_inequalities
https://www.facebook.com/groups/1486244404996949/
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6. O TEOREMĂ UTILĂ ÎN DEMONSTRAREA UNOR 

INEGALITĂŢI 

 
Prof. Sebastian Ilinca  

În [1] apare următoarea teoremă, ea constituie o sursă importantă pentru obţinerea de 

numeroase inegalităţi. 

Teoremă: Fie   Rf 1,0: o funcţie continuă (funcţia poate avea şi domeniul intervalul 

 1,0  )   11 f  (sau   


xf
x 1
lim ). 

Fie g  o funcţie continuă cu domeniul  1,0  şi   11 g . Presupunând că 
 
x

xf
 şi 

 
x

xg
 sunt 

strict descrescătoare pe domeniile lor de definiţie şi    .1,0,  xxxf   

Demonstraţi că         1,0,  xxfgxgf . 

Demonstraţie: Deoarece 
 
x

xf
 este descrescătoare pentru 10  y  avem 

   
10,  x

x

xf

xy

xyf
 şi în consecinţă          1.1,0,1,0,  yxxyfxyf . 

Deoarece     11,00  ff  şi ţinând cont de faptul că f  este continuă rezultă că există 

       1,,11..1,0 111   xxfşifîa . 

Din 
 
x

xf
 crescătoare rezultă că şi f este crescătoare astfel există un unic 1  cu proprietăţile 

date.  

Vom determina şirul  
1nn  recursiv      1,, 11   nnnn xxfşif  . 

Atunci  
1nn  este şir de numere pozitiv descrescător, el va converge la un punct limită  . 

Dacă 0  atunci      


ff n
n
lim . ( f este continuă). Deoarece am presupus că 

   1,0,  xxxf  deducem că 0 . 

Fie 10  . Cum 1n  fiecare x va aparţine unuia din intervalele  nn  ,1 . În acest interval 

avem   nxf  . 

Relaţia (1) se rescrie   
     

 nnx
x

xgxf

x

xg
xfxgf  ,, 1








 . 

Relaţia (1) este aplicabilă deoarece 
   

)2(1
1

1


g

x

xg
. 
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Pentru     11,1,1  fx   şi astfel 
    

 xf

xfgg


1

1
 , deoarece 

 
x

xg
 este descrescătoare. 

Avem ).1,()),(())(( 1 xxfgxgf  

Dacă ,1n  deoarece funcția    
 
x

xg
 este descrescătoare se obţine  

  
   

n

n

n x
gxf

xgf 



 , . Dar,  xfn   şi g este descrescătoare 

    
  
 

    nnxxfg
xf

xfg
xfxgf  ,, 1 . 

Cum n  a fost ales arbitrar concluzia este valabilă pentru orice  1,0x .∎ 

 

Vom ilustra aplicabilitatea teoremei  pentru următoarele exemple: 

1. Fie     1,,
2

2
 axxg

x
tgxf a


. Punând 



2
:x  se obţine 

  .
22

11

a

a

a

a

tgy
a

ytg


































 

Pentru 2a  se obţine inegalitatea 


















2
,0,

22 2
2 


yytg

y
tg . 

2. Fie       1,,1ln  axxgxxf a . Atunci  1,0,
1

1
log

1

1
ln 













x

xx

a

a
. 

Punem 0,1   yex y  şi se obţine imediat inegalitatea 

 
1,0,

11

1
ln 

 
ayy

e

a

ay
. 

3. 
Luând funcţiile      

1

1
,1log






e

e
xgxxf

x

 se obţine prin aplicarea teoremei  

inegalitatea 
  

 1,0,
11

1
ln 







x

ex

x

ee

e
x

 

 

    BIBLIOGRAFIE 
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http://www.springer.com/math/analysis/book/978-0-387-77378-0
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7. INEGALITĂŢI GEOMETRICE ŞI INEGALITĂŢI ALGEBRICE. 

PRINCIPIUL DUALITĂŢII 

 

Prof. Dobre Andrei Octavian 

 

Există o stransă legatură între inegalităţile geometrice într-un triunghi şi inegalităţile 

algebrice între trei numere reale şi pozitive.  

 

Propozitie: Numerele , ,a b c  sunt lungimile laturilor unui triunghi daca si numai daca exista 

trei numere , , 0x y z , astfel incat , ,a y z b z x c x y       

Importanţa acestei propoziţii este mare, întrucât , dacă , , , , , ,a b c p R r S sunt marimile ce 

caracterizează un triunghi oarecare ABC , iar ( , , , , , , ) 0F a b c p R r S   este o inegalitate ce 

leagă aceste marimi, atunci este adevarată şi inegalitatea ( ', ', ', ', ', ', ') 0F a b c p R r S   , unde 

marimile ', ', ', ', ', ', 'a b c p R r S  sunt date de urmatoarele relatii: 

( )( )( )
' , ' , ' , ' , ' , ' ,

4 ( )

x y y z z x xyz
a y z b z x c x y p x y z R r

x y zxyz x y z

  
          

  
 

' ( )S xyz x y z    

Reciproc, pentru orice inegalitate de forma ( , , ) 0G x y z   cu , , 0x y z , există inegalitatea 

geometrică ( , , ) 0G p a p b p c    , unde , , ,a y z b z x c x y p x y z          sunt 

marimile laturilor, respectiv semiperimetrul unui triunghi ABC . Acesta este principiul 

dualitaţii între inegalităţile geometrice şi inegalităţile algebrice si în conformitate cu el putem 

reduce demonstrarea unei inegalităţi geometrice în triunghi la demonstrarea unei inegalităţi 

algebrice între trei numere reale şi pozitive. De asemenea, o inegalitate între trei numere reale 

si pozitive poate fi demonstrată prin demonstrarea unei inegalităţii geometrice, inegalitatea 

duala ei. 

Voi ilustra în cele ce urmeaza printr-un exemplu concrete acest principiu al dualităţii dintre 

inegalităţile geometrice şi inegalităţile algebrice. 

 

INEGALITATEA LUI EULER 2R r  
 

Această inegalitate a fost demonstrată de Euler care a calculat pătratul distanţei dintre centrul 

O  al cercului circumscris unui triunghi si centrul I al cercului înscris în acelaşi  triunghi: 
2 2 2OI R Rr   

Inegalitatea rezultă imediat: 
2 2 2 0 ( 2 ) 0 2 0 2OI R Rr R R r R r R r            

Conform principiului de dualitate formulat inainte, inegalităţii geometrice 2R r îi 

corespunde inegalitatea algebrica 

( )( )( )
2 ( )( )( ) 8 , , , 0

4 ( )

x y y z z x xyz
x y y z z x xyz x y z

x y zxyz x y z

  
     

  
, care rezultă prin 

aplicarea inegalităţii mediilor şi înmulțirea inegalităţilor: 

2 , 2 , 2x y xy y z yz z x zx     
 

 

Inegalitatea lui Euler este echivalentă  cu o lunga serie de inegalitaţi geometrice în triunghi.  

Listă cu inegaliţati echivalente cu inegalitatea lui Euler: 
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3
a b c

b c a c a b a b c
  

     
                   

2

1 1 1 1

ab bc ca R
                                             

1 1 1
4

sin sin sin sin sin sinA B B C C A
           

3
cos cos cos

2
A B C                                     

2 2 2 3
sin sin sin

2 2 2 4

A B C
                                 

1
sin sin sin

2 2 2 8

A B C
                                            

( )( )( )abc a b c b c a c a b                           

 

 

 

8. DIGIMATHART/PROGRAMARE MATEMATICA IN GRAFICA - 

O ABORDARE INTERDISCIPLINARA NECESARA UNUI  

INVATAMANT DE CALITATE 
 

 

Motto: “CEL MAI PUTERNIC ARGUMENT PENTRU INTERDISCIPLINARITATE 

ESTE CHIAR FAPTUL CA VIATA NU ESTE IMPARTITA PE DISCIPLINE.” J. Moffet 

 

Este evident ca sistemul traditional de educatie nu mai poate satisface nevoia de cunoastere a 

generatiilor care se nasc si se dezvolta acum intr-o lume a informatiei si a tehnologiei aflate 

in evolutie exponentiala. Saltul calitativ catre un sistem de educatie dinamic, adaptabil si 

personalizat se poate face doar prin conexiuni intre discipline si prin legaturi intre notiunile 

invatate la diverse cursuri. Inter-disciplinele devin, astfel, o solutie si o necesitate.  

DigiMathArt (Programarea Matematica in Grafica) este una dintre inter-disciplinele care pot 

face trecerea spre cunoastere – scopul educatiei viitorului – iar eficienta ei este recunoscuta 

de specialistii in educatie la nivel international. 

 

 

 

Metoda DigiMathArt este centrata pe aplicatii practice, sustinute de notiuni teoretice ce 

apartin mai multor capitole si discipline. Interactivitatea permanenta si eliberarea creativitatii 

naturale a copilului asigura o invatare fluida si autentica, bine fixata la nivel cerebral.  

Cursul este structurat pe 3 module, corespunzator actualelor clase 9-11. Fiind gandit ca o 

solutie de eliminare a lacunelor acumulate la orele de curs traditionale, NU necesita 

cunostinte din matematica sau informatica de liceu. 
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9. SOLUȚII PENTRU PROBLEMA LUNII NOIEMBRIE 2016 

 
Propusă de conf. dr. Gheorghe PROCOPIUC, Universitatea Tehnica Iași 
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PROBLEMA LUNII NOIEMBRIE 2016 – ALTE SOLUȚII 

 

1. Prof. Oláh Csaba, Liceul Tehnologic “Liviu Rebreanu”, Bălan  
 

Lungimea unei corzi este mai mică sau egală cu lungimea diametrului. 

Se poate scrie 2 2AA R   2 2
nnAA R , în mod similar:    2 22 , 2

n nn nBB R CC R  . 

Adunând aceste trei inegalităţi, obţinem: 

 

 2 2 2 3 2
nn n nAA BB CC R      1 . 

 

 
 

Pentru a demonstra inegalitatea  2 2 2 3 4
nn n nAA BB CC r    , prima dată demonstrăm că 

2 2BI IB Rr   (și analoagele). 

În triunghiul 2AIB :      
   

2
2 2

m BAC m ABC
m A m IAC m CAB    . 



REVISTA ELECTRONICĂ MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 – DECEMBRIE 2016 www.mateinfo.ro  

 

 
25 

 

 
   

2 2

m BAC m ABC
m I    (măsura unghiului exterior 2AIB  al triunghiului AIB  

este egală cu suma masurilor unghiurilor neadiacente lui 2AIB , din AIB ), deci  

   m I m A  2AIB  este isoscel 2 2IB AB . (*) 

Avem 2NB A BIM  (U.U. : 2B NA IBM ,    2 90m NAB m BMI  )    

2 2NB AB

BI MI


(*)

 2
2

2
2

IBR
BI IB Rr

BI r
    (**). 

(**)

2 2 2
2

2 2 2 2 2 2 4
A G Euler

R r
BB BI IB BI IB Rr r r r




         , adică  

2 4BB r ,  2 4
nnBB r . 

În mod similar putem scrie  2 4
nnAA r ,  2 4

nnCC r . Însumând inegalităţile, avem:  

 

 2 2 2 3 4
nn n nAA BB CC r     2 . 

 

   1 2      2 2 23 4 3 2
n nn n nr AA BB CC R       q.e.d. 

 

 

2.  Prof. Gheorghe ROTARIU – Grupul Şcolar „Al. Vlahuţă” Şendriceni,   

jud. Botoşani 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Observaţie: Am trasat cu roşu bisectoarele unghiurilor triunghiului ABC. 

Construim: O centrul cercului circumscris triunghiului ABC , A3  punctul diametral opus lui 

A2 şi ABIT  , ABT  .  

Vom demonstra dubla inegalitate pentru o bisectoare (de exemplu AA2 ):  

   n n nr AA R n   24 2 , rezultatul rămânând valabil şi pentru celelalte două, apoi se vor 

aduna inegalităţile membru cu membru şi vom obţine inegalitatea de demonstrat. 

ATI ∼  12 2223
232

23 BAAIRrBAAIAATI
AA

AI

BA

TI
BAA 

 
Vom demonstra că BIA 2 este isoscel cu IA BA2 2 . 

O 
C1 

B2 
C2 

A2 

A 

C 

B 

A3 

C1 

B2 
C2 

A 

C 

B 

A3 
A 

C 

B 

C1 

B2 
C2 

A3 
A 

C 

B 

T B1 

A1 

I  

C1 

B2 
C2 

A3 
A 

C 

B 

A2 

T B1 

A1 

I  

C1 

B2 
C2 

A3 
A 

C 

B 
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∢ 2BIA este unghi exterior triunghiului BIA , ca atare, 

m∢  2BIA =m∢  IBA + m∢  BAI . Dar, m∢  IBA  este egală cu jumătatea măsurii unghiului 

, iar m∢  BAI  este egală cu jumătatea măsurii unghiului A (deoarece BI  şi AI sunt 

bisectoarele unghiurilor B şi A ). Prin urmare,  

m∢  2BIA = m∢
2

B
+ m∢

2

A
       2  

În triunghiul 2IBA , 

 m∢  2IBA = m∢  1IBA + m∢  21BAA = m∢
2

B
+ m∢

2

A
    3  

(BI este bisectoarea unghiului B , iar m∢  21BAA = m∢
2

A
 deoarece subîntind acelaşi arc de 

cerc, anume A C2 ). 

Din relaţiile  2 şi  3   m∢  2BIA = m∢  2IBA , deci triunghiul BIA2 este isoscel. Ca 

urmare, 22 BAIA  . Înlocuim pe 2BA în relaţia  1 , vom avea următoarea egalitate: 

22 IAAIRr   

Vom utiliza inegalitatea mediilor pentru AI şi 2IA şi binecunoscuta inegalitate a lui 

Euler:R r 2 . Avem:  

rrrrRrAAIAAIAAIAAI
IAAI

44242222
2

2
2222

2 


 

Deci,    nAArAAr nn

22 44 ℕ. Analog vom avea:    nBBr nn

24 ℕ 

şi    nCCr nn

24  ℕ, care, adunate membru cu membru, dau: 

   nCCBBAAr nnnn

22243  ℕ   4  

Inegalitatea RAA 22  este evidentă deoarece 2AA  este catetă în triunghiul 

dreptunghic 32AAA  cu m∢  22AAA = 90 iar RAA 232   este ipotenuză (sau, o altă justificare 

este că AA2 este coardă, care, evident, este mai mică decât diametrul cercului). Prin urmare 

   nRAA
nn 22 ℕ. Analog vom avea:    nRBB

nn 22  ℕ, şi    nRCC
nn 22  ℕ. 

care, adunate membru cu membru dau: 

   nRCCBBAA
nnnn 23222  ℕ.   5  

 

Din  4 şi  5  rezultă: 

     nRCCBBAAr
nnnnn

2343 222 ℕ. q.e.d. 

 

 

3. Prof. Leonard Giugiuc 
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4. Prof.  George-Florin  Seban  , Liceul  Pedagogic “D.P.Perpessicius”,  Braila 

 

In triunghiul 2 ,AA B aplic teorema sinusului  2 2
2

2

2 ; 2 sin( ),
sin( ) 2

sin( )
2

AA AA A
R AA R C

AABA
C

   



 

0
0

2

180
2 sin( ) 2R cos(90 C ) 2R cos( ) 2R cos( ),

2 2 2 2

A A C C A B C
AA R C

   
           analog  

obtinem  2 2R cos( ),
2

A C
BB


    2 2 R cos( ).

2

A B
CC


  Aratam  mai  intai  a  doua  inegalitate  

2 2 2 (2R cos( )) (2R cos( )) (2R cos( )) ,
2 2 2

n n n n n nB C A C A B
AA BB CC

  
       

2 2 2 (2R) [(cos( )) (cos( )) (cos( )) ] (2R) (1 1 1) 3 (2R) ,
2 2 2

n n n n n n n n nB C A C A B
AA BB CC

  
           

adevarat. Arat  acum  prima  inegalitate.  Deci  
2

2 2R cos( ) 2R cos ( ) 4 r,
2 2

B C B C
AA

 
       arat  a doua  

inegalitate.  Stim  ca  

24 16 sin sin sin 8 cos (cos cos ) 2R cos ( ),
2 2 2 2 2 2 2

A B C B C B C B C B C
r R R

   
       deoarece   

2(cos( ) 2cos( )) 0.
2 2

B C B C 
   Am  aratat ca  

24 2 R cos ( ),
2

B C
r


  deci 

2(4 ) (2 R) cos ( ),
2

n n n B C
r


  si  analoagele  

24 2 R cos ( ),
2

A C
r


   deci   

2(4 ) (2 R) cos ( ),
2

n n n A C
r


   

Si  
24 2R cos ( ),

2

A B
r


    deci  

2(4 ) (2R) cos ( ).
2

n n n A B
r


    Adun  cele  trei  inegalitati  si  obtin: 

2 2 23 (4 ) (2R) cos ( ) (2R) cos ( ) (2R) cos ( ),
2 2 2

n n n n n n nB C A C A B
r

  
        dar   

rezu

lta  

 

 rezulta   

 

2 2 2cos ( ) cos ( ) cos ( ) cos ( ) cos ( ) cos ( ),
2 2 2 2 2 2

n n n n n nB C A C A B B C A C A B     
    

2 2 23 (4 ) (2R) [cos ( ) cos ( ) cos ( )],
2 2 2

n n n n nB C A C A B
r
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adevarat. 

 

 

 

 

      5. Nela Ciceu şi Roxana Mihaela Stanciu 

 
 

 
 

 

6. Prof.  Biro Istvan 

 

Dubla inegalitate din enunț rezultă imediat din inegalitățile 

2 24 2 , 4 2r AA R r BB R     și 24 2r CC R   care se demonstrează în mod similar, de 

exemplu pentru 2AA : 

 2 2 2 sin 4 sin 4
2 2

sin sin
2 2

r A r A
AA IA IA R r r

A A
       ,  

       unde am folosit:  ▪ 

2 2 2 2( ) ( )
2 2

A B
IA BA m IBA m BIA m m

    
       

    
; 

▪ inegalitatea lui Euler  2R r ; 

  ▪  

2

2sin 1
2

0

sin
2

A
r

A

 
 

   , egalitatea având loc când 

 ˆ 60m A  ; 

  2 22 sin 2AA R ABA R    (teorema sinusurilor în 2ABA ). 

 

 

 

2 2 23 (4 ) (2R) [cos ( ) cos ( ) cos ( )] ,
2 2 2

n n n n n n n nB C A C A B
r AA BB CC
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10. Problema lunii DECEMBRIE 2016 

 
 

Fie ABCD un patrulater circumscriptibil, O centrul cercului înscris, P, Q, R, S 

punctele de contact ale cercului cu AB, BC, CD, DA respectiv, AP = 6, BQ = 7, CR = 8. Să se 

determine     DS = d şi OP = r, ştiind că aceste lungimi sunt numere naturale. 

 

                                                                       Prof. Mănescu Avram Corneliu 

 

 

 
 

Așteptăm soluții cât mai interesante până pe data de 4.01.2017 pe adresa de e-mail 

revista@mateinfo.ro 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

mailto:revista@mateinfo.ro
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11. MODEL PENTRU LUNA DECEMBRIE 2016 

EVALUARE NAȚIONALĂ LA MATEMATICĂ 
 

 

- Toate subiectele sunt obligatorii. Se acordă 10 puncte din oficiu. 

- Timpul efectiv de lucru: 2 ore. 

            

 SUBIECTUL  I – Pe foaia de examen se trec doar rezultatele.  ( 30 de puncte) 

 

(5p)     1. Rezultatul calculului 2017 2017 0  este egal cu .... 

(5p)     2. Inversul numărului 
1

5
  este egal cu ... . 

(5p)     3. Cel mai mic număr natural nenul din intervalul [-3;5) este ... . 

(5p)     4. Diametrul cercului circumscris unui triunghi dreptunghic isoscel, cu lungimea unei 

catete de 2 cm, are lungimea de … cm. 

(5p)     5. Desfăşurarea suprafeţei laterale a unui cub este un dreptunghi cu aria de 36 cm
2
.  

Atunci latura cubului este … cm.                                                                                                      

(5p)     6. La colectarea maculaturii, un colectiv de 30 de elevi a fost împărţit în 5 grupe. De-  

senul alăturat arată contribuţia procentuală a fiecărei echipe la această acţiune. Ştiind 

că în total s-au strâns 500 kg de maculatură, echipa cea mai harnică a adunat.....kg. 

  

 
 

            SUBIECTUL  al II lea– Pe foaia de examen scrieţi rezolvările complete. ( 30 de 

puncte) 

 

(5p)     1. Desenaţi, pe foaia de examen, o prismă patrulateră regulată şi notaţi-o. 

(5p)     2. Suma a două numere reale este egală cu 117. Aflaţi cele două numere ştiind că 

raportul lor este 
5

4
. 

(5p)     3.Într-un coş sunt 150 mere. După ce mănâncă câteva, Andrei aşează merele rămase 

în coşuleţe câte 16, apoi câte 18 şi de fiecare dată îi rămân 4 mere. Aflaţi câte mere a mîncat 

Andrei. 

           4. Fie expresia 2 2( , ) (2 ) ( 3 )( 3 ) ( 2 )E x y x y x y x y x y       . 

(5p)    a) Arătați că 
2 2( , ) 4 12E x y x y  . 

(5p)    b) Calculaţi valoarea expresiei pentru x şi y care îndeplinesc condiţiile : 2 5x y este 

pătrat perfect şi 1y x  . 

(5p)     5. Se dau numerele 3 2x   şi  
12

3
3

y


  . Stabiliţi dacă  
2

1 6x y   
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 SUBIECTUL  al III lea – Pe foaia de examen scrieţi rezolvările complete. 

           ( 30 de puncte) 

         

1.  O placă de gresie are modelul ca în imagine. Ştiind că 

latura pătratului este de 4dm iar cele patru semicercuri cu 

centrele mijloacele laturilor sunt identice, tangente între 

ele şi tangente la diagonalele pătratului, se cere: 

  

(5p)  a) Să se afle raza semicercurilor; 

(5p)  b) Aflaţi aria suprafeţei nehaşurate;   

(5p)  c) Putem decupa din suprafaţa nehaşurată un  

cerc cu raza egală cu 1dm? Justificaţi! 

 

 

 

2. Trapezul ABCD (AB||CD), AB>CD, are măsurile unghiurilor ascuțite de 60
0
, 

diagonalele perpendiculare pe laturile neparalele , iar AD=24 cm. Pe planul trapezului 

se ridică perpendiculara DP=36 cm. 

Calculați: 

(5p)  a) Arătați că AC = 24 3  cm; 

(5p)  b) Aflați distanța de la punctul P la dreapta BC; 

(5p)  a) Aflați distanța de la punctul D la planul (PBC). 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

BAREMUL DE EVALUARE ȘI NOTARE va apărea în cel mai scurt timp pe 

www.mateinfo.ro 

 

Urmăriți pagina de facebook : https://www.facebook.com/www.mateinfo.ro/ 

http://www.mateinfo.ro/
https://www.facebook.com/www.mateinfo.ro/
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12. MODEL PENTRU LUNA DECEMBRIE 2016 

BAC MATEMATICĂ MATE-INFO 

 

Prof. Silvia Brabeceanu 

 
Filiera teoretică, profilul real, specializarea matematică - informatică. 

Filiera vocaţională, profilul militar, specializarea matematică - informatică. 
 

 Toate subiectele (I, II, III) sunt obligatorii. Se acordă 10 puncte din oficiu. 

 Timpul efectiv de lucru este de 3 ore. 

 La toate subiectele se cer rezolvări complete. 

 

SUBIECTUL I (30 de puncte) 

 

(5p)      1. Calculaţi 
   

   

3 3

2 2

1 3 1 3

3 3

i i

i i

  

  
. 

(5p)  2. Să se determine valorile reale ale lui x  pentru care  2

3log 1x    3log 4 4x  . 

(5p) 3. Determinaţi mulţimea 
 

2
/ 2 3 0 şi 0

3

x
A x x

x x

  
     

  

. 

(5p) 4. Să se determine termenul ce conţine pe 2x  din dezvoltarea 
30

1 1

3 3  ,yx xy x y
  
  

 
. 

(5p) 5. Fie 3 5Ar i j  ,  4 3Br i j   , 2 7Cr i j  vectorii de poziţie ai vârfurilor 

triunghiului ABC . Să se determine vectorul de poziţie al centrului de greutate a triunghiului 

ABC . 

(5p) 6. Punctele        3,4 ,  7,4 ,  11, 3 ,  1, 3A B C D   sunt vârfurile unui trapez isoscel. 

Să se calculeze aria trapezului ABCD . 

 

SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte) 

 

1. Se consideră sistemul   3

3 2 0

:   0  ,  , , ,

3 2 0

x y z

S x y az x y z a

x y z

  


    
   

.  

Notăm cu A matricea sistemului. 

(5p)      a) Să se determine rangul matricei A în funcţie de a  . 

(5p)      b) Să se rezolve sistemul pentru 1a   . 

(5p)      c) Să se găsească o soluţie  0, 0 0,x y z a sistemului cu proprietatea 3 2

0 0 0 0x y z   . 

 

2. Pe mulţimea numerelor reale  se defineşte legea de compoziţie    

5 5 20,  ,x y xy x y x y        . 

(5p)      a) Să se arate că   5 5 5,  ,x y x y x y       .  

(5p)      b) Să se demonstreze că mulţimea  ,5 este parte stabilă a lui  în raport cu legea 

de compoziţie.  
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(5p)      c) Se dă expresia      8 7 63E x x x      ,  x  . Să se demonstreze că 

  0,  E x x   . 

 

SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte) 

 

1. Se consideră funcţia      : 0, ,   ln 2ln 1f f x x x     . 

(5p)      a) Să se calculeze derivatele de ordinul întâi şi doi ale funcţiei f . 

(5p)      b) Fie funcţia    
 

2
: 0, ,   ln

1

x
g g x

x
  


. Se notează cu 

   n
g x derivata de 

ordinul n  şi cu ,  nx n  rădăcina derivatei de ordinul n . Să se calculeze ,  nx n  . 

(5p)      c) Să se calculeze lim
n

n

n

x
. 

 

2. Se consideră integralele 

1

2

0

,   
9

n

n

x
I dx n

x
 

 .

(5p) a) Să se calculeze 0 13 2I I . 

(5p)  b) Să se demonstreze că pentru n   este adevărată relaţia 2

1
9

1
n nI I

n
 


. 

(5p) c) Să se arate că 
1

,   
1

nI n
n

 


. 

 

 

                                                                              

                                                                           

 

 

 

 

 

 

   Propusă de prof. Silvia Brabeceanu  

                                                www.mateinfo.ro  

 

 

 

 

 

 

 

BAREMUL DE EVALUARE ȘI NOTARE va apărea în cel mai scurt timp pe 

www.mateinfo.ro 

 

Urmăriți pagina de facebook : https://www.facebook.com/www.mateinfo.ro/ 

 

 

http://www.mateinfo.ro/
http://www.mateinfo.ro/
https://www.facebook.com/www.mateinfo.ro/
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Cărți recomandate 

 

Autor:  

Marin Chirciu 
 

Unul dintre colaboratorii permanenți ai Revistei Electronice MateInfo.ro. 

 

 

 

   
 


