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ISTORICUL NOTIUNILOR MATEMATICE
STUDIATE IN GIMNAZIU SI LICEU

RoxXANA MIHAELA STANCIU?

o aria triunghiului, paralelogramului si trapezului; volumul prismei, piramidei
si trunchiului de piramida; patrate si triunghiuri echilaterale Inscrise in cerc — papirusurile
egiptene si caramizile caldeene — 2000 1. e. n.;

o  egalitatea si asemanarea triunghiurilor — Tales — sec. VI i. e. n.;

O  teorema catetei si Tndltimii, suma unghiurilor unui triunghi, numere prime,
numere perfecte, numere prietene, media aritmeticd, geometrica si armonica — Pitagora —
sec. VIi.e.n;

O teorema cosinusului, teorema lui Pitagora generalizatd, rationamentul
deductiv, constructii cu compasul, lunulele lui Ipocrat — Ipocrat — — sec. IV 1. e. n;

o metoda exhaustivd pentru demonstrarea formulei ariei cercului si a
volumului piramidei — Eudoxiu sec. IV 1. e. n;

o  hiperbola si parabola — Menecmus — sec. [V 1. e. n.;

O  teorema impartirii cu rest si algoritmul lui Euclid pentru aflarea c. m. m. d.
c. a doud numere intregi, forma numerelor perfecte, exista o infinitate de numere prime,

V2 este irational primul text care sa pastrat (,,Elementele””) — Euclid — sec. I 1. e. n.;

0  concurenta indltimilor si medianelor unui triunghi, axioma de continuitate,
determinarea numarului 11 cu doud zecimale exacte, determinarea ariei elipsei (71 a b) prin
metode exhaustive, 1 + 3+...... +e@n-1)=n%2n+1=m+1)y>—n% 1+ 2°+....+n’=
ne(n+1)*(2n+1)/6— Arhimede —sec. Il i. e. n.;

a  cercul lui Apoloniu — Apoloniu — sec. III 1. e. n.;

o  probleme izoperimetrice — Zenodor — sec. III 1. e. n.;

o  ciurul lui Eratostene pentru determinarea numerelor prime — Eratostene —
sec. [II1. en.;

o  simplificarea fractiilor, raddcina patratd si cubica, progresii aritmetice i
geometrice, metoda ,,fan cen” pentru rezolvarea sistemelor de ecuatii liniare, rezolvarea
ecuatiei de gradul 11 — ,,Matematica in nouad carti” — de la chinezi — sec. I1 1. e.n.;

O  teorema lui Menelau — Menelau — sec. I

o formulele s>=p ¢ (p-a) * (p-b) * (p-c),p=(a+b+c)/2;S=per,asbec=
4 + R « S — Heron —sec. II; (sec. I).

o teoremele lui Ptolemeu si formulele: sin® (o /2 ) =1 — cos (a. / 2), cos (o +
B) = cos a *cos f —sin a * sin f — Ptolemeu — sec. 1I;

o teorema medianei, teorema celor trei perpendiculare, teorema bisectoarei
exterioare, biraportul, proprietatea comuna a conicelor — Papus — sec. I11;

0  introducerea operatiilor $i notatiillor prescurtate pentru necunoscute —
Diofant — precursorul algebrei — sec. I11;
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o  numerele negative marcheaza diferenta dintre aritmetica si algebra —
considerate pentru prima data de indient;

o teorema congruentelor si determinarea lui m cu sase zecimale exacte — de la
chinezi — sec. I11;

o  algebra si trigonometria — create de arabi;

o  regulile de calcul cu numere negative — de la chinezi;

o  regula de trecere a termenilor dintr-o parte in alta, procedeu numit al Djabr,
de la care a venit si numele disciplinei algebra — AL Horezmi — sec. IX;

o C)+C! +....+C" =2" —de la indieni;
o C!=C"'+C"_ —delaarabi
m] criteriile de divizibilitate cu 2, 3, 5, 9; adunarea fractiilor prin aducerea la c.

m. m. m. c.; legea cresterii organice sau sirul lui Fibonacci — Leonardo da Pisa (Fibonacci
1175-1240) — sec. XIII;

o  simbolurile +, —, \/_ , =, X, >, <,; —sfarsitul —sec. XV;
o  forma actuala a cifrelor — sec. XV, XVI;

m] cifra zero — sec. XVII;
]

rezolvarea ecuatiilor de gradul III prin radicali — Cardano (1501 — 1576) —
1545;

o  rezolvarea ecuatiei de gradul IV prin radicali — Ferrari (1522 — 1565) —
1545;

o  inventarea logaritmilor — Neper (1550 — 1617) — 1614;

o  teorema lui Desargues — Desargues (1593 — 1662) — 1636;

0  marea teoremd Fermat (,,Conjectura” lui Fermat):ecuatia x" + y" = z", n > 2,
n € N, nu are solutie in Z — Pierre Fermat (1601 — 1665) — 1637;

O  crearea geometriei analitice — René Descartes (1596 — 1650) si Pierre
Fermat — 1637;

o  triunghiul lui Pascal si teorema lui Pascal pentru hexagon — Blaise Pascal
(1623 — 1662) — 1640;

0  notiunea de probabilitate — Blaise Pascal si Pierre Fermat;

o creatorul probabilitati — Jacob Bernoulli (1654 — 1705);

o  creatorii calculului diferential si integral — Isaac Newton (1642 — 1727) si
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716). Newton a elaborat metodele sale din 1665 dar
nu le-a publicat. Leibniz a publicat descoperirile sale n analiza in 1675.

a demonstrarea teoremei mici a lui Fermat (p > 0, prim, a € Z, (a,p)=1
=> a"' = 1 (mod p)); notatiile dx si [; denumirile de derivat si diferentiala precum si
formulele pentru (u/v), (u'), (veu)™, [° udv; denumirile de abscis, ordonati si

coordonata — Leibniz;

o  teorema lui Ceva — Ceva Giovani (1648 —1734) — 1678;

o dacaN=a"«bl. . .e" atunci numarul divizorilor este (o + 1) * (B +1)....(A +
l)sisumalor (1 +a+a’+.+a%e(l+b+b>+..b% .. .(1+e+e’+..e") — Johann
Wallis (1616 — 1703);

m] simbolul co — John Wallis;

o regulalimf(x)/g(x)=1mf(x)/g (x) (pentru x — a) a fost datd de Johann
Bernoulli, dar publicatd de L’ Hospital (1661 — 1704) in 1696;



o  formula lui Taylor — Taylor (1685 — 1731) — 1712;

o  introducerea numarului e — Daniel Bernoulli (1700 — 1782);

m] teorema lui Stewart — 1735;

o  notatiile m, e, 1, f (x); calculul lui e cu 23 de zecimale exacte si calculul lui
cu 100 de zecimale exacte; lim (1 + x / n)" = ¢* (pentru n — o0) (1743); lista completa a
derivatelor cu demonstrarea acestora, si extinderea regulilor lui L’Hospital la formele
nedeterminate oo / oo, 0 * o §i 00 —o0 (1755); generalizarea teoremei mici a lui Fermat (n > 2,
neN,aeZ (an)=1=>a"" =1 mod n))— 1758; relatia v + f = m +2 pentru poliedru
convex (1750) — Leonhard Euler (1707 — 1783);

o  media aritmeticd < media geometricd < media armonica — Colin MacLaurin
(1698 — 1746) — 1748;

o  regula lui Cramer— Gabriel Cramer (1700 — 1782) — 1750;

O notatia a + b i pentru numere complexe si teorema fundamentala a algebrei —
Jean D’ Alembert (1717 — 1783) — sec. XVIII;

o  weste irational — Heinrich Lambert (1728 — 1777) — 1767,

o  notatiile £(x), ™ (x),— Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813) — —1772;

o  introducerea simbolului [ ¢ ], pentru partea intreaga Arien Marie Legendre
(1752 — 1833) — 1798;

o  introducerea numerelor transcendente — Joseph Liouville (1809 — — 1882);

O  denumirea de determinant (1801); denumirea de numar complex si
reprezentarea in plan a numerelor complexe (1832); rezolvarea problemei construirii
poligoanelor regulate (1801); 1 +2 +.....+ n=n (n+ 1)/ 2; notatia ¢ (n) pentru indicatorul
lui Euler; inelul Z [ i ]; demonstrarea teoremei fundamentale a algebrei — Carl Friedrich
Gauss (1777 — 1855);

o  notiunile de limitd, convergentd, convergenta seriilor si continuitate asa cum
sunt prezentate astdzi; regula lui L’Hospital pentru 0°, o° si 1” ; denumirile de linii,
coloane, ordine, elemente, diagonala principala si secundara pentru determinanti (1815);
creatorul teoriei grupurilor (1815) — Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857);

O notatia ff f (x) dx — Joseph Fourier (1768 — 1830) — 1822;

o notatia de functie de astdzi si notatiile f (a + 0), f (a — 0) — Peter Dirichlet
(1805 —1859) — 1828;

o  denumirea de grup — Evariste Galois (1811 — 1832) — 1830;

o  notiunile de margine inferioard §i superioara ale unei functii, convergenta
uniforma — Weierstrass (1815 — 1897) — 1841;

o  spatiul cu n dimensiuni — Arthur Cayley si Hermann Grasmann — — 1843;

o  studiul algebrelor (1843) si grupurilor (1854) notiunea de matrice — —
Arthur Cayley (1821 — 1895);

o  integrala Riemann | " f (x) dx — Bernhard Riemann (1823 — 1866) — 1854;

o  spatiu vectorial, calcul vectorial, clase, operatiile de asociativitate,
comutativitate, distributivitate, simetrie, tranzitivitate — William Hamilton (1805 —1865) —
1853;
notatia | ajj | = det (a;j) — Kronecker (1823 — 1891) — 1853;
notiunile de inel si corp algebric — R. Dedekind (1831 — 1836) — - 1871;
teoria multimilor — G. Cantor (1845 — 1918) — 1872;
introducerea numerelor rationale prin taieturi — Dedekind — 1872;
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o  transcendenta numarului e — Charles Hermite (1822 — 1901) — 1873;

O  denumirea de subgrup — Sophus Lie (1842 — 1899) — 1874;

o  teorema Rouche — E. Rouche — 1875;

o transcendenta numarului © — Ferdinand Lindemann (1852 — 1939) — 1882;

o introducerea axiomaticd a numerelor intregi — David Hilbert (1862 — 1943) —
1900;

o  rezolvarea problemei paralelismului:

- geometria hiperbolica — Nikolai Ivanovici Lobacevski (1792 — — 1856) —

1829;

- geometria hiperbolica — Janos Bolyai (1802 — 1860) — 1831;

- geometria elipticd — Riemann Benhard — (1826 — 1866) — 1854 ;

- geometria neeuclidica este geometria proiectiva care lasa o cuadricd fixa —
Cayley Arthur (1821 — 1895) — 1859;

- orice grup de transformari genereaza o geometrie (axioma) — programul de la
Erlangen (1872) — Felix Klein (1849 — 1925);

- sistemul axiomatic al lui Hilbert — David Hilbert (1862 — 1943) — , Bazele
geometriei” — 1899;

Prin profunzimea ideilor si a modului de exprimare, ,,Bazele geometriei” lui Hilbert

a devenit cartea de temelie a matematicilor moderne si metoda axiomatizarii In sensul
Hilbert a fost generalizata pentru toate ramurile noi ale matematicii. Totusi, pentru usurarea
intelegerii geometriei afine si euclidiene, astdzi se adoptd o constructie a geometriei cu
ajutorul unei axiomatizari bazate pe algebra liniard. Acest fapt este in concordantd cu
schimbarile determinate de noul curriculum, de noul sistem de evaluare si de noile
manuale.
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TEOREMELE FUNDAMENTALE
ALE
ALGEBREI LINIARE ,
GEOMETRIEI AFINE

SI
GEOMETRIEI EUCLIDIENE

NECULAI STANCIU!

1. Introducere.

Punctul de plecare al acestui articol il constituie un principiu emis de Felix Klein in
memoriul ,,Consideratii comparative asupra noilor cercetdri geometrice”, la Erlangen, in
1872, cunoscut sub numele de Programul de la Erlangen. Cu ajutorul acestui principiu sunt
definite: algebra liniara, geometria afind si geometria euclidiand cu ajutorul invariantilor
unui grup de transformadri. Prin emiterea grupului, am identificat sistemul axiomatic ca o
teorie a invariantilor fundamentali (puncte, drepte, relatia de incidentd, de ordine, de
egalitate, de paralelism, de continuitate) ai unui grup de transformdri. In acest sens, ca s
studiem o disciplind matematica este esential sd determindm grupul in raport cu care
notiunile ei sunt invariante.

In elaborarea acestui articol, am tinut cont ci acum la liceu, se adopti o
constructie a geometriei cu ajutorul unei axiomatizari bazata pe algebra liniard, care
permite imbinarea metodelor sinteticd si analitica in studiul geometriei si usureaza
intelegerea geometriei afine si a geometriei euclidiene.
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2. Algebra liniara — Teorema fundamentala

Notiunile de spatiu vectorial, aplicatie liniara precum si proprietatile acestora sunt
tratate in [1] si [2]

Fie V si W doua spatii vectoriale peste corpul K cu

dim ¢V =nsi

dim W =m.

2.1. Teorema (fundamentala a algebrei liniare).
f ¥V — W ,este aplicatie liniara daca si numai daca ecuatia ei

matriciala este de forma
A
y a,; dp a;, | X
: Ay Ay e Ay, || X,
Y=AX(y, |= ), (3] p.32)
y aml amZ amn xn

2.2. Teorema. Operatia de compunere determind pe multimea transformarilor

liniare bijective ale unui spatiu vectorial V peste corpul K o structura de grup.
Demonstratie :Fief : V. — V, o transformare liniara bijectiva de ecuatie

Y =AXsig: Vo>V

o alta transformare liniara bijectiva de ecuatie Z = BY.Avem Z = (BA) X,

deci(a)gof : V — V este o transformare liniara,

conform teoremei 2.1.Daca f : V — V este data de ecuatia Y = AX,

atunci X = A™Y si conform teoremei 2.1, avem (b)f™" : 7V — V

este o transformare liniara .

Din (a) si (b) rezulta c.c.t.d.

2.3. Definitie. Grupul din teorema 2.2 se numeste grupul liniar (vectorial) general
al spatiului vectorial V si se noteazd GL(V).

2.4. Definitie. Vom numi algebra liniara a spatiului vectorial V peste corpul K,
studiul proprietatile sistemelor din V care sunt pastrate de transformarile grupului GL(V).



3. Geometria afina— Teorema fundamentala

Fie V un spatiu vectorial peste corpul comutativ K, A o multime nevida
sif:4x4 >V

o aplicatie care asociaza fiecarei perechi de elemente A,B € 4
vectorul f(A, B) notat AB,

astfel incat:1)VA.B,C € 4, AB+BC = A—C;Z)EIO € A, astfel
incat aplicatiaf, : 4 >V

f, (A) = OA este bijectiva.
3.1. Definitie. Aplicatia f cu proprietatile de mai sus se numeste structura afina.
3.2. Definitie. Multimea A dotatd cu structura afind f se numeste spatiu afin
asociat spatiului vectorial V peste corpul K. Prin conventie elementele lui A se numesc
puncte. Spatiul afin A asociat spatiului vectorial V peste corpul K cu structura afina f se
desemneaza deseori prin tripletul (A, V/K, f). dimg A=dimg V. def
Fie A, si A, doua spatii afine asociate spatiilor vectoriale V, si V, peste acelasi
corp K.
3.3. Definitie. Se numeste transformare afina a spatiului afin 4, in spatiul
afin 4, o aplicatie

7: A4, = A4, cuproprietatea ca 3O € 4, astfel incat aplicatiaT: V, = V, data
de T(OA,) = 7(0)7(A,),

VA, € 4, safieliniara.Transformarea liniara T se numeste urma

transformarii afine 7.
3.4. Teorema (fundamentald a geometriei afine) t: A} — A, este transformare
afina dacd si numai daca este data de ecuatia Y = AX +B.(dim x A; =n, dim ¢ A, = m)
([3], p- 245, [4], p.- 140)
3.5. Teorema. Operatia de compunere determind pe multimea transformarilor
afine bijective ale unui spatiu afin A o structurd de grup ([4], p-136).
3.6. Definitie. Grupul din teorema 3.5. se numesc grup afin si se noteaza GA (A).
3.7. Definitie. Se numeste geometrie afind studiul proprietatilor
invariante ale spatiului afin la actiunea grupului afin.



4. Geometrie euclidiana — Teorema fundamentala

Printre spatiile afine distingem o clasa importanta, spatiile punctuale euclidiene.
4.1. Definitie. Un spatiu vectorial real V dotat cu un produs scalar (< -, - >) se
numeste spatiu vectorial euclidian.

4.2. Definitie. Un spatiu afin € asociat unui spatiu vectorial euclidian E se

numeste spatiu punctual euclidian. dim g € = dim g E.
Fie E; si E; doua spatii vectoriale euclidiene.
4.3. Definitie. Aplicatia T : E;, — E, se numeste ortogonala daca

pastreaza produsul scalar(.,.).
Fie & si & doua spatii punctuale euclidiene asociate spatiilor vectoriale
euclidiene E; si E; (dim g E =1, dim & = m).

4.4. Definitie. O transformare afini 1: & = &, se numeste izometrie dacd urma
saT: E; = E, este ortogonala.

4.5. Teorema. T: E; = E, este ortogonala daca si numai daca matricea asociatd A verifica
relatia TA A =1,

N Lj=k . —
((*); a,a, =0, = {O,j L Vikeln)
([4], p- 90).

4.6. Teorema (fundamentald a geometriei euclidiene). Transformarea 1: £ = &,
este izometrie daca si numai dacd este datd de ecuatia y = AX +B si matricea A verifica
relatia TA*A =1, .

Demonstratie: rezultd imediat din definitia 4.4 si teoremele 3.4 i 4.5.

4.7. Observatii.

a) Daci dim g €; = dim &, =n se obtine teorema fundamentali a geometriei

euclidiene in spatiul punctual euclidian &,.

b) Teorema fundamentald a geometriei euclidiene plane, respectiv teorema
fundamentala a geometriei euclidiene in spatiu se obtine din teorema 4.6. pentru m = n=
2, respectivm =n= 3.

C) O altd demonstratie pentru teorema fundamentala a geometrie euclidiene
in spatiu se bazeaza pe proprietati elementare ale izometriilor planului ([4], p. 98).
d) O alta demonstratie pentru teorema fundamentala a geometriei euclidiene

in spatiu se bazeaza pe proprietati elementare ale izometriilor spatiului ([4], p. 98).
4.8. Teorema. Multimea izometriilor bijective ale unui spatiu punctual euclidian
dotat cu operatia de compunere constituie un grup.

Demonstratie. Fie 1. €&, izometrie cu urma sa T: E™E. Din teorema
3.5.compunerea a doud aplicatii afine bijective este o aplicatie afind si in plus
compunerea a doud aplicatii ortogonale este o aplicatie ortogonald. Deci avem (a)



compunerea a doua izometrii bijective este o izometrie. Tot din teorema 3.5. inversa unei
aplicati afine bijective este o aplicatie afind si In plus inversa unei transformari
ortogonale este o transformare ortogonala. Deci avem (b) inversa unei izometrii bijective
este o izometrie.

Din (a) si (b) rezultd ca multimea izometriilor bijective ale unui spatiu punctual
euclidian dotata cu operatia de compunere constituie un grup.

4.9. Definitie. Grupul din teorema 4.8. se numeste grupul izometriilor spatiului

punctual euclidian € si se noteaza GI(€).
4.10. Definitie. Se numeste geometrie euclidiana studiul proprietatilor invariante
ale spatiului punctual euclidian la actiunea grupului izometriilor (studiul acelor

proprietiti care sunt pastrate de transformirile grupului GI(€), adica de izometrii).
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Media integrala a unei functii si aplicatii
de Florin Antohe

Scopul acestui studiu este de a introduce notiunea de medie integrala intr-un
punct, de a ilustra cateva proprietati ale acesteia si de a aplica apoi tehnica de lucru datd de
aceastd notiune la rezolvarea unei probleme, cu scopul declarat de a-i scoate in evidenta vitutile
creatoare. Vom obtine astfel cateva rezultate mai generale legate de o clasa de ecuatii functionale.

Problema 1. Fie f:[0 ;00)— [0 ; ) o functie cresciatoare cu proprietatea ca exista ac (0 ;1)
astfel incat : [ f()dt = [ f(t)dt Vxe[0; ). 1)

0 0
Sa se arate ca f(x)=0 , pentru orice x [0 ; ).

Solutia 1.
Fiind monotond , f este integrabild pe orice interval [0,x] , x>0 (adica este local

integrabild). Efectudnd schimbarea de variabilda u(t) _t in integrala din membrul drept al
a

relatiei (1) obtinem ca:

af f(tdt = a.X[ f (at)dt

si deci (1) devine: j[ f(t)—af(at)]Jdt=0 , Vte[0; o).

Deoarece ae (0 ;1) rezulta cd at<t, V te [0 ;x] si folosind faptul ca f este crescatoare deducem ca
f(at) < f(t) & —f(at) > —f(t) sideci:
f)-fa)>d-ayf(), vte[0;x].
Folosim acum monotonia integralei in raport cu integrandul si rezulta:

0= j[ f(t)—af (at)]dt > (1- a)JX. f (t)dt. (2)
Fie t, €[0,X). Atunci, cum f(t)> (;, Vte[0;0), avem: 0

JX- f(t)dt = ]l f (t)dt +j- f(t)dt > JX. f(t)dt, (3)
dar f este crescatoare si deci 0f(t) > f(to)o, Vte [tot,x] , de un(tie deducem ca :

i fdt> f(t,)-(t—x,)

t

si atunci din (2) si (3) rezultda ca (1-a)-(t—X,)- f(t,) <0
Cum 1-a>0 , t-x,>0 si f(t,)> 0, rezultd f(t,)=0 si cum x, t, au fost luate arbitrar rezultd ca
f(x)=0, Vxe[0 ;o).
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Solutia 2.
Faptul ca f este integrabila, ne asigura ca F(X):I f(t)dt ,xe[0;00). este o functie continua (4) .
0

In plus, F(0)=0. Relatia (1) se scrie acum :
F(x)=F(ax)
din care obtinem ca :
F(x)=F(ax)=F@’x)=..=F(@"x) , VneN, Vxe[0 ;o). si deci :
F(x) =limF(a"x).

Dar a"x — 0, cand n—> o0, Vxe[0; o), iar F este continui in zero , ceea ce inseamna ca :
limF(a"x) = F(0) =0 sideci F(x)=0, Vxe[0; ).
N—o0

X
Prin urmare : If(t)dt =0, Vxe[0; o). Luam t,[0,x) si atunci , cum f este crescatoare
0

obtinem : 0 = j f(t)dt = j f (t)dt +I f (t)dt > j f(t)dt > (x—t,)- f(t,).

ty )

Observatie : Prima Intrebare pe care putem sa ne-o punem este daca concluzia acestei problemei
ramane valabila si in cazul in care f este descrescatoare. Cu solutia 1 nu putem da raspuns , dar
solutia 2 se adapteaza astfel.

Integrabilitatea lui f si deci continuitatea lui F se pastreazd si In situatia in care f este
descrescatoare. Prin urmare obtinem in mod analog ca :

jf f(Hdt=0, Vxe[0; o).

si cum f este descrescatoare avein :
if(t)dtz X f(x), Vxe[0; o).

din care obtinem : x- f(X) <0, Voxe [0 ; ), relatie adevarata pentru x>0 numai daca f(x)=0.
Asadar am obtinut in acest fel o noua problema.
Problema 2. Fie f:[0;0)—[0; o) o functie descrescitoare cu proprietatea ca exista
ac (0,1) astfel incat JX. f(t)dt = T f(t)dt Vxe[0; ). Atunci f(x)=0, Vxe[0; ).
Observatie : Spre deoosebire de c(;zul in care f este crescatoare, aici nu mai avem in general f(0)=0
, dar problema raméane totusi interesantd. S-ar parea cad solutia 2 care ne-a permis obtinerea
acestei probleme este mai generala decat solutia 1.

In continuare prezentadm adevarata problema sursa :

Problema 3. Fie a,be(0; ) cu a+b<1 si f:[0; c0)—>[0; o) o functie cresciatoare astfel
incat :



X ax bx
[fdt=[fodt+ [ ftdt, Vxe[0; ).
0 0 0

Sa se arate ca f(x)=0 , pentru orice x [0 ; ).

Rezolvare :

Folosind argumentele de la rezolvarea problemei 1 si ideea din solutia 2 , din (4) rezulta :
F(x)=F(ax)+ F(bx) , Vxel0; o). (5)

care este o ecuatie functionald mai greu de prelucrat decat cea obtinuta la problemele 1 si 2. Vom

incerca sa o abordam prin cealaltd metoda. Obtinem din (4) ca :
X

j[f(t)—af (at)—bf (bt)]dt =0 , Vxe[0; ©).
0
st luand t, < X arbitrar, va rezulta ca :

f (t)—af (at)—bf (bt) = (1—a—b) f (t) si deci:

i[f(t)—af (at) — bf (bt)]dt > (l—a—b)i f(t)dt > (l—a—b)i f(tdt>(1-a-b)(x—t,)- f(t,),

adica f(t,)=0, caci 1-a-b>0, x—t, > 0.
Media integrala a unei functii

Fie f:[0,0) >R o functie local integrabild, adicd o functie integrabila in sens
Riemann pe orice interval de forma [0,x], cu 0<x<co. Media integrald a functiei f pe intervalul
[a,b] [0 ; ) este , prin definitie :

1 b
y[f]zagf(x)dx

X
in timp ce functia g [ f](X) = % I f(t)dt, 0<x<oo , se numeste media integrald Cesaro a functiei
0
f. Media integrala apare in teoremele de medie pentru integrala Riemann : daca f este continua
atunci exista ce[a,b] , astfel incat g4 f]= f(c).
Media integrala Cesaro este o transformare integrald care conserva monotonia pentru anumite
clase de functii.
Ex: Daca f:[0,0)—>R este continud si monotona si g [f]:(0;0) >R este media integrala

Cesaro a lui f, atunci g [ f]este monotond si are acelasi tip de monotonie cu f. Proprietatea

ramane valabila si daca f nu este continua.

Vom considera in continuare valoarea limitd a mediei integrale , notiune care ne va fi utila la
rezolvarea problemei 3.

Definitie: Fie f:I - R o functie local integrabila. Functia M :I—> R.

1 X
f(tdt, vV x, eI,
x—xox[ ®) )

M, (X,) = lim

X>X(



in ipoteza cd limita exista , se numeste media integrald (la dreapta) a lui fin x .

Este clar ca media integrald a lui f in x, este limita mediei integrale a lui f pe intervalul [x,,x],
limitd calculata cand x tinde la x, , cu valori mai mari decat x .

Observatii :

1. Notiunea de medie integrald intr-un punct este usor improprie. Ea este de fapt derivata
primitivei functiei f.

2. Deoarece functia f este local integrabila , rezultd ca functia F :1 >R,

F(x)= I f(t)dt , xel este continua pe I si deci :

Xo

L FO-F(x) . 1
M f (XO) = }LI%X_—XO = lhlilgﬁ ;" f(t)dt

X>X( 0

Teorema 1. Fie [Ic R un interval , f :1 - R o functie local integrabila si f :R—> R definita prin :

- f(x),xel
f(x):{O(XXZE)I(E

Atunci f admite primitive pe I dacd si numai daca : M- (x) = f(x) , Vxel.

Demonstratie :
"=" Fie f o primitiva a lui f pe I. Atunci F’=fsi Vxel. cu [Xx—7n,X+71]c | avem , cu formula
x+h
Leibniz-Newton , % j f (x)dxdx = %[F(x +h)=F(X)], Y0<|h|<7, deci:
x+h

Lin%% J. f(x)dx = Lirr(}%[F(x+ h)—F(x)]=F (x) = f(x).

0<|h|<n
Dacd X, € | 51 X, =1inf | (respectiv X,=sup | ) se procedeaza in mod asemanator.

"<"Fieae | fixatsi F(X)= j f(t)dt,x e |. Atunci :

x+h

jf(t)dt,Vx,x+he . si M (0=Tf(x)

Fx+h)-Fx) 117 7 1
- _h“ f (t)dt !f(t)dt}h

a

inseamna ca lim
h—0

F(X+hg—':(x):|\/|f(x): f(x), Vxel.

deci F este derivabila in x si F’(x)=f(x), adicd F(x) este o primitiva a lui f pe L.

Demonstratia este completa.

Corolarul 1. Daca f:I—>R este local integrabila si admite primitive atunci
M, (x)= f(x),Vxel.

Teorema 2. Fie f :1 >R monotona si X, € | . Atunci :
a) daca f este crescatoare : f(X,) <M, (X,) < f(X, +0);
b) daca f este descrescatoare : f(X,) =M, (X,) = f(X, +0);



Demonstratie:
Tratam doar cazul a) , pentru b) procedandu-se analog.
Fiind crescdtoare, f este local integrabila. Pentru orice X €[X,, X] avem:

f(x,)< f(t)< f(x)

deci : f(xo)-(x—xo)gif(t)dtsf(x)-(x—xo),x>x0

: 1 ¢ : - : : . :
adica f(x,)< ﬁj f(t)dt < f(X) de unde prin trecere la limitd obtinem inegalitatea din
X=X) 5
enunt.
Corolarul 2. Daca f este continud (la dreapta) In X, atunci M, (X,) = f(X,).

Demonstratie. Punand F(X) = j f(t)dt,x > X,, atunci F este derivabila la dreapta in X, si:

Xo

=F'y (%)= f(xo)-

Observatie. In demonstratia teoremei 2 mai trebuia aratat ca, In cazul in care f este monotona pe
I, media integrala exista in orice punct X, € | .

N
>0

M (%,) =lim P, ”2_ FX,)

Conform corolarului 2, trebuie sd demonstrdm ca afirmatia este valabila pentru X, € | cu

proprietatea ca f nu este continua in X, . Are loc :

Propozitie : Dacd f : - R este monotona , atunci VX, € | , existd M (X,).

Demonstratie : Functia f filnd monotond, ea este local integrabild, adicd f este integrabila pe
[X,,X], pentru orice X > X,, X< |. conform criteriului Lebesgue de integrabilitate Riemann , f

fiind continua a.p.t pe [X,, X].

Fie X, un punct de discontinuitate al lui f. Cum f este monotona, f are numai discontinuitdti de
prima spetd , adica f are limite laterale (finite) in X, .

f(X),x e (X,,X]

Considerdm f :[x,,x] >R, ?(X):{f(x 0), X = X
O+ s A= Rg-

Atunci : .[ f(t)dt = I?(t)dt sideci M (X,) =M< (X,), In ipoteza cd aceasta din urma exista.

Xo Xo
Dar f este continui la dreapta in X, si deci, pe baza corolarului 2, M—(X,) existd si este egald

cu f(x,+0).

Propozitia 2. a) Daca f> 0, atunci M, > 0;



b) Daca f este pozitivd si monotond atunci si M, este monotona §i are aceeasi
monotonie cu f.

Demonstratie :
a) Este evident ;
b) Fie f crescatoare si X, < X, . Alegem h>0 astfel incat x, + h < x,. Pentru t €[X,,X, +h],
X €[X,,X, +h] avem :
f<fx,+h)y<f(x,)<fu)< f(x,+h)

sideci :
XTh f(dt<h-f(x,)< XThf (w)du,
adica lj ot < lj T,
h 3 h

de unde rezulta M, (x,) <M, (X,), c.c.t.d.

Putem acum sa rezolvam problema 3 prin intermediul notiunii de medie integrala (intr-un punct).
Solutie:

Fie x,>0. Din (1) deducem ca :

bx,

[fmdt= [ fodt+ [ f b,
0 0 0
care scazuta din (1) ne da:

X ax bx
[fdt= [ fydt+ [ f(tydt,vx> x, , adica:

Xo ax, bx,
1 X a ax b bx
f(H)dt=———— | f(t)dt+ f(t)dt,
x—xOXj0 ® ax—aXOaJX-0 © bx—beb-X[o ©
de unde rezulta (f este monotona) ca:
M (X,)=aM, (ax,)+bM (bx,) (6)

Deoarece M, este crescatoare , caci f este crescatoare si a<l , b>1, avem ax, <X,, bx, < X,,

deci :
M, (ax,) <M, (x,) si M, (bx,) <M, (X,) siatunci din (6) rezulta :

M f (Xo) < (a+b)M f (Xo) = (l_a_b)M f (Xo)S 0
s cum a+b<l , adicd 1-a-b>0 , rezulta cu necesitate ca M, (X,) < 0.
Dar f este pozitiva si deci M (X,) >0 ceea ce impune M (X,) = 0.
Folosind teorema 2, punctul a) rezultd : 0 < f(X,) <M/ (X,) =0 ceea ce impune f(X,)=0.

Cum X, a fost luat arbitrar, deducem ca f(x,)=0, Vx €[0;0). In acelasi mod se poate rezolva
problema 2 si urmatoarea problema :



Daca a,,a,,...,a, €(0;0) cu a;a,,..,a, <lsi f:[0,0) ->[0;0)este o functie crescatoare
X noax
astfel incat : _[ f(t)dt = Z I f(t)dt , Vx €[0;00) atunci f =0.
0 i=l o
Observatii :
1) Notiunea de medie integrala intr-un punct este improprie si pentru faptul ca , f fiind local
integrabila , este integrabild Riemann pe orice interval [0,a] si deci , pe baza criteriului Lebesgue
de integrabilitate Riemann , f este continua a.p.t.
Aceasta Tnseamna ca , exceptand o multime A neglijabila, avem f continud pe [0,a] si deci
M ; (X) coincide 1n aceste puncte cu f(x).

De fapt, pentru x €[0,a]\ A, M (X) este chiar o derivata ( a functiei F(x)=_[ f (t)dt, care este o
0

primitiva a lui f pe orice interval pe care f este continua).
2) Media integrala a unei functii Intr-un punct , M, (X,)este legatd de media integrald Cesaro

F(x) prin relatia urmatoare:
F(x)—-x,F
M . (XO) — llm X (X) XO (XO) )

X=>Xo X—= XO

X>X0

adica M este derivata functiei XF(X), unde F este media integrald Cesaro.

3) Pe baza teoremei 1 , dacd f este local integrabild si admite primitive pe I , atunci
M, (x)= f(x),Vxel.

Daca privim pe M, ca un operator definit pe multimea functiilor local integrabile, rezultatele
anterioare aratd cd multimea punctelor fixe ale lui M, contine clasa functiilor care admit
primitive.

4) Putem defini media integrala intr-un punct si printr-o limita simetrica :
Xo+h

o1
M (%) = }gmxoj fod,

sau printr-o limita la stdnga, obtinand astfel notiuni usor diferite.

Indicam in continuare §i alte probleme care pot fi rezolvate in acelasi fel ca si cele
tratate anterior.
Problema: Determinati functia cresciatoare f:]0;00) — [0;0) pentru care

T f(t)dt = j f (t)dt, Vx € [0;0).
lgroblemz'l 0 : Determinati functia descrescatoare f:[0; o0) —[0;0) pentru care
T f(t)dt = j f (t)dt, vx € [0;00).

Ifroblemz'l:oDeterminagi functiile crescatoare f:[0; 0) — R care satisfac relatia:

k

[ f(Hdt=0,vx>0, unde k N, k 2 (fixat).



Rezolvare:
Punem F(X):I f(t)dt sirezulta : F(x*) = F(x),Vx € (0;0). din care obtinem, pe rand ,
0

FO)=F(x*)

1 1

F(x)=F(x)

F(x) = F(x)

F(x)= F(x¥")

care conduce la F(x)=lim FLX""} =F(1),vx>0.

F(X)—F
Atunci M, (x,) = lim ~ O =F ) _ g o ¢ (0:00).

Xy X — )(0

X>X(

Cum f este pozitiva si crescatoare din 0 < f(Xx,) <M, (x,) =0 rezulta f(x,)=0,VX, € (0;0)
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UN CAZ DE REZOLVARE AL ECUATIILOR DE GRAD 7

-DE MARCU STEFAN FLORIN -PROFESOR CALARASI-
Fie un polinom de grad 7 de forma:

fe R[X],f=X7+a1X5 +a,X +a;X+a, cu a, ap a3 aseR (1)

Ne propunem sa aflam in ce conditii ecuatia algebrica f(x)=0 poate fi
“rezolvabila prin radicali”,si mai mult, sa rezolvam aceasta ecuatie.

Observatia 1
Se stie ca orice polinom de grad impar cu coeficienti reali admite cel
putin o radacina reala.

Observatia 2
Vom presupune a,#0 ,cautand solutii reale nenule ale ecuatiei f(x)=0 .

Proprietatea 1

Ecuatia f(x)=0 cu f avand forma (1) poate fi rezolvabila prin radicali ,daca
au loc relatiile:

7a,=2a; si49a,=a; (2)

Solutia 1

Cautam solutii reale de forma x=utv, u,v €R. Notam uv=b si folosim
urmatoarele identitati:
(u+v) =u"+v"+7uv(u’+v) 2 1u*v (W) 350’V (ut+v)
(u+v) =w’+v+5uv(u’+v7)+10u*v (u+y)
Deducem: u™+v'=x-[5b(x*-3xb)+10b” x]
Respectiv: u'+v/=x'-7b(x’-5bx’+15b*x-10b’x)-21b* (x’-3xb)-35b’x=
=x'-7bx*+14b’x’-7b’x

Asadar { u+v = x-7bx>+14b*x>-7b°x
uV= b’

Numerele u’ , v’ pot fi privite ca fiind solutii ale ecuatiei:

t*-( x'-7bx"+14b’x’-7b°x)t+ b'=0
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Notam x’-7bx’+14b’x>-7bx =-C si obtinem :

41=—CHVC —db” . —C-C’-4b

2 ’ 2

In consecinta , numarul de forma:

X:a/—cﬂ/cz —4p’ ﬂ/—c:—«/cz —ap’
2

2

este solutie a ecuatiei:  (3) x'-7bx’+14b*x’-7b’x+C=0 .

Notand C=7ay; -7b° =a3 ;14b2 =a,;-7b=a; ecuatia (3) devine ecuatia
f(x)=0.

Mai mult: 7a,=7-14b>=2a>  si49a; =(-7b)’=a’ .
Asadar, se confirma relatiile (2).

Solutia 2
Aceasta solutie vine in completarea solutiei 1,deoarece vom rezolva ecuatia
afland efectiv forma solutiilor.

Vom cauta pentru ecuatia f(x)=0 solutii reale nenule de forma :
x,=a+X | cukeN k>2 siaeR-Q.
o
Urmarim ideea ca printr-o substitutie de forma x—>x+5 Xx#0 sa ajungem
X

la un
polinom de forma:

(4) g=x’ +M7+a4 ,cux=0 ,a,=#0.Calculam deci g(x)=f(x+§ ).
X

Obtinem succesiv:



K

4 5 6
(x+§ ) = Tk 2 TRACH35K x+35 K 421 3 +7k—5+( ;)7.
X X

X

Kys_s 3 2 k’ k' Kys
(x+2) =x°+5kx* +10k > x+10-—+5 5 +(Z)* .
X X X X

K k? K
o) =X A3kx A3 —)
(xH5) = 43kt 3 54 )

Asadar: g(x)=x"+(7k+a,)x’+(21k*+5ka;+a,)x>+(35k’+10a, k*+3a.k+az)x+

N 35k* +10a,k’ +3a,k* +a,k +21k5 +5ak* +ak’ +7|<6 +a,k’

X X x>

+( Ky,
X

Polinomul g va avea forma (4) daca au loc conditiile:
7k+a1=0
21k*+5ka;+a,=0
35k*+10a,k*+3ak+a;=0
35k*+10a,k*+3a.k*+ask=0
21k>+5a,k*+ak’ =0
7k%+a, k=0
Rezolvand acest sistem obtinem: a;=-7k; a,=14 kz; a;= -7k’ (%)

Observatia 3

Polinomul f are forma:

= x"-7k x>+14k*>-7k* x+a, ,cukeN, k>2, a,#0

Eliminand k din relatiile (5) ,regasim conditiile: 7a,=2a; ,respectiv
49a3=a’.

In aceste conditii sa rezolvam efectiv ecuatia f(x)=0.

Observatia 4

Deoarece g(x)=f (X‘i‘E) , obtinem ca, daca x, este solutie a ecuatiei
X

g(x)=0, atunci



X0+L este  solutie a ecuatiei f(x)=0.
XO

Avem g=x+ ( K)7 +a,  Notam x'=t si obtinem :
X

g(x)=0 ot +ast+k’=0 unde A=a>-4k’

VA . —a,-A

a)Daca A >0= t1=_a4T si t=

Ecuatiile x'= ty. x'=t, admit solutiile reale:

_|-a,+4A _|-a,-vA
X1_7— ,X2_7—
2 2

Asadar g(x)= g(x,)=0=>f(x, +X£) = f(x, +X£) 0.
1 2

Observatia 5

Kk k
X; +— =X, +— este adevarat deoarece X;X,=k.
Xl XZ

Deci solutia reala a ecuatiei f(x)=0 este de forma:

- A
xozgf a4+\/_+ K eR-Q sau
2 |-a, +vA

ond_a4+a+d_a4_a |

2 2



b) Daca A<0= t,= ; t)

—a, +iv-A _ —a,—iV-A
2 2

Din relatiile lui Viete stim ca t;+ t,=-a4 si t;t,=k’

. . e T .
Daca notam cu x; orice solutie (complexa) a ecuatiei x'=t; respectiv cu
X, orice solutie (complexa) a ecuatiei x'=t, obtinem x;x, =k’ < (x4
X,)'=k’

Daca privim aceasta relatie ca fiind o ecuatie in necunoscuta Xx;x; ,obtinem
o solutie reala si anume x;x,=keN

Mai mult ,deoarece L=t < x,= x| =(><1)7 , putem avea X,= X

: : k k -

Atunci solutia xo= X; +—=X,+— =X; +X, €R, chiar daca x;,x, €C
Xl XZ

In continuare vom lucra in cazul A >0. Celelalte solutii ale ecuatiei g(x)=0

,vor fi numere complexe provenind din rezolvarea ecuatiilor x'=t; si x'=t,

Folosind scrierea sub forma trigonometrica a numerelor t;t, obtinem:

X, =t [eos(“27) 4 sin(*T7)) L vn=ie  (6)
X, =3 [cos(ZE)H sin(2E)] L va=ig  (7)
Observatia 6

Evident ,ne intereseaza doar solutiile complexe ale ecuatiilor x'=t, si xX'=t,
Vomnota z,= cos(znTﬂ)H sin(znT7Z ) LV n=L6
Observatia 7

|zn|=1:>Z=Zi Vn=1,6

n

Obtinem deci g(x . )= g(x’ )=0=> f(x’ +< )= fx'+X)  wn=1,6
Xn Xn



Propozitia 1

k ;
X, +—= X, +— ,Vn=
Xy X,
Demonstratie : x ,+—=1/t, z,+ =1/t ZH+LZ
.k k K —
Xn_{—_ :7t22n+ :7tzzn+ Zn
Xn 1 tZZn 1 t2

Deoarece tity=k'= k=1ft, ift,

x'n+X£,={/Ezn+{/EZ

n

x;+%:{/€zn+i/fz
n

Atunci:

Deci , propozitia 1 este evident adevarata.

Propozitia2  {x.+-~ ,n=16 }={ x'+<  n=16} .
X X

n n

Demonstratie :

Elementele primei multimi sunt numere complexe si sunt conjugate doua
cate doua. Analog si elementele celei de-a doua multimi. Folosind si
propozitia 1, se observa imediat egalitatea celor doua multimi.

Asadar, cele 6 solutii complexe ale ecuatiei f(x)=0 au forma:

—a A J—
Xn=7 L\/_Zn + # Zn sau
2 “a,+VA



R N
2 2
Aplicatie

Sa se arate ca numarul x=4/8 (1+3/2) este solutie a ecuatiei :

X -14x°+56x>-56x-24=0 .

Sa se rezolve apoi ecuatia.
Demonstratie
Evident un calcul direct este destul de complicat. Aplicand cele de mai sus
avem:
k=2,3,1:-14,3,2:56,&3:-56,a4:-24:>A:64
Atunci , solutiile sunt de forma:

X0:7\/242+8 +7\/242_8 =2/16 +3/8 ( solutie reala )

Solutiile complexe sunt de forma :
x. =416z +Y87. , ¥ n=16 ,cuz, = cos(znT”)H sin(Z”T” ).

Observatia 8

Aplicatia de mai sus poate fi privita in urmatorul context mai general:
“Sa se gaseasca o ecuatie algebrica de grad 7,f(x)=0 unde f are forma (1)

care sa admita solutia reala xo=i/k_3 +4k* , unde keN, k>2 fixat
arbitrar « .
Demonstratie

Folosind notatiile din aceasta nota avem,xl=\/k_3 , x2=§/k_4 =t,=k’,
t,=k* .Dart,+t,=-a,= a,=-k’-k*.



Ecuatia cautata va avea forma:
x7-7kx’+14k*x°*-7k*x , - k*-k*=0 ,keN ,k>2 .
Observatia 9

Analog se pot construi polinoame care sa aiba forma (1) si sa admita
radacini reale de tipul XO=W+K/k_6 sau X0=7\/k—2+7\/k—5 ,unde  keN,
k>2.



Impartirea numerelor naturale si impartirea numerelor intregi

I) Impartirea numerelor naturale

Teorema impartirii cu rest: d=ic+r, 0<r<1.

“Deimpartitul este egal cu impartitorul ori catul plus restul”.

Daca i=0, avem a:1=a.

Daca d=0 si i#0 avem 0=1-0. Deci 0:a=0, a=0.

Daca d#0 si i=0 vom avea d=0c+r, dar 0<r<l1, insa i=0, deci impartirea cu 0 nu este posibila.

Daca d=0 si i=0 vom avea 0=0c+r, , ceea ce ar fi adevarat daca r=0.

Probleme

1. Delia a avut o suma de lei din care si-a propus sa-si cumpere numai caiete. Ea si-a putut cumpara doar 10
caiete cu 5750 lei bucata. Ce suma a avut Delia?

Rezolvare:

Daca notam suma Deliei cu S, atunci avem S=5750-10+R, unde 0<R<5750.

Daca R=0, atunci S=57500.

Daca R=1, atunci S=57501.

Daca R=5749, atunci S=63249.

2. Radu are doua clasoare in care are in total 131 timbre. Daca imparte numarul timbrelor dintr-un clasor la
numarul timbrelor din celalalt clasor obtine catul 3 si restul 15. Cate timbre are in fiecare clasor?

Rezolvare: Avem nevoie de o figura.

I . . . - .
]:[ ————p
Figure 1

Si prin metoda figurativa deducem ca in clasorul al doilea va avea (131-15):4=29 timbre, iar atunci in primul
clasor vor fi 3-:29+15=102 timbre.

3. Intr-o impartire cu rest a doua numere naturale se stie ca suma dintre rest si impartitor este 15, suma dintre
cat si impartitor este 17, suma dintre rest, cat si impartitor este 18. Aflati numerele.

Solutie:

D=C-I+R, 0<r<I

R+I=15
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C+I=17

[+C+R=18

Din ultimele doua relatii obtinem 17+R=18, de unde R=1. Apoi din a doua si ultima relatie obtinem C+15=18,
de unde C=3. Apo inlocuind in a doua relatie avem I=14., iar din prima relatie D=43.

4. Suma a doua numere este 340. Daca impartim numarul mai mare la jumatatea numarului mai mic obtinem
catul 3 si restul 25. Aflati numerele.

Solutie:

Notam x si ye N cele doua numere.

Presupun x<y.

Atunci x+y=340 si y=0,5x-3+25, cu 0,5 x>25.
x+% x+25=340.

> x=340-25
2

§x=315
2

x=126
y=340-126
y=214

5. Diferenta a doua numere este 94, iar ea intrece cu 23 sfertul numarului mic. Aflati numerele.

Solutie:Notam x si ye N cele doua numere. Vom avea x-y=94 si X-y-23=% y.Obtinem 94-232% y.

i y=71

y=284.

x=y+94

x=284+94

x=378.

6. Impartind numerele 1243, 6532, 1817 la un acelasi numar, obtinem resturile 13, 7 si 2. Aflati impartitorul.
Solutie:

Fie x nenul, impartitorul comun. Atunci conform teoremei impartirii cu rest avem
1243=xa+13

6532=xb+7

1817=xc+2



unde a, b, ¢ sunt caturile din impartirile efectuate. Scadem din fiecare egalitate restul corespunzator si vom
obtine 1230=xa

6525=xb

1815=xc

Cum x este acelasi, inseamna ca el este cmmdc al numerelor date si x >13.

Atunci cum 1230=2-3-5-41

6525=3>5%29

1815=3-5-11°

Inseamna ca x =cmmdc=3-5=15.

7. Sa se afle cel mai mic numar de doua cifre, pe care impartindu-1 la 10, 18, 15 sa obtinem acelasi rest 2.
Solutie:

Fie x numarul cautat; x avand doua cifre este mai mare decat 2.( 2 ar fi fost cel mai mic numar cu proprietatile
cerute).

Deci x-2€ Mg, x-2€ Mjgsi x-2€ M;js; de unde x-2=cmmdc[10,18,15].

Fiind cel mai mic numar cautat.

Avem atunci x-2=90 si x=92.

8.Care sunt numerele naturale cuprinse intre 200 si 300, cre impartite pe rand la 5, 4, 3 sa dea resturile4, 3, 2?
Solutie:

Daca x este un numar ce indeplineste cerintele problemei, inseamna ca

x-4 € Ms rezulta ca x+1 e M;

x-3 e My rezulta ca x+1e My

x-2 € M; rezulta ca x+1 € Mj;

Din ultimele trei relatii obtinem x+1 € M;s 43

x+1e Mg ={60, 120, 180, 240, 300,...}

Cum insa 200<x<300, vom avea x+1=240 deci x=239

x+1=300 de unde x=299.

Numerele cautate sunt 239 si 299.

9. Care exte cel mai mare numar abc care impartit pe rand la 7, 3, 5 sa dea restul 1?

Solutie: Daca abc=x, avem
x-1eMy
x-1eMj;
x-1eMs

De aici rezulta ca x-1€ Mj73 5)



x-1eMjgs

abc-1eM,0s={105, 210, 315, 420, ...., 945}
abc-1=105, de unde abc=106

abc-1=210, de unde abc=211

abc -1=945, de unde abc=946.

Cum abc este cel mai mare numar de trei cifre cu aceste proprietati, vom avea abc =946.
10. Sa se afle doua numere naturale stiind ca cmmdc=4 si cmmmc=144.

Solutie:

Fie a si b numerele cautate. Atunci (a,b)=4 si [a,b]=144.

Cum (a,b)-[a,b]=a-b avem a-b=4-144

a-b=576

Cum (a,b)=4, rezulta a=4k si b=4x cu (k,x)=1.

Prin inlocuire obtinem 4k-4x=576 rezulta k-x=36.

Deci k, xeD36={1, 2, 3,4, 6,6, 12, 18,36}

Numerele a si b cautate vor fi (4,144); (16,36); (36,16); (144,4).

11. Sa se afle cmmdc si cmmmc al numerelor 729 si 576.

Solutie:

Pentru a afla cmmdc avem doua metode: Algoritmul lui Euclid si descompunerea numerelor.

Metoda I: Algoritmul lui Euclid

729 |576 576 153 153 [117 117 |36 36 |9

576 |1 45913 117 |1 108 | 3 36 (4

153 117 =36 =={ —
Figure 2

Cmmdc(729, 576)=9, ultimul rest nenul.

Cum (729, 576)-[ 729, 576]=729-576

[ 729, 576]=46656.

Metoda a II-a: Descompunerea in factori primi
729=3°

576=2°-3

(729, 576)=3"=9

[ 729, 576]= 2°-3°=46656.



12. Ciurul lui Eratostene este o0 metoda cunoscuta inca din antichitate pentru determinarea numerelor prime.
Exemplu.

Sa se afle numerele prime mai mici decat 100.

Solutie:

Se scriu toate numerele de la 2 la 100, apoi se bareaza multiplii lui 2( mai putin 2), multiplii lui 3( mai putin
3), etc.

234567891011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33
34 35 36 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 61 62
63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 8889 90 91 92
93 94 95 96 97 98 99 100

2345 RTROSA LD PRI HNS M 1T 110 MM 23
OIS X ORI O ILOSLOIRM I IA 3T I Q30 41 33 43
A 45 46- 4T FE #0508 50 52 53 M 55 56.59 5850 Bl 41 6l B3
B4 B BE 67 BROBLCFELTL FLOT3 MLFETE T TROTO R0OBL B 83
B4 BS BACHT BE.5Y BLOBL OB B3 8495 DA 07 B DA THA.

Figure 3

Deci numerele prime mai mici decat 100 sunt 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61,
67,71,73,79, 83, 89, 97.

13. Sa se determine restul impartirii lui 1"+2"+3"+4" la 3.(ne N).

Solutie:

1"H24+4"= 1+ (3-1)™H(3+1)"=1+C, 3" Cp'3™ '+ Cu23% % +(-1)" C™ +Cp 3™ C, 3™+ C 23" 2.+
Co"=M;3+2+(-1)".

Daca n este numar par atunci (-1)"=1 si 1"+2"+3"+4"=Mj deci restul impartirii lui 1"+2"+3"+4" la 3 este 0.
Daca n este numar impar atunci (-1)"=-1 si 1"+2"+3"+4"=M3+1 deci restul

impartirii lui 1"+2"+3"+4" 1a 3 este 1.

14. Sa se arate ca daca ne N, atunci n* divide (n+1)"-1.

Solutie:

(n+1)"-1= C,’n™+C,'n™ '+ Cp'n™ .. +Cy - 1= C'n™+Cy'n™ '+ Cp2n™ .. 4+ +C," = nX(C, 0" +C, 'n™>+ C,'n™
A +C 0t Cnn'2+1) este divizibil cu nz, pentru orice n natural, mai mare sau egal cu 2.

Daca n=2 atunci 22| 32-1 ceea ce este adevarat.

Daca n=1 atunci 1| 2-1 ceea ce este adevarat.



I1) Teorema impartirii cu rest a numerelor intregi
Fie a si b doua numere intregi cu b nenul. Atunci exista doua numere intregi g si r unice cu proprietatile
a=bqtrsi 0<r< |b| . (D

Egalitatea (1) se numeste formula impartirii cu rest pentru numere intregi, iar numerele q si r se numesc catul
si respectiv restul impartirii lui a la b.
Exercitii
1. Sa se efectueze impartirea cu rest a lui -50 la 6.
Solutie:
Vom efectua impartirea cu rest a lui 50 la 6. Vom avea 50=6-8+2, apoi inmultind cu -1 obtinem -50=6-(-8)-2
-50=6-(-8)-6+4
-50=6-(-9)+4
De aici rezulta ca g=-9 si r=4.

2. Sa se efectueze impartirea cu rest a lui -721 la -50.

Solutie:
Avem 721=50-14+21
-721=-50-14-21

-721=-50-14-50+29

-721=-50-15+29

De aici =15 si r=29.

3. Fie a, b, c numere intregi cu ¢ nenul si r; si 1, resturile impartirii lui a si b la ¢. Atunci restul impartirii lui
a+b la ¢ este acelasi cu restul impartirii lui r;+r; la ¢, iar restul impartirii lui ab la ¢ este egal cu restul
impartirii lui r;°1; la c.

Solutie:

Avem a= q-ctry, 0< 1< |C|
b= qa-ctra, 0< 1< |C|

Atunci atb= (q;t q)-ct 11112

Daca 0< r1+r2<|c| atunci restul impartirii lui a+b la c este chiar r;+r,, iar daca r1+r22|c| atunci conform
teoremei impartirii cu rest avem r;+r,=q-c+r, cu 0<r< |C| .
Deci at+b=(q;+q2+q3)-ctrcu 0<r< |C|

Deci restul impartirii lui a+b la c este acelasi cu restul impartirii lui r;+1; la c.

Avem a-b=(q;"quct qi'rt qory)ctryrs,



Daca 0< 1< |C| atunci restul impartirii lui a-b la c este chiar 1,1, iar daca r;1,> |C| atunci conform teoremei
impartirii cu rest avem ry'1;=q-c+r, cu 0< r< |C| .

Deci restul impartirii lui a-b la ¢ este acelasi cu restul impartirii lui r;°1; la c.
ab= (qrquet gt grrtg)etr; 0<r<c|.

4. Daca n este un numar intreg, atunci n” este de forma 4k sau 8k+1, k intreg.
Solutie:

Deoarece n este un numar intreg avem doua cazuri:

Cazul I. Daca n=2p, p intreg atunci n’=4p°=4k

Cazul II. Daca n=2p+1, p intreg atunci n*=4p*+4p+1=4p(p+1)+1

Dar p(p+1)=2k deci n’=8k+1, k intreg.

Qed

5. Daca a, b sunt intregi si 3 nu divide nici pe a, nici pe b, atunci 3 divide pe a-b sau 3 divide pe a+b.
Solutie:

Cum 3 nu divide nici pe a, nici pe b avem a=3k+1 sau a=3k+2 cu k intreg si b=3m+1 sau b=3m+2 cu m
intreg.

Cazul I. Daca a=3k+1 si b=3m+1 atunci a-b=3(k-m) divizibil cu 3.

Cazul II. Daca a=3k+1 si b=3m+2 atunci a+b=3(k+m+1) divizibil cu 3.
Cazul I1I. Daca a=3k+2 si b=3m+1 atunci a+b=3(k+m+1) divizibil cu 3.
Cazul IV. Daca a=3k+2 si b=3m+2 atunci a-b=3(k-m) divizibil cu 3.

6. Sa se arate ca 1000%-1 este divizibil cu 37, oricare ar fi k natural.

Solutie:

Observam ca 999 este divizibil cu 37. Atunci
1000%-1=(999+1)*-1=C,"999*+C,'999% 1+ . .+ C*?999%+C, K 1999+C, k- 1=
=999( C,*999%'+C, 1999+ .. + C,}2999+C, =M,

ged

7. Sa se gaseasca toate numerele intregi n cu proprietatea n+1 divide n*+1.
Solutie:

Avem n*+1=(n+1)(n-1)+2

Cum n+1 divide n*+1 avem n+1 divide (n+1)(n-1)+2, rezulta ca n+1 divide 2
Dy={-1,1,-2,2}

Daca n+1=1 rezulta n=0

Daca n+1=2 rezulta n=1

Daca n+1=-1 rezulta n=-2



Daca n+1=-2 rezulta n=-3.

Decine {-3,-2,0, 1}.

8. Sa se gaseasca prin algoritmul lui Euclid cel mai mare divizor comun al numerelor -810 si 315.
Solutie:

1) 810=315-2+180

2) 315=180-1+135

3) 180=135-1+45

4) 135=45-3+0

In acest sir de impartiri succesive ultimul rest nenul este 45, deci (-810, 315)=45.

9. Sa se demonstreze ca numerele 57 si 25 sunt prime intre ele.

Solutie:

Aplicam algoritmul lui Euclid.

1) 57=25-2+7

2) 25=7-3+4

3) 7=4-1+3

4)4=3-1+1

5) 3=1-3+0

si deci (57, 25)=1 ceea ce inseamna ca cele doua numere 57 si 25 sunt prime intre ele.

10. Se dau doua numere intregi a si b nenule care au cmmdc pe 5, iar caturile impartirilor succesive din
algoritmul lui Euclid sunt -1, 3, 2. Sa se afle a si b.

Solutie:

a=b-(-1)+r;; 0< r1<|b| )
b=r1;"3+r;; 0< r2<|r1|.

I']ZI'2'2+0.

Dar (a, b)=5 rezulta ca r,=5.

1‘1:21‘2:10.
b=r;-3+r,=35
a=b-(-1)+1;=-25.

Cele doua numere sunt a=-25 si b=35.

11. Sa se gaseasca doua numere intregi nenule a si b care au cmmdc=3 si cmmmc=72. Este solutia unica?
Solutie:

Cum (a, b)=3 rezulta ca a=3k si b=3m, cu k si m intregi si prime intre ele.

Avem (a, b)-[a, b]=a‘b.



3-72=3k-3m

k-m=24

24=2"3

Cazul I. k=1 si m=24 atunci a=3 si b=72.

Cazul II. k=8 si m=3 atunci a=24 si b=9.

Cazul III. k=3 si m=8 atunci a=9 si b=24.

Cazul IV. k=24 si m=1 atunci a=72 si b=3.etc.

Deci solutia nu este unica.

12. Sa se arate ca numerele 2k+1 si 9k+4 sunt prime intre ele, pentru orice k intreg.
Solutie:

Fie (2k+1, 9k+4)=d, cu d natural.

Cum (d divide 2k+1 si d divide 9k+4) rezulta (d divide 8k+4 si d divide 9k+4) de unde ( d divide k si d divide
2k+1) apoi d divide 1, deci

(2k+1, 9k+4)=1.

13. Sa se gaseasca cmmdc a numerelor 2k-1 si 9k+4 in functie de numarul intreg k.
Solutie:

Fie d=(2k-1, 9k+4), d natural.

Cum (d divide 2k-1 si d divide 9k+4) rezulta (d divide 18k-9 si

d divide -18k-8) de unde d divide 17 si apoi d=1 sau d=17.

Daca d=17 atunci 2k-1=17p, cu p intreg.

k=(17p+1)/2 si este intreg.

Deci p=2m+1 cu m intreg.

k=17m+9.

Cazul I. Daca k=17m+9, cu m intreg avem 2k-1=34m+17=17(2m+1)
9k+4=17(9m+5)

Cum (2m+1, 9k+4)=1 avem (2k-1, 9k+4)=17.

Cazul II. Daca ke Z\{17m+9, me Z} atunci (2k-1, 9k+4)=1.

14. Sa se arate ca daca a si b sunt numere intregi d=(a, b), iar k si 1 din Z au proprietatea ca daca ka+Ib=d,

atunci (k, 1)=1.

Solutie:
Presupun d’=(k, ).
d’| ksid’| 1 rezultad’| katlbrezultad’| d.

Cum d=(a,b) rezulta a=dc si b=de cu (c, e)=1.



ka+lb=d

kdc+1de=d.

Impartim prin d nenul si obtinem kc+le=1.

d’| ksid’| | rezultad’| kc+le rezultad’| 1 rezulta d’=1.De aici rezulta ke=1.
g.e.d.

15. Sa se arate ca (21n+4, 14n+3)=1. pentru orice n intreg.
Solutie:

Fie d=(21n+4, 14n+3), atunci

d| 21n+4sid| 14n+3 rezultad| -2(21n+4)+3(14n+3)

Deci d| 1, rezulta d=1.

16. Sa se arate ca numerele de forma Fy=2" +1,( k natural ) sunt prime doua cate doua.

Solutie:

Fie F,=22" +1 si F,=2% +1, unde m si n sunt nr. naturale diferite.

Presupunem ca m >n si fie m=n+k, k>0.

Luam x=22" si avem

Frm2=22" 1227 #1=x 2 - 1=(x-D)(x+ DD (1) (x5 +1)

Cum F,=2 % +1=x+1 rezulta ca Fn| Fp,-2.

Fie d| Fin-2 si d| Firezulta d| 2 si cum d nu divide 2 rezulta d| 1, adica (Fy,, Fp)=1.

17. Fie a si b doua numere intregi nenegative.

1) Aratati ca (2°-1, 2°-1)=2°)1.

2) Deduceti ca (2°-1, 2°-1)=1 daca si numai daca (a, b)=1.

Solutie:

1) Din teorema impartirii cu rest in multimea numerelor naturale avem ca exista q si r numere naturale cu
a=bq+r, 0< r<b.

Avem

22 1= 1= .07 42707 1=(2%-1) 242" 1=((2%)%-1) 2'+2"- 1=

=(2°-D)[(2°) T +Q2D) T2+ 427+1] 2742 - 1=(2°-1)Q+2"-1, unde Q=(2°)T'+(2°)T?+(2%) 4 +.. +2°+1 si 2™
1<2°-1.

Deci daca r este restul impartirii lui a prin b, atunci 2"-1 este restul impartirii lui 2°-1 prin 2°-1.

In particular, daca d este ultimul rest nenul din algoritmul lui Euclid pentru a si b atunci 2.1 este ultimul rest

diferit de zero din algoritmul lui Euclid pentru 2°-1 si 2°-1, de unde



(2°-1,2°-1)=2%1=2@"_1 ged

2) Daca (a, b)=1 atunci conform punctului (1) avem (2°-1, 2°-1)=2®"-1=]

Daca (21, 2"-1)=1 si cum (21, 2°-1)=2®"-1, rezulta ca 2*-1=1, deci 2*"=2
(a, b)=1

PROFESOR GRAD I BECHIR GHIULNAR
LICEUL TEORETIC ,,CALLATIS” MANGALIA, JUD. CONSTANTA



NOTA MATEMATICA

ASUPRA UNOR PROBLEME DE CONCURS
Corneliu Manescu-Avram

Revista electronicd Mateinfo.ro a publicat in fiecare saptamana cate o problema de concurs,
care a beneficiat de interesul constant al cititorilor. Nota de fatd prezinta extinderi ale unora
dintre aceste probleme.

1. Fie ABC un triunghi echilateral si P un punct ales arbitrar pe cercul inscris In triunghi. Sa se
demonstreze ca suma PA? + PB% + PC? nu depinde de pozitia punctului P.

(19 — 25.10.2009)
Proprietatea se pastreaza intr-un cadru mai general :

Fie A;4, ... A, un poligon regulat, O centrul sau de simetrie i P un punct arbitrar pe un cerc
cu centrul in O. Si se demonstreze ci suma PA3 + PA3 + ...+ PA2 nu depinde de pozitia
punctului P.

Folosim coordonatele complexe, alegem originea in punctul O si axa reala trecand prin punctul
A;. Putem lua ca unitate raza cercului circumscris poligonului si atunci afixele varfurilor
poligonului sunt z; = £¥, 0 < k < n — 1, unde ¢ este o ridicini primitivi de ordinal » a unititii,

21 2T
de exemplu € = cos — + i sin — . Daca r este raza cercului considerat, atunci ecuatia cercului
n n

este zZ =12, iar PA%2 = |z — 2, |2 = (z — zx)(z — z) =12 — zZy — Zz;, + 1. Avem Y p_, 2} =

= Y_1Zx =0, deci Y}, PA% = n(r? + 1) nu depinde de pozitia punctului P.

b+c=a+2r
2. Sa se demonstreze ca intr-un triunghi ABC cel mult una dintre relatiile : ¢ + a = b + 2r
a+b=c+2r

este adevarata.

(2 — 8.11.2009, Marian Teler)
Afirmatia ramine adevarata daca egalitatile se Inlocuiesc cu inegalitati, mai precis :

R b+c<a+?2r
Intr-un triunghi ABC cel mult una dintre relatiile : ¢ + a < b + 2r este adevarata.
a+b<c+2r
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. s
Se demonstreaza ca prima inegalitate este adevarata daca si numai daca m(4) > 7

Intr-adevar, fie I centrul cercului inscris si A ‘, B ‘, C punctele de contact ale acestui cerc
respectiv cu laturile BC, CA4, AB. Tangentele duse dintr-un punct exterior la un cerc sunt
congruente, deci daca se noteaza AB =AC =x,atunciCB =CA =b—x,BC =BA =c —x.
Din BA + CA = a, rezultd 2x = b + ¢ — a.. In triunghiul dreptunghic AIB " este adevirati

: : - .o mA) . m(h) LT
inegalitatea » > x daca si numai daca > —— N asadar m(A) = Z

2 2

Un triunghi are cel mult un unghi drept sau obtuz, deci afirmatia din enunt este adevarata.
3. Fie S aria totala si /' volumul unui con circular drept. Sa se demonstreze inegalitatea
S3 = 72nV2
(7 —13.12.2009, Corneliu Manescu-Avram)

Problema este un caz particular de inegalitate izoperimetrica. Cazul general este extrem de
complicat, de aceea vom studia numai corpurile rotunde. Pentru un corp convex C cu dimensiuni

361V 2
S3

variabile, notam ¢ (C) valoarea maxima a raportului , unde V este volumul si S este aria
corpului. Se stie ca multimea valorilor functiei g este intervalul (0, 1]. Evident, ¢ (sferd) = 1, iar

1
problema cere sa se demonstreze cd g (con) = > Este adevaratd urmatoarea

Propozitie. a) ¢ (cilindru) =

[SSI )

2(k2+ k+1) [k*+ 1+ (K24 1)VE® — K2+ 1]
(k+1)2(k2+ 1+ Vk* — K2+ 1)3

bazelor si k este o constanta din intervalul (0, 1) astfel incat r = kR.

b) ¢g (trunchi de con) = ,unde R, r sunt razele

Demonstratie : a) Aria totala si volumul unui cilindru circular drept sunt S =2nR(G + R), V' =
= mR?G, unde R este raza bazei si G este generatoarea cilindrului. Dacid G = xR, cu x € (0, +),
atunci

2
36mV?  36m(mR*G)”  9x?
$3  [2rR(G+R)]®  2(x+1)3°
x? x(2 =x)

Consideram functia f: (0, +0) —> R, f(x) = 3 - Derivata f () = 2 cste strict

(x+1) (x+1)
pozitiva pe intervalul (0, 2), se anuleaza 1n punctul xo = 2 si este strict negativa pe intervalul
(2, +0). Rezulta ca xy = 2 este punct de maxim pentru functia f* si deci



. 9 4
¢ (cilindru) = > fQ)==—-—

2
2 27 3°

b) Aria totald si volumul unui trunchi de con circular drept sunt S = tG(R + r) + m(R? + 12),

nt(R%+ Rr+12),/G% — (R -1)2

= 3 , unde R, r sunt razele bazelor si G este generatoarea

trunchiului de con. Dacd G = xR, cux € (0, +) si r = kR, cu k € (0, 1) constant, atunci

36nV? 4(R%+ Rr+12)°[6% - (R -1)?] ~ a(k2+k+1)°[x2 - (k - 1)2]

s3 [G(R+T)+ R2+ 12]3 - [(k+1)x+ k2+ 1]3

x? - (k —1)?
Consideram functia f: (0, +0) —> R, f(x) = [ (k+1)x(+ " 2-)|- TER Derivata

—(k+1)x%+ 2(k2+1)x+ 3(k+1)(k —1)2

) = are o singurd radacind pozitiva
S &) [(k+1)x+ k2+ 1]% £ p
kZ+ 142Vk* — k?+ 1 , . o o
Xo= , este strict pozitiva pe intervalul (0, xo) si strict negativa pe

k+1
intervalul (xy, +00), deci functia f'are un maxim in punctul xy, de unde deducem

2(k2+ k+1)"[k*+ 1+ (k2+ 1)VK* — K2+ ]
(k+1)2(k2+ 1+ Vk* — k2+ 1 )

g (trunchi de con) = 4(k? + k + 1)? f(xo) =

4. Intr-un cub se inscrie o sferd. Sa se arate ca suma patratelor distantelor de la un punct
oarecare situat pe sfera la fetele cubului este constanta.

(14 — 20.12.2009, Anghel Valentin)

Afirmatia rimane adevarata in spatiul euclidian n-dimensional R" :

Intr-un cub n — dimensional se Tnscrie o sferd. Sa se arate ca suma patratelor distantelor de la
un punct oarecare situat pe sfera la fetele de dimensiune » — 1 ale cubului este constanta.

Demonstratia in cazul general este aceeasi ca in cazul n =3 :

Consideram un reper cartezian Ox; ... x,, cu originea in centrul de simetrie al cubului si axele de
coordonate perpendiculare pe fetele de dimensiune n» — 1 ale cubului. Daca lungimea razei sferei
inscrise 1n cub este r, atunci varfurile cubului » — dimensional sunt punctele (7, £7, ..., x7) (n
componente), fetele de dimensiune » — 1 ale cubului sunt continute in hiperplanele cu ecuatiile

. c A . A 2
x; = 41, x, = +7,... ,x, = +7, ecuatia sferei inscrise in cub este xZ + x2 + ..+ x2 =r",



iar distantele de la un punct P(ay, a, ... , a,) de pe sfera la fetele de dimensiune » — 1 ale cubului
sunt |a; + 7|, |la, £ 7|, ..,|la, £7r|. Avem a? + a2 + ..+ a% = r?si suma pitratelor acestor
distante

la; + 12+ |la; =72+ la,+ 7|+ |la, =7+ ..+ |la, + 7|+ |a, —1]* =
=202+ aé + ..+ a2+ =2mn+1)r’
nu depinde de pozitia punctului P, deci este constanta.
5. Fie a, b, ¢ lungimile laturilor si R lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC. Sa se

2v/5

arate cidacia’ +b*+c?=10sia* +b*+c* =40, atunci R < T .

(1 —7.02.2010, Biro Istvan)
Prin schimbarea constantelor se obtine o afirmatie mai generala :

Fie a, b, ¢ lungimile laturilor si R lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC. Sa se
arate cidacia’ + b +c’=u sia frbttcet= v, unde u, v sunt numere reale strict pozitive

u u
astfel incat u” <3v, atunci R< — s -
34l 3W?%-2v)

012+bz+cz)3
3

u

3
Avem 16R*S* = (u? — 2V)R*=a’b?c? < ( = (E) , de unde se obtine

inegalitatea propusa.

Se poate obtine o evaluare mai buna in cazul general, dar pentru a nu complica inutil calculele,
alegem v astfel incat 3v = u* + 2u, in concordanti cu optiunea autorului problemei.
. o . 3 2 u(u_l) . o .
Consideram polinomul f= X" — uX" + — X — m € R[X] si determindm valorile
parametrului m € (0, +00) pentru care polinomul " are trei radacini reale strict pozitive. Derivata

o : : : u(u-1) | -
functiei polinomiale asociate lui /" este f* (x) = 3x% — Qux + — si are radacinile x; =

u—/u u+u

presupune in continuare. Derivata este strict pozitiva pe (—o, x;) U (x2, +0) si strict negativa pe

. Daca u > 1, atunci radacinile derivatei sunt strict pozitive, ceea ce vom

(1, x2). Rezultd ca functia este strict crescatoare pe (—, x;) U (xz, +00) si strict descrescatoare

pe (x1, x2). Avem si lim,_,_o, f(x) = —o0, lim,_ o f(x) = +oc0. Deducem ca polinomul /" are



trei radacini reale strict pozitive daca si numai daca f(x;) = 0 i f(x2) < 0 (1). Din identitatea

u(u-1 1 u u(u-1 2u u?(u—1
f=XW—wé+-£——2X—m=(—X—mqaxﬁfmx+—£——%—-—ock—l——l—m
3 9 9 27
obtinem valorile f'(x;) si f (x2), care inlocuite in (1) ne dau
2u u?(u-1) 2u u?(u-1)
——nt—— <m< ——x t———. (2)
9 27 9 27

) ) “oge - . . . .. s .
Dacda a“, b*, c” sunt rddacinile lui f, atunci relatiile lui Viete se scriu

a?+b*+ct=u -1
a’b? + a®c? + b?c? =73
a’b?c’=m

2
deunde a*+b*+c*= (a? + b?% + ¢2)% — 2(a?b? + a%c? + b%2c?) =u’ — 3 uu —1)=v,

u(u—4) R2
3

astfel ca sunt indeplinite conditiile din enunt. Avem si 16R?S? = (u? — 2v)R? =

= a%b?c? =msi (2) devine

u?-3u-2vu u?-3u+2vu
—_—< 2 < —
9(u—4) 9(u—4)

1 [u?2-3u-2vu 1 [u?2-3u+2Vvu
- |[————— <R - [/—m888 .
3 u—=4 3 u—=4

6. Doua laturi ale unui triunghi si raza cercului inscris au lungimile respectiv egale cu a, b, 7,

si in final

(2a-b)(b—a) . : : : : ,
unde r = — 5,  sia < b <2a. Sa se determine lungimea celei de-a treia laturi.

(15 — 21.02.2010, Corneliu Manescu-Avram)

Originea acestei probleme se afla n cautarea perechilor de triunghiuri heronice cu laturile de
lungimi a, b, x, respectiv a, b, y, pentru care lungimea r a razei cercului Inscris este aceeasi.
Varianta parametrizata este urmatoarea :

Doud laturi ale unui triunghi au lungimile egale respectiv cu m* + n* si (m? + n?)?,
m, n € (0, ), m > n. Sa se determine lungimea celei de-a treia laturi, stiind ca raza cercului
inscris in triunghi are lungimea » = mn(m? — n?).



Se obtin solutiile x = 2(m* — m?n? + n*), y = 2mn(m? + mn + n?), prin aceeasi metoda ca
la problema anterioara. Alegem m, n € N, m>n, (m, n) =1 si deducem ca exista o infinitate de

perechi de triunghiuri cu laturile de lungimi (a, b, x), (a, b, y), care au raza cercului inscris de
aceeasi lungime, toate lungimile fiind exprimate prin numere naturale Iata cateva dintre ele :.

a b X y r
17 125 |26 28 |6
82 100|146 |78 |24
97 (169|122 | 22830
257 1289 | 482 | 168 | 60
337 | 625 | 386 | 888 | 84
626 | 676 | 1202 | 310 | 120

N R W WINF
— W= (N —=S

Solutia problemei initiale este x =3a - b, y=b - a + /2b(b — a). Numerele x, y, r sunt

naturale, daca b, 2a - b s1 2(b — a) sunt patrate perfecte. Aceste conditii sunt Indeplinite, daca
b=u?2a— b=v3i2(b—a)=u®—v%=t%u v, t e N.Rezulti ci o parametrizare pentru a,
b, x, y, r este data de un triplet pitagoric (¢, v, u), deciv=m2 —n%, u=m2+n% mne N,

m>n,deunde a=m*+n?, b= (m? +n?)?, x=2(m* — m?n? + n?),
y=2mn(m? 4+ mn +n?), r=mn(m* —n?).
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Rezolvarea unor subiecte date la examenul de titularizare

Concursul National pentru ocuparea catedrelor vacante s-a desfasurat in data de 15 iulie
2009 . Noutatea in desfasurarea acestui concursului a fost faptul ca fiecare judet a propus
propriile subiecte , un pas important in directia descentralizarii . Unele judete au tratat cu
maxima importanta acest examen propunind subiecte adecvate , insa au fost cazuri cand
subiectele propuse mai fusesera date si in alti ani.

Am selectionat cu ajutorul site-ului www.mateinfo.ro ciateva subiecte pe care le-am si
rezolvat . Le doresc succes tuturor candidatilor din anul acesta si sper ca rezolvarea acestor
subiecte sa le fie de real folos.

Vom prezenta in continuare subiecte date in diferite judete.

1)(Satu Mare)Se considera multimile M ={A=|c a bl|ab,ceN} s

b

b c a
K={neN/n=a’+b’+c’-3abc;a,b,ce N}
a) Calculati det(A),AeM;
b) Aritati ca existd o functie f : M — K astfel incat f (A-B)= f(A)- f(B);
c)Daca m,ne K,atunci m-ne K ;
a b c
d) Aritati ci existi E € M cu proprietateaci |c a b |= al, +bE + cE%,va,b,ceN,
b ¢ a
unde |3 este matricea unitate de ordin 3 ;
e)Daca ne N si
a, =C)+C>+Cl+
b,=C,+Cl+C/+
c,=C2+C>+C3+
Sisearateci a +b) +c) —3ab.c, =2"
2)(Satu Mare)Fie triunghiul ABC oarecare , A, B,C’ mijloacele laturilor (BC),(AC)si
(AB),D, E,F picioarele indltimilor duse din varfurile A, B,C ale triunghiului, H ortocentrul
triunghiului si A, B,,C, mijloacele segmentelor (AH),(BH)si (CH).
Aratati ca :
a) Punctele A’,B’,C'D’sunt conciclice .
b) Patrulaterul A'B'A D este inscriptibil .
c¢) Punctele A',B’,C’',D,E,F, A,B,,C, suntsituate pe un cerc ;determinati centrul i

raza acestuia .
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Rezolvari:
1

a) det(A)=a’ +b’ + ¢’ —3abc.

b) Punctul a) ne sugereazi si considerdm functia f :M — K, f(A)=det(A).
f(A-B)=det(AB) =det(A)-det(B)= f(A)- f(B).

¢) Fie mneK, m=a’ +b’ +c¢] —3a,bc;si n=a; +b; +¢; —3a,b,c,

a b ¢ a, b, ¢
Conform punctului b) existai A=|C, @, b [eMsiB=|c, a, b, |eM astfelincat
b ¢ & b, ¢, &
m= f(A),n=f(B)si f(AB)=f(A)- f(B)=m-n.
01 0 0 0 1
HFie E=l0 0 1|,E*=|1 0 O |sise verific imiediat egalitatea ceruti.
1 0 0 01 0

e) Fie A(1,1,0)=1 + E ,unde A(a,b,C) . Atunci

A"(1,LO)=(1 +E)"=C) +C/E+C’E* +..+CE"=(C) +C. +.)l +(C} +C' +..)
+(C2+C) +..)E* =A(a,.b,,c,).

det A" (1,1,0) =[det A(1,1,0)]" =2".

det A"(1,1,0) =det A(a,,b,.c,)=a +b’ +c. —3ab.c,.

2.
a) A'B'// AB(A'B'linie mijlocie ).AnalogB'C'// A'D.

Avem A'B' = %,ﬁ’l triunghiul ADB dreptunghic in D D'C = % Deci A'B'C'D trapez

1soscel.

b) A B'linie mijlocie in triunghiul

AHC = HC// AB".m(£ADEA") =90",m(£LAB'A") =m(£(HC, AB)) =90°, deci
patrulaterul A'B’A, D are unghiurile opuse suplementare.

¢) Centrul cercului este mijlocul segmentului [ A/A].




3.(Caras-Severin) Fie ABCD un patrulater convex oarecare si notim cu ¢ unghiul dintre laturile
opuse ADsi BC.
AC’ + BD* — AB” - DC*

2AD - BC '

b) Daca /3 este unghiul ascutit al diagonalelor demonstrati ca
/AD* +BC’ ~CD” - AB’
2AD -BD

a) Demonstrati egalitatea coSo =

cos ff =

c¢) Demonstrati ci daci laturile opuse AD si BC sunt perpendiculare atunci

AC? + BD? = AB* + DC”.

d) Demonstrati ca diagonalele unui patrulater sunt perpendiculare daca si numai daca suma
patratelor laturilor opuse este constanta .

Solutie:

a) Se stie cd coSar = ﬂ (1) .Calculim produsul scalar AD- BC :
AD-BC

AD-BC = AD-(AC- AB)=AD- AC- AD- AB,

- - - - - -

DC? =DC-DC =(AC- AD)* = AC* + AD?> —2 AC- AD , de unde rezulti ca

NN 2 2 2 NN 2 2 2
AC-AD=ACF AS DC™  nalog. AD-AB= 2B+ AE BD™

AC? + AD* - DC? — AB? — AD”? + BD*

2AD-BC

Inlocuind in relatia (1) obtinem cosa =

> o
AC-BD

ROy

T~ B A A AR > o o 2 2 _pe? 2 2 npR2
AC-BD = AC- (AD— AB) = AC- AD— AC- AB = °C +A5 DC” _ AC +A§ BC

AD? + BC? -CD? - AB?
2

AC-BD | AD”+BC>-CD? - AB’
AC-BD 2AC - AD

unghi ascutit este pozitiv.

, luam modul deoarece cosinusul unui

cosff =




> o

c) AD si BC sunt perpendiculare daci si numai daci AD- BC =0 ,adicd cosa =0, aplicim
punctul a) si obtinem AC? + BD? = AB? + DC?.
- -

d) ACsi BD sunt perpendiculare daca si numai daci AC- BD =0 = cos £ = Osi aplicand b)
obtinem relatia ceruta .

0 0 -1
4)(Braila) Se considera matricca A={ 0 1 0 |e M;(R)

1 0 O
a) Si se calculeze A%, A®, A*.
b) Fie N e N.Si se arate ci A" = | ;daci si numai daca 4 divide n.

%
¢)Fie G={A"/ne N }.Sase arate ci G impreuna cu operatia de inmultire a matricelor

formeaza un grup comutativ cu 4 elemente.
d) Demonstrati cd (G,") = (Z4,+).

e) Sa se calculeze det(A+ A% +...+ A*®).
Solutie :

-1 0 0 0 0 1
a)Seobtine A*=| 0 1 O [A’=] 0 1 0fsi A

0 0 -1 -1 0 0
b) Rezultd din a).
¢) Din a) se obtine G = {1, AA*, A’}.

Alcatuim tabla opereatiei :

A2
A3
I 3

Din tabla operatiei rezultd cd  (G,-) este grup comutativ .
d)Alcatuim tabla lui (Z,,+):

U N> > O 4+
W N> M O O
OS> LY h> M
—> > U N N
N> D> ©»> U U




Din tablele operatiilor se observa ca cele doud grupuri sunt izomorfe.
o) A+ A* + ..+ A =502(1, + A+ A + A+ A

0o 0 -1
Se obtine det(A+ A* +...+ A*)=[0 2009 0 |=2009

1 0 0
5.(Bihor) Fie A=1{0,1,a,b}si (A,+,")un corp cu patru elemente si functia f: A—A f(X)=1+X.
a)Calculati Y f(X).

XeA

b) Arataticd 1 +1=0.

¢) Ardtati ca ecuatia 1+ X = X*, X € Aare solutii .

Solutie:
a) Deoarece (A,+)este un grup finit cu patru elemente ,ordinul fiecarui element este 4.In

particular 1 + 14+ 1+1=0.Atunci
YIX=fO)+fM+f@+f(b)=1+0+1+1+1+a+1+b=1+a+h.

xeA

Sau,o altd metodi : Este evident ci functia f este injectivi ,iar codomeniul fiind o multime finit3

ea este §i surjectiva ,deci bijectiva. » f(X)=0+1+a+b=1+a+b,
xeA
b) Fie P caracteristica corpului (A,+,").Deoarece caracteristica unui corp este () sau un numar

prim (in cazul nostru nu poate fi 0 deoarece corpul este finit )si caracteristica divide ordinul
obtinem ca p‘4 ,adicd P =2 .Din definitie,rezultica 1+1=0.

¢) Deoarece (A" ") este grup de ordin 3 rezulti x> =1, VX € A", X # 1 .Deoarece
X +1=(X+1D)(X* + X+1)=0 si X+ 1 0rezulti obligatoriu X> + X + 1= Osi tinand cont

de faptul ca 1 =—1 se obtine ca ecuatia data are solutii .

6)(Caras-Severin)Fie functia f : R — R dati de legea f(X) =X+ cosX —1 sisirul (a,,),. cu

an
a,=1,a,, = Jsin(ﬂx)dx.
0
a) Determinati numarul de radicini ale functiei f .

b) Aratati ca sirul (a,,),.y este monoton.
c) Aratati cd (@, ),y este marginit .

¢) Calculati lima,, .
N—o0
Solutie:

a)Fie functia f :R—{(—l)k%+k72'}—) R,keZ datide f(X)=X+cosx—1.




f'(X)=1-sinX>0 = f e strict crescitoare ,deci injectivi si astfel ecuatia f(X)=0are
solutie unica.Se observa cd X =0 este solutie a ecuatiei date .

T T
Daca X = (=1)" 5 + k7 inlocuind in ecuatie se obtine (—1)* 5 + kzz —1= 0 sau echivalent

VA .. A
(- l)k 5 + kzz =1 ,absurd deoarece in stinga avem un numdr irational iar in dreapta unul

natural. Asadar ecuatia nu are solutia y _ )k % | ;.
2

0 1 1
b) a,,, = '[sm(zzx)dx = ———cos 7a,.
0 T

Demonstram ca @, >0,Vne N.
e Daci a,=0=>a,,
e Daca an<0:>\an+l

Asadar, @, >0,VneN.

Fie ¢ :[0,0) > R,g(X) = X+ cos X.

g'(X)=1-sinXx >0 = g crescitoare = §(X)>g(0)=0 = X+ cosX>1=cosx>1- X

si —cosm, <m, —1.

= 0 ,contradictie.

‘ <a, <0,contradictie .

1 1
A, < ~ + ~ (ma, —1) = a,,, de unde rezultd ca (@, ) este descrescator.

¢) (a,)fiind descrescator avem @, < @, =1.Pe de alta parte a, >0, deci sirul este marginit .
d) Se stie ca orice sir descrescator marginit inferior este convergent si anume la marginea
inferioard , deci limita ceruta este egala cu 0.

Sau, folosind o altd metodd : Fie lima, =1.
nN—o

a — — —CO0s 71a,, trecand la limita in aceasta relatie de recurenta se obtine

/A

n+l —

1 1
| =———cosza, < 7l =1—-cosza < 71 + coszl —1=0 ecuatie care conform punctului a)
T T

are solutie unici pe | =0.

1 1
7)(Maramures) Sa se demonstreze ca intr-un triunghi ABC : A + c >6.
sin— sin— sin—
2 2 2

Solutie: Fie D intersectia bisectoarei din A cu [BC] si BM L AD.




BD AB BD C
= < =
AC a b+c

de unde rezulta ca

Aplicdm teorema bisectoarei si obtinem :

BD = tfﬂ (1) .In triunghiul BMA dreptunghic in M avem Sin? = m dar BM < BD si
+C C

. ac
tinand cont de relatia (1) obtinem SIn— < <
2 (b+c) b+c

. Analog , obtinem si urmatoarele

. B
relatii : sz <

a+c

! + ! ! 2b+c+a+c+a+b29+3+£+3+£+222+2+2.
. A . B .C a b c a b ac b c
smz SIHESIHf

8)(Suceava) Fie patratul ABCD de laturd asi un punct variabil M € (BC) .Notim cu E

intersectia dintre dreptele DM si BC , iar cu F intersectia dintre dreptele AM si CD .
BE CF

a) Demonstrati cd — + ——=1.

FD

b) Demonstrati ci media geometricd a lungimii bazelor trapezului BEFC este egali cu lungimea
laturii patratului ABCD .

¢) Aratati cd Sgepe = S agep -

d) Determinati pozitia punctului M € (BC) astfel incat Sggpc sa fie maxima .

e) Dacd M sete mijlocul segmentului (BC) determinati raza cercului circumscris patrulaterului

AEFD .

Solutie:
D

A B E

a)Deoarece BE // DC = ABMA ~ ACMD si avem :

BE BM BE BM BE BM
= = = p— = .

DC MC DC+BE MC+BM EA BC

Analog, FC//BA= ACMF ~ ABMA si rezulta IC:—E =CI;—I\C/:I.




BE  CF _BM CM _
EA FD BC BC

b) Folosim relatia de la punctul a): BE - FD + CF - EA=EA- FD
Scriem FD =a + CF,EA = a + BF si inlocuind in prima relatie obtinem

2BE - CF = BE - CF +a” adica +/BE - CF =a.

d) Se foloseste c).
e) Dacd M este mijlocul lui (BC) rezulta ca MD = ME si MA = MF adica patrulaterul

a3
-

l.

AEFD este paralelogram.Se calculeaza usor si se obtine R =

2x—1
9. (Tulcea) Se consideri functia f :[0,00) —>[0,0), f (X)= 5 si sirul (X,),cy dat de
X

XO :25Xn+1 = f(Xn),(V)n eN.
a) Sa se dcetermine Im f .

b) Sa se arate ca sirul (X, ),y are limita 1.

¢) Sa se arate cd sirul (Y, )nen» Yn = Xo + X, + X, +...4+ X, — Neste convergent .

Solutie :
a) f'(x)= W > (0= f strict crescitoare si deci ,injectiva.
X+

X 0 + o0
TS Tt i e e

f(x) 1
2

1
Im f =[=,2].
mt=[5.2]

b) Aratam ca sirul (X, ),y este descrescator : X, = 2 < Xq-

Dacd persupunem X,,; < X, si cum f e strict crescatoare obtinem X.,, = f(X,,;) < f(X,) =X,




Xy < Xo-Ardtam cd X, > 1:dacd X, >1= f(x,)> f(1)=1.

Fie | = lim f (X), inlocuind in relatia de recurenti se botine ecuatia |(I + 2) = 2| + 1de unde se
X—»00

obtine | =1.
) Yni1 — Yn =Xny —1>0= (Y, ), crescator.

n n 1
Avem Y, > VYo =X, =251 Y, <X, + Z‘Xi - 1‘ <2+ Z? <3, deci (Y,), € convergent.
i=1 i=1

10.(Satu-Mare) Se considera polinomul f =x* —10x? +1, numarul a = V2 +43 si
X;» Xy, X5, X, € C radacinile polinomului f .

a) Determinati f (@), f(-a).

b) Aritati ca f este ireductibil in Q[ X].

c¢)Dacia g € Q[ X] si g(a@) =0 ,aritati cd restul impartirii lui gla T este egal cu zero.

2

X
d) Se considera polinomul h = 5 Rezolvati in R ecuatia h(X) = V6.

e) Aratati ca nu existd nici un polinom W € Z[ X ] cu proprietatea ca W(a) = \Je.
Solutie :
a) Se verificd usor faptul ca f(a)= f(-a)=0.

b) Presupunem prin reducere la absurd ci f are o ridicina rational, (3) P € Q astfel incat

f (B) = Orezultd ca P,q|1.Se verifica faptul cd £ 1 nu sunt radicini ale polinomului f .

Ridacinile polinomului f sunt a,—a,—\/f + \/g ,\/5 - \/g , deci polinomul are numai radacini
irationale. Daca f ar fi reductibil in Q[ X ] ar rezulta ci existi g.heQ[X]cu f =g-h cu
grad(g)=grad(h)=2sau grad(g)=1,grad(h) = 3 (sau celelalte relatii) . Daci
grad(g)=1, f are o ridicini rationald —contradictie . Dacid grad(g) = 2rezulti

f =(ax® +bx + ¢)(dx> + ex + U), prin identificarea coeficientilor rezultd un sistem ce nu are
solutii.

¢) Fie C,I catul si respectiv restul impartirii lui gla f , grad(r)<4 si g=c- f +r Din
f(a)=9g(a)=0 rezultd r(a)=0, asadar f si I au o radicini comuni . Fie d =(f,Q).




d|f
fire ductillil i Q[X ]} = d este polinom constant (contradictie) sau d = f.

Daca d=f = f |r, grad(r) < grad(f)= reste polinomul nul.
HhX)=0=x*-5=2J6 > x*=2J6 +5=x*=a’ & x, =a,x, =-a

e) Presupunem prin reducere la absurd ca existd un polinom W € Z[ X ] cu proprietatea c
w(a) = J6.
w=c-f +rcugrad(r) <4, w@)=c(a)f(a)+r@)=r@)=+6.
Daca I'=a,X> +a,X” + a,X + a,.din r(a) = /6 obtinem ecuatia
a, +5a, + «E(al +11a;) + «@(al +9a;) + \/6(232 —1) =0de unde tinand cont ca
ae’l,i= 0,3 rezultd cu necesitate :
(8, +5a,=0
a, +1la; =0
a, +9a,=0
2a, —1=0

1
Din ultima ecuatie obtinem &, =— & Z, contradictie.
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