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 aria triunghiului, paralelogramului şi trapezului; volumul prismei, piramidei 

şi trunchiului de piramidă; pătrate şi triunghiuri echilaterale înscrise în cerc – papirusurile 
egiptene şi cărămizile caldeene – 2000 î. e. n.; 

 egalitatea şi asemănarea triunghiurilor – Tales – sec. VI î. e. n.; 
 teorema catetei şi înălţimii, suma unghiurilor unui triunghi, numere prime, 

numere perfecte, numere prietene, media aritmetică, geometrică şi armonică – Pitagora – 
sec. VI î. e. n.; 

 teorema cosinusului, teorema lui Pitagora generalizată, raţionamentul 
deductiv, construcţii cu compasul, lunulele lui Ipocrat – Ipocrat –  –  sec. IV î. e. n.; 

 metoda exhaustivă pentru demonstrarea formulei ariei cercului şi a 
volumului piramidei – Eudoxiu sec. IV î. e. n.; 

 hiperbola şi parabola – Menecmus – sec. IV î. e. n.; 
 teorema împărţirii cu rest şi algoritmul lui Euclid pentru aflarea c. m. m. d. 

c. a două numere întregi, forma numerelor perfecte, există o infinitate de numere prime, 
2  este iraţional primul text care sa păstrat („Elementele”) – Euclid – sec. III î. e. n.; 

 concurenţa înălţimilor şi medianelor unui triunghi, axioma de continuitate, 
determinarea numărului л cu două zecimale exacte, determinarea ariei elipsei (л a b) prin 
metode exhaustive, 1 + 3+……+ • (2n -1) = n2; 2n + 1 = (n + 1)2 – n2; 12 + 22 +…..+ n2 = 
n • (n + 1) • (2n + 1) / 6 – Arhimede – sec. III î. e. n.; 

 cercul lui Apoloniu – Apoloniu – sec. III î. e. n.; 
 probleme izoperimetrice – Zenodor – sec. III î. e. n.; 
 ciurul lui Eratostene pentru determinarea numerelor prime – Eratostene – 

sec. III î. e.n.; 
 simplificarea fracţiilor, rădăcina pătrată şi cubică, progresii aritmetice şi 

geometrice, metoda „fan cen” pentru rezolvarea sistemelor de ecuaţii liniare, rezolvarea 
ecuaţiei de gradul II – „Matematica în nouă cărţi” – de la chinezi – sec. II î. e.n.; 

 teorema lui Menelau – Menelau – sec. I; 
 formulele s2 = p • (p-a) • (p-b) • (p-c), p = (a + b + c) / 2; S = p • r, a • b • c = 

4 • R • S – Heron – sec. II; (sec. I). 
 teoremele lui Ptolemeu şi formulele: sin2 (α / 2 ) = 1 ─ cos (α / 2), cos (α + 

β) = cos α •cos β ─ sin α • sin β – Ptolemeu – sec. II; 
 teorema medianei, teorema celor trei perpendiculare, teorema bisectoarei 

exterioare, biraportul, proprietatea comună a conicelor – Papus – sec. III; 
 introducerea operaţiilor şi notaţiilor prescurtate pentru necunoscute – 

Diofant – precursorul algebrei – sec. III; 
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 numerele negative marchează diferenţa dintre aritmetică şi algebra – 
considerate pentru prima data de indieni; 

 teorema congruenţelor şi determinarea lui π cu şase zecimale exacte – de la 
chinezi – sec. III; 

 algebra şi trigonometria – create de arabi; 
 regulile de calcul cu numere negative – de la chinezi; 
 regula de trecere a termenilor dintr-o parte în alta, procedeu numit al Djabr, 

de la care a venit si numele disciplinei algebra – AL Horezmi – sec. IX; 
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 criteriile de divizibilitate cu 2, 3, 5, 9; adunarea fracţiilor prin aducerea la c. 
m. m. m. c.; legea creşterii organice sau şirul lui Fibonacci – Leonardo da Pisa (Fibonacci 
1175-1240) – sec. XIII; 

 simbolurile +, –, , =, x, >, <,: – sfârşitul  – sec. XV; 
 forma actuală a cifrelor – sec. XV, XVI; 
 cifra zero – sec. XVII; 
 rezolvarea ecuaţiilor de gradul III prin radicali – Cardano (1501 – 1576) –

1545; 
 

 rezolvarea ecuaţiei de gradul IV prin radicali – Ferrari (1522 – 1565) – 
1545; 

 inventarea logaritmilor – Neper (1550 – 1617) – 1614; 
 teorema lui Desargues – Desargues (1593 – 1662) – 1636; 
 marea teoremă Fermat („Conjectura” lui Fermat):ecuaţia xn + yn = zn, n > 2, 

n є N, nu are soluţie în Z – Pierre Fermat (1601 – 1665) – 1637; 
 crearea geometriei analitice – René Descartes (1596 – 1650) şi Pierre 

Fermat – 1637;  
 triunghiul lui Pascal şi teorema lui Pascal pentru hexagon – Blaise Pascal 

(1623 – 1662) – 1640; 
 noţiunea de probabilitate – Blaise Pascal şi Pierre Fermat; 
 creatorul probabilităţi – Jacob Bernoulli (1654 – 1705); 
 creatorii calculului diferenţial şi integral – Isaac Newton (1642 – 1727) şi 

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 – 1716). Newton a elaborat metodele sale din 1665 dar 
nu le-a publicat. Leibniz a publicat descoperirile sale în analiza în 1675. 

 demonstrarea teoremei mici a lui Fermat (p > 0, prim, a Є Z,        (a, p) = 1 
=> ap-1 ≡ 1 (mod p)); notaţiile dx şi ∫; denumirile de derivat şi diferenţială precum şi 
formulele pentru (u/v)′, (uv)′, (v•u)(n), ∫  udv; denumirile de abscisă, ordonată şi 
coordonată – Leibniz; 

b
a

 teorema lui Ceva – Ceva  Giovani (1648 – 1734) – 1678;  
 daca N = aα • bβ…..eλ, atunci numărul divizorilor este (α + 1) • (β +1)….(λ + 

1) şi suma lor (1 + a + a2 +…+ aα) • (1 + b + b2 + …bβ) …(1 + e + e2 + …eλ) – Johann 
Wallis (1616 – 1703); 

 simbolul ∞ ─ John Wallis; 
 regula lim f (x) / g (x) = lim f’(x) / g’ (x) (pentru x → a) a fost dată de Johann 

Bernoulli, dar publicată de L’ Hospital (1661 – 1704) în 1696; 



 formula lui Taylor – Taylor (1685 – 1731) – 1712; 
 introducerea numărului e – Daniel Bernoulli (1700 – 1782); 
 teorema lui Stewart – 1735; 
 notaţiile π, e, i, f (x); calculul lui e cu 23 de zecimale exacte şi calculul lui π 

cu 100 de zecimale exacte; lim (1 + x / n)n = ex (pentru n → ∞) (1743); lista completă a 
derivatelor cu demonstrarea acestora, şi extinderea regulilor lui L’Hospital la formele 
nedeterminate ∞ / ∞, 0 • ∞ şi ∞ –∞ (1755); generalizarea teoremei mici a lui Fermat (n ≥ 2, 
n є N, a є Z, (a, n)= 1 => aφ(n)  ≡ 1 mod n)) – 1758; relaţia v + f = m +2 pentru poliedru 
convex (1750) –  Leonhard Euler (1707 – 1783); 

 media aritmetică ≤ media geometrică ≤ media armonică – Colin MacLaurin 
(1698 – 1746) – 1748; 

 regula lui Cramer– Gabriel Cramer (1700 – 1782) – 1750; 
 notaţia a + b i pentru numere complexe şi teorema fundamentală a algebrei – 

Jean D’Alembert (1717 – 1783) – sec. XVIII; 
 π este iraţional – Heinrich Lambert (1728 – 1777) – 1767; 
 notaţiile f’(x), f(n) (x),– Joseph Louis Lagrange (1736 – 1813) –          – 1772; 
 introducerea simbolului [ • ], pentru partea întreaga Arien Marie Legendre 

(1752 – 1833) – 1798; 
 introducerea numerelor transcendente – Joseph Liouville (1809 –   – 1882); 
 denumirea de determinant (1801); denumirea de număr complex şi 

reprezentarea în plan a numerelor complexe (1832); rezolvarea problemei construirii 
poligoanelor regulate (1801); 1 + 2 +…..+ n = n (n + 1) / 2; notaţia φ (n) pentru indicatorul 
lui Euler; inelul Z [ i ]; demonstrarea teoremei fundamentale a algebrei – Carl Friedrich 
Gauss (1777 – 1855); 

 noţiunile de limită, convergenţă, convergenţa seriilor şi continuitate aşa cum 
sunt prezentate astăzi; regula lui L’Hospital pentru 0o, ∞o şi 1∞ ; denumirile de linii, 
coloane, ordine, elemente, diagonala principală şi secundară pentru determinanţi (1815); 
creatorul teoriei grupurilor (1815) – Augustin Louis Cauchy (1789 – 1857); 

 notaţia ∫b
a f (x) dx – Joseph Fourier (1768 – 1830) – 1822; 

 notaţia de funcţie de astăzi şi notaţiile f (a + 0), f (a – 0) – Peter Dirichlet 
(1805 – 1859) – 1828; 

 denumirea de grup – Evariste Galois (1811 – 1832) – 1830; 
 

 noţiunile de margine inferioară şi superioară ale unei funcţii, convergenţă 
uniformă – Weierstrass (1815 – 1897) – 1841; 

 spaţiul cu n dimensiuni – Arthur Cayley şi Hermann Grasmann –  – 1843; 
 studiul algebrelor (1843) şi grupurilor (1854) noţiunea de matrice –     – 

Arthur Cayley (1821 – 1895); 
 integrala Riemann ∫b

a f (x) dx – Bernhard Riemann (1823 – 1866) – 1854;  
 spaţiu vectorial, calcul vectorial, clase, operaţiile de asociativitate, 

comutativitate, distributivitate, simetrie, tranzitivitate – William Hamilton (1805 –1865) – 
1853; 

 notaţia │aij│ = det (aij) ─ Kronecker (1823 – 1891) – 1853; 
 noţiunile de inel şi corp algebric – R. Dedekind (1831 – 1836) –         – 1871;  
 teoria mulţimilor – G. Cantor (1845 – 1918) – 1872; 
 introducerea numerelor raţionale prin tăieturi – Dedekind – 1872; 



 transcendenţa numărului e – Charles Hermite (1822 – 1901) – 1873; 
 denumirea de subgrup – Sophus Lie (1842 – 1899) – 1874; 
 teorema Rouche – E. Rouche – 1875; 
 transcendenta numărului π – Ferdinand Lindemann (1852 – 1939) – 1882;  
 introducerea axiomatică a numerelor întregi – David Hilbert (1862 – 1943) – 

1900; 
 rezolvarea problemei paralelismului: 

- geometria hiperbolică – Nikolai Ivanovici Lobacevski (1792 –       – 1856) – 
1829;  

- geometria hiperbolică – Jánoş Bolyai (1802 – 1860) – 1831;  
- geometria eliptică – Riemann Benhard – (1826 – 1866) – 1854 ; 
- geometria neeuclidică este geometria proiectivă care lasă o cuadrică fixă – 

Cayley Arthur (1821 – 1895) – 1859;  
- orice grup de transformări generează o geometrie (axiomă) – programul de la 

Erlangen (1872) – Felix Klein (1849 – 1925); 
- sistemul axiomatic al lui Hilbert – David Hilbert (1862 – 1943) – „Bazele 

geometriei” – 1899;  
Prin profunzimea ideilor şi a modului de exprimare, „Bazele geometriei” lui Hilbert 

a devenit cartea de temelie a matematicilor moderne şi metoda axiomatizării în sensul 
Hilbert a fost generalizată pentru toate ramurile noi ale matematicii. Totuşi, pentru uşurarea 
înţelegerii geometriei afine şi euclidiene, astăzi se adoptă o construcţie a geometriei cu 
ajutorul unei axiomatizări bazate pe algebra liniară. Acest fapt este în concordanţă cu 
schimbările determinate de noul curriculum, de noul sistem de evaluare şi de noile 
manuale.   
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1. Introducere. 
 

Punctul de plecare al acestui articol îl constituie un principiu emis de Felix Klein în 
memoriul „Consideraţii comparative asupra noilor cercetări geometrice”, la Erlangen, în 
1872, cunoscut sub numele de Programul de la Erlangen. Cu ajutorul acestui principiu sunt 
definite: algebra liniară, geometria afină şi geometria euclidiană cu ajutorul invarianţilor 
unui grup de transformări. Prin emiterea grupului, am identificat sistemul axiomatic ca o 
teorie a invarianţilor fundamentali (puncte, drepte, relaţia de incidenţă, de ordine, de 
egalitate, de paralelism, de continuitate) ai unui grup de transformări. În acest sens, ca să 
studiem o disciplină matematică este esenţial să determinăm grupul în raport cu care 
noţiunile ei sunt invariante. 

În elaborarea acestui articol, am ţinut cont că acum la liceu, se adoptă o 
construcţie a geometriei cu ajutorul unei axiomatizări bazată pe algebra liniară, care 
permite îmbinarea metodelor sintetică şi analitică în studiul geometriei şi uşurează 
înţelegerea geometriei afine şi a geometriei euclidiene. 
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2. Algebra liniară – Teorema fundamentală 
 

Noţiunile de spaţiu vectorial, aplicaţie liniară precum şi proprietăţile acestora sunt 
tratate în [1] şi [2] 

Fie V şi W două spaţii vectoriale peste corpul K cu 
 dim KV = n şi  
dim KW     = m. 
2.1. Teoremă (fundamentală a algebrei liniare). 
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2.2. Teoremă. Operaţia de compunere determină pe mulţimea transformărilor 
liniare bijective ale unui spaţiu vectorial V peste corpul K o structură de grup. 

. liniara are transformo este
:(b)f avem 2.1,  teoremeiconform si AX atunci

 , AXY ecuatia de data este V:f 2.1.Daca  teoremeiconform
liniara, are transformo este VV:fg (a) deci 

,)( ZBY.Avem Zecuatie de bijectiva liniara are transformalta o
 VV:g si AXY

 ecuatie de bijectiva liniara are transformo ,V:f Fie :

1-1- VVY
V
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Din (a) şi  (b) rezultă c.c.t.d. 
2.3. Definiţie. Grupul din teorema 2.2 se numeşte grupul liniar (vectorial) general 

al spaţiului vectorial V şi se notează GL(V). 
2.4. Definiţie. Vom numi algebra liniară a spaţiului vectorial V peste corpul K, 

studiul proprietăţile sistemelor din V care sunt păstrate de transformările grupului GL(V). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



3. Geometria afină– Teorema fundamentală 
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3.1. Definiţie. Aplicaţia f cu proprietăţile de mai sus se numeşte structură afină.  

asociat

1 şi V2 peste acel
corp K

3.2. Definiţie. Mulţimea A dotată cu structura afină f se numeşte spaţiu afin 
 spaţiului vectorial V peste corpul K. Prin convenţie elementele lui A se numesc 

puncte. Spaţiul afin A asociat spaţiului vectorial V peste corpul K cu structura afină f se 
desemnează deseori prin tripletul (A, V / K, f).  dim K A ═ dim K V. 

Fie A1 şi A2 două spaţii afine asociate spaţiilor vectoriale V aşi 
def

. 
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3.4. Teorema (fundamentală a geometriei afine) τ: A1 → A2 este transformare 

afină dacă şi numai dacă este dată de ecuaţia Y = AX +B.( dim K A1 = n, dim K A2 = m) 
([3], p. 245, [4], p. 140) 
3.5. Teoremă. Operaţia de compunere determină pe mulţimea transformărilor 

afine bijective ale unui spaţiu afin A o structură de grup ([4], p.136). 
3.6. Definiţie. Grupul din teorema 3.5. se numesc grup afin şi se notează GA (A). 

3.7. Definiţie. Se numeşte geometrie afină studiul proprietăţilor 
invariante ale spaţiului afin la acţiunea grupului afin. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
4. Geometrie euclidiană – Teorema fundamentală 

 
rintre spaţiile afine distingem o clasă importantă, spaţiile punctuale euclidiene. 

e 
numeşt

ℰ asociat unui spaţiu vectorial euclidian E se 
numeşt

Fie  şi  doua spaţii punctuale euclidiene asociate spaţiilor vectoriale 
euclidiene E

 ℰ  se numeşte izometrie dacă urma 
sa T: E

.5. Teoremă. T: E1 2 este ortogonală dacă şi numai dacă matricea asociată A verifică 

 
 

P
4.1. Definiţie. Un spaţiu vectorial real V dotat cu un produs scalar (< ⋅, ⋅ >) s
e spaţiu vectorial euclidian. 
4.2. Definiţie. Un spaţiu afin 
e spaţiu punctual euclidian. dim K ℰ = dim K E. 
Fie E1 şi E2 două spaţii vectoriale euclidiene. 

..,.scalar produsul pastreaza 
daca alaDef 4.3.

〉〈
 

ortogon numeste se EE:T Aplicatia initie. 21 →

ℰ1 ℰ2

1 şi E2 (dim K ℰ1 = n, dim kℰ2 = m). 
4.4. Definiţie. O transformare afină τ: ℰ1 2

1 →  E2 este ortogonală. 
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([4], p. 90). 
(fundamentală a geometriei euclidiene). Transformarea τ:  

este izo rif

ie: rezultã imediat din definiţia 4.4 şi teoremele 3.4 şi 4.5. 

 = n  se obţine teorema fundamentală a geometriei 

ometriei euclidiene plane, respectiv teorema 

monstraţie pentru teorema fundamentala a geometrie euclidiene 

lidiene 

lidian 
dotat cu

u urma sa T: E E. Din teorema 
3.5.com ii  a

4.6. Teorema ℰ1 ℰ2
metrie dacă şi numai dacă este dată de ecuaţia y = AX +B şi matricea A ve ică 

relaţia TA•A = In . 
Demonstraţ

 →  

4.7. Observaţii. 
a) Dacă dim K ℰ1 = dim kℰ2

euclidiene în spaţiul punctual euclidian ℰn. 
b) Teorema fundamentală a ge

fundamentala a geometriei euclidiene în spaţiu se obţine din teorema 4.6. pentru m = n= 
2, respectiv m = n = 3. 

c) O altă de
în spaţiu se bazează pe proprietăţi elementare ale izometriilor planului ([4], p. 98). 

d)  O altă demonstraţie pentru teorema fundamentala a geometriei euc
în spaţiu se bazează pe proprietăţi elementare ale izometriilor spaţiului ([4], p. 98). 

4.8. Teoremă. Mulţimea izometriilor bijective ale unui spaţiu punctual euc
 operaţia de compunere constituie un grup. 
Demonstraţie. Fie τ: ℰ→ℰ, izometrie c →
punerea a două aplicaţ afine bijective este o aplicaţie fină şi în plus 

compunerea a două aplicaţii ortogonale este o aplicaţie ortogonală. Deci avem (a) 



compunerea a doua izometrii bijective este o izometrie. Tot din teorema 3.5. inversa unei 
aplicaţi afine bijective este o aplicaţie afină şi în plus inversa unei transformări 
ortogonale este o transformare ortogonală. Deci avem (b) inversa unei izometrii bijective 
este o izometrie. 

Din (a) şi (b) rezultă că mulţimea izometriilor bijective ale unui spaţiu punctual 
euclidia

pul izometriilor spaţiului 
punctua

ă studiul proprietăţilor invariante 
ale sp
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proprietăţi care sunt păstrate de transformările grupului GI(ℰ), adică de izometrii). 
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Media integrală a unei funcţii şi aplicaţii 
                                                     de Florin Antohe 

 
 

                          Scopul acestui studiu este de a introduce noţiunea de medie integrală într-un 
punct, de a ilustra  câteva proprietăţi ale acesteia şi de a aplica apoi tehnica de lucru dată de 
această noţiune la rezolvarea unei probleme, cu scopul declarat de a-i scoate în evidenţă vituţile 
creatoare. Vom obţine astfel câteva rezultate mai generale legate de o clasă de ecuaţii funcţionale.  
 
Problema 1. Fie f :[0 ;∞ ) [0 ; ) o funcţie crescătoare cu proprietatea că există a→ ∞ ∈(0 ;1) 

astfel încât :  x∫ ∫
x a

f
0 0

= dtdttf )(
x

t)( ∀ ∈[0 ; ∞ ).           (1) 

Să se arate că f(x)=0 , pentru orice x∈[0 ; ∞ ). 
 
Soluţia 1. 
                 Fiind monotonă , f este integrabilă pe orice interval [0,x] , x>0 (adică este local 

integrabilă). Efectuând schimbarea de variabilă 
a
t

=  în integrala din membrul drept al 

relaţiei (1) obţinem

tu )(

 că:   

                                           ∫ ∫=
ax x

dtatfadttf
0 0

)()(  

şi deci (1) devine:        , ∫ =−
x

dtataftf 0)]()([ ∀ t∈[0 ; ∞ ). 
0

Deoarece a∈(0 ;1) rezultă că at≤ t , ∀ t∈[0 ;x] şi folosind faptul că f este crescătoare deducem că 
şi deci: )  ()()( tfatffatf −≥−⇔≤ )(t

                                                  )()1()()( tfaatftf −≥−  , ∀ t∈[0 ; x]. 
Folosim acum monotonia integralei în raport cu integrandul şi rezultă: 

                                                                    (2) ∫ ∫−≥−=
x x

dttfadtataftf
0 0

.)()1()]()([0

Fie t ) . Atunci, cum f(t) , 0 ,0[ x∈ 0≥ ∀ t∈[0 ;∞ ), avem: 

                                                                   (3) ∫∫ ∫∫ ≥+=
x

t

t x

t

x

dttfdttfdttfdttf
0

0

0

)()()()(
00

,

 dar f este crescătoare şi deci  f(t)≥ f(t 0 ) , ∀ t∈[t 0 ,x] , de unde deducem că :  

0

                                              )()()( 00

0

xttfdttf
x

t

−⋅≥∫  

şi atunci din (2) şi (3) rezultă că )()()1( 00 ≤⋅−⋅− tfxta  
Cum 1-a>0 , t-x >0 si f(t 0≥  x, t0 0 0

f(x)=0 , ∀ x∈[0 ;∞ ). 
 

0 ) , rezultă f(t )=0 şi cum  au fost luate arbitrar rezultă că 
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Soluţia 2. 

Faptul că f este integrabilă, ne asigură că   F(x)= ∫  , x
x

dttf
0

)( ∈[0 ;∞ ). este o funcţie continuă (4) . 

În plus, F(0)=0. Relaţia (1) se scrie acum : 
                                                                     F(x)=F(ax) 
din care obţinem că :  

)(...)()()( 2 xaFxaFaxFxF n====  , ∀ n∈N , ∀ x∈[0 ;∞ ). şi deci : 
                                                               ).(lim)( xaFxF n

n ∞→
=  

 Dar , cand n , x [0 ; 0→xan ∞→ ∀ ∈ ∞ ) , iar F este continuă în zero , ceea ce înseamnă că : 
şi deci F(x)=0 , 0)0(lim =

∞→n
)( = FxaF n  ∀ x∈[0 ; ∞ ). 

Prin urmare : ∫ x∈[0 ; =
x

dttf
0

0)( , ∀ ∞ ). Luăm t 0 ∈[0,x) şi atunci , cum f este crescătoare 

obţinem :    ).())(((0 00

0 0

tftxtff
x

t

⋅−≥= ∫ (≥)dtt∫)dtt)(
0 0

0

fdttf
x t

=∫ ∫ dt
x

t

+

 
Observaţie : Prima întrebare pe care putem să ne-o punem este dacă concluzia acestei  problemei 
rămâne valabilă şi în cazul în care f este descrescătoare. Cu soluţia 1 nu putem da răspuns , dar 
soluţia 2 se adaptează astfel. 
Integrabilitatea lui f şi deci continuitatea lui F se păstrează şi în situaţia în care f este 
descrescătoare. Prin urmare obţinem în mod analog că : 

                                                   ,  ∫ =
x

dttf
0

0)( ∀ x∈[0 ; ∞ ). 

şi cum f este descrescătoare avem : 

                                                       ∫ ⋅≥
x

xfxdttf
0

)()( , ∀ x∈[0 ; ∞ ). 

din care obţinem : , x [0 ; 0)( ≤⋅ xfx ∀ ∈ ∞ ) , relaţie adevărată pentru x>0 numai dacă f(x)=0. 
 
Aşadar am obţinut în acest fel o nouă problemă. 
 
Problema 2. Fie f :[0 ;∞ ) [0 ; → ∞ ) o funcţie descrescătoare cu proprietatea că există 

a∈(0,1) astfel încât ∫ dtt) ∫
x

dtt)=
x a

ff (( ∀ x∈[0 ; ∞ ). Atunci f(x)=0 ,  ∀ x [0 ; ).∈  ∞  
0 0

Observaţie : Spre deosebire de cazul în care f este crescătoare, aici nu mai avem în general f(0)=0 
, dar problema rămâne totuşi interesantă. S-ar părea că soluţia 2 care ne-a permis obţinerea 
acestei probleme este mai generală decât soluţia 1. 
 
În continuare prezentăm adevărata problemă sursă : 
 
Problema 3. Fie a,b∈(0 ; ) cu a+b<1 şi f :[0 ; ∞ ∞ ) [0 ; → ∞ ) o funcţie crescătoare astfel 
încât : 
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                                     , ∫ ∫ ∫+=
x ax bx

dttfdttfdttf
0 0 0

)()()( ∀ x∈[0 ; ∞ ). 

Să se arate că f(x)=0 , pentru orice x∈[0 ; ∞ ). 
 
Rezolvare : 
Folosind argumentele de la rezolvarea problemei 1 şi ideea din soluţia 2 , din  (4) rezultă : 
                                  ,        )()()( bxFaxFxF += ∀ x∈[0 ; ∞ ).            (5) 
care este o ecuaţie funcţională mai greu de prelucrat decât cea obţinută la problemele 1 şi 2. Vom 
încerca să o abordăm prin cealaltă metodă. Obţinem din (4) că : 

                                 , ∫ =−−
x

dtbtbfataftf
0

0)]()()([ ∀ x∈[0 ; ∞ ).    

şi luând  arbitrar , va rezulta că : xt <0

                                       )()1()()()( tfbabtbfataftf −−≥−−  şi deci : 

∫ ∫ ∫ ⋅−−−≥−−≥−−≥−−
x x x

t

tftxbadttfbadttfbadtbtbfataftf
0 0

00

0

)())(1()()1()()1()]()()([ , 

adică 0 , căci 1-a-b>0 , .  )( 0 =tf 00 >− tx
 

Media integrală a unei funcţii 
 

                      Fie f :[0,∞ ) R o funcţie local integrabilă, adică o funcţie integrabilă în sens 
Riemann pe orice interval de forma [0,x], cu 0<x<

→
∞ . Media integrală a funcţiei f pe intervalul 

[a,b]⊂ [0 ; ) este , prin definiţie : ∞

                                                       ∫−
=

b

a

dxxf
ab

f )(1][μ   

în timp ce funcţia ∫=
x

c dttf
x

xf
0

)(1)]([μ , 0<x<∞  , se numeşte media integrală Cesaro a funcţiei 

f. Media integrală apare în teoremele de medie pentru integrala Riemann : dacă f este continuă 
atunci există c∈[a,b] , astfel încât )(][ cff =μ . 
Media integrală Cesaro este o transformare integrală care conservă monotonia pentru anumite 
clase de funcţii. 
Ex: Dacă f:[0, ) R este continuă şi monotonă şi ∞ → →∞);0(:][ fcμ R este media integrală 
Cesaro a lui f , atunci ][ fcμ este monotonă şi are acelaşi tip de monotonie cu f. Proprietatea 
rămâne valabilă şi dacă f nu este continuă. 
 
Vom considera în continuare valoarea limită a mediei integrale , noţiune care ne va fi utilă la 
rezolvarea problemei 3. 
 
Definiţie: Fie f:I R o funcţie local integrabilă. Funcţia :I→ fM → R . 

                                  ∫−
=

>
→

x

x
xxf dttf

xx
xM

xx 00
0

)(1lim)(
0

0 , ∀ ∈0x I , 

 3



  

în ipoteza că limita există , se numeşte media integrală (la dreapta) a lui f în x 0 . 
Este clar că media integrală a lui f în x 0  este limita mediei integrale a lui f pe intervalul [x 0 ,x], 
limită calculată când x tinde la x  , cu valori mai mari decât x 0 . 0

Observaţii : 
1. Noţiunea de medie integrală într-un punct este uşor improprie. Ea este de fapt derivata 
primitivei funcţiei f. 
2. Deoarece functia f este local integrabilă , rezultă că funcţia F :I R, 

x
→

                                                             x∫=
x

dttfxF
0

)()(  , ∈I este continuă pe I şi deci : 

∫
+

→→
=

−
−

=
>

hx

x
hxxf dttf

hxx
xFxF

xM
xx

0

00
0

.)(1lim
)()(

lim)(
0

0

0
0                                           

 
eorema 1. Fie I R un interval , f :I R o funcţie local integrabilă şi ⊂ → fT  :R  R definită prin : 

                                                              

→

⎩
⎨
⎧ ∈ Ixxf ),(

∉
=

Ix
xf

,0
)(  

Atunci f admite primitive pe I dacă si numai dacă : )()( xfxM
f

=  , .Ix∈∀  

 
Demonstraţie : 

itivă a lui f pe I. Atunci F’=f şi  cu Ixx ⊂+− ],[ ηη.Ix∈∀""⇒  Fie f o prim avem , cu formula 

Leibniz-Newton , )],(x  )([)( FhxF
h

dxdxxf
h x

−+=∫
11 hx+

η<< h0∀ , deci : 

).()()]()([1lim)(1lim '

00
0

xfxFxFhxF
h

dxxf
h

hx

x
hh

h

==−+=∫
+

→→
<< η

 

Dacă i (respectiv  Ix ∈0 ş Ix inf0 = Ix sup0= ) se procedează în mod asemănător. 

Fie a  fixat ş  Atunci : i ∫ ∈=
a

IxdttfxF .,)()(
x

""⇐ I∈

∫∫ ∫
++

∈+∀=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

−+ hx

x

hx

a

x

a

Ihxxdttf
h

dttfdttf
hh

xFhxF ,,)(1)()(1)()( . şi )()( xfxM
f

=  

înseamnă că )()()()(lim
0

xfxM
h

xFhxF
fh

==
−+

→
, .Ix∈∀  

deci F este derivabilă în x şi F’(x)=f(x), adică F(x) este o primitivă a lui f pe I. 

R este local integrabilă şi admite primitive atunci 

 
eorema 2. Fie f :I R monotonă şi 

Demonstraţia este  completă. 
Corolarul 1. Dacă f :I→

.),()( IxxfxM f ∈∀=  

→ Ix ∈0T . Atunci : 
a) dacă f este crescatoare : 0()( 00 );)( 0 +≤≤ xfMxf xf  
b) dacă f este descrescatoar 0 );()()( 000 +≥≥ xfxMxf f  e :
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Demonstraţie: 

l a) , pentru b) procedându-se analog. Tratăm doar cazu
Fiind crescătoare, f este local integrabilă. Pentru orice x ],[ 0 xx∈  avem: 
                                                     )()()( 0 xftfxf ≤≤  

deci :                         ⋅−⋅ xxf 0 ()( ∫ >−≤≤
x

x

xxxxxfdttfx
0

000 ),()()()  

adică )()(
)(

1)(
00

0 xfdttf
xx

xf
x

x

≤
−

≤ ∫  de unde prin trecere la limită obţinem inegalitatea din 

 
rul 2. Dacă f este continuă (la dreapta) în  atunci 

enunţ. 

Corola 0x ).()( 00 xfxM f =  
 

Demonstraţie. Punând ,,)()(
x

 atunci F este derivabil
0

0∫ ≥=
x

xxdttfxF ă la dreapta în şi : 0x  

                                      ).()('
)()

00
0 xfxF

xF
d ==

(
lim)( 0

00
0 h

hxF
xM

hf
h

−+
=

>
→

ţia teoremei 2 mai trebuia arătat că, în cazul în care f este monotonă pe 
 în orice punct 

 

Observaţie. În demonstra
I, media integrală există Ix ∈0 . 
Conform corolarului 2, trebuie să demonstrăm că afirmaţia este valabilă pentru Ix ∈0 cu 
proprietatea că f nu este continuă în 0x . Are loc : 
 
Propoziţie : Dacă f :I→R este monotonă , atunci Ix ∈∀ 0 , există ).(
Demonstraţie : Funcţia f fiind monotonă, ea este

0xM f  
 local integrabilă, adică f este integrabilă pe 

, pentru orice  conform criteriului Lebesgue de integrabilitate Riemann , f 

prim re lim e later

], xx[ 0 0

fiind continuă a.p.t pe ], xx . 
xx > , 

 [ 0

.Ix∈

Fie 0x  un punct de discontinuitate al lui f. Cum f este monotonă, f are numai discontinuităţi de 
speţă , adică f a it ale (finite) în 0x . a 

Considerăm →],[: 0 xxf R , 
⎩
⎨ =+

=
.),0(

)(
00 xxxf

xf  

 

⎧ ∈ ],(),( 0 xxxxf

∫ dtf )(  ş∫=
x

x

x

x

tfdtt
0 0

() i deci )()( 00 xMxM
ff = , în ipoteza cAtunci : ă aceasta din urmă există. 

ar f  este continuă la dreapta în i deci, pe baza corolarului 2 ,  0x  ş )( 0xM
f

D  există  şi este egală 

 
Propoziţia 2. a) Dacă f , atunci 

cu ( 0 +xf ).0  

0≥ ;0≥fM  
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                      b) Dacă f este pozit ă şi monotonă atunci şi fM  es otonă şi are aceeaşi 
monotonie cu f.
 

iv te mon
 

emonstraţie : D
a) Este evident ; 
b) Fie f crescătoare şi 21 xx ≤ . Alegem h>0 astfel încât 1 hx 2x≤+ . Pentru ],[ 11 hxxt +∈ , 

],[ 22 hxxx +∈  avem : 
                                           )()()()()( 221 hxfufxfhxftf +≤≤≤+≤  
şi deci : 

                                     ∫≤⋅≤ ufxfhdttf ()()( 2   ∫
+ +hx

x

hx

x

du
1

1

2

2

) , 

∫∫ ≤dttf
21 1)(1adică       
++ hx

x

x

x

duuf
hh

21

)( , 

de unde rezultă , c.c.t.d. 
problema 3 prin intermediul noţiunii de medie integrală (într-un punct). 

 

ă : 
x

tă din (1) ne dă: 

 adică: 

h

 )()( 2xMxM f≤1f

Putem acum să rezolvăm 

Soluţie: 
 
Fie 0x >0. Din (1) deducem c

0ax

                                                  ∫ ∫∫ +=
0 0

)()()( dttfdttfdttf , 
0 00

x b

care scazu

∫ ∫∫ ∀+=
x bxax

dttfdttfdtf
0 00

,)()(( ,
x

>
bxax

xxt 0)

∫∫∫ −
+

−
=

−

bx

bx

ax

ax

x

x

dttf
bxbx

bdttf
axax

adttf
xx

000

,)()()(1                                      
000

 

otonă) că: 
                                    
de unde rezultă (f este mon

)(()( 00 bxaMxM fff )0 bMax +=                     (6) 
 
Deoarece este crescătoare , căci f este crescătoare şi a<1 , b>1 , avem  fM 00 xax ≤ , 00 xbx ≤ , 
deci : 

)()( 00 xMaxM ff ≤  şi )( 0 MbxM f ≤ )( 0xf  şi atunci din (6) rezultă : 
                                       )() 0 01()()()( 00 ≤−−⇔+≤ xMbaxM ff  xMba f

 0)( 0 ≤xM fşi cum a+b<1 , adică 1-a-b>0 , rezultă cu necesitate că . 
oziDar f este p tivă şi deci 0)( 0 ≥xM f  ceea ce impune .0)( 0 =xM f  

Folosin 0)()(0 00 =≤≤ xMxf f  ceea ce impune 0)( 0 =xfd teorema 2, punctul a) rezultă : . 
Cum  a fost luat arbitrar, deducem că 0x  0)( 0 =x , ).;0[ ∞∈∀x  În af celaşi mod se poate rezolva 

 problemă : problema 2 şi următoarea
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Dacă );0(,...,, 21 ∞∈naaa  cu 1,...,, 21 <naaa şi f :[0, este o funcţie crescătoare )∞ ;0[ ∞→ )

astfel încât : ∫ ∑=
x n

dttf )( );0[∫
xi

tf (
a

dt)  , ∞∈∀x  atunci .0≡f  
=i0 1 0

Observaţii : 
ţiu unct este proprie şi

 pe orice interval [0,a] şi deci , pe baza criteriului Lebesgue 
grabilitate Riemann e continuă a.p.t.

eamnă că , excep ulţime A neglijabilă, avem f continu
e în aceste puncte cu f(x). 

ru  este chiar o derivată ( a funcţiei F(x)= , care este o 

 este legată de media integrală Cesaro 

                                                      

1) No nea de medie integrală într-un p  im  pentru faptul că , f fiind local 
integrabilă , este integrabilă Riemann
de inte  , f est  
Aceasta îns tând o m ă pe [0,a] şi deci 

)(xM f coincid

De fapt, pent Aax \],0[∈ , )(xM f
0

primitivă a lui f pe orice interval pe care f este continuă). 
2) Media integrală a unei funcţii într-un punct ,

∫
x

dttf )(

)(xM 0f

F(x) prin relaţia următoare: 

0
0

0
0 xx

xx
xx −

00 )()(
lim)(

xFxxxF
xM f

−
=  . 

adică  este derivata funcţiei , unde F este media integrală Cesaro. 
lă

operator definit pe mulţimea funcţiilor local integrabile, rezultatele 
nctelor fixe ale lui conţi  clasa funcţiilor care admit 

 
m 

                                                

>
→

f

3) Pe baza teoremei 1 , dacă f este local integrabi
 M )(xxF

 şi admite primitive pe I , atunci 
.),()( IxxfxM f ∈∀=  

Dacă privim pe fM  ca un 
anterioare arată că mulţimea pu nefM
primitive.
4) Pute defini media integrala într-un punct şi printr-o limită simetrică : 

∫
+hx01

−
→

=
hx

hf dttf
h

xM )(
2

lim)(
00 , 

 la 

 acelaşi fel ca şi cele 

funcţia crescătoa  f:[0

0

sau printr-o limită stânga, obţinând astfel noţiuni uşor diferite. 
 
 
               Indicăm în continuare şi alte probleme care pot fi rezolvate în
tratate anterior. 
Problemă: Determinaţi re ; )∞ );0[ ∞→ pentru care 

roblemă : Determinaţi funcţia descrescătoare f:[0; 

∫ ∫ ∞∈∀= xdttfdttf
0 0

).;0[,)()(  
x x2

P  pentru care )∞ );0[ ∞→

∫ ∫ ∞∈∀=
x x

xdttfdttf
2

0 0

).;0[,)()(  

Problemă: Determinaţi funcţiile crescătoare f:[0; →∞) R care satisfa a:  

N 

c relaţi

 unde , (fixat). ∫ >∀=
kx

x

xdttf ,0,0)( ∈k 2≥k
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Punem F(x)= şi rezultă  din care obţinem, pe rând ,  

Rezolvare: 

 : ∫
x

dttf
0

)(  ).;0(),()( ∞∈∀= xxFxF k

)()(

________________
)()(

............................
)()(

)()(

1

11
                                                      

1
2kxFF

1

1

n

nn

k

kk

k

xFxF

xFxF

x

xFxF

=

=

=

=

−

 

care conduce la F(x)=

1
k

.0),1(lim
1

>∀=⎟
⎠

⎜
⎝∞→n

⎟
⎞

⎜
⎛

xFxF nk  

 Atunci );0(,0
)()(

lim)( 0
0

0
0

0

∞∈∀=
−
−

=
>
→

x
xx

xFxF
xM

xx
oxxf . 

0)()(0 00 =≤≤ xMxf f  rezultă );0(,0)( 00 ∞∈∀= xxf  Cum f este pozitivă şi crescătoare din 
 

e elementare de calcul in l, Editura Universităţii Bucureşti, 1995 
2. Becheanu, M ş.a (coord) Olimpiada Naţională de Matematică, clasele VII-XII. Editura Paralela 

3. Muntean I. , Asupra mediei integrale Cesaro , Gazeta Matematică, Anul 85 (1980) 
i integral , vol 1-2. E ţifică şi Enciclopedică, 
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UN CAZ DE REZOLVARE AL ECUATIILOR DE GRAD 7 
 

                 -DE MARCU STEFAN FLORIN –PROFESOR CALARASI-  
    
     Fie un polinom de grad 7 de forma: 
 
                f∈R[X],f=X7+a1X5+a2X3+a3X+a4  cu  a1, a2, a3, a4∈R  (1) 
 
Ne propunem sa aflam in ce conditii ecuatia algebrica f(x)=0 poate fi 
“rezolvabila prin radicali”,si mai mult, sa rezolvam aceasta ecuatie. 
 
Observatia 1 
      Se stie ca orice polinom de grad impar cu coeficienti reali admite cel 
putin o radacina   reala. 
 
Observatia 2 
        Vom presupune  a4≠0 ,cautand solutii reale nenule ale ecuatiei f(x)=0 . 
 
Proprietatea 1 
Ecuatia f(x)=0 cu f   avand forma (1) poate fi rezolvabila prin radicali ,daca 
au loc relatiile: 
7a =2a 2

1 si 49a 3 =a 3
1                                                  (2) 2  

 
Solutia 1 
 
Cautam solutii reale de forma  x=u+v,  u,v ∈R.  Notam uv=b si folosim 
urmatoarele identitati: 
       (u+v)7=u7+v7+7uv(u5+v5)+21u2v2 (u3+v3)+35u3v3 (u+v) 
       (u+v) 5=u5+v5+5uv(u3+v3)+10u2v2 (u+v) 
Deducem: u5+v5=x5-[5b(x3-3xb)+10b2 x] 
Respectiv: u7+v7=x7-7b(x5-5bx3+15b2x-10b2x)-21b2 (x3-3xb)-35b3x= 
                           =x7-7bx5+14b2x3-7b3x 
 
Asadar   :        u7+v7 = x7-7bx5+14b2x3-7b3x 
                          u7v7= b7 

 
Numerele  u7   , v7   pot fi privite ca fiind solutii ale ecuatiei: 
 
       t2-( x7-7bx5+14b2x3-7b3x)t+ b7=0 
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Notam x7-7bx5+14b2x3-7b3x =-C si obtinem : 
 

u =7

2
4 72 bCC −+−    , v 7 =

2
4 72 bCC −−−  

 
In consecinta , numarul de forma: 
 

x= 7
72

2
4bCC −+− + 7

72

2
4bCC −−−  

         
este solutie a ecuatiei:    (3) x7-7bx5+14b2x3-7b3x+C=0 . 
 
Notand     C=7a4; -7b3 =a3   ;14b2 =a2;;-7b=a1 ecuatia (3) devine ecuatia 
f(x)=0. 
 
Mai mult:    7a2=7·14b 2a 2

1       si 49a3  (-7b)3= a 3
1  . 2 =  =

 

Asadar, se confirma relatiile (2). 
 
Solutia 2 
Aceasta solutie vine in completarea solutiei 1,deoarece vom rezolva  ecuatia 
afland efectiv forma solutiilor. 
 
Vom cauta pentru ecuatia f(x)=0 solutii reale nenule de forma  : 
 x 0 =α +

α
k   ,     cu k∈N ,k≥2 si α∈R-Q . 

                          
Urmarim ideea ca printr-o substitutie de forma  x→x+

x
k    ,x≠0  sa ajungem 

la un  
polinom de forma: 
 ( 4)  g=x +7

7x
M +  a 4 , cu x≠    , a 4 0 ≠ 0 . Calculam deci g(x)=f(x+

x
 . k  )

 
Obtinem succesiv: 
 
                                                                                                                                        



( x+
x
k  )   =   x7+7k x5+21k2x3+35k3 x+357

x
k 4

+21 3

5

x
k +7 5

6

x
k ( +

x
k 7       )  .

( x+
x
k ) 5 =x 5 +5kx 3 +10k 2 x+10

x
k 3

+5 3

4

x
k +(

x
k ) 5  . 

 ( x+
x
k ) 3 =x 3 +3kx+3

x
k 2

+( 
x
k ) 3  .                                                                                 

 
 

sadar:       g(x)=x7+(7k+a1)x5+(21k2+5ka1+a2)x3+(35k3+10a1k2+3a2k+a3)x+ A
 

      + 
x

kakakak 3
2

2
3

1
4 31035 +++ + 3

3
2

4
1

5 521
x

kakak ++ + 5

5
1

67
x

kak + +( 
x
k ) + a      7

4  

 
 
                               

g  avea forma (4) daca au loc conditiile: Polinomul  va
         7k+a1=0 

2           21k +5ka1+a2=0
3 2 =         35k +10a1k +3a2k+a3 0 
4 3 2 a3k=0          35k +10a1k +3a2k +
5 4 a2k3 =0          21k +5a1k +

6 5         7k +a1k =0 
ezolvand acest sistem obtinem: a =-7k; a =14 k2; a = -7k3       (5) R 1 2 3

 
bservatia 3O  

 
olinomul f are forma: P

 
= x7-7k x5+14k2x3-7k3 x+a4  ,cu k∈N,   k≥2,   a4≠0 f

 
Eliminand k din relatiile (5) ,regasim conditiile: 7a2=2a  ,respectiv   
49a3=a 3 . 

2
1

1

In aceste conditii sa rezolvam efectiv ecuatia f(x)=0. 
 
Observatia 4     
             
Deoarece g(x)=f (x+

x
k )       , obtinem ca, daca  x0  este solutie a ecuatiei 

g(x)=0, atunci                            



                                      
 

x +
       

0
0x

k      este     solutie a ecuatiei f(x)=0. 

Avem  g= x + ( 
                                     

7

x
k  +a        Notam x =t  si obtinem : 7) 7

4 .

2 7g(x)=0  ⇔t +a4t+k =0  unde Δ=a 2
4 -4k 7    

                                                                                         
                                                

Δ ≥ ⇒a) Daca     0  t =1 2
4 Δ+− a      si     t2= 2

4 Δ−− a  

                                                               
 

 t x7=t admit solutiile reale: Ecuatiile  x7= 1;   2       
                                                       

          x = 7 4 7 4

2
Δ−− a

1 2 2
Δ+− a  , x =          

                                                 

1 2 1Asadar  g(x )= g(x )=0⇒f(x  +
1x

k ) = f(x  +2
2x

k ) =0 . 

 
vatia 5  Obser

         
 x  +1

1x
k  =x  +2

2x
k   este adevarat    deoarece   x x =k .   1 2

 
eci solutia reala a ecuatiei f(x)=0 este de forma: D

 

x =0
7 4

2
Δ+− a +

7 4

2
Δ+− a

k
∈R-Q       sau  

x =

 
 

0
7 4

2
Δ+− a + 7 4

2
Δ−− a  . 

                               
 



b) Daca Δ<0⇒ t1= 
2

4 Δ−+− ia    ;       t2= 
2

4 Δ−−− ia                

                                                       
Din relatiile lui Viete stim ca  t1+ t2=-a4  si  t1t2=k7 

 

Daca notam cu  x1   orice solutie (complexa) a ecuatiei  x7= t1 respectiv cu  
x2  orice solutie (complexa) a ecuatiei   x7= t2   obtinem   x1

7x2
7=k7  ⇔ (x1 

x2)7=k7 

 
Daca privim aceasta relatie ca fiind o ecuatie in necunoscuta    x1x2  ,obtinem 
o solutie reala si anume  x1x2=k∈N 
 
Mai mult ,deoarece   t2 = t1  ⇔   x2

7=  x1
7 =(x1)7   ,   putem avea  x2= x1 

 
 Atunci solutia x0= x1 +

1x
k = x2+

2x
k  = x1 +x2 ∈R,  chiar daca   x1 ,x2 ∈C                                   

In  continuare vom lucra in cazul  Δ ≥0.   Celelalte solutii ale ecuatiei g(x)=0 
,vor fi numere complexe provenind din rezolvarea ecuatiilor  x7= t1   si  x7= t2    
 
Folosind scrierea sub forma trigonometrica a numerelor  t1,t2  obtinem: 
x ' =n

7 [cos(1t 7
2 πn )+i  sin(

7
2 πn )]   , ∀n= 6,1            (6) 

x ="
n

7  [cos(2t 7
2 πn )+i  sin(

7
2 πn )]  , ∀n= 6,1             (7) 

 
Observatia 6 
 
Evident ,ne intereseaza doar solutiile complexe ale ecuatiilor x7= t1   si  x7= t2    
Vom nota     zn= cos(

7
2 πn )+i  sin(

7
2 πn  )     ,∀  n= 6,1     

Observatia 7 
 
                nz =1⇒ nz =

nz
1   ,∀n=1,6 

Obtinem deci g(x = g(x "
n =0⇒ f(x '

n
'
n ) ) + '

nx
= f(x "

n
k ) + "

nx
       ,∀n=1,6   k )

   
 
 



Propozitia 1 
 

'
'

n
n x

kx + =  x +"
n "

nx
k           ,∀n= 

Demonstratie : x ' +n '
nx

k = 7
1t z n +

nzt
k

7
1

= 7
1t z n + nz

t
k

7
1

  

                        x +"
n "

nx
k  = nzt7

2 +
nzt

k
7

2

= nzt7 +2 7
2t

k
nz          

 
Deoarece  t1t2=k7⇒   k= 7

1t 7
2t  

 

 Atunci: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+=+

+=+

nn
n

n

nn
n

n

ztzt
x
kx

ztzt
x
kx

7
1

7
2"

"

7
2

7
1'

'

 

 
 
 Deci  ,  propozitia 1 este evident adevarata. 
 
 
Propozitia 2    { x '

n + '
nx

k   , n= 6,1  }={  x "
n + "

nx
k  , n= 6,1  } . 

 
Demonstratie : 
 
Elementele primei multimi sunt numere complexe si sunt conjugate doua 
cate doua. Analog si elementele celei de-a doua multimi. Folosind si 
propozitia 1, se observa imediat egalitatea celor doua multimi. 
 
 
 
Asadar, cele 6 solutii complexe ale ecuatiei f(x)=0 au forma: 
 

x =n
7 z  +  4

2
Δ+− a

n

7 4

2
Δ+− a

k
nz  sau 

 



  x =n
7 z  + 4

2
Δ+− a

n
7  4

2
Δ−− a

nz      

                                                                 
                                                       
 
 
           
                            Aplicatie   
    
Sa se arate ca numarul x= 7 8  (1+ 7 2 ) este solutie a ecuatiei : 
 
                      
x7-14x5+56x3-56x-24=0 . 
 
Sa se rezolve apoi ecuatia. 
Demonstratie 
   Evident un calcul direct este destul de complicat. Aplicand cele de mai sus 
avem: 
k=2,a1=-14,a2=56,a3=-56,a4=-24⇒Δ=64 
Atunci   ,  solutiile  sunt de forma: 
 

x =0
7

2
824 + + 7

2
824 − = 7 16 + 7 8  ( solutie reala ) 

Solutiile complexe sunt de forma : 
 
x =n

7
n16 z + 7 8 nz   n, ∀ = 6,1  cu z n = cos( ,

7
2 πn i  sin()+

7
2 πn  .      )

 
Observatia 8 
 
Aplicatia de mai sus poate fi privita in urmatorul context mai general: 
“Sa se gaseasca o ecuatie algebrica de grad 7,f(x)=0 unde f are forma (1) 
care sa admita solutia reala   x 0 = 7 3k + 7 4k     ,  unde  k∈N , k 2 fixat 
arbitrar “ . 

≥

 
Demonstratie 
Folosind notatiile din aceasta nota  avem , x =1

7 3k  ,  x =2
7  ⇒ t 1 =k 3  , 

t =k 4 . Dar t 1 + t 2 -a 4 4 =- k 3 - k 4  .

4k
=  a  

 
2  ⇒



Ecuatia cautata va avea forma: 

-7kx +14k -7k - k - k =0 , k
 

7 5 2 x 3 3 x 4
3 4 ∈x N , k 2 . 

bservatia 9 

nalog se pot construi polinoame care sa aiba forma (1) si sa  admita 

≥
 
O
 
A
radacini reale de tipul  x 0 = 7 k + 7 6k  sau   x 0 = 7 2k + 7 5k  , unde      k∈N , 
k≥2 .                 
 
 
                                                                                          

         
    

                                                                                           
                                                                                                     
 
 
 
 



Impartirea numerelor naturale si impartirea numerelor intregi 

 

I) Impartirea numerelor naturale 

Teorema impartirii cu rest: d=ic+r, 0≤r<1. 

“Deimpartitul este egal cu impartitorul ori catul plus restul”. 

Daca i=0, avem a:1=a. 

Daca d=0 si i≠0 avem 0=i . Deci 0:a=0, a≠0. 0⋅

Daca d≠0 si i=0 vom avea d=0c+r, dar 0≤r<1, insa i=0, deci impartirea cu 0 nu este posibila. 

Daca d=0 si i=0 vom avea 0=0c+r, , ceea ce ar fi adevarat daca r=0. 

Probleme 
1. Delia a avut o suma de lei din care si-a propus sa-si cumpere numai caiete. Ea si-a putut cumpara doar 10 

caiete cu 5750 lei bucata. Ce suma a avut Delia? 

Rezolvare: 

Daca notam suma Deliei cu S, atunci avem S=5750·10+R, unde 0≤R<5750. 

Daca R=0, atunci S=57500. 

Daca R=1, atunci S=57501. 

....................................................... 

Daca R=5749, atunci S=63249. 

2. Radu are doua clasoare in care are in total 131 timbre. Daca imparte numarul timbrelor dintr-un clasor la 

numarul timbrelor din celalalt clasor obtine catul 3 si restul 15. Cate timbre are in fiecare clasor? 

Rezolvare: Avem nevoie de o figura. 

 
Figure 1 

Si prin metoda figurativa deducem ca in clasorul al doilea va avea (131-15):4=29 timbre, iar atunci in primul 

clasor vor fi 3·29+15=102 timbre. 

3. Intr-o impartire cu rest a doua numere naturale se stie ca suma dintre rest si impartitor este 15, suma dintre 

cat si impartitor este 17, suma dintre rest, cat si impartitor este 18. Aflati numerele. 

Solutie: 

D=C·I+R, 0≤r<I 

R+I=15 
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C+I=17 

I+C+R=18 

Din ultimele doua relatii obtinem 17+R=18, de unde R=1. Apoi din a doua si ultima relatie obtinem C+15=18, 

de unde C=3. Apo inlocuind in a doua relatie avem I=14., iar din prima relatie D=43. 

4. Suma a doua numere este 340. Daca impartim numarul mai mare la jumatatea numarului mai mic obtinem 

catul 3 si restul 25. Aflati numerele. 

Solutie: 

Notam x si y∈N cele doua numere. 

Presupun x<y. 

Atunci x+y=340 si y=0,5x·3+25, cu 0,5 x>25. 

x+
2
3 x+25=340. 

2
5 x=340-25 

2
5 x=315 

x=126 

y=340-126 

y=214 

5. Diferenta a doua numere este 94, iar ea intrece cu 23 sfertul numarului mic. Aflati numerele. 

Solutie:Notam x si y∈N cele doua numere. Vom avea x-y=94 si x-y-23=
4
1 y.Obtinem 94-23=

4
1 y. 

4
1 y=71 

y=284. 

x=y+94 

x=284+94 

x=378. 

6. Impartind numerele 1243, 6532, 1817 la un acelasi numar, obtinem resturile 13, 7 si 2. Aflati impartitorul. 

Solutie: 

Fie x nenul, impartitorul comun. Atunci conform teoremei impartirii cu rest avem 

1243=xa+13 

6532=xb+7 

1817=xc+2 



unde a, b, c sunt caturile din impartirile efectuate. Scadem din fiecare egalitate restul corespunzator si vom 

obtine 1230=xa 

6525=xb 

1815=xc 

Cum x este acelasi, inseamna ca el este cmmdc al numerelor date si x ≥13. 

Atunci cum 1230=2·3·5·41 

6525=32·52·29 

1815=3·5·112 

Inseamna ca x =cmmdc=3·5=15. 

7. Sa se afle cel mai mic numar de doua cifre, pe care impartindu-l la 10, 18, 15 sa obtinem acelasi rest 2. 

Solutie: 

Fie x numarul cautat; x avand doua cifre este mai mare decat 2.( 2 ar fi fost cel mai mic numar cu proprietatile 

cerute). 

Deci x-2∈M10 , x-2∈  M18 si x-2∈  M15; de unde x-2=cmmdc[10,18,15]. 

Fiind cel mai mic numar cautat. 

Avem atunci x-2=90 si x=92. 

8.Care sunt numerele naturale cuprinse intre 200 si 300, cre impartite pe rand la 5, 4, 3 sa dea resturile4, 3, 2? 

Solutie: 

Daca x este un numar ce indeplineste cerintele problemei, inseamna ca  

x-4∈M5 rezulta ca x+1∈M5 

x-3∈M4 rezulta ca x+1∈M4 

x-2∈M3 rezulta ca x+1∈M3 

Din ultimele trei relatii obtinem x+1∈M[5,4,3] 

x+1∈M6 ={60, 120, 180, 240, 300,...} 

Cum insa 200<x<300, vom avea x+1=240 deci x=239 

x+1=300 de unde x=299. 

Numerele cautate sunt 239 si 299. 

9. Care exte cel mai mare numar abc  care impartit pe rand la 7, 3, 5 sa dea restul 1? 

Solutie: Daca abc =x, avem 

x-1∈M7 

x-1∈M3 

x-1∈M5 

De aici rezulta ca x-1∈M[7,3,5] 



x-1∈M105 

abc -1∈M105={105, 210, 315, 420, ...., 945} 

abc -1=105, de unde abc =106 

abc -1=210, de unde abc =211 

................................................................ 

abc -1=945, de unde abc =946. 

Cum abc  este cel mai mare numar de trei cifre cu aceste proprietati, vom avea abc =946. 

10. Sa se afle doua numere naturale stiind ca cmmdc=4 si cmmmc=144. 

Solutie: 

Fie a si b numerele cautate. Atunci (a,b)=4 si [a,b]=144. 

Cum (a,b)·[a,b]=a·b avem a·b=4·144 

a·b=576 

Cum (a,b)=4, rezulta a=4k si b=4x cu (k,x)=1. 

Prin inlocuire obtinem 4k·4x=576 rezulta k·x=36. 

Deci k, x∈D ={1, 2, 3, 4, 6, 6, 12, 18, 36} 36

Numerele a si b cautate vor fi (4,144); (16,36); (36,16); (144,4). 

11. Sa se afle cmmdc si cmmmc al numerelor 729 si 576. 

Solutie: 

Pentru a afla cmmdc avem doua metode: Algoritmul lui Euclid si descompunerea numerelor. 

Metoda I: Algoritmul lui Euclid 

 
Figure 2 

Cmmdc(729, 576)=9, ultimul rest nenul. 

Cum (729, 576)·[ 729, 576]=729·576 

[ 729, 576]=46656. 

Metoda a II-a: Descompunerea in factori primi 

729=36 

576=26·32 

(729, 576)=32=9 

[ 729, 576]= 26·36=46656. 



12. Ciurul lui Eratostene este o metoda cunoscuta inca din antichitate pentru determinarea numerelor prime. 

 numerele prime mai mici decat 100. 

 toate numerele de la 2 la 100, apoi se bareaza multiplii lui 2( mai putin 2), multiplii lui 3( mai putin 

 

1  72  73  74  75  76  77  78  79  80  81  82  83  84  85  86  87  88 89  90  91  92  

93  94  95  96  97  98  99  100 

Exemplu. 

Sa se afle

Solutie: 

Se scriu

3), etc. 

2  3  4  5  6  7  8  9  10  11  12  13  14  15  16  17  18  19  20  21  22  23  24  25  26  27  28  29  30  31  32  33 

34  35  36  37  38  39  40  41  42  43  44  45  46  47  48  49  50  51  52  53  54  55  56  57  58  59  60  61  62  

63  64  65  66  67  68  69  70  7

 
Figure 3 

Deci numerele prime mai mici decat 100 sunt 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 

 determine restul impartirii lui 1n+2n+3n+4n la 3.(n

67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. 

13. Sa se ∈N). 

)n+(3+1)n=1+Cn
03n- Cn

13n-1+ Cn
23n-2-....+(-1)n Cn

n+ +Cn
03n+ Cn

13n-1+ Cn
23n-2+....+ 

irii lui 1n+2n+3n+4n la 3 este 0. 

-1 si 1n+2n+3n+4n=M3+1 deci restul 
n

 arate ca daca N*, atunci n2 divide (n+1)n-1. 

Solutie: 

1n+2n+4n= 1+ (3-1

Cn
n=M3+2+(-1)n. 

Daca n este numar par atunci (-1)n=1 si 1n+2n+3n+4n=M3 deci restul impart

Daca n este numar impar atunci (-1)n=

impartirii lui 1n+2n+3n+4  la 3 este 1. 

14. Sa se n∈

Solutie: 

(n+1)n-1= Cn
0nn+Cn

1nn-1+ Cn
2nn-2+...+Cn

n-1= Cn
0nn

n
1nn-3+ Cn

2nn-

2+ u orice n natural, mai mare sau egal cu 2. 

+Cn
1nn-1+ Cn

2nn-2+...+ +Cn
n-1= n2(Cn

0nn-2+C
4+...+ +Cn

n-3n+ Cn
n- 1) este divizibil cu n2, pentr

Daca n=2 atunci 22 32  

aca n=1 atunci 

-1 ceea ce este adevarat.

1D 2-1 ceea ce este adevarat. 

 

 



II) Teorema impartirii cu rest a numerelor intregi 
Fie a si b doua nu ere intregim  cu b nenul. Atunci exista doua numere intregi q si r unice cu proprietatile 

a=bq+r si 0≤ r < b .       (1) 

Egalitatea (1) se numeste formula impartirii cu rest pentru numere intregi, iar numerele q si r se numesc catul 

restul  impartirii lui a la b. 

fectueze impartirea cu rest a lui -50 la 6. 

partirea cu rest a lui 50 la 6. Vom avea 50=6·8+2, apoi inmultind cu -1 obtinem -50=6·(-8)-2 

 

fectueze impartirea cu rest a lui -721 la -50. 

+21 

9 

rii lui 

restul impartirii lui r1+r2 la c, iar restul impartirii lui ab la c este egal cu restul 

 lui r1·r2 la c. 

≤ 1< 

si respectiv 

 Exercitii 
1. Sa se e

Solutie: 

Vom efectua im

-50=6·(-8)-6+4

-50=6·(-9)+4 

De aici rezulta ca q=-9 si r=4. 

2. Sa se e

Solutie: 

Avem 721=50·14

-721=-50·14-21 

-721=-50·14-50+2

-721=-50·15+29 

De aici q=15 si r=29. 

3. Fie a, b, c numere intregi cu c nenul si r1 si r2 resturile impartirii lui a si b la c. Atunci restul imparti

a+b la c este acelasi cu 

impartirii

Solutie: 

c  Avem a= q1·c+r1, 0  r

b= q2·c+r2, 0≤ r2< c  

Atunci a+b= (q1  q2)·c+ r1+r2 

Daca 0≤ r1+r2<

+

c  atunci restul impartirii lui a+b la c est  ce hiar  r1+r2, iar daca r1+r2≥ c  atunci conform 

r2 ·c+r, cu 0≤ r < cteoremei impartirii cu rest avem r1+ =q . 

Deci a+b=(q1+q2+q3)·c+r cu 0≤ r < c . 

Deci restul impartirii lui a+b la c este acelasi cu restul impartirii lui r1+r2 la c. 

Avem a·b= (q1·q2·c+ q1·r2+ q2·r1)·c+r1·r2. 



Daca 0≤ r1·r2< c  atunci restul impartirii lui a·b la c este chiar r1·r2, iar daca r1·r2≥ c  atunci conform teoremei 

impartirii cu rest avem r1·r2=q·c+r, cu 0≤ r < c . 

Deci restul impartirii lui a·b la c este acelasi cu restul impartirii lui r1·r2 la c. 

a·b= (q1·q2·c+ q1·r2+ q2·r1+q)·c+r ; 0≤ r < c . 

4. Daca n este un numar intreg, atunci n2 este de forma 4k sau 8k+1, k intreg. 

Solutie: 

Deoarece n este un numar intreg avem doua cazuri: 

Cazul I. Daca n=2p, p intreg atunci n2=4p2=4k 

Cazul II. Daca n=2p+1, p intreg atunci n2=4p2+4p+1=4p(p+1)+1 

Dar p(p+1)=2k deci n2=8k+1, k intreg. 

Qed 

5. Daca a, b sunt intregi si 3 nu divide nici pe a, nici pe b, atunci 3 divide pe a-b sau 3 divide pe a+b. 

Solutie: 

Cum 3 nu divide nici pe a, nici pe b avem a=3k+1 sau a=3k+2 cu k intreg si b=3m+1 sau b=3m+2 cu m 

intreg. 

Cazul I. Daca a=3k+1 si b=3m+1 atunci a-b=3(k-m) divizibil cu 3. 

Cazul II. Daca a=3k+1 si b=3m+2 atunci a+b=3(k+m+1) divizibil cu 3. 

Cazul III. Daca a=3k+2 si b=3m+1 atunci a+b=3(k+m+1) divizibil cu 3. 

Cazul IV. Daca a=3k+2 si b=3m+2 atunci a-b=3(k-m) divizibil cu 3. 

6. Sa se arate ca 1000k-1 este divizibil cu 37, oricare ar fi k natural. 

Solutie: 

Observam ca 999 este divizibil cu 37. Atunci  

1000k-1=(999+1)k-1=Ck
0999k+Ck

1999k-1+…+ Ck
k-29992+Ck

k-1999+Ck
k-1= 

=999( Ck
0999k-1+Ck

1999k-2+…+ Ck
k-2999+Ck

k-1)=M37 

qed 

7. Sa se gaseasca toate numerele intregi n cu proprietatea n+1 divide n2+1. 

Solutie: 

Avem n2+1=(n+1)(n-1)+2 

Cum n+1 divide n2+1 avem n+1 divide (n+1)(n-1)+2, rezulta ca n+1 divide 2 

D2={-1, 1, -2, 2} 

Daca n+1=1 rezulta n=0 

Daca n+1=2 rezulta n=1 

Daca n+1=-1 rezulta n=-2 



Daca n+1=-2 rezulta n=-3. 

Deci n∈{-3, -2, 0, 1}. 

8. Sa se gaseasca prin a lgoritmul lui Euclid cel mai mare divizor comun al numerelor -810 si 315. 

15·2+180 

partiri succesive ultimul rest nenul este 45, deci (-810, 315)=45. 

ul lui Euclid. 

25)=1 ceea ce inseamna ca cele doua numere 57 si 25 sunt prime intre ele. 

r succesive din 

r1 ; 0≤ r1<

Solutie: 

1) 810=3

2) 315=180·1+135 

3) 180=135·1+45 

4) 135=45·3+0 

In acest sir de im

9. Sa se demonstreze ca numerele 57 si 25 sunt prime intre ele. 

Solutie: 

Aplicam algoritm

1) 57=25·2+7 

2) 25=7·3+4 

3) 7=4·1+3 

4) 4=3·1+1 

5) 3=1·3+0 

 si deci (57, 

10. Se dau doua numere intregi a si b nenule care au cmmdc pe 5, iar caturile impartirilo

algoritmul lui Euclid sunt -1, 3, 2. Sa se afle a si b. 

Solutie: 

ba=b·(-1)+ . 

b= r1·3+r2 ; 0≤ r2< 1r . 

 rezulta ca r2=5. 

5 

. 

 sunt a=-25 si b=35. 

e a si b care au cmmdc=3 si cmmmc=72. Este solutia unica? 

)=3 rezulta ca a=3k si b=3m, cu k si m intregi si prime intre ele. 

 r1=r2·2+0. 

Dar (a, b)=5

r1=2r2=10. 

b= r1·3+r2=3

a=b·(-1)+r1=-25

Cele doua numere

11. Sa se gaseasca doua numere intregi nenul

Solutie: 

Cum (a, b

Avem (a, b)·[a, b]=a·b. 



3·72=3k·3m 

k·m=24 

24=23·3 

Cazul I. k=1 si m=24 atunci a=3 si b=72. 

 

etc. 

2k+1 si 9k+4 sunt prime intre ele, pentru orice k intreg. 

, 9k+4)=d, cu d natural. 

+4) rezulta (d divide 8k+4 si d divide 9k+4) de unde ( d divide k si d divide 

 cmmdc a numerelor 2k-1 si 9k+4 in functie de numarul intreg k. 

-1, 9k+4), d natural. 

9k+4) rezulta (d divide 18k-9 si 

ca k=17m+9, cu m intreg avem 2k-1=34m+17=17(2m+1) 

)=1 avem (2k-1, 9k+4)=17. 

Cazul II. k=8 si m=3 atunci a=24 si b=9. 

Cazul III. k=3 si m=8 atunci a=9 si b=24.

Cazul IV. k=24 si m=1 atunci a=72 si b=3.

Deci solutia nu este unica. 

12. Sa se arate ca numerele 

Solutie: 

Fie (2k+1

Cum (d divide 2k+1 si d divide 9k

2k+1) apoi d divide 1, deci  

(2k+1, 9k+4)=1. 

13. Sa se gaseasca

Solutie: 

Fie d=(2k

Cum (d divide 2k-1 si d divide 

d divide -18k-8) de unde d divide 17 si apoi d=1 sau d=17. 

Daca d=17 atunci 2k-1=17p, cu p intreg. 

k=(17p+1)/2 si este intreg. 

Deci p=2m+1 cu m intreg. 

k=17m+9. 

Cazul I. Da

9k+4=17(9m+5) 

Cum (2m+1, 9k+4

Cazul II. Daca k∈Z\{17m+9, m∈Z} atunci (2k-1, 9k+4)=1. 

k si l din Z au proprietatea ca daca ka+lb=d, 

 d’=(k, l). 

14. Sa se arate ca daca a si b sunt numere intregi d=(a, b), iar 

atunci (k, l)=1. 

Solutie: 

Presupun

k si d’ l  rezulta d’ ka+lb rezulta d’d’ d. 

cCum d=(a,b) rezulta a=d  si b= de cu (c, e)=1. 



ka+lb=d 

kdc+lde=d. 

n d nenul si obtinem kc+le=1. Impartim pri

k si d’ l  rezulta d’ kc+le rezulta d’d’ 1 rezulta d’=1.De aici rezulta ke=1. 

se arate ca (21n+4, 14n+3)=1. pentru orice n intreg. 

n+4, 14n+3), atunci  

q.e.d. 

15. Sa 

Solutie: 

Fie d=(21

d 21n+4 si d 14n+3 rezulta d -2(21n+4)+3(14n+3) 

Deci d 1, rezulta d=1. 

16. Sa se arate ca numerele de forma Fk=2 +1,( k natural ) sunt prime doua cate doua. 

+1 si Fn=2 +1, unde  m si n sunt nr. naturale diferite. 

-1=(x-1)(x+1)(x2+1)(x4+1)...( x +1) 

n =x zu

k2

Solutie: 

Fie Fm=2
m2 n2

Presupunem ca m >n si fie m=n+k, k>0. 

Luam x=2
n2  si avem  

Fm-2=2
m2 -1=2

kn+2 +1=x
k2 12 −k

Cum F =2
n2 +1 +1 re lta ca F  F -2. n m

Fie d  Fm-2 si d  Fm rezulta d 2 si cum d nu divide 2 rezulta d 1, adica (Fm, Fn)=1. 

1  si numai daca (a, b)=1. 

orema impartirii cu rest in multimea numerelor naturale  avem ca exista q si r numere naturale cu 

+r-1=2bq ·2r +2r-2r-1=(2bq-1) 2r+2r-1=((2b)q-1) 2r+2r-1= 

[(2 nde  Q=(2b)q-1+(2b)q-2+(2b)q-3+...+2b+1 si 2r-

a r este restul impartirii lui a prin b, atunci 2r-1 este restul impartirii lui 2a-1 prin 2b-1. 

 ultimul rest 

diferit de zero din algoritmul lui Euclid pentru 2a-1 si 2b-1, de unde  

17. Fie a si b doua numere intregi nenegative. 

1) Aratati ca (2a-1, 2b-1)=2(a,b)-1. 

2) Deduceti ca (2a-1, 2b-1)= daca

Solutie: 

1) Din te

a=bq+r, 0≤ r< b. 

Avem  

2a-1=2bq

=(2b-1) b)q-1+(2b)q-2+(2b)q-3+...+2b+1] 2r+2r-1=(2b-1)Q+2r-1, u

1<2b-1. 

Deci dac

In particular, daca d  este ultimul rest nenul din algoritmul lui Euclid pentru a si b atunci 2d-1 este



(2a-1, 2b-1)= 2d-1 =2(a,b)-1   qed 

2) Daca (a, b)=1 atunci conform punctului (1) avem (2a-1, 2b-1)=2(a,b)-1=1 

1, 2b-1)=2(a,b)-1, rezulta ca 2(a,b)-1=1, deci 2(a,b)=2 

PROFESOR GRAD I BECHIR GHIULNAR  

LICEUL TEORETIC „CALLATIS” MANGALIA, JUD. CONSTANTA 

Daca   (2a-1, 2b-1)=1 si cum (2a-

(a, b)=1 

 



                                                        NOTĂ MATEMATICĂ  

                                     ASUPRA UNOR PROBLEME DE CONCURS 

                                                      Corneliu Mănescu-Avram 

   Revista electronică Mateinfo.ro a publicat în fiecare săptămână câte o problemă de concurs, 
care a beneficiat de interesul constant al cititorilor. Nota de faţă prezintă extinderi ale unora 
dintre aceste probleme. 

1.  Fie ABC un triunghi echilateral şi P un punct ales arbitrar pe cercul înscris în triunghi. Să se 
demonstreze că suma ܲܣ  nu depinde de poziţia punctului P. ଶ ൅ ଶܤܲ ൅ ଶܥܲ

5.10.2009) 

 se păstrează într-un cadru mai general : 

 simetrie şi P un punct arbitrar pe un cerc 
ul  în O. Să

                                                                                                                              (19 െ 2

   Proprietatea

      Fie ܣଵܣଶ ௡ un poligon regulat, O centrul său deܣ …
cu centr  se demonstreze că suma ܲܣଵ

ଶ ൅ ଶܣܲ
ଶ

rdonatele complexe, alegem originea în punctul O şi axa reală trecând prin punctul 

൅ … ൅ ௡ܣܲ
ଶ  nu depinde de poziţia 

punctului P. 

   Folosim coo
A1. Putem lua ca unitate raza cercului circumscris poligonului şi atunci afixele vârfurilor 
poligonului sunt zk = ߝ௞, 0 ൑ k ൑ n െ 1, unde ߝ este o rădăcină primitivă de ordinal n a unităţii, 

de exemplu ߝ = cos 
ଶగ
௡

  + i in 
ଶగ

 s
௡

 . Dacă r este raza cercului considerat, atunci ecuaţia cercului 

este ݖݖҧ = ݎଶ, iar ܲܣ௞
ଶ ݖ|  െ |௞ݖ  ሺݖ െ ݖ௞ሻሺݖ െ = ௞ሻതݖ ଶ = തതതതതതതതതത = ݎଶ െ ௞തതതݖݖ െ ௞ݖҧݖ ൅ 1. Avem ∑ ௞ݖ

௡
௞ୀଵ ൌ 

ൌ  ∑ ത௞തത௡ݖ
௞  dec ௞ܣܲ

ଶ௡
௞ୀଵ  ሺݎଶ ൅ 1ሻ nu depinde de poziţia punctul

       

 se demonstreze că într-un triunghi ABC cel mult una dintre relaţiile : ൝
ܾ ൅ ܿ ൌ ܽ ൅ ݎ2
ܿ ൅ ܽ ൌ ܾ ൅ ݎ2
ܽ ൅ ܾ ൌ ܿ ൅ ݎ2

 

െ 8.11.2009, Marian Teler) 

ăţ

ܾ ൅ ܿ ൑ ܽ ൅ ݎ2

ܽ ൅ ܾ ൑ ܿ ൅ ݎ2
. 

ୀଵ ൌ 0, i ∑ = n ui P. 

2.  Să

este adevărată. 

                                                                                                          (2 

   Afirmaţia rămîne adevărată dacă egalităţile se înlocuiesc cu inegalit i, mai precis : 

      Într-un triunghi ABC cel mult una dintre relaţiile : ൝ܿ ൅ ܽ ൑ ܾ ൅ este adevărată  ݎ2

1 
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   Se demonstrează că prima inegalitate este adevărată d că m(ܣመ) ൒  
ଶ

acă şi numai da
గ .            

Într-adevăr, fie  I  centrul cercului înscris şi A ‘, B ‘, C ‘ punctele de contact ale acestui cerc 
respectiv cu laturile BC, CA, AB. Tangentele duse dintr-un punct exterior la un cerc sunt 

 
 ‘  ‘  ‘

congruente, deci dacă se notează AB ‘ = AC ‘ = x, atunci CB ‘ = CA ‘ = b െ x, BC ‘ = BA ‘ = c െ x. 
Din BA  + CA  = a, rezultă 2x = b + c െ a.. În triunghiul dreptunghic AIB  este adevărată 

inegalitatea r ൒ x dacă şi numai dacă   
௠ሺ஺෠ሻ

ଶ
 ൒  

గ
ଶ

 െ  
௠ሺ஺෠ሻ

ଶ
 , aşadar m(ܣመ) ൒  

గ
ଶ
 . 

   Un triunghi are cel mult un unghi drept sau obtuz, deci afirmaţia din enunţ este adevă ată.  

3.  Fie S aria tota V volu ul unui con circular drept. S

r

lă şi   m ă se demonstreze inegalitatea  

                                                                ܵଷ  ൒   .ଶܸߨ72

                                                                                    (7 െ 13.12.2009, Corneliu Mănescu-Avram) 

te izoperimetrică. Cazul general este extrem de 
rpurile rotun . Pentru un corp convex C cu dimensiuni 

గ
ௌ

   Problema este un caz particular de inegalita
complicat, de aceea vom studia numai co de

variabile, notăm q (C) valoarea maximă a raportului  
ଷ଺ ௏మ

య , unde V este volumul şi S este aria 

corpului. Se ştie că mulţimea valorilor funcţiei q este intervalul (0, 1]. Evident, q (sferă) = 1, i

problema cere să se demonstreze că q (con) =  
ଵ

ar 

ଶ
 . Este adevărată următoarea  

   Propoziţie. a) q (cilindru) =  
ଷ
ଶ

 . 

ଶ൫௞మା ௞ାଵ൯మൣ௞రା ଵା ൫௞మା ଵ൯√௞ర ି ௞మା ଵ
b) q (trunchi de con) =  

൧

ሺ௞ାଵሻమ൫௞మା ଵା √௞ర ି ௞మା ଵ൯
య  , unde R, r sunt razele 

ervalul (0, 1) astfel încât r = kR. 

Demonstraţie : a)  Aria totală şi volumul unui cilindru circular drept sunt S = 2ߨR(G + R), V = 
za bazei şi G este generatoarea cilindrului. Da ), 

atunci 

మ

bazelor şi k este o constantă din int

ൌ unde R este ra ,ܩଶܴߨ  că G = xR, cu x ∈ (0, +∞

                                          
ଷ଺గ௏

ௌయ  =   
ଷ଺గ൫గோ ீ൯

ሾଶగோሺீ ା ோሻሿయ

మమ
  =   

ଽ௫
ଶሺ௫ାଵሻయ

మ
 . 

Considerăm funcţia f : (0, +∞) → R, f (x) =  
௫మ

ሺ௫ାଵሻయ . Derivata f  ‘(x) =  
௫ሺଶ ି௫ሻ
ሺ௫ାଵሻర  este strict 

, se an ă în punctul x0 ste strict negativă pe intervalul     
0 axim pentru funcţia f  şi deci 

2 
 

pozitivă pe intervalul (0, 2) uleaz  = 2 şi e
(2, +∞). Rezultă că x  = 2 este punct de m



                                              (cilindru) =  
ଶ

 q
ଽ ଽ

ଶ
f (2) =  ·  

ଶ଻
ସ  =  

ଷ
ଶ . 

b) Aria totală şi volumul unui trunchi de con circular drept sunt S = ߨG(R + r) + ߨሺܴଶ ൅ ݎଶሻ, 

V =  
గ൫ோమା ோ௥ା௥మ൯ඥீమ ି ሺோ ି௥ሻమ

ଷ
  , unde R, r sunt razele bazelor şi G este generatoarea 

 = , cu 

           
ௌయ

trunchiului de con. Dacă G = xR, cu x ∈ (0, +∞) şi r kR k ∈ (0, 1) constant, atunci 

ଷ଺గ௏మ
 =   ሾீሺோା௥ሻା ோమା ௥మሿయ

ସ൫ோమା ோ௥ା ௥మ൯మൣீమ – ሺோ ି௥ሻమ൧  =   
ଵሻమ൧

ሾሺ௞ାଵሻ௫ା ௞మା ଵሿయ
ସ൫௞మା௞ାଵ൯మൣ௫మ – ሺ௞ ି  . 

௞
Considerăm funcţia f : (0, +∞) → R, f (x) =  

௫మ – ሺ௞ ିଵሻమ

ሾሺ ାଵሻ௫ା ௞మା ଵሿయ . Derivata  

 f  ‘(x) =
ଵ ௫

  
ିሺ௞ା ሻ మା ଶ൫௞మାଵ൯௫ା ଷሺ௞ାଵሻሺ௞ ିଵሻమ

ሾሺ௞ାଵሻ௫ା ௞మା ଵሿర   are o singură rădăcină pozitivă  

௞మା ଵାଶ√௞ర ି ௞మା ଵ
  x0 =  

௞ାଵ
 , este strict poz 0, x0) şi strictitivă pe intervalul (  negativă pe 

intervalul (x0, +∞ሻ, deci funcţia f are un maxim în punctul x0, de unde deducem   

   q (trunchi de con) = 4ሺ݇ଶ ൅  ݇ ൅ 1ሻଶ f (x0) =  
ଶ൫௞ మା ଵమା ௞ାଵ൯మൣ௞రା ଵା ൫௞మା ଵ൯√௞ర ି ௞ ൧

ሺ௞ାଵሻమ൫௞మା ଵା √௞ర ି ௞మା ଵ൯
య  . 

                                                                                                  (14 െ 20.12.2009, Anghel Valentin) 

ărată în spaţiul euclidian n-dimensional Rn : 

 de la 
 n െ 1 ale cubului este constantă. 

etrie al cubului şi axele de 
ă lungimea razei sferei 

ţ
 

4.  Într-un cub se înscrie o sferă. Să se arate că suma pătratelor distanţelor de la un punct 
oarecare situat pe sferă la feţele cubului este constantă. 

   Afirmaţia rămâne adev

   Într-un cub n െ dimensional se înscrie o sferă. Să se arate că suma pătratelor distanţelor
un punct oarecare situat pe sferă la feţele de dimensiune

   Demonstraţia în cazul general este aceeaşi ca în cazul n = 3 : 

   Considerăm un reper cartezian Ox1 ... xn cu originea în centrul de sim
coordonate perpendiculare pe feţele de dimensiune n െ 1 ale cubului. Dac
înscrise în cub este r, atunci vârfurile cubului n െ dimensional sunt punctele (േݎ, േݎ, … , േݎ) (n 
componente), fe ele de dimensiune n െ 1 ale cubului sunt conţinute în hiperplanele cu ecuaţiile 
ଵݔ ൌ  േݎ, ଶݔ  ൌ  േݎ, … , ௡ݔ ൌ  േݎ, ecuaţia sferei înscrise în cub este ݔଵ

ଶ ൅ ଶݔ 
ଶ  r 2, ൅  … ൅ ௡ݔ 

ଶ ൌ

3 
 



iar distanţele de la un punct P(a1, a2, ... , an) de pe sferă la feţele de dimensiune n െ 1 ale cubului 
ଶ ଶ ଶ ଶ

ଶ|ݎ ൌ  

sunt |ܽଵ േ ,|ݎ |ܽଶ േ ,|ݎ … , |ܽ௡ േ Avem ܽଵ .|ݎ ൅  ܽଶ ൅  … ൅ ܽ௡ ൌ ݎ   şi suma pătratelor acestor 
distanţe  

 |ܽଵ ൅ ଶ|ݎ  ൅  |ܽଵ  െ ଶ|ݎ ൅ |ܽଶ ൅ ଶ|ݎ  ൅  |ܽଶ  െ ଶ|ݎ ൅  … ൅ |ܽ௡ ൅ ଶ|ݎ  ൅  |ܽ௡  െ

  = 2ሺܽଵ
ଶ ൅ ܽଶ

ଶ n

e a, b, c lungimile laturilor şi ea razei cercului circums  

ă a 2 + b 2 + c 2 = 10 şi a 4 + b 4 + c 4  = 40, atunci R <  
ଶ√ହ

൅ … ൅  ܽ௡
ଶ ൅ )ଶሻ = 2ݎ݊  + 1) r 2 

nu depinde de poziţia punctului P, deci este constantă. 

5.  Fi R lungim cris triunghiului ABC. Să se

arate că dac
ଷ

 . 

                                                                                                              (1 െ 7.02.2010, Biro Istvan) 

   Prin schimbarea constantelor se obţine o afirmaţie mai generală : 

   Fie a, b, c lungimile laturilor şi R lungimea razei cercului circumscris triunghiului ABC. Să se 

ଷ

arate că dacă a 2 + b 2 + c 2 = u şi a 4 + b 4 + c 4 = v, unde u, v sunt numere reale strict pozitive 

astfel încât u 2 < 3v , atunci R <   
௨

ට
௨

ሺ మ ሻଷ ௨ ିଶ௩
 . 

   Avem 16R S  = (u  െ 2v)R  = a b c  <   ቀ
ଷ

2 2  2 2  2  2  2 ௔ ା௕ ା௖మ మ మ
ቁ =  ቀ

ଷ

ଷ ଷ௨ቁ , de unde se obţine 

inegalitatea propusă. 

le, 
alegem v astfel încât 3v = u  + 2u, în concordan  cu opţiunea autorului problemei. 

   Considerăm polinomul f = X3 െ uX2 +  
௨ሺ௨ିଵሻ

ଷ

   Se poate obţine o evaluare mai bună în cazul general, dar pentru a nu complica inutil calcule
 2 ţă

 X െ m ∈ R[X] şi determinăm valorile 

∞ ul f  are trei ră cini reale strict pozitive. Derivata 

ciate lui f  este f   ‘(x) = 3x2 െ 2ux +  
ଵሻ

ଷ

parametrului m ∈ (0, + ) pentru care polinom dă

funcţiei polinomiale aso
௨ሺ௨ି  şi are rădăcinile x1 =  

=  
௨ି√௨

ଷ
  , x2 =  

௨ା√௨
ଷ

 . Dacă u > 1, atunci rădăcinile derivatei sunt strict pozitive, ceea ce vom 

presupune în continuare. Derivata este strict pozitivă pe (െ∞,  ଵ) ∪ (x2, +∞) şi strict negativă peݔ

(x1, x2). Rezultă că funcţia este strict crescătoare pe (െ∞,  ଵ) ∪ (x2, +∞) şi strict descrescătoareݔ

pe (x1, x2). Avem şi lim௫՜ିஶ ݂ሺݔሻ ൌ  െ∞,  lim௫՜ାஶ ݂ሺݔሻ ൌ  ൅∞. Deducem că polinomul f  are 

4 
 



trei rădăcini reale strict pozitive dacă şi nu ă f (x1) ൒ 0 şi f (x2) ൑ 0  (1). Din identitat

f = X  െ uX  +  
௨ሺ௨ିଵሻ

ଷ

mai dac ea      

3 2  X – m = (  
ଵ
ଷ

 X െ 
ଽ
௨

 )(3X  െ 2uX +  
௨ሺ௨ିଵሻ

ଷ
2 ) െ  

ଶ௨
ଽ

 X +  
௨మሺ௨ି

ଶ଻
ଵሻ

െm

obţinem valorile f (x1) şi f (x2), care înlocuite în (1) ne dau 

 

െ
ଶ௨

                                   
ଽ

 x ௨మሺ௨ିଵሻ
2 +  

ଶ଻
 m  

ଶ௨
 ൑ ൑  െ 

ଽ
 x ௨మሺ௨ିଵሻ

1 +  
ଶ଻

 

ète se

ܽ ܾ ൅ ܽ ܿ ൅ ܾ ܿ
ܽଶܾଶܿଶ ݉

௨ሺ௨
ଷ

.                                (2) 

   Dacă a 2, b 2, c 2 sunt rădăcinile lui f, atunci relaţiile lui Vi  scriu 

                                                ൝
ܽଶ ൅ ܾଶ ൅ ܿଶ ൌ ݑ
ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ ଶ

ൌ
  = 

ିଵሻ , 

de unde  + b  + ܽ ൅ ܿ ሻ ሺܽ ܾ ܿ ൅ ܾ u  െ
ଶ
ଷ

a 4  4 c 4 =  ሺ ଶ ൅ ܾଶ ଶ ଶ െ 2 ଶ ଶ ൅ ܽଶ ଶ ଶܿଶሻ =  2    u(u െ 1) = v, 

astfel că sunt îndeplinite condiţiile din enunţ. Avem şi 16ܴଶܵଶ = ሺݑଶ െ  = ሻܴଶݒ2
௨ሺ௨ିସሻ

ଷ
 R 2 =  

=  ܽଶܾଶܿଶ =  şi (2) devine 

                                              

m

௨మିଷ௨ିଶ√௨
ଽሺ௨ିସሻ  ൑ ܴ  ൑  

ାଶ√௨ଶ ௨మିଷ௨
ଽሺ௨ିସሻ         

şi în final 

ଷ
                                      

ଵ ට௨మିଷ௨ିଶ√௨
௨ିସ

  ൑ R ൑  
ଵ
ଷ

ට௨మିଷ௨ାଶ√௨
௨ିସ

  . 

 şi raza cercului înscris au lungim  respectiv egale cu a, b, r, 

unde r =  ටሺଶ௔ି௕ሻሺ௕ି௔ሻ

6. Două laturi ale unui triunghi ile

ଶ
  şi a < b < 2a. Să se determine lungimea celei de-a treia laturi. 

                                                                                  (15 െ 21.02.2010, Corneliu Mănescu- vram) 

   Originea acestei probleme se află în căutarea perechilor de triunghiuri heronice cu laturile de 
gimi a , y, pentru care lungimea r a razei cercului înscris este aceeaşi. 

Varianta parametrizată este următoarea : 

i au lungimile egale respectiv cu ݉ସ ൅ ሺ݉ଶ ൅ ݊ଶሻଶ,             
m, n ∈ (0, ∞), m > n. Să se determine lungimea celei de-a treia laturi, ştiind că raza cercului 

iunghi are lungimea r = ݉݊ሺ݉ଶ െ ݊ଶሻ.  

A

lun , b, x, respectiv a, b

   Două laturi ale unui triungh ݊ସ şi 

înscris în tr
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   Se obţin soluţiile x = 2ሺ݉ସ െ ݉ଶ݊ଶ ൅ ݊ସሻ, y = 2݉݊ሺ݉ଶ ൅ ݉݊ ൅ ݊ଶሻ, prin aceeaşi metodă ca 
legem m, n ∈ ` , , n) = 1 şi deduce ă există o infinitate de 

perechi de triunghiuri cu laturile de lungimi (a, b, x), (a, b, y), care au raza cercului înscris de 

   

 

ܽሻ

la problema anterioară. A *, m > n (m m c

aceeaşi lungime, toate lungimile fiind exprimate prin numere naturale Iată câteva dintre ele :.  

                                             

 

 

 Soluţia problemei iniţiale este x = 3a – b, y = b – a + ඥ2ܾሺܾ െ . Nu ele x, y, r s

b = u , 2a െ  b = v , 2(b െ a) = ݑଶ െ ଶݒ ൌ  ,ଶ, u, v, t ∈ `*. Rezultă că o parametrizare pentru aݐ

t, v, u v = ݉ଶ െ ݊ଶ, u = ݉
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Prof.Ilinca Sebastian 
Scoala nr.4 Corabia 

Rezolvarea unor subiecte date la examenul de titularizare 
 
 
Concursul Naţional pentru ocuparea catedrelor vacante s-a desfăşurat în data de 15 iulie 
2009 . Noutatea în desfăşurarea acestui concursului a fost faptul că fiecare judeţ a propus 
propriile subiecte , un pas important în direcţia deşcentralizării . Unele judeţe au  tratat cu 
maximă importanţă acest examen propunînd subiecte adecvate , însă au fost cazuri când 
subiectele propuse mai fuseseră date şi în alţi ani. 
Am selecţionat cu ajutorul site-ului Hwww.mateinfo.ro H câteva subiecte pe care le-am şi 
rezolvat . Le doresc succes tuturor candidaţilor din anul acesta şi sper ca rezolvarea acestor 
subiecte să le fie de real folos. 
 
Vom prezenta în continuare subiecte date în diferite judeţe. 
 

1)(Satu Mare)Se consideră mulţimile  
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
∈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
== Ncba

acb
bac
cba

AM ,,;   şi 

},,;3/{ 333 NcbaabccbanNnK ∈−++=∈=  
a) Calculaţi MAdet(A), ∈ ; 
b) Arătaţi că există o funcţie KMf →: astfel încât )()()( BfAfBAf ⋅=⋅ ; 
c) Dacă ,, Knm ∈ atunci Knm ∈⋅ ; 

d) Arătaţi că există ME∈ cu proprietatea că NcbacEbEaI
acb
bac
cba

∈∀++=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
,,,2

3 , 

unde 3I este matricea unitate de ordin 3 ; 
e) Dacă  Nn∈  şi  

...

...

...

852

741

630

+++=

+++=

+++=

nnnn

nnnn

nnnn

CCCc

CCCb

CCCa

 

Să se arate că  n
nnnnnn cbacba 23333 =−++  

2)(Satu Mare)Fie triunghiul ABC oarecare , CBA ′′′ ,,  mijloacele laturilor )(),( ACBC şi 
FEDAB ,,),(  picioarele înălţimilor duse din vârfurile CBA ,, ale triunghiului , H  ortocentrul 

triunghiului şi 111 ,, CBA mijloacele segmentelor )(),( BHAH şi )(CH . 
Arătaţi că : 

a) Punctele DCBA ′′′′ ,, sunt conciclice . 
b) Patrulaterul DABA 1′′ este inscriptibil . 
c) Punctele CBA ′′′ ,, , ,,, FED 111 ,, CBA  sunt situate pe un cerc ;determinaţi centrul şi 

raza acestuia . 

Dobre
Text Box
Revista MateInfo.ro ISSN  2065 - 6432 nr. martie 2010

http://www.mateinfo.ro
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Rezolvări: 
1.  
a) =)det(A abccba 3333 −++ . 
b)  Punctul a) ne sugerează să considerăm funcţia  )det()(,: AAfKMf =→ . 

)()()det()det()det()( BfAfBAABBAf ⋅=⋅==⋅ . 

c)  Fie ,. Knm ∈  111
3
1

3
1

3
1 3 cbacbam −++= şi 222

3
2

3
2

3
2 3 cbacban −++=  

 
 

Conform punctului b) există M
acb
bac
cba

A ∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

111

111

111

şi M
acb
bac
cba

B ∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

222

222

222

astfel încât 

)(),( BfnAfm == şi nmBfAfABf ⋅=⋅= )()()( . 

d) Fie 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

001
100
010

E , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

010
001
100

2E şi se verifică imiediat egalitatea cerută. 

e)  Fie EIA +=)0,1,1( ,unde 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

acb
bac
cba

cbaA ),,( .   Atunci 

).,,(...)(

...)(...)(...)()0,1,1(
252

41302210

nnnnn

nnnn
nn

nnnn
nn

cbaAECC

ECCICCECECECCEIA

=+++

+++++=++++=+=

.2)]0,1,1([det)0,1,1(det nnn AA ==

.3),,(det)0,1,1(det 333
nnnnnnnnn

n cbacbacbaAA −++==  
 
2. 
a) BAABBA ′′′′ (// linie mijlocie ) .Analog DACB ′′′ // . 

Avem ,
2

ABBA =′′ în triunghiul ADB dreptunghic în D 
2

ABCD =′ . Deci  DCBA ′′′  trapez 

isoscel. 
b) BA ′1 linie mijlocie în triunghiul 

AHC BAHC ′⇒ 1// . ,90)),(()(,90)( 11 =∠=′′∠=′∠ ABHCmABAmADEAm deci 
patrulaterul DABA 1′′ are unghiurile opuse suplementare. 
c) Centrul cercului este  mijlocul segmentului ][ 1AA ′ . 
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3.(Caraş-Severin) Fie ABCD  un patrulater convex oarecare şi notăm cu α unghiul dintre laturile 
opuse AD şi BC . 

a) Demonstraţi egalitatea 
BCAD

DCABBDAC
⋅

−−+
=

2
cos

2222

α . 

b) Dacă β este unghiul ascuţit al diagonalelor demonstraţi că 

                                               
BDAD

ABCDBCAD

⋅

−−+
=

2
cos

2222

β   

  
c) Demonstraţi că dacă laturile opuse AD şi BC sunt perpendiculare atunci 

2222 DCABBDAC +=+ . 
d) Demonstraţi că diagonalele unui patrulater sunt perpendiculare dacă şi numai dacă suma 
pătratelor laturilor opuse este constantă .  
 
Soluţie:  

a) Se ştie că  
BCAD
BCAD
⋅
⋅

=

→→

αcos  (1) .Calculăm produsul scalar 
→→

⋅ BCAD  : 

→→→→→→→→→
⋅−⋅=−⋅=⋅ ABADACADABACADBCAD )( , 

→→→→→→
⋅−+=−=⋅= ADACADACADACDCDCDC 2)( 2222  , de unde rezultă că 

2

222 DCADACADAC −+
=⋅

→→
. Analog , 

2

222 BDADABABAD −+
=⋅

→→
. 

Înlocuind în relaţia (1) obţinem 
BCAD

BDADABDCADAC
⋅

+−−−+
=

2
cos

222222

α  

b) 
BDAC
BDAC
⋅
⋅

=

→→

βcos , 

2

22
)(

2222

222222

ABCDBCAD

BCABACDCADACABACADACABADACBDAC

−−+
=

=
−+

−
−+

=⋅−⋅=−⋅=⋅
→→→→→→→→→

ADAC
ABCDBCAD

BDAC
BDAC

⋅
−−+

=
⋅
⋅

=

→→

2
cos

2222

β , luăm  modul deoarece cosinusul unui 

unghi ascuţit este pozitiv. 
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c) AD şi BC sunt perpendiculare dacă şi numai dacă 0=⋅
→→

BCAD ,adică 0cos =α , aplicăm 
punctul a) şi obţinem 2222 DCABBDAC +=+ . 

d) AC şi BD sunt perpendiculare dacă şi numai dacă 0=⋅
→→

BDAC 0cos =⇒ β şi aplicând b) 
obţinem relaţia cerută . 

4)(Brăila) Se consideră matricea )(
001
010
100

3 RMA ∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=  

a) Să se calculeze .,, 432 AAA  

b) Fie .Nn∈ Să se arate că 3IAn = dacă şi numai dacă 4 divide n . 

c) Fie }./{ *NnAG n ∈= Să se arate că G împreună cu operaţia de înmulţire a matricelor 
formează un grup comutativ cu 4 elemente. 
d) Demonstraţi că ),(),( 4 +≈⋅ ZG . 

e) Să se calculeze )....det( 20092 AAA +++  
Soluţie : 

a) Se obţine   
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

001
010
100

,
100

010
001

32 AA şi 3
4

100
010
001

IA =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= . 

b) Rezultă din a). 
c) Din a) se obţine }.,.,{ 32

3 AAAIG =  
Alcătuim tabla opereaţiei : 
  

•  3I  A  2A  3A  
3I  3I  A  2A  3A  

A  A  2A  3A  3I  
2A  2A  3A  3I  A  
3A  3A  3I  A  2A  

 
Din tabla operaţiei rezultă că ),( ⋅G  este grup comutativ . 
d)Alcătuim tabla lui ),( 4 +Z : 

+  0̂  1̂ 2̂  3̂  
0̂  0̂  1̂ 2̂  3̂  
1̂ 1̂ 2̂  3̂  0̂  
2̂  2̂  3̂  0̂  2̂  
3̂  3̂  0̂  1̂ 2̂  
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Din tablele operaţiilor se observă ca cele două grupuri sunt izomorfe. 
e) AAAAIAAA ++++=+++ )(502... 32

3
20092  

Se obţine 2009
001
020090
100

)...det( 20092 =
−

=+++ AAA  

5.(Bihor) Fie },,1,0{ baA = şi ),,( ⋅+A un corp cu patru elemente şi funcţia .1)(,: xxfAAf +=→  
a)Calculaţi ∑

∈Ax
xf )( . 

b) Arătaţi că .011 =+  
c) Arătaţi că ecuaţia Axxx ∈=+ ,1 2 are soluţii . 
 
Soluţie: 
a) Deoarece ),( +A este un grup finit cu patru elemente ,ordinul fiecarui element este 4.În 
particular 01111 =+++ .Atunci 

.1111101)()()1()0()( bababfafffxf
Ax

++=+++++++=+++=∑
∈

 

Sau,o altă metodă : Este evident că funcţia f este injectivă ,iar codomeniul fiind o mulţime finită 
ea este şi surjectivă ,deci bijectivă . .110)( babaxf

Ax
++=+++=∑

∈
 

b) Fie p caracteristica corpului ),,( ⋅+A .Deoarece  caracteristica unui corp este 0sau un numar 
prim (în cazul nostru nu poate fi 0deoarece  corpul este finit )şi caracteristica divide ordinul  
obţinem că 4p ,adică 2=p .Din definiţie,rezultă că  .011 =+  

c) Deoarece  ),( ⋅∗A este grup de ordin 3 rezultă 1,,1 *3 ≠∈∀= xAxx .Deoarece 

0)1)(1(1 23 =+++=+ xxxx  şi 01≠+x rezultă obligatoriu 012 =++ xx şi ţinând cont 
de faptul că 11 −=  se obţine că ecuaţia dată are soluţii . 
 
6)(Caraş-Severin)Fie funcţia RRf →: dată de legea 1cos)( −+= xxxf  şi sirul Nnna ∈)( cu 

10 =a , ∫=+

na

n dxxa
0

1 )sin(π . 

a) Determinaţi numărul de rădăcini ale funcţiei f . 
b) Arătaţi că şirul Nnna ∈)(  este monoton. 
c) Arătaţi că Nnna ∈)(  este mărginit . 
c) Calculaţi 

∞→n
nalim . 

Soluţie:  

a)Fie funcţia RkRf k →+−− }
2

)1{(: ππ
, *Zk∈ dată de 1cos)( −+= xxxf . 
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0sin1)( >−=′ xxf ⇒ f   e strict crescătoare ,deci injectivă şi astfel ecuaţia 0)( =xf are 
soluţie unică.Se observă că 0=x  este soluţie a ecuaţiei date . 

Dacă ππ kx k +−=
2

)1( înlocuind în ecuaţie se obţine 01
2

)1( =−+− ππ kk sau echivalent 

1
2

)1( =+− ππ kk  ,absurd deoarece în stânga avem un număr iraţional iar în dreapta unul 

natural.Aşadar ecuaţia nu are soluţia  ππ kx k +−=
2

)1( . 

b) n

na

n adxxa π
ππ

π cos11)sin(
0

1 −== ∫+ . 

Demonstrăm că 0>na Nn∈∀, . 
• Dacă  00 1 =⇒= +nn aa ,contradicţie. 

• Dacă  00 1 <≤⇒< + nnn aaa ,contradicţie . 

Aşadar , 0>na Nn∈∀, . 
Fie xxxgRg cos)(,),0[: +=→∞ . 

0sin1)( ≥−=′ xxg ⇒g crescătoare ⇒ 0)0()( =≥ gxg xxxx −≥⇒≥+⇒ 1cos1cos  
şi    1cos −≤− nn aa ππ . 

nnn aaa =−+≤+ )1(11
1 π

ππ
, de unde rezultă că )( na este descrescător. 

c) )( na fiind  descrescător avem 10 =≤ aan .Pe de altă parte 0>na , deci sirul este mărginit . 
d) Se ştie că orice şir descrescător mărginit inferior este convergent şi anume la marginea 
inferioară , deci limita cerută este egală cu 0 . 
Sau , folosind o altă metodă : Fie  la

n
n =

∞→
lim . 

nn aa π
ππ

cos11
1 −=+  trecând la limită în această relaţie de recurenţă se obţine 

nal π
ππ

cos11
−= 01coscos1 =−+⇔−=⇔ llll ππππ ecuaţie care conform punctului a) 

are soluţie unică pe 0=l . 
 
 

 

7)(Maramureş) Să se demonstreze că într-un triunghi ABC : 6

2
sin

1

2
sin

1

2
sin

1
≥+ CBA . 

Soluţie: Fie D  intersecţia bisectoarei din A  cu ][BC  şi ADBM ⊥ . 
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Aplicăm teorema bisectoarei şi obţinem : 
cb

c
a

BD
AC
AB

DC
BD

+
=⇔=  de unde rezultă că 

cb
acBD
+

= (1)  .În triunghiul BMA  dreptunghic în M avem 
c

BMA
=

2
sin  dar BDBM <  şi 

ţinând cont de relaţia (1) obţinem 
cb

a
ccb

acA
+

≤
+

≤
)(2

sin . Analog , obţinem şi următoarele 

relaţii : 
ca

bB
+

≤
2

sin  şi 
ba

cC
+

≤
2

sin  . 

1 1 1 2 2 2
sin sin sin

2 2 2

b c a c a b b a c a c b
A B C a b c a b a c b c

+ + +
+ ≥ + + ≥ + + + + + ≥ + + . 

 
8)(Suceava) Fie pătratul ABCD  de latură a şi un punct variabil )(BCM ∈ .Notăm cu E  
intersecţia dintre dreptele DM şi BC , iar cu F  intersecţia dintre dreptele AM şi CD . 

a) Demonstraţi că 1=+
FD
CF

EA
BE

. 

b) Demonstraţi că media geometrică a lungimii  bazelor trapezului BEFC  este egală cu lungimea 
laturii pătratului ABCD . 
c) Arătaţi că ABCDBEFC SS ≥ . 
d) Determinaţi poziţia punctului )(BCM ∈  astfel încât BEFCS  să fie maximă . 
e) Dacă M sete mijlocul segmentului )(BC  determinaţi raza cercului circumscris patrulaterului 
AEFD  . 
 
Soluţie: 

  
a)Deoarece CMDBMADCBE ΔΔ⇒ ~//  şi avem : 

BC
BM

EA
BE

BMMC
BM

BEDC
BE

MC
BM

DC
BE

=⇔
+

=
+

⇔= . 

Analog, BMACMFBAFC ΔΔ⇒ ~//  şi rezultă 
BC
CM

FD
CF

= . 

A 

D 

B 

C 

M

E 

F 
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1=+=+
BC
CM

BC
BM

FD
CF

EA
BE

. 

b) Folosim relaţia de la punctul a): FDEAEACFFDBE ⋅=⋅+⋅  
Scriem BFaEACFaFD +=+= , şi înlocuind în prima relaţie obţinem 

22 aCFBECFBE +⋅=⋅  adică aCFBE =⋅ . 

c) .
2

)( 2)
ABCD

b
BEFC SaaCFBEaCFBES =≥⋅⋅≥

+
=  

d) Se foloseşte c). 
e) Dacă M este mijlocul lui )(BC  rezultă că MEMD = şi MFMA =  adică patrulaterul 

AEFD  este paralelogram.Se calculează uşor şi  se obţine .
2

3aR =  

9. (Tulcea) Se consideră funcţia ),0[),0[: ∞→∞f ,
2
12)(

−
−

=
x
xxf  şi şirul Nnnx ∈)( dat de 

Nnxfxx nn ∈∀== + )(),(,2 10 . 

a) Să se dcetermine fIm . 

b) Să se arate că şirul Nnnx ∈)(  are limita 1. 
c) Să se arate că şirul nxxxxyy nnNnn −++++=∈ ...,)( 210 este convergent . 
 
Soluţie : 

a) f
x

xf ⇒>
+

=′ 0
)2(

3)( 2 strict crescătoare şi deci ,injectivă. 

 
x  0  ∞+  

)(xf ′
 

++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++
 

)(xf  
 2

1
 2  

 
 

 

b) Arătăm că şirul Nnnx ∈)(  este descrescător : 01 4
5 xx <= . 

Dacă persupunem nn xx <+1 , şi cum f e strict crescătoare obţinem 112 )()( +++ =<= nnnn xxfxfx  

].2,
2
1[Im =f
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.0xxn ≤ Arătăm că 1≥nx :dacă 1)1()(1 =>⇒> fxfx nn . 

Fie )(lim xfl
x ∞→

= , înlocuind în relaţia de recurenţă se boţine ecuaţia 12)2( +=+ lll de unde se 

obţine .1=l  
 
c) nnnnn yxyy )(0111 ⇒>−=− ++  crescător. 

Avem 200 ==> xyyn  şi ∑ ∑
= =

<+≤−+≤
n

i

n

i
iin xxy

1 1
0 3

2
121 , deci nny )(  e convergent. 

 
10.(Satu-Mare) Se consideră polinomul 110 24 +−= xxf , numărul 32 +=a şi 

Cxxxx ∈4321 ,,, rădăcinile polinomului f . 
a) Determinaţi )(),( afaf − . 
b) Arătaţi că f  este ireductibil în ].[XQ  
c) Dacă ][XQg∈  şi 0)( =ag ,arătaţi că restul împărţirii lui g la f  este egal cu zero. 

d) Se consideră polinomul 
2

52 −
=

xh .Rezolvaţi în R ecuaţia .6)( =xh  

e) Arătaţi că nu există nici un polinom ][XZw∈  cu proprietatea că .6)( =aw  
Soluţie : 
a) Se verifică uşor faptul că .0)()( =−= afaf  

b) Presupunem prin reducere la absurd că f  are o rădăcină raţională, Q
q
p
∈∃)(  astfel încât 

0)( =
q
pf rezultă că 1|,qp .Se verifică faptul că 1±  nu sunt rădăcini ale polinomului f . 

Rădacinile polinomului f  sunt 32,32,, −+−−aa , deci polinomul  are numai rădăcini 
iraţionale.Dacă f  ar fi reductibil în ][XQ  ar rezulta că există ][. XQhg ∈  cu hgf ⋅=  cu 

2)()( == hgradggrad sau 3)(,1)( == hgradggrad (sau celelalte relaţii) . Dacă 
1)( =ggrad  , f  are o rădăcină raţională –contradicţie . Dacă 2)( =ggrad rezultă 

))(( 22 uexdxcbxaxf ++++= , prin identificarea coeficienţilor rezultă un sistem ce nu are 
soluţii. 
 
c) Fie rc,  câtul şi respectiv restul împărţirii lui g la f  , 4)( <rgrad  şi rfcg +⋅= .Din 

0)()( == agaf  rezultă 0)( =ar , aşadar f  şi r  au o rădăcină comună . Fie ),( gfd = . 
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⇒
⎭
⎬
⎫

][
|

XQînlireductibif
fd

d este polinom constant (contradicţie) sau .fd =  

Dacă rffd |⇒= , rfgradrgrad ⇒< )()( este polinomul nul. 
 
d) axaxaxxxxh −==⇔=⇔+=⇔=−⇔= 21

2222 ,5626250)(  
 
e) Presupunem prin reducere la absurd că există un polinom ][XZw∈  cu proprietatea că 

6)( =aw .  

rfcw +⋅= cu 4)( <rgrad , 6)()()()()( =⇒+= ararafacaw . 

Dacă 01
2

2
3

3 axaxaxar +++= ,din 6)( =ar obţinem ecuaţia 

0)12(6)9(3)11(25 2313120 =−++++++ aaaaaaa de unde ţinând cont că 

3,0, =∈ iZai   rezultă cu necesitate : 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−
=+
=+
=+

012
09
011
05

2

31

31

20

a
aa
aa
aa

 

Din ultima ecuaţie obţinem Za ∉=
2
1

2 , contradicţie. 
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