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1. SOLUTI NOI PENTRU PATRU PROBLEME DIN G.M.-B
SI O INTARIRE

TITU ZVONARU, Comanesti si NECULAI STANCIU, Buzau

E:14275. Se considerd triunghiul ABC dreptunghic in Asi cu m(£B)=60°,
Fie D, E € (BC) astfel z”nca”tm(LCAD):lOO,vi (AE este bisectoarea unghiului BAD .
Aratati ca[ AD] =[CE].
Mihai Monea, Deva

Solutia acestei probleme, publicata in G.M.-B nr. 6-7-8 / 2012, p. 327 si
apartinand Cameliei Oprea din Sibiu, face apel la teorema sinusurilor si la formula
sin 2x = 2sin xcos X, lucruri pe care majoritatea elevilor din gimnaziu nu le stiu.

Prezentam in continuare o solutie care foloseste doar cunostinte accesibile unui
elev din gimnaziu.

A

Din m(£/CAD)=10°deducem ci m(/BAD)=80°si cum (AEeste bisectoare
avem m(LEAD) = 40° Pe de alti parte, din ABAD deducem ci m(LADB) =40°, asadar

AAED este isoscel cu AE = EDsi m(ZAED)=100°.
Fie M, N proiectiile ortogonale ale punctului E pe dreptele AC, respectiv AD.

Avem m(/NEA) = 50° sim(/MAE) =50° .
Rezulta wusor ca triunghiurile dreptunghice ENA si AME sunt congruente, asadar

AN = ME .Dar AN =A—2D(deoarece triunghiul AEDeste isoscel) si ME :CTE (cateta
care se opune unghiului de 30° este jumatate din ipotenuzi), deci [AD] = [CE].
E:14317. Fie ABC un triunghi dreptunghic in Agsi cum(£B)=60°, iarDsi E pe

latura BC astfel incdt m(/CAD)=10°si (AEeste bisectoarea unghiului BAD . Ardtati
ca[AD] =[CE].
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Nicolae Bourbacut, Sarmizegetusa, Hunedoara

Nota. Alte trei solutii - de aceasta data ale problemei E:14317 din G.M-B, nr. 3/2012,
p.152 au fost date de Amelia Duca, in Didactica Matematica — Supliment al publicatiei
Gazeta Matematica - Anul 11, Nr. 1 /2012 pp. 9 — 11.

26556. Sa se arate ca:
3(x2 + Xy + yz)(y2 + yz+zZXz2 + X+ xz)z (X+y+2)%(xy + yz + 2x)?,
oricare ar fi numerele reale pozitive x, y, z .
Viorel Cornea, Hunedoara

Solutia publicatd in G.M.-B nr. 6-7-8 / 2012, p. 341, foloseste un artificiu foarte
interesant, dar mai greu de intuit de catre un elev.

Iata o solutie oarecum mai naturala.
Deoarece,

2 2 2
@ awyayt - (Y 30EY)30cry)
4 4 4

scriind inca doua inegalitati similare, este suficient sa demonstram ca:
3. 3(x+y)* 3(y+2)* 3(z+x)°
4 4 4
S IX+Y)NY+2)(Z+X)=>8(X+ Y+ 2)(Xy+yz+ 2X).
Folosind identitatea,
(X+y+2)(xy+yz+2x) = (X+ y)(y +2)(z + X) + xyz,
avem de demonstrat ca:

> (X+ Y +2)*(Xy + Yz + 2x)?

X+ y)(y+2z)(z+x)=>8xyz,
care este inegalitatea lui Cesaro (se obtine usor prin inmultirea inegalitatilor:

x+y22\/ﬁ, y+222\/ﬁ,z+x22\/§).

E:14303. Fie a,b,c e (O,w).Demonstra,ti ca:

a(l+b+c)+c(l+a+b)SJ(1+a+b)(l+b+c)§a(l+a+b)+c(l+b+c).
a+c a+c
Radu Ghenghiu, Oradea

VVom da acestei probleme o alta solutie decat cea prezentata in G.M.-B nr. 6-7-8 /

2012, p. 347.
Cu inegalitatea dintre media armonica si cea geometrica avem:
2ac
<4ac;
a+c
obtinem ca:

al+brc)+cd+a+b) o 280 o\ . a0
a+c a+c

si atunci pentru inegalitatea din stanga este suficient sa demonstrdm ca:

(1+b+\/§)2 <(l+b+a)l+b+c)
3
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< (1+b)2 +ac+2(L+b)vac < @1+b)? +(L+b)(a+c)+ac

& 2vac < a+c, adevarata.
Pentru inegalitatea din dreapta folosim inegalitatea dintre media aritmeticd si cea

patratica, i.e.

[52 1 o2
a.-l‘CS a +c ,
2 2

2 2
a+c<a +C

scrisd sub forma:

2  a+c
obtinem ca:
2 2
a(1+a+b)+c(1+b+c)=1+b+a + 21+b+a+c,
a+c a+c

si este suficient sd aratam ca:
a+c 2
(L+b+a)@+b+c)<(@+b)*+(1+b)(a+c) J{TJ

2
& (1+b)? +(1+b)(a+c) +ac < (1+b)? + (1+b)@+c) +[¥)
< 4ac < (a+c)?, evident adevirat.
Avem egalitate in ambele parti daca si numai dacia =c.

E:14278. b) Demonstrati ca pentru orice numere reale a,b,c pozitive, nenule,
pentru care a+b +c =1, este adevarata inegalitatea:
l1+a 1+4b 1+c 1
+ + < .
b+tc c+a a+b abc

Adriana Dragomir, Otelu Rosu
O 1intarire a problemei E:14278 din G.M.-B 12/2011:
’Demonstrati ca pentru orice numere reale a,b, c pozitive, nenule, pentru care

a+b+c =1 este adevarata inegalitatea:
2(1+3a) . 2(1+3b) . 2(1+3c) . a®+b® +c® +6abc 1
b+c c+a a+b abc " abc

Solutie. Vom demonstra inegalitatea:
2(1+3a) . a® + 2abc < 1
b+c abc bc
Folosind faptul ca a+b+c =1, inegalitatea (*) se scrie succesiv:
2(4a+b+c) . a®+2bc - (a+b+c)®
b+c bc bc
& 8abc + 2bc(b +c¢) +a’(b+c¢) +2bc(b +¢) <
<a’(b+c)+(O* +c?)(b+c)+2ab(b+c)+2ac(b+c)+ 2bc(b+c)
< (b+c)(b® +c? —2bc) + 2ab?® + 2ac® + 2abc + 2abc —8abc > 0

(*)

4
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< (b+c)(b-c)? +2a(b—c)® >0, care este adevirata.
Scriind inca doua inegalitati similare cu (*), prin adunare obtinem:
2(1+3a) N 2(1+3b) N 2(1+3c) N a®+b® +c® +6abc 1 1 1 a+b+c 1

b+c c+a a+b abc “bc ca ab  abc abc

) . . 1
Avem egalitate daca si numai daca a=b=c = 3

2. Solutions for two problems (and a remark ) from SSMJ
other than those listed in SSMJ — January 2013

by Titu Zvonaru, Comanesti, Romania and Neculai Stanciu, Buzau,
Romania

e 5220: Proposed by Tom Moore, Bridgewater State University, Bridgewater, MA

The pentagonal numbers begin 1,5,12,22. .. and are generally defined by
n(3n—1 , . : .
P, = ( )_. Yn = 1. The triangular numbers begin 1,3,6.10, ... and are generally

2
nn+1) . .. .
defined by Ty, = — ~.'Yn = 1. Find the greatest common divisor, ged(Th, Fy).

We analyze three cases:

hn=even,n=2k = P =k(6k -1),T, =k(2k +1).
Ifd[2k +1, and d|6k —1= d|3(2k +1) - (6k —1) = d|4 = d € {1,2,4}, but 2k +1=odd ,
so d =1and gcd(6k —1,2k +1) =1.

ii)n=4k +1= P, = (4k +1)(6k +1),T, = (4k +1)(2k +1).
Ifd[2k +1, and d‘6k +1= d\s(zk +1) - (6k +1) = d|2 = d € {1,2, but 2k +1=o0dd , S0
d =1 andgcd(6k +1,2k +1) =1.

iifn=4k +3= P, =2(4k +3)(3k + 2),T, = 2(4k +3)(k +1).
Ifd|k +1and d|3k+2:>d‘3(k +1)-(Bk+2)=dfl=d =1, 50 gcd(3k + 2,k +1) =1.

Hence,
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2, if n=0(mod?2)

gcd(P,,T,) =4n,if n=1(mod 4)
2n, if n=3(mod4)

e 5221: Proposed by Michael Brozinsky, Central Islip, NY

If .y and z are positive numbers find the maximum of

Vi ty+z) ryz
(z+y)2+(y+2)2+(z+2)?

The maximum is g (occurs for x =y =2).

We give three solutions:

Solutionl.
We have:

Xyz(X+y +2) <£

(X+Y) +(y+2)°+(z+x)?* 12

XYZ(X+ Y +2) <£

20 + Yy + 2 +xy+yz+2x) 12

S X+ Y+ 2%+ Xy + yz+2x)? 212xyz(X+ Y + 2)
S X H+Y +2) 2 +2(XP + Y2+ 22) (XY + Y2+ 2X) + (XY + Yz + 2X) > 2 12xyz(X + Y + 2) .
Since:
X2+ Y2 +2° > Xy + Yz +12X,
is sufficient to show that:
A(XY + Yz + 2X)* 2 12xyz(X + Y + 2)
S XPYP +yP2P + 27X+ 2XyZ(X + Y + 2) 2 3xyz(X + Y + 2)
S XY+ yP2P + 27X 2 xyz(X+ Yy + 2),
which is true because is the inequality:

a’+b%+c?>ab+bc+ca,
for a=xy,b=yz,c=zx.

Solution2.
Since X, y, z > Othere is a triangle with the lengths of the sides a, b, ¢ such that:
b+c—-a a+c-b b+c-a
X = L = 1Z = L
2 2 2

and then the inequality
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XyZ(X +y +2) 3

X+y)2+(y+2)°+(z+x)? 12
is exactly the Weitzenbdck’ s inequality.

Solution 3. Using the AM — GM inequality and the inequality:
(a+b+c)® >3(ab+bc+ca),
we have that:
[(X+Y)* +(y+2)> +(z+X)?] > (4xy +4yz +42X)* =16(Xy + Yz + 2X)* >
>16-3(Xy - yz+ yz- 2X+ 2X- Xy) = 48xyz(X + Y + Z),

which is equivalent with
Xyz(X+y + 2) <J§

X+y)2+(y+2)°+(z+x)? 12

and we are done.

e 5218: Proposed by Kenneth Korbin, New York, NY

Find positive integers x and y such that,

2z — y — /322 — 3zy + 42 = 2013

with (zr.y) = 1.

Denoting a = 2013, we have that:

2x—y—a:\/3x2—3xy+y2 (1)
So,
(2x—y—a)® =3x> -3xy+y* < 4x> + y* +a’ —4xy —4ax +2ay = 3x* —3xy + y°
& x2—(4a+y)x+a®+2ay=0 2)

For this equation to have natural roots its discriminate must be perfect square, i.e.
(4a+y)® —4(a’* +2ay)=k*, ke N.

& 16a” +8ay + y> —4a’ —8ay =k®> & k* —y* =12a° < (k- y)(k = y) =12a°.
Because k — yandk + y have the same parity (since their sumis 2k)and k -y <k+vy,
we deduce that:

k—y=2d

V=% withd, <d,andd,d, = 3a’.

k+y=2d,

Yields y=d, —d,, and from (2) we obtain:
X, = da+y+k _ 4a+2d, _2a+d,,and x, = da+y—-k _ 4a—2d,
2 2 2 2

But, for (X, y)to be a solution of the equation (1) it must that2x —y—a > 0.

=2a-d,.
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Thus, forx =2a-d,, y =d, —d, we have that:

AM -GM
4a-2d,-d,+d,—a>0=3a=d,+d, > 2,/d,d, =2v3a% =2a/3=3>23,
false.

So we have only possibility:

X=2a+d,,y=d,-d,.
If gcd(d,,d,)=p>1, then pla, p|d,, p|/d, = p|xand p|y, contradiction with(x,y) =1,
sogcd(d,,d,) =1.

Remarks. If a = prime number without the condition (x, y) =1, then the equation

2X—y —\/sz —3xy + y* =ahas solutions:
(x,y) € {(3a® +2a,3a% —1),(a* + 2a,a” - 3),(5a,2a)}.

3. 17 solutii si o generalizare pentru problema 1.222 din

Recreatii Matematice, nr. 1/2012

Profesor loan Viorel Codreanu

Scoala Gimnaziala Satulung, Maramures

Tntr-o frumoasa nota aparuta in revista Recreatii Matematice, nr. 2/2012, Titu
Zvonaru prezinta opt solutii pentru problema L222 (Titu Zvonaru-6 solutii, Daniel
Vicaru-0 solutie si solutia autorulului Florin Stanescu). Alte trei solutii (loan Viorel
Codreanu-solutiile 1, 2 si 3 din acest articol) nu au fost incluse in acea nota deoarece
revista era definitivata la data primirii materialului. Scopul acestui articol este de a
prezenta alte 17 solutii pentru problema L222, utilizand inegalitatile: mediilor, Schur,
Cauchy-Schwarz, Bergstrom, Cebisev, Jensen, Gerretsen, Euler, procedeul mixing
variables si o lema utila in rezolvarea unor inegalitati. Articolul se Tncheie cu o
generalizare a problemei L222, pentru care vom prezenta doua solutii.

L222. Pentru a,b,c numere reale pozitive, demonstrati inegalitatea

1 1 1 1 1 1 18
a 5+ |+b 5+ |+¢l 5+ |2—— (1
[bz czj [cz azj [az sz a+b+c @)

Florin Stanescu, Gaesti
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Solugia 1. Aplicand Inegalitatea MA-MG, obtinem iz +i2 si analoagele ei.
Avem:

siramane de aratat ca

(Faz) > a)>9]]a.

Aplicand Inegalitatea MA-MG, avem:

>a?)>a)=3/[Ta) .3@ =9[]a

si solutia se incheie.

Solugia 2. Aplicand Inegalitatea Bergstrom, obtinem:

R HRCIC

1
D e S I
a a a
si folosind Inegalitatea MA-MH, [ZEJ(Z a)z 9, obtinem (1).
a

Solugia 3. Putem sa presupunem ca a <b < c fara a restrange generalitatea. Ca urmare,
1 1.1 1_1 _— . N :
> +— 2 —+—>—+—. Aplicand Inegalitatea Cebisev, obtinem:
a~ b ¢ a° b" ¢

za[b_2+ci2j z%(za{z[biﬁcizjj %(za{za_lzj zg(za{zg 2oy ls 1

D a

unde am folosit Inegalitatea MA-MH, (z a(zij >9 si Inegalitatea Cauchy-
a

Schwarz,

(2 =z
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Solugia 4. Aplicand Inegalitatea MA-MG, obtinem

Za[bz c_ZJ z[baz cZJ 66\/1_[[;2 aJ s]f[azé_il

unde am folosit Inegalitatea MA-MG, Za > 33,/Ha .

Solugia 5. Aplicand Inegalitatea MA-MG, obtinem biz +i2 > bi si analoagele ei.
c c

Avem:
Za[iﬁizjz 7) PRy} Sl
b ¢ bc abc
Folosind Inegalitatea Bergstrom, obtinem:

, X e
22 zzabc 2 ?;Zl:_[a

si utilizand Inegalitatea MA-MG in forma (z a)3 > 27Ha , obtinem (1).

Solugia 6. Folosind Inegalitatea MA-MG, avem:

si

Sumand aceste inegalitati, deducem

Za[bz c_zj J:T

si folosind Inegalitatea MA-MG, > a>33/[ [a, obtinem ().

10
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Solugia 7. Putem sa presupunem ca Z a =1 farad a restrange generalitatea. Folosind

binecunoscuta inegalitate » x* > » xy,Vx,y,z € R, obtinem:
D b%c? > bcea=abc) a=abc

1+9] |a
care Impreuna cu Inegalitatea Schur (in cazul particular Za =1), Zab < TH si

Sy 1
Inegalitatea MA-MG n forma [ Ja < [TJ =07 rezolva inegalitatea (1). Tntr-

adevir, avem:
l l b+C 1—3. l 2.2 l 2.2 2.2
_ — | = —_— = — l— = — —
S I - TR - e Tkt - (S - Bab)

1 1 1+ 9abc 3 9_3.27 9 18
-~ (Yb2%c? —abcY be)> be — abc A S L T
(abc)? (Xo'e* -abe3 bc) (abc)? [a Ty ) 4abc 4 4 4 >a

Solugia 8. Pentru a folosi notatiile obisnuite intr-un triunghi (lungimile laturile notate

a,b,c sisemiperimetrul p) vom schimba variabilele si vom scrie ingalitatea (1) in

forma:

PIRREERE e

si folosind substitutiile Ravi X = p—a,y = p—b,z= p—c inegalitatea (2) se scrie

a 18
z(p—a)z ) ©

aceasta fiind echivalenta cu

Sa(p-by(p-c) Ble=a)

p

Prin calcul stabilim ca
a(p-b)*(p-c)’ = p‘a—2p%a® + pz(a3 = 2abc)+ 2pa’bc + ab?c? sianaloagele ei.
in continuare vom folosi identitatile geometrice Zab = p>+r?+4Rr, Ha =4pRr,

>ad= 2p(p2 —3r? —6Rr),2a2 = 2(p2 —r? —4Rr) si [[(p—a)=pr?. Avem

11
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> a(p-b)(p-c)f =2p°-2p*>a’+ pz(Za3 —2Ha)+(2abXHa),
iar dup inlocuiri §i efectuarea calculelor, obtinem:
> a(p-b) (p—c) =16pRr2 +4pRr® —2p°r2.
Atunci inegalitatea (4) se scrie

18p?r*

16 pR*r? +4pRr® —2p°r? > & p? <8R*+2Rr —9r?,

Folosind Inegalitatea Gerretsen p® <4R? +4Rr +3r” este suficient si demonstrim ci
4R® +4Rr +3r® <8R”+2Rr-9r’> < 2R*> —-Rr-6r° >0« (R-2r)2R+3r)>0,

care este adevarata daca tinem seama de Inegalitatea Euler R > 2r.

Solugia 9. Vom demonstra inegalitatea (3):
Z—a - > 18
(p-a)* P
t

(p-t)*

Consideram functia f(t)= t € (0, p). Prin calcul stabilim ca

fr(t)= (Zt * ?)E >0,vt e (0, p). Aplicand Inegalitatea Jensen pentru functia convexa

p -
f , obtinem:

2p
a
> a _>3.f Z_ _3. f[Qng.%zgl
(p-a) 3 3 [ 2 pJ p
SN

Solugia 10. Putem sa presupunem ca Z a =1 farad a restrange generalitatea. Avem:

za[biz+i2j=zb+c=zlt;a

C a’

sirdmane de ardtat ca zl_—za >18. Considerim functia f(x)= 1_—X x € (0). Prin
a X

6 —2X

4

calcul stabilim ca f"(x) =
X

>0,Vx € (0,1). Aplicand Inegalitatea Jensen pentru

functia convexa f , obtinem:

12
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a

IS E f{%}s. f@:lg.

Solugia 11. Vom folosi procedeul de reducere a numarului de variabile-mixing variables.

Sa consideram functia f(a,b,c)= a[iz + izj + b[iz + izj + c[iz + izj —L.
b ¢ c” a a® b a+b+c

Vom ardta ca f (a, b, C) > f [ab—erC%j Explicitand si apoi desfacand parantezele, se

obtine inegalitatea echivalenta:
b® +c® +2b%c+2bc’ +ab* +ac* + 2ab®c + 2abc® > 6ab’c® +3b%c? +3b%c®. (5)

Folosind Inegalitatea MA-MG, obtinem:
b° +c® +b*c>3%b°c’b*c = 3bc?
b‘c+bc* +bc* >33/b*chc’bc* =3b?c?

ab* +ac” + ab®c +ab’c + abc® + abc® > 63/ab“ac*ab’cab®cabciabc® = 6ab2c?

si sumand aceste inegalitati, obtinem (5). Prin urmare, ramane sa aratam ca f (a,t,t) >0,
unde

b+c g : . <
t= — Aceasta relatie este echivalenta cu

a* +3a’t-7a%t? +at® +2t*
a’t’(a+2t)

2 >0. (6)

Folosind Inegalitatea MA-MG, obtinem:

a‘+a‘t+a‘t+a‘t+t +t* > 7Va‘a’ta’tattat’t4t? = 7a%t?

si, prin urmare, inegalitatea (6) este adevarata.

Solugia 12. Aplicand Inegalitatea MA-MG, obtinem l%+£ 2% si analoagele ei.
a

Avem:

C C a

o E)pE(2iE-t-anta &

13
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unde am folosit Inegalitatea MA-MH, (3 a{zij >9.
a

Solugia 13. Aplicand Inegalitatea MA-MG, obtinem biz +£ > 2

a’ Jab

si analoagele ei.

Avem:
18

Za[biz+cin—Z[bi CJ 22\/— z\/_ za+b Za

unde am folosit Inegalitatea MA-MH, (Z@(Zﬁj > 9 si Inegalitatea MA-MG,
a

a+b

> 2+/ab si analoagele ei.

Solugia 14. Inegalitatea (1) se scrie echivalent
> a)> (2% +a’h?))>18a%h?c?
apoi desficand parantezele, se obtine inegalitatea echivalenta
S at(b? +c?)+ 23 a%° + Y a’he(b +¢) > 18a%b%c?

Aplicand Inegalitatea MA-MG, obtinem:

Y a'b?+ ) a'c?+ > a’h’®+ > a%h’+> a’hic+ D a’hc? >

>184([Ta*o? k[ Ta*c? [ Ta*o° ([ T2 N[ Ta’b?c [ [a’be?) =

~18%/a*b*c® =18a’b’c?

si solutia problemei se ncheie.

Solugia 15. Cu substitutiile x = 1 Y= % Z= 1 , iInegalitatea (1) se scrie
a C

Z:y +2° _ 18
zf

Aplicand Inegalitatea Bergstrom, obtinem:

14
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unde am folosit Inegalitatea MA-MH, (3 X(ZEJ >9,
X

Solugia 16. Putem sa presupunem ca H a =1 fard a restrange generalitatea. Avem:

Za[biz+i2j = b;c = b*c*(b+c).

C

Aplicand legalitatea MA-MG, obtinem:

Zb b+c>3\/Hb (b+c) >3\/H2b2c2\/_) ( a) 6>£

unde am folosit Inegalitatea MA-MG, > a>3/[Ja =3 si b+c>2bc cu

analoagele ei.

Solugia 17. Vom folosi (farad dmonstratie) urmatoarea:

Lema. Fie a,b,c,x,y,z>0. Atunci

3 x(b+c)=2,/> xy)> ab).

Pentru demonstratie si aplicatii se poate consulta [3]. Folosind lema pentru:

1
X:_Z’y:_ ch—z,avem.

I P ]

Este suficient sa aratam ca

2| St ST o = (Sl )

ultima inegalitate o deducem aplicand Inegalitatea MA-MG de trei ori. Mai exact,

avem:

15
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(z a)2 > (33«/ abc )zz LI 33 ! .Y ab>3/a’h?c® si dupd inmultirea acestor

a’b?  Va'b’c’

trei inegalitati se obtine concluzia dorita.

O generalizare a problemei L222.

Pentru a,,a,,...,a, numere reale pozitive, n numir natural, n >3, demonstrati

inegalitatea
1 1 1 1 1 1 2n?
| —+t— |+t —t—F |+t | 5+ |2 (7)
a, a, a, a, a, a, a, +a, +...+4a,
Prima solugie. Cu substitutiile x, = —, Vi =1,n, inegalitatea (7) se scrie
a'i
2 2 2 2 2 2 2
X,” 4+ Xg +x3 + X, +...+X1 + X, S 2n (8)
Xl X2 Xn i_i_i_i__“_i_i
Xl X2 Xn

Aplicand Inegalitatea Bergstrom, obtinem:

2 2 2 2 2 2 2
X X X X X X 2%, + X, +...+X
S R R TR O . EpRA 2((1 2 ) =2(x, + X, ...+ X,)
XX, X, X, X, X, 20X +X,+..+X,)
o . 1 1 1, .
si folosind Inegalitatea MA-MH, (X, + X, +...+ X, | —+ — +...+ — | > n?, obtinem
Xl XZ Xn

(8).

A doua solutie. Aplicand Inegalitatea MA-MG, obtinem:

1 1 1 1 1 1
|+ 48, S+ |+t S+ |2
a, & a3 a,” a,
= Mlaa,...a, iz-i-iz iz—i—iz 1 > +i2 >

& a, a, as A a,

. 2 2 2
_nn a.la.z...a.n‘ . et =
a‘la'Z a‘Z a‘3 an—lan

2
_ 2n S 2n

tfaa,.a, & +a,+..+a,

16
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unde am folosit Inegalitatea MA-MG,

iz_i_ 1222 i. 1 :L,Vizﬁ,a

2 2
ai a ai ai+1 a'i a‘i+1

sia +a,+..+a, >nYaa,..a,.

&

n+1 =
i+1
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