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1. Other solutions for two problems from La Gaceta

By Nela Ciceu, Rosiori, Baciu and Roxana Mihaela Stanciu, Buziu

LA Gacera peE LA RSME, Vou. 16 (2013), Niom. 3. Paas. 501-512 501

ProBLEMA 230. Propuesto por Panagiote Ligouras, “Leonardo da Vinei” High

School. Noci. Italia.
En un tridngulo ABC, sean m,, my y m,. las longitudes de las medianas, h,, h
v k. las longitudes de las alturas, £, f; v £. las longitudes de las bisectrices y R el

circunradio. Probar que

2 o a9 2 ) | a9 a9 o a9
m; [m2—h2 my [mp—hi m [mI—h2
S U > 6R.

VB’ W\ B-R TR\ B-R >

Solution:

With usual notations and using the well-knwn formulas:

A
2 2.2 2bccos— -
m2 :2b+¢,ha :Z—F,Ia -2 cosé=1/5(s 3) ,abc =4RF ,
4 a b+c 2 bc

16F2 = 2a’h? +2b%c? +2c?a® —a* —b* —c*, F =./s(s—a)(s—b)(s—¢) ,

we have:

2b% +2¢®> -a’ _4F2

2 pl2
ma_ha_

4 a’
_ 2a’b? +2a’c? —a* —2a’h* —2b%*c®* —2a’c*+a* +b* +c*
43?
(b?—c?)?  (b+c)*(b—c)? .
= = , respectivel
4a’® 4a’® P y

12 _h = 4bcs(s—a) 4s(s—a)(s—b)(s—c) _ S(s_a)- 4a’bc—(b+c)’[a® —(b—c)?]
Y (bro)? a’ a’(b+c)?
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2)- (b+c)*(b—c)* —a’[(b+c)* —4abc]

=5(s— 2 2
a“(b+c)

_s(s—a)- (b—c)zz[(b+c)§ -a’] _ 4sz(sz—a)2(b2—c)2 |
a“(b+c) a“(b+c)
So,

m2-hz  (b+c)’
I2-h? 16s*(s—a)®

Using the well-known inequality:

m2 >s(s—a) (< 2b°+2c” —a’ > (b+c)*—a* < (b—c)* >0),

m; |m:2 —h ,as(s—a) (b+c)> a(b+c)?
h, \I2-h> ~ 2F  4s(s-a) 8F

and other two analogous.

we obtain:

So it suffices to prove that:
a(b+c)® +b(c+a)® +c(a+b)* >12-4RF
< a’b+ab’ +b*c+a’c+ac’® > 6abc,
which yields by AM-GM inequality. We have equality if and only if a=b=c.

The proof is complete.
502 PROBLEMAS Y SOLUCIONES

ProBLEMA 231. Propuesto por Juan Bosco Romero Mdrquez.

Sea ABC un triangulo con 4ngulos agudos en los vértices B v C, v sea AH,
con el punto H en el lado BC, la altura correspondiente al vértice A. Se inseribe,
en cada uno de los tridngulos rectingulos AHB y AHC', un cuadrado con dos de
sus lados contenidos en AH y BC. Sean asi HE y HD (donde E y D son puntos
del segmento BC') los respectivos lados de estos “cuadrados arménicos”, v sea d =
AH —(EH +HD). Probarqued> 0 < A< 7/2.

Solution:

www. mateinfo.ro




REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IULIE 2014 www. mateinfo.ro

We have that:a=BH + HC =ccosB +bcosC .

We denotes AH =h,EH =x, HD=y.

By similarity we obtain:

X h—x hccos B hbcosC
=——=X=———— and analogous y=——.
ccosB h h+ccosB h+bcosC
We have:
450 h hccos B hbcosC S

" h+ccosB h+bcosC

<> h? +h(bcosC +ccos B) + bccos B cosC —hccos B —becos BcosC —hbcosC —bccos BeosC >0

< h? >bccosBcosC < h-h>bccosBcosC < csin B-bsinC > bccos BcosC
< cosBcosC —sinBsinC <0« cos(B+C)<0«< -cosA<0< CcosA>0< As%,

and we are done.
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2. The solutions of some problems of Kappa Mu Epsilon, Spring 2013

Ioan Viorel Codreanu, Secondary School Satulung, Maramures

Problem 724. Proposed by Tom Moore, Bridgewater, MA

Let T, = M be the nth triangular number. Prove that the fraction
T,T,Ts..
—=—-—> =0 jisalways an integer.
T,T,T,. T

Solution by loan Viorel Codreanu, Satulung, Maramures, Romania

[ 17

Let F, =———. We have

| IT2k+l
k=0

) n n-1
2k(22k+1) k(2k+1)  n(2n+1)[Tk(2k +1) R
_ k2 k=1 = = - K+1
Fo =3 (2k +1)(2k +2) = n-L n(2n+1)1k_:! +1

(2k +1)k +1) [Tk +1)k +1)

k=0 k=0 k=1
=n(2n +1)-% =2n+1.

So, F, is always integer.

Problem 726. Proposed by Jose Luis Diaz-Barrero, BARCELONA TECH, Barcelona,
Spain

Let x,y and z be positive real numbers. Prove that

(LLEJ( v, R ]29
X Yy ZNy+z z+X X+y) 2

Solution by loan Viorel Codreanu, Satulung, Maramures, Romania
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After computations, the inequality becomes:

y+yz+z+x+z+zx+xy+y+x2%

y+z x(z+x) x+y y+z z+x y(x+y) z(y+z) z+x x+y

which is equivalent to

X+y+Z: Zg_
aeicY T2 ¢y’ y + Z 2

Using the AM-GM Inequality we get

x+y>3} X+y _3
C§Cy+z Cycl_|J,éy+Z

and using the Bergstrom Inequality we get
2
>
cyclic Z

Bl 2]

o e

cyclic

cyclic cyclic

2
Using well-known inequality, we have (ny} >3 xyyz = HXJ(ZXJ

cyclic cyclic cyclic cyclic

Xy 3 X+y 3 9
Th >3 and 3.9
o c%ilcz(y+z 2 an C%,:cy+z C%,:C y+z 2 2

Problem 727. Proposed by Jose Luis Diaz-Barrero, BARCELONA TECH, Barcelona,
Spain

Let «, S,y be the measure of the angles of a triangle ABC . Prove that

Sina >1
3

c§:4sinﬂ+5,/3in asinf

Solution by loan Viorel Codreanu, Satulung, Maramures, Romania
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Using the AM-GM Inequality we get

sing sina sing

> . —— =2 - —.
c%;‘c4sin,8+5,/sin asin g cy%:%sin B+5. sina+sinf fmbsina +13sin g
2

Using the Bergstrom Inequality we get

2
. D sina
SIN" o > cyclic

sina
C%;CSsina +13sin g c%;CSSin2 a+13sing-sinB 5> sina+13) sinasin B

cyclic cyclic

It remains to prove that

2[Zsin aJZ

cyclic

5% sin®a+13) sinasin B

cyclic cyclic

>1
3

which is equivalent to

6> sin’a+12) sinasin § > SZsinza +13) sinasin B

cyclic cyclic cyclic cyclic

or

D sina = Y sinasin g

cyclic cyclic

and this last inequality is equivalent to Z(sin a —Ssin [9’)2 >0, clearly true. Equality holds for

cyclic

a=p=y.
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3. APLICATI ALE FORMULELOR DE TIP BINET PENTRU
NUMERE FIBONACCI SI LUCAS

Profesor : ANGELICA UNGUREANU
LICEUL “ALEXANDRU CEL BUN”- BOTOSANI
Se considerarelatia de recurenta :
Xp41 = axX, +bx, 1 ,xg=c,x; =d,a,b,c,d ER,a’>+4b >0

Sa se exprime x,, in functie de ¢, dsiradacinilek, , k, ale ecuatiei caracteristice asociate

recurentei : k> —ak — b = 0.

Fie k € R”

Xp41 — kx, = ax, + bx,_; —kx, = (a—k)(x, —kx,_1) + (b + a, — k?)x,,_4
Fie kq, k, ridicinile ecuatiei caracteristice: k2 — ak —b = 0, cu A= a® + 4b

a—VA

:klz . ,k2=a+\/z

2 §1k1 +k2 =a.

Xnp1 — ki xy = (@ —ky)xy — kg xy1) = ky Oy — ky x1) = k3 (X1 — Ky x0)=k3 (d —

x1c

Xn41 — ko x,=k7 (d — k; ¢)

Scazand relatiile se obtine :

xn(ky —ki) =ki(d—kyc) —ki(d—k;c)

_k?(d—lﬁc)—k?(d—kzc)

=X
" (ky — k1)

Particularizam relatia pentru

a) sirul Fibonacci: F,yq =F, +F,_1 ,Fpb=0,F, =1
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1—/5 __14+/5

Ecuatia caracteristici este: k2 —k —1=0,CuA=5=k; = _T ko ==

ki —ki _
V5

n
S F, = \/_[1+\/_ (—\/ﬁ

b) §1ru1 Lucas : Ln+1 = Ln + Ln—l 'LO = 2,L1 =1

V5 _ 15

) L 1-
Ecuatiacaracteristicaeste: k?—k—-1=0,cuA=5>k, = — k, = >

_k3(1-14+5)—ki(1-1-+5)
" V5

(=5

Demonstrarea unor proprietati

=k} +k} =

+ ( > 5) (Formule de tip Binét pentru sirul Lucas)

Proprietatea 1. F,,, = E, - L,

1+\/' 1-V5\" 14v8\" | (1—vE\"] _1 [[1+v5\*"
Solutie :, - L, = | (% [ {5 + (55 |=%](%9)
:FZn

Proprietatea 2 . E? + (—1)" = F, - F,_; + F?_;

Solutie :F, - F,_; + F?*_, = F_1(E,+F,_1) = Fy_1 *Fpyq =

-

1+\/— 1_\/§n—1 1 1+\/§n+1 1_\/§n+1 ~
HED - 4= - -
a+ve\" 1=vE\" [/1+vE\/1=vE\" ‘[/1+VvE\’ [1-+5
f(72) +(=7) ) ) (5
11+vE\" 1-vE\" J14VE 1=V _ 1+v5 1]
f(72) () rew|(een) et

www. mateinfo.ro
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2

)

) ](Formule de tip Binét pentru sirul Fibonacci)

)]
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1—-+/5
+( :

2

(1—\/§
+

| =
r r H. r
ol T
A
N——— N——— N————

1—-+/5
+( '

| =

-6

2n
+ (D" +2(-D"| =

2n

) —2(=D" +5(-1)"| =

2n
—2(-D"+5(-D"| =

nz

+ (=" =EF+ (D"

Proprietatea 3 .L2 = 5E>+4(—1)"

Solutie :5F2+4(—1)" = [(“ﬁ)" - (1‘@)”]2 +4(—1)" =

()"

Proprietatea 4 .12 = L, .,

2

Solutie

Ly Ly +5(=1" = |(

1+v5\" [1-+5
(5°) (%)

1+v5\" [1-+5
(757) +(5

[(55)" + ()] =22

2n

) —3(=1)"+5(-1)" = (

2 2

www. mateinfo.ro

+ (ﬂ)zn —2(-D" +4(-D" = [(1+\/§)" + (1_\/3

2

n+1

=)

2

Proprietatea 5 .Fy,, * Fop 41 = %(L4n+1 -1)

10

(5D e+

2n 1+\/§n—1 1_\/§n—1
(7)) (=)

2
1+\/§+1—\/§> +5(=1)

14+ \/§>2n (
+

)H] +5(—1)" =

5) +2(-1)" =
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2n

SOlutie :an ' F2n+1 = % [(%)

: (%)Zn] . [(¥)2n+1 B (#)2n+1] _
4n+1

5 (5 e e (59

1'1+\/§ 4n+1 1_\/5 in+1 1
g( ) +< ) -1 =§(L4-n+1_1)

ul]| =

2 2

Proprietatea 6 .L,, = L2 + 2(—1)"*!

2
‘L2 gyt (15 L (15" _yn+l —
Solutie :L5 + 2(—1)"*! = [( . ) +( - ) +2(=D)"t =

2n 2n

()" (55" 2 (55" (59 e = (55 4 (55 s

Proprietatea 7 .Ly, - Loy 42 — 5F2, = 1

Solutie :Ly, * Lyn4y — 5F2 4 =
1+v5\" [1-v5\"
=0) (%) |
143 2n+1 1_\/§2n+12_
7)) -(50) -
14+v5\ (1 =vB\]" /1+v5\" [/1+5\/1-v5\]" /1-+5
)= ) ) )
1+\/§ 1_\/5 2n+1_
(9= -

) (55 - (555 (5959

1+\/§ 2n+2 1_\/5 2n+2
(=) (%)

2

2 2 2 2 2 2
=14+2-2=1
Bibliografie:Radovici-Marculescu, P. Probleme de teoria elementarda a numerelor
Bucuresti,Editura Tehnica, 1986.Popovici,C.,Teoria numerelor, Bucuresti, Editura Didactica

si Pedagogica, 1973.

11
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4. Procedee de stabilire a concurentei a trei drepte in plan

Exemplificare prin probleme

Prof. loana Anton, Scoala Gimnaziald Nr. 1 Balteni, jud. Vaslui

1. Demonstrarea concurentei folosind unicitatea mijlocului unui segment

Fie O mijlocul segmentului[ AB]. Pe o dreapta d se identifica punctele C si D, iar pe o
dreapta g se identifica punctele E si F, astfel incat segmentele [CD] si [EF] sa aiba acelasi
mijloc O.

Problema 1

Fie paralelogramul ABCD si fie punctele E si F proiectiile punctului A pe dreptele DC,
respectiv BC, iar M si N proiectiile punctului C pe dreptele AB, respectiv AD. Sa se
demonstreze ca dreptele AC, EM, NF si DB sunt concurente.

Demonstratie:
N {

Din ABCD paralelogram
deducem ca AN|FC.

AANC = ACFA(1U.)

(@] Din congruenta triunghiurilor
ANC si CFA obtinem ca segmentele
[AN]si [FC] sunt congruente, adica
A B M patrulaterul ANCF este paralelogram.

Acest paralelogram care are $i un
unghi drept este dreptunghi. In aceste
F conditii, diagonala [NF] trece prin
mijlocul O al lui [AC].

Analog se demonstreaza ca patrulaterul AMCE este dreptunghi, iar diagonala [EM]
trece prin mijlocul O al lui [AC].

Astfel, dreptele AC, EM, NF si DB sunt concurente.

12
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2. Demonstrarea concurentei folosind proprietatea de concurenta a liniilor
importante in triunghi

a) Pentru a demonstra ca trei drepte coplanare sunt concurente este suficient sa
demonstram ca cele trei drepte contin inaltimile uni triunghi.

P2

Daci [AA’], [BB’] si [CC’] sunt

:th

indlfimile triunghiului ABC,

atunci AA’NBB’NCC’={H}

b) Daca cele trei drepte sunt mediatoarele laturilor unui triunghi, atunci ele sunt

concurente.
~ 0 &
b Daca dreptele a, b si c sunt
=
I mediatoarele laturilor [AB], [BC]
A M'— u - si respectiv [AC], atunci aNbNc={0}.

c)Daca cele trei drepte includ bisectoarele laturilor unui triunghi, atunci ele sunt
concurente.

Daca semidreptele [AA’, [BB’ si

[CC’ sunt bisectoarele triunghiului ABC,

atunci AA’NBB’NCC’={I}

13
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d) Demonstrarea concurentei a trei drepte coplanare se reduce la a gasi un triunghi
a caror mediane au ca drepte suport aceste drepte.

Daci [AA’], [BB’] si [CC’] sunt

medianele triunghiului ABC,

atunci AA’NBB’NCC’={G}

Problema 2

Fie rombul ABCD, unde M este mijlocul laturii AB, iar N simetricul punctului M fata
de punctul O, {O}= ACNBD. Daca dreapta BN intersecteaza dreapta AD in punctul E, atunci
AE

dreptele EM, AN si BD sunt concurente, iar AM = 7

Demonstratie:

Din faptul ca N este simetricul punctului M
fata de punctul O obtinem ca MO=ON.

D Observam ca

AAOM = ACON(LU.L.)

A M B de unde deducem ca dreptele AB si NC sunt
paralele. Tinand cont de axioma paralelelor
deducem ca punctul N apartine dreptei DC si N este mijlocul segmentului [DC].

DarABNC = AEDC(U.LU )= [DE]=[BC]Jsi[EN |]=[NB]
Deducem ca BD, EM si AN sunt mediane in triunghiul AEB, deci sunt concurente.
Din ABCD romb si M mijlocul laturii AB, deducem cd AM este jumdtate din AD.

Dar cum AD=DE, obtinem AM = %

14
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3. Demonstrarea concurentei utilizind proprietatea: daca o dreapta taie si imparte un

segment din prima dreapta in acelasi raport in care il taie si il imparte cea de-a treia dreapta,
atunci cele trei drepte considerate sunt concurente.

b C Fie M,N € (PQ).
a 9
: : Daca
Q
P PM PN

= —— rezultd ca punctele
NQ

MQ

M si N coincid si deci aNbNc={M}.

4. Demonstrarea concurentei utilizind proprietatea: daca doud puncte de pe una
dintre drepte sunt coliniare cu punctul de intersectie al celorlalte doua drepte.

Daca bNc ={0} si A, Bea, iar

punctele A, O si B sunt coliniare,

atunci aNbNc ={0}.

5. Demonstrarea concurentei utilizand reciproca teoremei lui Ceva

Reciproca teoremei lui Ceva. Fie triunghiul ABC si punctele M, N si P situate pe
dreptele BC, CA, respectiv AB, diferite de varfurile A, B si C.

MB NC PA
Daca NC PA_ =1, atunci dreptele AM, BN si CP sunt concurente.
MC NA PB
Demonstratie.
A Deoarece punctele P si N se afla pe dreptele

AB si respectiv AC care contin laturile triunghiului
ABC, rezulta ca dreptele CP si BN se intersecteaza
P intr-un punct T .
Presupunem ca T nu se afld pe dreapta AM.
Construim AM ' care si treacd prin T, cu M
B 5 apartinand lui BC.

15
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Aplicand teorema lui Ceva in AABC obtinem: M NC PA =1, dar din ipoteza
MC NA PB
~MB NC PA . M'B MB M'B MB M'B MB
avem: ——-——-——=1, deci = = = = = =
MC NA PB M'C MC M'B+M'C MB+MC BC BC

cd punctele M si M coincid, adica dreptele AM, BN si CP sunt concurente.

Problema 3

Intr-un triunghi ABC dreptele care unesc varfurile triunghiului cu punctele de contact
ale cercului inscris cu laturile opuse sunt concurente. (Punctul de concurenta a celor trei
drepte se numeste punctul lui Gergonne).

Demonstratie:

E Notam punctele de contact ale cercului cu
laturile triunghiului ABC cu D, E si F, unde DeBC,
EeAC si Fe AB. Vom folosi reciproca teoremei lui
D c Ceva si vom arata ca are loc relatia:

BD CE AF _,

DC EA FB

Dar tangentele duse dintr-un punct exterior la un cerc sunt congruente, adica [BD] =
[BF], [CE] = [CD] si [AE] = [AF].

Deci, relatia de mai sus este evidentd, ceea ce inseamna ca dreptele AD, BE si CF sunt
concurente.

Bibliografie:

Nicolescu L., Boskoff V., Probleme practice de geometrie, Editura Tehnica, Bucuresti ,
1990;

Popovici D., Neagu M., Streinu Cercel G., Matematica, Editura Sigma, 2002;

Beju A. E., Beju ., Compendiu de matematica, Editura stiintifica si enciclopedica,
Bucuresti, 1983.

16



REVISTA ELECTRONICA MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 — IULIE 2014 www. mateinfo.ro

5.Exercitii cu progresii aritmetice si aplicatii ale determinantilor in
geometrie

Prof.Ciobica Constantin. prof Ciobica Elena

Colegiul Vasile Lovinescu Falticeni

1. Fie familiile de puncte A (4n+3;2n* +5n),vne N",B_(8n+7;4n* +11n),Vne N",
C,(12n+116n* +17n),vn e N". Si se demonstreze ci punctele A ,B,,C ,vne N~

sunt coliniare.
Rezolvare:

Punctele A,,B,,C,,VneN" o+ oliniare daca:

X, Ya,

Xg Ys 1=0,vneN’

Xe, Yo,

An+3  2n®+5n An+3 2n*+5n 1

8n+7 4n*+1ln 1=0,vneN < [4n+4 2n*+6n 0/=0,vneN’
12n+11 6n° +17n 8n+8 4n°+12n O

4n+4 2n% +6n

—0,neN".
“ |2(an + 4) 2(2n2+6nJ he

2. Fie familiile de puncte A{Zn +1, 7 (2k +1)j,Vn eN”,

k=1

Bn(Bn +7; Zn:(Bk + 7)} vneN”, Cn(14n +13; Zn:(14k +13)j, Vne N". Si se arate ca

k=1 k=1

punctele A,,B,,C,, VN eN g0t coliniare.

Rezolvare.

Punctele A,,B,,C,,VneN sunt coliniare daca:

Xa, Ya,
Xg Ys 1=0,vneN’
Xe, Ye

n n

17
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8n+7 >'(8k+7) 1=0,vneN’

k=1
2n+1 n (2k +1) 1
k=1
& | 6n+6 Zn:(8k+7)— n (2k+1) 0/=0,vneN’
k=1 k=1
12n +12 Zn:(14k+13)— n (2k +1) 0
k=1 k=1
6n+6 Zn:(6k+6) 6(n+1) 6n(k+1)
& k= =0,VheN < k=l =0,vne N~
12n+12 > (12k +12 12(n+1) 12) ' (k+1
k=1 k=1

3. Fie (a“ )nzl €R un sir de numere reale in progresie aritmetica si familiile de puncte:

An(an;zak]'vn € N*’ Bn( nﬁ-S’Zak+3j'vne N C ( ﬂ+5;zak+5j'vn € N*. Sa
k=1

k=1 k=n

A ,B .C. . VneN"

se arate ca punctele sunt coliniare.

Rezolvare:

Punctele A,,B,,C,,VneN sunt coliniare daca:

Xa  Ya,
Xg Ve =0,vneN
ch nd
n n
a, a, 1 a, > a 1
k=1 k=1
n « n n *
A, D8 I=0vneN <la,,-a, Ya,;->.a 0=0vVnen
k=1 k=1 =1
n n
A5 A5 1 a5 —a, Zak+5 Zak
k=1 k=1
n
3r 3r
= 3r 3rn
= 1 =0 0,vneN
5r 5r o5r 5rn

k=

[N

4. Fie (a" )HZl eR un sir de numere reale in progresie aritmetica si familiile de puncte:

18
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>

n n
Z Byig0 Z Azp1a j’ vneN
k=1 k=1

n n
Cn zak+5;za2k+6 j’vn eN
k=1 k=1

Sa se arate ca punctele A By,
Rezolvare.
Punctele A ,B,,C,,vne N~

Co. VN e N gint coliniare.

sunt coliniare daca:

Xa, Ya,
Xg Ys 1=0,vneN’
Xe, Ye

n
Zak Za2k+l 1
k=1

n

k=
Zn:am > ay,, 1=0,vneN’

k=1 k=1
n n
z ak+5 z a2k+6 1
k=1 k=1
n n
Z 8y Z Aoy 1
k=1 k=1

n n n n
= Zak+3 _Zak Za2k+4 _zazm 0=0VvneN’
k1 ket ket =

n n n n
Zak+5 _Zak Za2k+6 _Za2k+1 0
k=1 k=1 k=1 k=1

n n

Z(ak+3 —a ) Z(a2k+4 — Ay
=3~ k1 =0,vneN”
(ak+5 —a ) (a2k+6 — Ay
k=1 k=1

Q3 — = 3r; Qs — = or; Qppyq — Ay = 3r; Aypie — Qo = or

n

> 3r Zn::%r
k=1 _

3rn 3rn .
= |t 2= =0,vneN
ZSr ZSr 5rn 5rn
k=1 k=1

5. Fie (a" )HZl eR un sir de numere reale in progresie aritmetica si familiile de puncte:
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n
Bn(a2n+l; z a'2k+lj’ VneN

k=1

C, [a2n+3 ; Za2k+3 } vneN’

k=1

C,,Vne N~

Sa se arate ca punctele A By, sunt coliniare.

Rezolvare.

Punctele A,,B,,C,,VneN" o+ liniare daca:

N )
Xg Ve =0,vneN
Xe, Ye,
n n
a,, ;az,( 1 a,, ;a% 1

n n n
Qny D8 4=0,VneN & la,,, -8, D ay,—2.8, 0=0vneN
k=1 k=1 k=1

n n n
Anis Za2k+3 1 Ayn43 — 8y Za2k+3 - Zazk 0
k=1 k=1 k=1
n n
Aopi1 — Ay Z(%ku — 8y ) r Z r r m
= k=1 =0,VneN = k=l | = =0,vneN
o ( 3 \ ap| 13r 3m
Aony3 ~ Ay Aoe3 ~ Ay r Z r
k=1 k=1
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6. DERIVATE DE ORDIN SUPERIOR

Prof. Laura Radu

%

Liceul Teoretic ,,Emil Racovita”, Galati

Fie EcR, E interval sau reuniune de intervale din R , o functie /- E—R si Xo un punct
de acumulare al multimii E .

o , , . F(x)—f(x =
Definitie : Functia f are derivata in punctul x, € E, daca lim M existain R .

X—>Xp X— XO

In acest caz limita se noteazi cu f’(X,) si se numeste derivata functiei f in

punctul Xp .
. . () —f(x
Deci f(x;) = lim =)
X=X X=X,
: . o TO— () L
Definitie : Functia f este derivabild in punctul X, € E, daca lim —————= exista si este
X% X=X,
finita .
: . F(x)—f(x
Siin acest caz limita se noteaza cu f'(x,) si f'(x,)=lim M :
X=X X=Xy

Daci functia f este derivabila in orice punct al multimii E , spunem ca functia f este
derivabila pe multimea E.

O functie derivabila se mai numeste derivabila de ordinul 1 iar f’ se numeste derivata

de ordinul intéi.

Definitie : Functia f este de doua ori derivabila in x, € E daca:

- feste derivabila intr-o vecinatate a lui Xo ;
- f' este derivabila in X .
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In acest caz derivata lui f' se numeste derivata a doua (sau de ordinul doi) a functiei f in
punctul Xo si se noteaza f"(Xo) .

f ”(XO) = lim f ,(X) — f ’(XO)

X—Xo X — XO
Notatii : (F)' =" =@ | fO =1,

Prin recurenta se poate defini derivata de ordin superior ne N .

Definitie : Functia feste derivabilade nori in X, € E ,daca:

- feste derivabila de n-1 ori intr-o vecinatate a lui Xo ;
f D este derivabild in X .

Daca functia este derivabila de orice ordin n e N pe multimea E , spunem ca este
derivabila de ordinul c sau infinit derivabild sau indefinit derivabila pe E .

Propozitie : Functiile elementare sunt indefinit derivabile pe orice interval deschis inclus in
multimea lor de definitie .

Operatii cu functii derivabile
Daca functiile f, g - E—R sunt derivabile in xo (sau pe E) , atunci si functiile f+g , f-g
,of, aeR, fgsi i cu g(xo)#0 (sau g(x)#0, x €E) sunt derivabile in X, (respectiv pe
g

E)si:

’

(f+g) =f'+g’", (f-g)=f'-g" ,

(fg) =fg+fg (ij _fo-fo'
g g

22
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Teorema ( Formula lui Leibniz) :

Daca functiile £, g - E—R sunt derivabile de n ori pe E , atunci functia fg este
derivabild de n ori pe E si

(fg)™ = f™g+CLf g L C2fDgry ... + g™,

sau (fg)™ =Zn:C,ff‘""‘)g(") :

k=0

Demonstratie : Formula este adevarata pentru n=1, deoarece avem
(fg) =g+ fg'
Presupunem cd formula este adevarata pana la n-1, adica
(fg)"™ =ft"g+Cr f0 g +C2 F"Ig" + + fg " (1)

Observam ca fiecare din termenii ce intervin contin pe f si g derivati de ordinul n-1
cel mult . Functiile f sig fiind derivabile de n ori pe E, urmeaza ca fiecare functie care
intervine in dezvoltarea (1) sa mai fie derivabila cel putin o data .

Avem deci:
(fg)” = (f = g) + (Ciﬁl f"2g ’) + (C,ffl f"9g ”) Forrrererenens + (C:jll fg " ) =
=fWg+ Vg +CL FO" Vg +C L P9 + +CMfg 4 Chlfg™

dar C*, +CK =CK, rezulta
(fg)" = fMg+CH Vg +C2f"Dg" 4 .............. +CIHFgO + fg™

ceea ce trebuia demonstrat .

Exemple de functii indefinit derivabile

1) Functii polinomiale
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f:R>R, f(x)=ax"+a, X" +...... +ax+a, a R, k=0n, a, #0

Avem succesiv:

f'(x)=na,x"* +(n-Da, X" 2 +.......... +2a,X+4,
f"(x)=n(n-1)a,x"? +(n-1)(n—2)a, ;X" +......... +2a,
f™(x)=nl-a,

f(x)= £ (x)=.......... =0

Se observa ca dupa n derivari succesive, o functie polinomiald de gradul n se reduce la
o constantd, iar dupa inca o derivare se anuleaza .

2) Functii ragionale

Nu toate functiile rationale se deriveaza simplu de n ori .

_y2
De exemplu f:R— R, f(x)=——.Avem succesiv: f'(x) :X—Jr%,
X +1 (x2 +1)
2 _ 4 2
f"(x) = M , FOX) = 6(x 5 bx Z 1) si observam ca derivatele au forme
(x*+1 (x*+1

tot mai complexe .

P(x)

Alta este situatia functiilor rationale de forma f(x)= m unde Q(x) admite numai
X

radacini reale. In acest caz, putem scrie:

Q)= (x =1 ) -(x =, =, )

unde X;,X,,...,X, € R sunt radacinile lui Q , iar functia f admite o descompunere in
fractii simple sub forma:
a a a a a
f(x)=C(x)+ a1, %o = e e s T2 +—
X=X (X - Xl)
unde C(x) este catul impartirii lui P la Q .
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C(x) este o functie polinomiala care este indefinit derivabila , iar fiecare din ceilalti
termeni ai descompunerii se scrie sub forma g(x) = a, (x — x, )’k si se deriveaza
simplu astfel :

g'(x) = —ka, (x—x,)"*

g"(x) = +k(k +Da, (x —x, )2

g®(x) =—k(k+D(k +2)a, (x—x, )

g™ =D" -k(k +D(k +2)......... (n—Dn-a (x—x, )"

n! a,

M (x) = (=1])" - .
sau g (x)=(-1 (K=D! (x—x, )" :

3) Functii exponentiale
a) f:R->R , f(x)=e*,n>1,a#0
f'(x)=a-e™, f"(x)=a’-e*, fOMX)=a’-e™, ... :
fW(x)=a"-e*
by f:R—>R, f(x)=a*, a>0, a=l1l

f'()=a*-Ina, f"(x)=a*-In*a, fOPx)=a*-In*a,....... ,

fM(x)=a*-In"a

4) Functii logaritmice

f :[_E’wj_) R, f(x)=In(ax+b)

a

2 9.,3
a , f”(x):— a =, f(3)(X):12a3'
ax+b (ax+b) (ax+b)

4 (n=DLa"

(ax+b)"

fr(x) =

FO) ="
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5) Functii trigonometrice

a) Functia sinx este indefinit derivabila pe R .

(sin ) =cos x = sin(x+%)
(sinx) =—sinx=sin(x+7z)= sin(x + 2%)

. ®) . T . v . T
(sin x)® =—cos x =—sin X+ |=sin| X+ 247 | =sin x+3~§

(sinx)™ = sin(x +n %)

fn mod analog gasim ci (sin(ax+b))/™ =a" Sin(ax +b+ n77z) .

b) Functia cosx este indefinit derivabila pe R .

(cos x) =—sinx = cos(x +%)
(cos x) =—cos x = cos(x+7)= cos(x +2- %)

(3) . T T T
(cos x)® =sin x = —cos X+ | =008\ X+=+7 | = cos x+3~§

(cos x)™ = cos(x +n- %)

In mod analog gasim ci (COS(aX + b))(n) =a" cos(ax +b+ %[j .

Exercitii rezolvate:
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1) Fie f:R\{L3} >R, f(X)= 2;3 Sa se determine derivata de ordinul n a functiei

X" —4X+
f.
. . . 1/ 1 1 . . .
Solutie : Se observa ca f(x)=—=| ————— . Folosind regulile de derivare
2\x-3 x-1
obtinem :
M M\l
( ! j = ) nTl i ( ! j = ) nn£ de unde rezulta ca
X—3 (x=3) x-1 (x=D"
“D"-nl (=D"-n!
f(")(x):l (-1 ni_( 1) nl- sau
2 (x=3)"  (x-D"
D" .n!
f(“)(x)z(l) n! 1 __ 1 |
2 (x-3)"*  (x=-D"
Se demonstreaza apoi prin inductie ca formula gasita este adevarata pentru
orice n>1.

ax+b
CX +

. Sase calculeze f™(x), ne N,

2) Fie functia fIR\{—E}—)R, f(x)=
C

. , alex+d)—clax+b ad —bc N
Solutie: f (X): ( (CX)+d§2 ): (CX+d)2 :(ad—bc)(cx+d) ?

f"(x)=(ad —bc)-(-2)-c-(cx +d) ™

£7(x) = (ad —bc)- (~ 2)- (-3)- ¢ - (cx+d)*

Relatia obtinuta se demonstreaza prin inductie matematica.
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