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1. Other solutions for two problems from La Gaceta 

By Nela Ciceu, Roşiori, Bacău and Roxana Mihaela Stanciu, Buzău 

 

 

 

 

Solution: 

 

With usual notations and using the well-knwn formulas: 
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Using the well-known inequality: 
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we obtain: 
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and other two analogous. 

So it suffices to prove that: 

     RFbacacbcba 412)()()( 222   

abcaccacbabba 622222  , 

which yields by AM-GM inequality. We have equality if and only if cba  . 

The proof is complete. 

 

Solution: 
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We have that: CbBcHCBHa coscos  . 

We denotes hAH  , xEH  , yHD  . 

By similarity we obtain: 
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and we are done. 
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2. The solutions of some problems of Kappa Mu Epsilon, Spring 2013 

Ioan Viorel Codreanu, Secondary School Satulung, Maramureș 

 

Problem 724.  Proposed by Tom Moore, Bridgewater, MA 
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Solution by Ioan Viorel Codreanu, Satulung, Maramures, Romania 
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So, nF  is always integer. 

 

Problem 726.  Proposed by Jose Luis Diaz-Barrero, BARCELONA TECH, Barcelona, 

Spain 

Let yx,  and z be positive real numbers. Prove that 
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Solution by Ioan Viorel Codreanu, Satulung, Maramures, Romania 
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After computations, the inequality becomes: 
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which is equivalent to 
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Problem 727.  Proposed by Jose Luis Diaz-Barrero, BARCELONA TECH, Barcelona, 

Spain 

Let  ,,  be the measure of the angles of a triangle ABC . Prove that 
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Solution by Ioan Viorel Codreanu, Satulung, Maramures, Romania 
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Using the AM-GM Inequality we get 
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3. APLICAȚII ALE FORMULELOR DE TIP BINÉT PENTRU 

NUMERE FIBONACCI ȘI LUCAS 

 

Profesor : ANGELICA UNGUREANU 

LICEUL “ALEXANDRU CEL BUN”- BOTOȘANI 

Se considerărelația de recurență : 

𝑥𝑛+1 = 𝑎𝑥𝑛 + 𝑏𝑥𝑛−1  , 𝑥0 = 𝑐 , 𝑥1 = 𝑑, 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ, 𝑎2 + 4𝑏 > 0 

Să se exprime 𝑥𝑛 în funcție de c , dșirădăcinile𝑘1 , 𝑘2 ale ecuației caracteristice asociate 

recurenței : 𝑘2 − 𝑎𝑘 − 𝑏 = 0. 

Fie 𝑘 ∈ ℝ∗ 

𝑥𝑛+1 − 𝑘𝑥𝑛 = 𝑎𝑥𝑛 + 𝑏𝑥𝑛−1 − 𝑘𝑥𝑛 =  𝑎 − 𝑘  𝑥𝑛 − 𝑘𝑥𝑛−1 +  𝑏 + 𝑎𝑘 − 𝑘2 𝑥𝑛−1 

Fie 𝑘1 , 𝑘2 rădăcinile ecuației caracteristice: 𝑘2 − 𝑎𝑘 − 𝑏 = 0, cu ∆= 𝑎2 + 4𝑏 

⇒ 𝑘1 =
𝑎− ∆

2
 , 𝑘2 =

𝑎+ ∆

2
și 𝑘1 + 𝑘2 = 𝑎. 

𝑥𝑛+1 − 𝑘1 𝑥𝑛 =  𝑎 − 𝑘1   𝑥𝑛 − 𝑘1 𝑥𝑛−1 = 𝑘2  𝑥𝑛 − 𝑘1 𝑥𝑛−1 = 𝑘2
𝑛 𝑥1 − 𝑘1 𝑥0 =𝑘2

𝑛 𝑑 −

𝑘1 𝑐 

𝑥𝑛+1 − 𝑘2 𝑥𝑛=𝑘1
𝑛 𝑑 − 𝑘2 𝑐  

Scăzând relațiile se obține : 

𝑥𝑛 𝑘2 − 𝑘1  = 𝑘2
𝑛 𝑑 − 𝑘1 𝑐 − 𝑘1

𝑛 𝑑 − 𝑘2 𝑐  

⇒ 𝑥𝑛 =
𝑘2

𝑛 𝑑 − 𝑘1 𝑐 − 𝑘1
𝑛 𝑑 − 𝑘2 𝑐 

 𝑘2 − 𝑘1  
 

Particularizăm relația pentru 

a) șirul Fibonacci : 𝐹𝑛+1 = 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛−1  , 𝐹0 = 0 , 𝐹1 = 1 

⇒ 𝑑 = 1 , 𝑐 = 0, 𝑎 = 𝑏 = 1 
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Ecuația caracteristică este: 𝑘2 − 𝑘 − 1 = 0, cu ∆= 5 ⇒ 𝑘1 =
1− 5

2
 , 𝑘2 =

1+ 5

2
 

⇒ 𝐹𝑛 =
𝑘2
𝑛−𝑘1

𝑛

 5
=  

1

 5
  

1+ 5

2
 
𝑛

−  
1− 5

2
 
𝑛

 (Formule de tip Binét pentru șirul Fibonacci) 

b) șirul Lucas : 𝐿𝑛+1 = 𝐿𝑛 + 𝐿𝑛−1  , 𝐿0 = 2 , 𝐿1 = 1 

⇒ 𝑑 = 1 , 𝑐 = 2, 𝑎 = 𝑏 = 1 

Ecuațiacaracteristicăeste: 𝑘2 − 𝑘 − 1 = 0, cu ∆= 5 ⇒ 𝑘1 =
1− 5

2
 , 𝑘2 =

1+ 5

2
 

𝐿𝑛 =
𝑘2

𝑛 1 − 1 +  5 − 𝑘1
𝑛 1 − 1 −  5 

 5
= 𝑘2

𝑛 + 𝑘1
𝑛 = 

 
1+ 5

2
 
𝑛

+  
1− 5

2
 
𝑛

(Formule de tip Binét pentru șirul Lucas) 

Demonstrarea unor proprietăți 

Proprietatea 1. 𝐹2𝑛 = 𝐹𝑛 ∙ 𝐿𝑛  

Soluție :𝐹𝑛 ∙ 𝐿𝑛 =
1

 5
  

1+ 5

2
 
𝑛

−  
1− 5

2
 
𝑛

 ∙   
1+ 5

2
 
𝑛

+  
1− 5

2
 
𝑛

  =
1

 5
  

1+ 5

2
 

2𝑛

−  
1− 5

2
 

2𝑛

  

=𝐹2𝑛  

Proprietatea 2 . 𝐹𝑛
2 +  −1 𝑛 = 𝐹𝑛 ∙ 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−1

2  

Soluție :𝐹𝑛 ∙ 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−1
2 = 𝐹𝑛−1 𝐹𝑛+𝐹𝑛−1 = 𝐹𝑛−1 ∙ 𝐹𝑛+1 = 

1

 5
  

1 +  5

2
 

𝑛−1

−  
1 −  5

2
 

𝑛−1

 ∙
1

 5
  

1 +  5

2
 

𝑛+1

−  
1 −  5

2
 

𝑛+1

 = 

1

5
  

1 +  5

2
 

2𝑛

+  
1 −  5

2
 

2𝑛

−   
1 +  5

2
  

1 −  5

2
  

𝑛−1

  
1 +  5

2
 

2

+  
1 −  5

2
 

2

  = 

1

5
  

1 +  5

2
 

2𝑛

+  
1 −  5

2
 

2𝑛

+  −1 𝑛   
1 +  5

2
+

1 −  5

2
 

2

− 2 ∙
1 +  5

2
∙

1 −  5

2
  = 
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1

5
  

1 +  5

2
 

2𝑛

+  
1 −  5

2
 

2𝑛

+  −1 𝑛 + 2 −1 𝑛 = 

1

5
  

1 +  5

2
 

2𝑛

+  
1 −  5

2
 

2𝑛

− 2 −1 𝑛 + 5 −1 𝑛 = 

1

5
  

1 +  5

2
 

2𝑛

+  
1 −  5

2
 

2𝑛

− 2 −1 𝑛 + 5 −1 𝑛 = 

1

5
  

1 +  5

2
 

𝑛

−  
1 −  5

2
 

𝑛

 

2

+  −1 𝑛 = 𝐹𝑛
2 +  −1 𝑛  

Proprietatea 3 .𝐿𝑛
2 = 5𝐹𝑛

2+4 −1 𝑛  

Soluție :5𝐹𝑛
2+4 −1 𝑛 =   

1+ 5

2
 
𝑛

−  
1− 5

2
 
𝑛

 
2

+4 −1 𝑛 = 

 
1+ 5

2
 

2𝑛

+  
1− 5

2
 

2𝑛

− 2 −1 𝑛 + 4 −1 𝑛 =   
1+ 5

2
 
𝑛

+  
1− 5

2
 
𝑛

 
2

=𝐿𝑛
2  

Proprietatea 4 .𝐿𝑛
2 = 𝐿𝑛+1 ∙ 𝐿𝑛−1+5 −1 𝑛  

Soluție 

:𝐿𝑛+1 ∙ 𝐿𝑛−1+5 −1 𝑛 =   
1+ 5

2
 
𝑛+1

+  
1− 5

2
 
𝑛+1

 ∙   
1+ 5

2
 
𝑛−1

+  
1− 5

2
 
𝑛−1

 +5 −1 𝑛 =  

 
1 +  5

2
 

2𝑛

+  
1 −  5

2
 

2𝑛

+  
1 +  5

2
 

𝑛−1

∙  
1 −  5

2
 

𝑛−1

 
1 +  5

2
+

1 −  5

2
 

2

+5 −1 𝑛

= 

 
1 +  5

2
 

2𝑛

+  
1 −  5

2
 

2𝑛

− 3 −1 𝑛+5 −1 𝑛 =  
1 +  5

2
 

2𝑛

+  
1 −  5

2
 

2𝑛

+ 2 −1 𝑛 = 

  
1+ 5

2
 
𝑛

+  
1− 5

2
 
𝑛

 
2

=𝐿𝑛
2  

Proprietatea 5 .𝐹2𝑛 ∙ 𝐹2𝑛+1 =
1

5
 𝐿4𝑛+1 − 1  



REVISTA ELECTRONICĂ MATEINFO.RO ISSN 2065-6432 – IULIE 2014 www.mateinfo.ro  

 

 

 

11 
 

Soluție :𝐹2𝑛 ∙ 𝐹2𝑛+1 =
1

5
  

1+ 5

2
 

2𝑛

−  
1− 5

2
 

2𝑛

 ∙   
1+ 5

2
 

2𝑛+1

−  
1− 5

2
 

2𝑛+1

 = 

1

5
  

1 +  5

2
 

4𝑛+1

+  
1 −  5

2
 

4𝑛+1

−   
1 +  5

2
  

1 −  5

2
  

2𝑛

 
1 +  5

2
+

1 −  5

2
  = 

1

5
  

1 +  5

2
 

4𝑛+1

+  
1 −  5

2
 

4𝑛+1

− 1 =
1

5
 𝐿4𝑛+1 − 1  

Proprietatea 6 .𝐿2𝑛 = 𝐿𝑛
2 + 2 −1 𝑛+1 

Soluție :𝐿𝑛
2 + 2 −1 𝑛+1 =   

1+ 5

2
 
𝑛

+  
1− 5

2
 
𝑛

 
2

+2 −1 𝑛+1 = 

 
1+ 5

2
 

2𝑛

+  
1− 5

2
 

2𝑛

+ 2  
1+ 5

2
 
𝑛

∙  
1− 5

2
 
𝑛

+2 −1 𝑛+1 =  
1+ 5

2
 

2𝑛

+  
1− 5

2
 

2𝑛

=𝐿2𝑛  

Proprietatea 7 .𝐿2𝑛 ∙ 𝐿2𝑛+2 − 5𝐹𝑛+1
2 = 1 

Soluție :𝐿2𝑛 ∙ 𝐿2𝑛+2 − 5𝐹𝑛+1
2 = 

  
1 +  5

2
 

2𝑛

+  
1 −  5

2
 

2𝑛

 ∙   
1 +  5

2
 

2𝑛+2

+  
1 −  5

2
 

2𝑛+2

 

−   
1 +  5

2
 

2𝑛+1

−  
1 −  5

2
 

2𝑛+1

 

2

= 

  
1 +  5

2
  

1 −  5

2
  

2𝑛

 
1 +  5

2
 

2

+   
1 +  5

2
  

1 −  5

2
  

2𝑛

 
1 −  5

2
 

2

+ 2   
1 +  5

2
  

1 −  5

2
  

2𝑛+1

= 

 
1 +  5

2
 

2

+  
1 −  5

2
 

2

− 2 =  
1 +  5

2
+

1 −  5

2
 

2

− 2  
1 +  5

2
  

1 −  5

2
 − 2

= 1 + 2 − 2 = 1 

Bibliografie:Radovici-Mărculescu, P. Probleme de teoria elementară a numerelor , 

București,Editura Tehnică, 1986.Popovici,C.,Teoria numerelor, București, Editura Didactică 

și Pedagogică, 1973.  
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4.Procedee de stabilire a concurenţei  a trei drepte în plan 

Exemplificare prin probleme 

 

Prof. Ioana Anton, Şcoala Gimnazială Nr. 1 Bălteni, jud. Vaslui 

 

 

1. Demonstrarea concurenţei folosind unicitatea mijlocului unui segment 

 

Fie O mijlocul segmentului[AB]. Pe o dreaptă d se identifică punctele C şi D, iar pe o 

dreaptă g se identifică punctele E şi F, astfel încât segmentele [CD] şi [EF] să aibă acelaşi 

mijloc O. 

Problema 1 

Fie paralelogramul ABCD şi fie  punctele E şi F proiecţiile punctului A pe dreptele DC, 

respectiv BC, iar M şi N proiecţiile punctului  C pe dreptele AB, respectiv AD. Să se 

demonstreze că dreptele AC, EM, NF şi DB sunt concurente. 

 

Demonstraţie: 

Din ABCD paralelogram 

deducem că  .FCAN
 

 ..UICFAANC   

Din congruenţa triunghiurilor 

ANC şi CFA obţinem că segmentele 

[AN]şi [FC] sunt congruente, adică 

patrulaterul ANCF este paralelogram. 

Acest paralelogram care are şi un 

unghi drept este dreptunghi. În aceste 

condiţii, diagonala [NF] trece prin 

mijlocul O al  lui [AC]. 

Analog se demonstrează că patrulaterul AMCE este dreptunghi, iar diagonala [EM] 

trece prin mijlocul O al lui [AC]. 

Astfel, dreptele  AC, EM, NF şi DB sunt concurente. 
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2. Demonstrarea concurenţei folosind proprietatea de concurenţă a liniilor 

importante în triunghi 

a) Pentru a demonstra că trei drepte  coplanare sunt concurente este suficient să 

demonstrăm că cele trei drepte conţin înălţimile uni triunghi. 
 

 

 Dacă [AA’], [BB’] şi [CC’] sunt 

 înălţimile triunghiului ABC,  

 atunci AA’∩BB’∩CC’={H} 

 

b) Dacă cele trei drepte  sunt mediatoarele laturilor unui triunghi, atunci ele sunt 

concurente. 

  

Dacă dreptele a, b şi c sunt  

mediatoarele laturilor [AB], [BC]  

şi respectiv [AC], atunci a∩b∩c={O}. 

 

 

c)Dacă cele trei drepte  includ  bisectoarele  laturilor unui triunghi, atunci ele sunt 

concurente. 

 

 

Dacă semidreptele  [AA’, [BB’ şi   

[CC’ sunt bisectoarele triunghiului ABC,  

atunci AA’∩BB’∩CC’={I} 
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       d) Demonstrarea concurenţei a trei drepte coplanare se reduce  la a găsi un triunghi 

a căror mediane au ca drepte suport aceste drepte. 

 

  

 

     Dacă [AA’], [BB’] şi [CC’] sunt  

medianele triunghiului ABC,  

atunci AA’∩BB’∩CC’={G} 

 

 Problema 2  

 Fie  rombul ABCD, unde M este mijlocul laturii AB, iar N simetricul punctului M faţă 

de punctul O, {O}= AC∩BD. Dacă dreapta BN intersectează dreapta AD în punctul E, atunci 

dreptele EM, AN şi BD sunt concurente, iar .
4

AE
AM   

 

Demonstraţie: 

Din faptul că N este simetricul punctului M 

faţă de punctul O obţinem că MO=ON. 

Observăm că  

 ... LULCONAOM    

de unde deducem că dreptele AB şi NC sunt 

paralele. Ţinând cont de axioma paralelelor 

deducem că punctul N aparţine dreptei DC şi N este mijlocul segmentului [DC]. 

         NBENsiBCDEULUEDCBNCDar  .. . 

Deducem că BD, EM  şi AN sunt mediane în triunghiul AEB, deci sunt concurente. 

Din ABCD romb şi M mijlocul laturii AB, deducem că  AM este jumătate din AD. 

Dar cum AD=DE, obţinem .
4

AE
AM   
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3. Demonstrarea concurenţei utilizând proprietatea: dacă o dreaptă taie şi împarte un 

segment din prima dreaptă în acelaşi raport în care îl taie şi îl împarte cea de-a treia dreaptă, 

atunci cele trei drepte considerate sunt concurente.  

 

Fie ).(, PQNM   

Dacă  

NQ

PN

MQ

PM
   rezultă că punctele 

 M şi  N coincid şi deci a∩b∩c={M}. 

 

4. Demonstrarea concurenţei utilizând proprietatea: dacă două puncte de pe una 

dintre drepte sunt coliniare cu punctul de intersecţie al celorlalte două drepte. 

 

  

Dacă b∩c ={O} şi ,, aBA   iar  

punctele A, O şi B  sunt coliniare, 

atunci   a∩b∩c ={O}. 

 

5.  Demonstrarea concurenţei  utilizând reciproca teoremei lui Ceva 

 

Reciproca teoremei lui Ceva. Fie triunghiul  ABC şi punctele M, N şi P situate pe 

dreptele BC, CA, respectiv AB, diferite de vârfurile A, B şi C. 

Dacă  1
PB

PA

NA

NC

MC

MB
, atunci dreptele AM, BN şi CP sunt concurente. 

 

Demonstraţie.  

Deoarece punctele P şi N se află pe dreptele 

AB şi respectiv AC care conţin laturile triunghiului 

ABC, rezultă că dreptele CP şi BN se intersectează  

într-un punct T . 

Presupunem că T nu se află pe dreapta AM. 

Construim AM
’
 care să treacă prin T, cu M

’ 
 

aparţinând lui BC. 
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Aplicând teorema lui Ceva în ABC obţinem: 1
'

'


PB

PA

NA

NC

CM

BM
, dar din ipoteză 

avem: 1
PB

PA

NA

NC

MC

MB
, deci 







BC

MB

BC

BM

MCMB

MB

CMBM

BM

MC

MB

CM

BM '

''

'

'

'
  

că punctele M şi M
’
 coincid, adică dreptele AM, BN şi  CP sunt concurente. 

 

Problema 3 

Într-un triunghi ABC dreptele care unesc vârfurile triunghiului cu punctele de contact 

ale cercului înscris cu laturile opuse sunt concurente. (Punctul de concurenţă a celor trei 

drepte se numeşte  punctul lui Gergonne).  

 

 

Demonstraţie: 

 Notăm punctele de contact ale cercului cu 

laturile triunghiului ABC cu D, E şi F, unde DBC, 

EAC şi FAB. Vom folosi reciproca teoremei lui 

Ceva şi vom  arăta că are loc relaţia: 

 

       

 

 Dar tangentele duse dintr-un punct exterior la un cerc sunt congruente, adică  [BD]  

[BF], [CE]  [CD] şi [AE]  [AF]. 

 Deci, relaţia de mai sus este evidentă, ceea ce înseamnă că dreptele AD, BE şi CF sunt 

concurente.  

 

Bibliografie: 

Nicolescu L., Boskoff V., Probleme practice de geometrie, Editura Tehnică, Bucureşti , 

1990; 

Popovici D., Neagu M., Streinu Cercel G., Matematică, Editura Sigma, 2002; 

Beju A. E., Beju I., Compendiu de matematică, Editura ştiinţifică şi enciclopedică, 

Bucureşti, 1983. 

.1
FB

AF

EA

CE

DC

BD
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5.Exerciţii cu progresii aritmetice şi aplicaţii ale determinanţilor în 

geometrie 

Prof.Ciobîcă Constantin. prof Ciobîcă Elena  

Colegiul Vasile Lovinescu Fălticeni 

1. Fie familiile de puncte *2 ),52;34( NnnnnAn  , *2 ),114;78( NnnnnBn  ,

*2 ),176;1112( NnnnnCn  . Să se demonstreze că punctele *,,, NnCBA nnn 

sunt coliniare. 

Rezolvare: 

Punctele *,,, NnCBA nnn 
sunt coliniare dacă: 

*,0

1

1

1

Nn

yx

yx

yx

nn

nn

nn

CC

BB

AA

  

*

2

2

2

,0

11761112

111478

15234

Nn

nnn

nnn

nnn








*

2

2

2

,0

012488

06244

15234

Nn

nnn

nnn

nnn









  

   
*

2

2

,0
622442

6244
Nn

nnn

nnn





 . 

 

 

2. Fie familiile de puncte   *

1

,12;12 NnknA
n

k

n 







 



,

  *

1

,78;78 NnknB
n

k

n 







 



,   *

1

,1314;1314 NnknC
n

k

n 







 



. Să se arate că 

punctele *,,, NnCBA nnn 
sunt coliniare.

 

Rezolvare. 

Punctele *,,, NnCBA nnn 
sunt coliniare dacă: 

*,0

1

1

1

Nn

yx

yx

yx

nn

nn

nn

CC

BB

AA


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 

 

 

*

1

1

1

,0

11314314

17878

11212

Nn

kn

kn

kn

n

k

n

k

n

k





















 

 

   

   

*

1 1

1 1

1

,0

01213141212

0127866

11212

Nn

kkn

kkn

kn

n

k

n

k

n

k

n

k

n

k











 

 



 

 



 

 

 

*

1

1 ,0

12121212

6666

Nn

kn

kn

n

k

n

k 















   

   

*

1

1 ,0

112112

1616

Nn

kn

kn

n

k

n

k 















 

 

3. Fie 
  Ra

nn 
1 un şir de numere reale in progresie aritmetică şi familiile de puncte: 

*

1

,; NnaaA
n

k

knn 










, 
*

1

33 ,; NnaaB
n

k

knn 










 , 
*

55 ,; NnaaC
n

nk

knn 










 . Să 

se arate că punctele 
 *,,, NnCBA nnn 

sunt coliniare. 

Rezolvare: 

Punctele *,,, NnCBA nnn 
sunt coliniare dacă: 

*,0

1

1

1

Nn

yx

yx

yx

nn

nn

nn

CC

BB

AA



 

*

1

55

1

33

1

,0

1

1

1

Nn

aa

aa

aa

n

k

kn

n

k

kn

n

k

kn



















*

1 1

55

1 1

33

1

0

0

0

1

nn

aaaa

aaaa

aa

n

k

n

k

kknn

n

k

n

k

kknn

n

k

kn







 

 



 



 





 

*

1

1 ,0
55

33
0

55

33

Nn
rnr

rnr

rr

rr

n

k

n

k 









 

4. Fie 
  Ra

nn 
1 un şir de numere reale in progresie aritmetică şi familiile de puncte: 
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*

1

12

1

,; NnaaA
n

k

k

n

k

kn 













 

*

1

42

1

3 ,; NnaaB
n

k

k

n

k

kn 














  

*

1

62

1

5 ,; NnaaC
n

k

k

n

k

kn 














  

Să se arate că punctele 
 *,,, NnCBA nnn 

sunt coliniare. 

Rezolvare. 

Punctele *,,, NnCBA nnn 
sunt coliniare dacă: 

*,0

1

1

1

Nn

yx

yx

yx

nn

nn

nn

CC

BB

AA



 

*

1

62

1

5

1

42

1

3

1

12

1

,0

1

1

1

Nn

aa

aa

aa

n

k

k

n

k

k

n

k

k

n

k

k

n

k

k

n

k

k































*

1 1

1262

11

5

1

12

1

42

11

3

1

12

1

,0

0

0

1

Nn

aaaa

aaaa

aa

n

k

n

k

kk

n

k

k

n

k

k

n

k

k

n

k

k

n

k

k

n

k

k

n

k

k

n

k

k







 





 

























 

   

   

*

1

1262

1

5

1

1242

1

3

,0 Nn

aaaa

aaaa

n

k

kk

n

k

kk

n

k

kk

n

k

kk





























 raaraaraaraa kkkkkkkk 5;3;5;3 1262124253  

 
*

11

11 ,0
55

33

55

33

Nn
rnrn

rnrn

rr

rr

n

k

n

k

n

k

n

k 









 

 

5. 

  

Fie 
  Ra

nn 
1 un şir de numere reale in progresie aritmetică şi familiile de puncte: 
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*

1

22 ,; NnaaA
n

k

knn 










 

*

1

1212 ,; NnaaB
n

k

knn 










  

*

1

3232 ,; NnaaC
n

k

knn 










  

Să se arate că punctele 
 *,,, NnCBA nnn 

sunt coliniare. 

Rezolvare. 

Punctele *,,, NnCBA nnn 
sunt coliniare dacă: 

*,0

1

1

1

Nn

yx

yx

yx

nn

nn

nn

CC

BB

AA



 

*

1

3232

1

1212

1

22

,0

1

1

1

Nn

aa

aa

aa

n

k

kn

n

k

kn

n

k

kn



















*

1

2

1

32232

1

2

1

12212

1

22

,0

0

0

1

Nn

aaaa

aaaa

aa

n

k

k

n

k

knn

n

k

k

n

k

knn

n

k

kn























 

 

 

*

1

232232

1

212212

,0 Nn

aaaa

aaaa

n

k

kknn

n

k

kknn




















*

1

1 ,0
33

33

Nn
rnr

rnr

rr

rr

n

k

n

k 








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6. DERIVATE   DE   ORDIN   SUPERIOR 

            

 Prof. Laura Radu 

       Liceul Teoretic „Emil Racoviţă”, Galaţi 

 

 

 Fie ER, E interval sau reuniune de intervale din R , o funcţie f : E→R şi  x0 un punct 

de acumulare al mulţimii E . 

Definiţie : Funcţia  f are derivată în punctul Ex 0 ,  dacă  
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx 




 există în R  . 

      În acest caz  limita se notează cu  )( 0xf   şi se numeşte derivata funcţiei  f  în 

punctul  x0 . 

      Deci  
0

0

0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx 





 . 

Definiţie : Funcţia  f este derivabilă în punctul Ex 0 ,  dacă  
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf

xx 




 există şi este 

finită . 

      Şi în acest caz  limita se noteaza cu  )( 0xf   şi  
0

0

0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx 





 . 

 

Dacă funcţia  f este derivabilă în orice punct al mulţimii E , spunem că funcţia  f este 

derivabilă pe mulţimea E. 

O funcţie derivabilă se mai numeşte derivabilă de ordinul 1 iar f   se numeşte derivata 

de ordinul întâi.  

 

Definiţie : Funcţia  f este de două ori derivabilă  în Ex 0  dacă : 

- f este derivabilă într-o vecinatate a lui x0 ; 

-  f   este derivabilă în x0 . 
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În acest caz derivata lui f   se numeşte derivata a doua  (sau de ordinul doi) a funcţiei  f  în 

punctul x0  şi se notează  f''(x0) . 

  
0

0

0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx 





   

 

Notaţii : (f')' = f'' = f
(2) 

 ,  f
(0)

 = f . 

 

 Prin recurenţă se poate defini derivata de ordin superior Nn . 

Definiţie : Funcţia  f este  derivabila de n ori  în Ex 0  ,dacă : 

- f este derivabilă de n-1 ori într-o vecinatate a lui x0 ; 

-  )1( nf  este derivabilă în x0 . 

 

Dacă funcţia este derivabilă de orice ordin Nn  pe multimea E , spunem că este 

derivabilă de ordinul ∞ sau infinit derivabilă sau indefinit derivabilă pe E . 

 

 

 

Propoziţie : Funcţiile elementare sunt indefinit derivabile pe orice interval deschis inclus în 

mulţimea lor de definiţie . 

 

Operaţii cu funcţii derivabile 

Dacă funcţiile  f, g : E→R sunt derivabile în x0 (sau pe E) , atunci şi funcţiile f+g , f-g 

, αf ,   αR , fg şi 
g

f
, cu g(x0)≠0 (sau g(x)≠0, xE) sunt derivabile în x0 (respectiv pe 

E) şi : 

     gfgf 


   ,         gfgf 


    , 

                gfgffg 


   ,        
2g

gfgf

g

f 












  . 
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Teoremă ( Formula lui Leibniz) : 

Dacă funcţiile  f, g : E→R sunt derivabile de n ori pe E , atunci funcţia  fg este 

derivabilă de n ori pe E şi 

  )()2(2)1(1)()(
............... nn

n

n

n

nn
fggfCgfCgffg   ,      

sau    



n

k

kknk

n

n
gfCfg

0

)()()(
 . 

  

Demonstraţie : Formula este adevarată pentru n=1, deoarece avem  

     gfgffg 


 . 

 Presupunem că formula este adevarată până la n-1, adică 

    )1()3(2

1

)2(1

1

)1()1(
............... 








 nn

n

n

n

nn
fggfCgfCgffg  (1) 

Observăm că fiecare din termenii ce intervin conţin pe  f şi g derivaţi de ordinul n-1 

cel mult . Funcţiile  f şi g fiind derivabile de n ori pe E, urmează ca fiecare funcţie care 

intervine în dezvoltarea (1) să mai fie derivabilă cel puţin o dată .  

Avem deci: 

           







 











 )1(1

1

)3(2

1

)2(1

1

)1()(
................. nn

n

n

n

n

n

nn
fgCgfCgfCgffg  

 

 )(1

1

)1(1

1

)2(1

1

)1(1

1

)1()( ................. nn

n

nn

n

n

n

n

n

nn fgCgfCgfCgfCgfgf 















 

 dar k

n

k

n

k

n CCC  



1

11 , rezultă  

   )()1(1)2(2)1(1)()(
............... nnn

n

n

n

n

n

nn
fggfCgfCgfCgffg  

 

ceea ce trebuia demonstrat . 

 

 

Exemple de funcţii indefinit derivabile  

 

1) Funcţii polinomiale 
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  0,,0,,...........,: 01

1

1  

 nk

n

n

n

n ankRaaxaxaxaxfRRf   

Avem succesiv: 

    12

2

1

1 2..........1 axaxanxnaxf n

n

n

n  



  

       2

3

1

2 2..........211 axannxannxf n

n

n

n  




 

………………………………. 

   n

n anxf  !  

      0...........21   xfxf nn  

Se observă că după n derivări succesive, o funcţie polinomială de gradul n se reduce la 

o  constantă, iar după încă o derivare se anulează . 

 

2) Funcţii raţionale   

Nu toate funcţiile raţionale se derivează simplu de n ori .  

De exemplu RRf : ,  
12 


x

x
xf . Avem succesiv : 

 22

2

1

1
)(






x

x
xf , 

32

2

)1(

)3(2
)(






x

xx
xf ,  

42

24
)3(

)1(

)16(6
)(






x

xx
xf  şi observăm că derivatele au forme 

tot mai complexe .  

Alta este situaţia funcţiilor raţionale de forma  
 
 xQ

xP
xf   unde  xQ  admite numai 

rădăcini reale. În acest caz, putem scrie:  

        rm

r

mm
xxxxxxxQ  ...21

21  

unde Rxxx r ,...,, 21  sunt rădăcinile lui Q , iar funcţia  f admite o descompunere în 

fracţii simple sub forma: 

   
        r

r

m

r

rm

r

r

r

r

m

m

xx

a

xx

a

xx

a

xx

a

xx

a

xx

a
xCxf

















 ...........................

2

21

1

1

2

1

12

1

11

1

1

 unde C(x) este câtul împărţirii lui P la Q . 
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C(x) este o funcţie polinomială care este indefinit derivabilă , iar fiecare din ceilalţi 

termeni ai descompunerii se scrie sub forma   k

kk xxaxg


)(  şi se derivează 

simplu astfel : 

  1)()(  k

kk xxkaxg  

  2)()1()(  k

kk xxakkxg  

  3)3( )()2)(1()(  k

kk xxakkkxg  

  ....................................................... 

  nk

kk

nn xxannkkkxg  )()1().........2)(1()1()()(  

sau   
nk

k

knn

xx

a

k

n
xg







)()!1(

!
)1()()(  . 

 

3) Funcţii exponenţiale 

 a)    RRf :    ,      axexf   , 1n  , a≠0  

                    axeaxf   ,        axeaxf  2  ,   axeaxf  3)3( )(  ,  ……….,  

axnn eaxf )()(  

b)   RRf :  ,  xaxf )( ,  1,0  aa  

                 aaxf x ln)(   ,   aaxf x 2ln)(   ,   aaxf x 3)3( ln)(   , ............, 

aaxf nxn ln)()(   

 

4) Funcţii logaritmice 

    baxxfR
a

b
f 








 ln,,:  

bax

a
xf


 )( ,  

2

2

)(
)(

bax

a
xf


  , 

3

3
)3(

)(

21
)(

bax

a
xf




 , ..............., 

n

n
nn

bax

an
xf

)(

)!1(
)1()( 1)(




   
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5) Funcţii trigonometrice 

a) Funcţia sinx este indefinit derivabilă pe R . 

          











2
sincossin


xxx  

      











2
2sinsinsinsin


 xxxx  

    



























2
3sin

2
sin

2
sincossin

)3( 



xxxxx  

   ................................................................................................... 

    








2

sinsin
)( 

nxx
n

 

     În mod analog găsim că    









2
sinsin

)( n
baxabax nn

 . 

b) Funcţia cosx este indefinit derivabilă pe R . 

    











2
cossincos


xxx  

      











2
2coscoscoscos


 xxxx  

    



























2
3cos

2
cos

2
cossincos

)3( 



xxxxx  

  ................................................................................................... 

    








2

coscos
)( 

nxx
n

 

       În mod analog găsim că     









2
coscos

)( n
baxabax nn

 . 

 

 

Exerciţii rezolvate: 
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1) Fie RRf }3,1{\: , 
34

1
)(

2 


xx
xf . Să se determine derivata de ordinul n a funcţiei  

f . 

 Soluţie : Se observă că 














1

1

3

1

2

1
)(

xx
xf  . Folosind regulile de derivare 

obţinem :    

1

)(

)3(

!)1(

3

1













 n

nn

x

n

x
    şi   

1

)(

)1(

!)1(

1

1













 n

nn

x

n

x
 de unde rezultă că   




















 11

)(

)1(

!)1(

)3(

!)1(

2

1
)(

n

n

n

n
n

x

n

x

n
xf   sau   


















 11

)(

)1(

1

)3(

1

2

!)1(
)(

nn

n
n

xx

n
xf   . 

 Se demonstrează apoi prin inducţie că formula gasită este adevarată pentru 

orice 1n . 

 

2) Fie funcţia R
c

d
Rf 








\: ,  

dcx

bax
xf




 . Să se calculeze   xf n , *Nn . 

 Soluţie:  
   

 







2
dcx

baxcdcxa
xf

 





2

dcx

bcad
   2

 dcxbcad  

          3
2


 dcxcbcadxf  

            4232


 dcxcbcadxf  

               534 432


 dcxcbcadxf  

  ........................................................................... 

                  


 11432
nnn dcxcnbcadxf >  

. 

Relaţia obţinută se demonstrează prin inducţie matematică. 
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