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Asupraunor probleme O.I.M 2009

Neculai STANCIU?

,»,Man muss immer generalisieren”
(Trebuie intotdeauna sa generalizam)
Carl Jacobi (1804 — 1851)

Abstract. The purpose of thisarticleis to presents solutions for three problems from the
IMO 2009 and some generalizations.Also, some comments will be made.
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Tn aceastd notd vom da alte solutii(decat cele publicate) si vom generaliza trei probleme
date la O.1.M. 2009.
Problema 1(problema 1, IMO 2009: autor, Ross Atkins (Australia)).

Fie n un n umar natural nenul si fie a,...,a, (k>2) numere naturae nenule distincte
din multimea {L...,n} astfel incét n divide a (a,,, —1) pentru i =1...,k —1.Arétati c& n
nudivide a, (a, -1) .

Solutie.Presupunem prin reducere la absurd ca n|aka1 -a, = (*) a, =a.a(modn).

a, = a,a,(modn) L)
a, = a,a,(modn) )
Din ipotezéd avem congruentele < a, = a,a,(modn) ©)]
a, , = a,,a,(modn) (k-1)
Rezulta :
® 2 @ (k1)
a, =a,a,(modn)=a,a,a,(modn)=... = a,a,...a, (modn) @)
Apoi :
2 3 (k- *)
a,=a,a,(modn)=... = a,a,...a,(modn)=a,a,...a,a,(modn) = a,a,...a, (modn) (2
3 (k-1) *) o
a,=a,a,(modn) =... = a,3,...a,(modn) =a,a,...a,a,(modn) = (3)

= a,a,..a,aa,(modn) = a,a,...a, (modn)

! Prof., Scoala “George Emil Palade”, Buziu
stanciunecul ai @yahoo.com
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(k-1) *) ® (k-2)
a.; = 8,8 (modn)=a,,aa (modn)=a_,a,aa,(modk) =... = ,
oo ((k-1))

= a,,8,8,a,..a, , = 8,3,...8,(modn)
*) &) @ (kD
a, =a.a (modn)=aaa,(modn)=... = a,aa,...a, ,(modn) = *)

= a,a,...a, (modn)

Acum din relatiile (1),(2), (3),...((k=1") si (*') rezulta

a, =a,(modn) =a,(modn) =...=a, ,(modn) =a,(modn), ceea ce reprezinta o
contradictie.

Remarca. Contradictia rezulta pentru ca din a = a,(modn), avem n|a1 —a,, ceeace

este imposibil deoarece a, #a, Si |a, — a,| < n.Contradictiile
a, = a,(modn) =a,(modn) =...=a, ,(modn) = a,(modn) generalizeaza contradictia

a, = a,(modn) obtinuta de mai multi participanti la O.1.M. 20009.

Problema 2(problema 2, IMO 2009 : autor, Serghei Berlov (Rusia)).
Fie ABC un triunghi in care centrul cercului circumscris este O.Punctele P si Q se afla

pe laturile CA, respectiv AB, in interiorul acestoraFie K, L si M mijloacele
segmentelor BP, CQ, respectiv PQ, si fie I' cercul circumscris triunghiului
KLM .Aratati ca daca dreapta PQ este tangenta cercului T", atunci OP = 0Q.

Solutie.
m Z/LMP = ZAPM
] ML|PC = -

/PML = /MKL

= (1) ZAPM = /MKL:
Z/AQP = ZOMK

KM|BQ = Q Q
ZOMK = ZKLM

= (2)ZAQP = ZKLM .

C
Din relatiile (1) si (2) rezultd ca AAPQ ~ AMKL .Prin urmare = % = % =
AP AQ 2-MK "5 AP BQ
AQ ML 2-ML pite) AQ CP
Putereapunctului P fata de cercul circumscris AABC este (4) AP - PC = R* — OP?.
Puterea punctului Q fata de cercul circumscris AABC este (5) AQ-QB = R* — 0Q”.

Din relatiile (3), (4) si (5) = OP? =0Q? = OP = 0Q.

— (3) AP-PC = AQ-QB.


stanciuneculai@yahoo.com
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O generalizare?®(Virgil Nicula).

Fie ABC untriunghi cu C(O; R) cercul circumscris.

Consideram punctele P e (AC),Q e (AB) si M € (PQ) cu MQ=m-MP,m=0.

Fie K ePB,MK||AB si LeQC,ML|AC Aratati ci dacd PQ este tangentd cercului
circumscris triunghiului MKL atunci OQ? —m-OP? = R*(1-m).

Demonstratie.

Observam
%:m: 1 = MK ZLQB

ci QB PQ m+1 m+1 ’ HgKLM - /OMK ZLPQAﬂ:
ML_QM _ m _ . om |7 |ZLKM = ZPML = ZQPA
PC QP m+l m+1

MK _ML_ 1 QB_m PC
AP AQ m+l PA m+l QA

— QB-QA=m-PA-PC = 0Q? - R? = m(OP? - R?) = 0Q? - m-OP? = R®(1-m).
Remarca. Pentru m=1, se obtine problema 1.

AKLM ~ APQA =

Problema3(problema 4, IMO  2009:autori, Jan  Vonk(Belgia), Peter
Vandendriessche(Belgia), Hojoo Lee(Corea)).

Fie ABC untriunghi cu AB = AC.

Bisectoarele unghiurilor ZCAB si ZABC taielaturile BC, respectiv CA n punctele D,
respectiv. E.Fie K centrul cercului inscris Tn triunghiul  ADC.Se stie ca
ZBEK = 45° Determinati toate valorile posibile pentru ZCAB.

Solutie 1.(sintetica)

2 credem c& Tn limbajul matematic se justifica utilizarea termenului “o generalizare” in
loc de “generalizarea” problemei.In acest sens, consideram cd una dintre cele mai
inspirate forme de clarificare a afirmatiei “o generalizare” ra mane urmatorul exemplu
clasic:”Daca varfurile unui hexagon sunt pe un cerc, cele trei puncte n care se intalnesc
perechile de laturi opuse sunt coliniare”( Teorema lui Pascal).Si aceasta teorema s-a tot
generalizat, In cazul Tn care varfurile hexagonului se afla pe o elipsa sau hiperbola sau
parabola sau pe o conica data analitic printr-o ecuatie de gradul al doilea(conica
“oarecare”).Problema generalizarii s-a incheiat aratdndu-se cd dacd sase puncte nu sunt
pe aceeasi conica, atunci cele trei puncte nu mai sunt coliniare.
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A
Fiel = AD NBE.
E Din ipoteza avem
4 | = AD N BE N CK
- K N (deoarece CK este hisectoarea
X X unghiului C si ZABC = ZACB).

c FieIF L AC.
Avem doud cazuri.

Cazul 1.F # F . Rezultd AIDC = AIFC (deoarece triunghiurile sunt dreptunghice, cazul
Cl : IF=ID,IC=laturd comund), de unde ZIFK =ZIDK =45°.Din ipoteza

ZIEK = ZBEK =45° Prin urmare patrulaterul IFEK este inscriptibil (cu diametru
IE).De aci ZIKE=90° si mai departe <KIE=45°1n continuare notdm
ZIBA= ZIBC = ZICB = ZICA= X si avem :
/BIC =180° - ZKIE =135°, 2x = 45° de unde rezultd /CAB =180° —4x =90°.
Cazul 2. F = E.Rezultd cd BF este si bisectoarea si Tnaltimea din B, deci BC = AB,
apoi din ipoteza avem ca triunghiul ABC este echilateral .Prin urmare ZCAB = 60°.
Solutie 2.(trigonometrica, autor,Virgil Nicula). Notam A= 4x.

KI DI
AIDC:——=——=1tg/DCl =tg(45° — X

KC DC g 9 )

. . . 0 . O :>
KI _sinZECI sinZKEl _ sin(45" -x) sin45
KC sSnZEIC snZKEC sin(90°-2x) sin3x |
= €09(45° — X)sin45° = SiN3XC0S2X <> COSX+ SN X = 2siN3XC0S2X = SIN5X+ SN X <
(A=4x)

& cosx = cos(90° —5x) < (x=90° - 5x) sau (x+90° —5x=0) — Ae {60°,90°}.
O generalizare(Virgil Nicula).
Fie AABC cu | centrul cercului inscris.Notim D= Al "nBC,E=BI nAC si K
centrul cercului Tnscris AADC .Artati ci dacd ZBEK = ZADK atuci Ae {B,2C}.

Demonstratie.

AIEC :

www.matelinfo.ro

. C
“KI DI sinzDCl sh
AIDC: —— = — == - 5
KC DC snsDIC  grgp0 B,
2 =
. C . A+2B
\gc. K _snZECl snskEl _ Mo My
KC snZEIC sinZKEC SirlB+C sin%
2 4
B.(A B A . 3A A . A . 5A . A
= C0S—SiN| —+ — | =C0S—SiN— < c0S(—+ B) +sin—=sin—+sn— <
2 4 2 2 4 4 4 4 4
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B CARN) S T Ia DN LA Jia

4 4 4 4
Remarca. Pentru B =60° obtinem A=60°(triunghiul ABC este echilateral) iar pentru
C = 45° obtinem A=90°(triunghiul ABC este dreptunghic).

Specificul aptitudinilor matematice se reflectd Tn primul rénd in privinta
capacitatii de a generaliza. Asadar, gandirea generalizata in sfera simbolisticii numerale
si literale, a relatiilor cantitative si spatiale, a obiectelor si actiunilor matematice este un
privilegiu al matematicienilor (vezi [1]).

Prin urmare, Carl Jacobi avea perfecta dreptate! (vezi motto®).

), sau (ZA+ B+5TA:1800) < Ae{B,2C}.

Bibliografie

[1] M. Postolache - Metodica predarii matematicii in liceu, Editura Fair Partners,
Bucuresti, 2008

* De altfel Dan Barbilian spunea ca ,, Dimulescu pretinde ca devenise un tic al meu
generalizarea.Are dreptate!”.
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Subiecte propuse in vederea pregatirii concursurilor scolare

Prof. lonescu Nicoleta Agenna,
Colegiul National de Arte ,,Dinu Lipatti”’, Bucuresti

. Sa se determine numarul mate stiind cd mate nu este divizibil cu 3, catul impartirii cu 10 al lui
ma+ et este m+e si m* + 1=e. ( cls. aV-a)

. S& se stabileascd dacd 2 < [ 7% | ). (clsaVlll-a)

Daci a este numar real sa se ordoneze numerele :

1 2 3
2009+| a | a®+4019 ' 2a* —a+ 6029

(clsaVlll-a)
. Sa se determine céte cifre distincte x si y exista astfel incat numarul

(WX +4y +/x+ Y)W x+4y =[x+ y) safie cub perfect.

(cls.aVll-a)

Posibile solutji :

1. ma+et=10m+a+10ett

DinT. 1 obtin : 10m+a+10ett = 10( m+e) => at+t=0 < a=t=0

Cumecifra=>m e{ 1,2} deci e € { 2,9} Numerele sunt : 1002 care nu convine fiind divizibil
cu 3si 2009, numarul mate.

2 25 < 72 §| 22004< 72004
Folosim proprietatea: a<b | =>ac<bd, cua, b, ¢, dreae strict pozitive
c<d

22009 < 72006 deci 22009€[ 72006 oo)
3. Relatia dintre primele doua fractii este inversa relatiei dintre :

2
2009+|a | si a+T4019. Evaluam diferenta lor:
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a® + 4019

a? +4019-4018-2a & —2a [+1

-(2009+[a | ) = . .

=(|la|-1)>=0

De unde prima fractie este mai mare decat a doua.
In mod similar :

a’+4019 2a®-a+6029 3a®+12057-4a°+2a-12058 -a’+2a-1_ (a-1)* _

<0
2 3 6 6 6
ceea ce conduce la urmatoarea ordine :

1 2 3 _
2009+| a | a®+4019 2a’-a+6029

4. Din calcule simple obtinem :
2\/x_y cub perfect. Cum x, y cifre => @:22 , deci xy=16, astfel

x,y)e{ (2,8, (8,2} cux=y.
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INELE EUCLIDIENE

Prof. Duta Liviu- Petrut
Scoala Mogosani, jud. Dambovita

Elementele de aritmetica utilizate Tnca din antichitate sunt: teorema impartirii cu
rest, algoritmul lui Euclid, notiunile de elemente prime / ireductibile, c.mm.d.c. si
c.m.m.m.c.

S-a pus adeseori intrebarea: Exista si alte multimi de numere sau de alta natura,
pentru care se pot da teoreme de impartire cu rest, ce ne permit sa construim si pentru
ele 0 anumita aritmetica?

Raspunsul la aceastd intrebare este afirmativ, conceptul matematic justificativ
fiind cel de inel euclidian.

Inelele Z, Q[x], R[x], C[x], Zp[Xx], sunt euclidiene, elementele prime din aceste
inele coincid cu cele ireductibile.

Tn studiul algebrei superioare, in domeniile de integritate orice element prim este

ireductibil, reciproca nefiind intotdeauna adevératd. Spre exemplu, Tn inelul Z[i\/g ]
elementul 3 este ireductibil, si, totusi, nu este prim.

Existd Tnsd si alte domenii de integritate, ale caror proprietati aritmetic e se
studiaza. Astfel intalnim proprietati aritmetice ale multimilor de polinoame cu coeficienti
intregi Tn n nedeterminate Z[X1,X2,...,Xy], N>1, polinoame cu coeficienti intr-un corp K
in n nedeterminate K[Xy,X2,...,Xn], N> 2. Aceste inele de polinoame sunt mai sarace in
proprietati aritmetice. Ele nu sunt inele euclidiene, deci pentru ele nu exista teorema de
impartire cu rest, nici algoritmul lui Euclid, avand in schimb proprietatea ca elementele
lor nenule si neinversabile au o descompunere n factori primi cu tot ce deriva din aceasta
proprietate devenind astfel inele factoriale.

Doua dintre cele mai importante teoreme din algebra sunt:
e Teorema de Tmpartire cu rest pentru numere ntregi si
e Teorema de impartire cu rest pentru polinoame.
Pe baza acestora se construieste aritmetica numerelor si a polinoamelor.

Conceptul matematic care ne ajuta sa raspundem la intrebarea de mai sus este cel
deINEL EUCLIDIAN.

» Un ind euclidian este un domeniu de integritate R pentru care exista o functie

¢:R- {0} —> N avand proprietatea urmétoare:
e Oricaear fi &,be RbD=0,exista q,r € R astfel incdt a = bg+r
under = 0sau ¢(@)<p(b).

Egalitatea de mai sus se numeste formula Tmpartirii cu rest in inelul euclidian R iar
elementele q si r se numesc cétul, respectiv restul impartirii.
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Indele Z[i], Z[~/2], Z[i+/2], Z{1+i2\/§} , 2{14_2\/5} sunt euclidiene.

Un rezultat remarcabil este inglul Z[i]={m+ ni/m,ne Z}, numit inelul intregilor lui

Gauss care, impreuna cu functia @ : Z[i] > N, ¢(m+ ni)=m?+n?, este un inel
euclidian.

> Pentru a demonstra aceasta proprietate a inelului intregilor lui Gauss vom
folosi reprezentarea geometrica a numerelor complexe in plan.

Numarului complex Z=a+bi, cu a,beR i se asociazd in plan, punctul M de
coordonate (a,b). Numerele complexe din multimea Z[i] sunt reprezentate in plan prin

puncte ale caror coordonate sunt numere intregi. Tn felul acesta obtinem o retea in plan,
ca in figura urmatoare:

Y4

D C

15 8

A B

o ™
Fie z,Z' € Z[i] cu Z'#0. Fie M un punct in plan asociat numarului complex

VA
z

Exista un patrat ABCD din retea, Tn care se gaseste punctul M.
Dacd A(a,b), atunci a,b € Z si A este asociat numarului complex g=at+bi.
Pe de alta parte, cum latura patratului ABCD este unitatea si cum A afost ales cel

mai apropiat de M, obtinem ca distanta MA este mai mica decat jumatate din diagonala
patratului ABCD.

2 z
Deci:‘MN < % <1.Dar ‘MN este egal cu modulul numdrului complex  — —(.
Z

Deci avem: <1

ya
;—q

2

Notdm cu r =Z—(qz. Avem atunci ca Z| sau M <‘Z" sau MZ <|Z|" si

deci o(r)<o(Z).

z-qz|<
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Inconcluzie, avem:  z = qz' + 1 cucp(r)<(p(z'),
ceea ce ne aratd si pe aceasta cale ca Z[i] este euclidian.

Din aceasta demonstratie rezulta ca restul si catul impartirii sunt unic determinate.

Intr-adevar, daca M este centrul patratului ABCD, atunci putem alege cétul g
numarul complex g=a+bi, cu a,b e Z pentru care (a,b) sa fie coordonatele oriciruia din
varfurile patratului ABCD.
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Inegalitat]

Prof. Mariana Draga-Tatucu si eleva Nistor Adriana Mihaela

Existd o mare gama de probleme in a céror rezolvare se dovede ste deosebit de
importanta folosirea unor inegalita {i. Trebuie mentionat ca majoritatea problemelor admit
o rezolvare prin folosirea unor inegalititi elementare. n cele ce urmeaza vom face o
scurta prezentare a unor astfel de probleme.

Problema 1. Sa se demonstreze ca pentru Va,b,c e (0,+o0) areloc inegalitatea:
a b c_a b ¢
—2+—2+—22—+—+—.
b ¢ a° b ¢ a
Solutie: Pornim de la inegalitatea evidentd (a—b)?>0,deci a*—ab+b’ > ab ,de unde se
obtine,prin inmultirecu a+b ,relatia
3 2
a®+b* > ab(a+b) = a® > ab(a+b)—b* = %z %+a—b )

b® b’ c_c
Prin analogie se obtin si relatiile: ?2?+b—c(2)si ?22+C_a(3)

Adunand relatiile (1),(2) si (3) se obtine ca:
3 2 2

a p c_a® b c - . . . y
+— > —+ —+ — ,adica exact inegalitatea ce trebuia demonstrata.
a

= >
b> ¢ a® b ¢

Problema 2. S& se arate ca din oricare sapte numere reale se pot alege doud x si y astfel

n A x-y 1
incat: 0< <—.
ltxy 3
o : e tga—tgb
Solutie: Cerinta aminteste de cunoscuta identitate : tg(a—b) =——,vVa,be R.
1+tga-tgb

Functia tangenta definita pe (%,%) cuvaori in R este bijectiva. Vom Tmparti

intervalul (%,%) in sase parti egale,deci Tnintervaele:

-7 —T - —T —TT T T T T T . . .
—,—):[—,—);[—,0);[0, ;[ —, ;[ —, D ,fiecaredintreintervale avand
(2 3)[3 6)[6 )i[ 6)[ 3)[3 2)

lungimea % Conform principiului lui Dirichlet este clar cd macar doua dintre cele sapte



v A~ .. . T . o .
numere se afla in acelasi interval delungime E.Fle aceste doua numere a si b .Este

evidentcd 0<|la-b[< % (1). Tangenta este o functie strict crescatoare deoarece

(tgx)'= 12 > 0.Conform cu relatia (1),trecand la tangenta avem:
COS

- 1 .
M< —.Sa notam acum x =tga, y =tgb .Prin
1+tga-tgb ~ /3"

Tnlocuire obl;inem ca printre cele 7 numere exista doua numere X si y astfel incat

thStg(a—b)stg(%) Jdeci 0<

0< XY < ,adica ceea ce trebuia demonstrat .
1+xy f

Problema 3: Fie x, y numere reale,nu simultan nule. Sa se demonstreze ca :
Xty . 22

X=xy+y T ey’
Solutie: Observam ca cei doi numitori sunt intotdeauna strict pozitivi.Dacd x+y<0

atunci inegalitatea este evidenta (si strictd). Daca x+ y > 0, se demonstreaza imediat ca
2

2
X+Y<J2(x3+y?) (1)sicd x*—xy+y>> X ;y (2). Sa demonstram inegalitatea (1):

X+Y<A2(X°+Y?) @ X+ 2xy+ Y2 < 2X2 +2y° & 2Xy < X+ y? < 0< (x—y)? ,caree

evidentd. S& demonstram si inegaitatea (2):
2 2

Xt xy+yr e ;y S -2+ 2y X +yY o X -2+ Yy 20 (x-y)P =0,

inegalitate cunoscuta.

Deci din(2) = 1 < 2 si prin Tnmultire membru cu membru cu

XC—xy+y? XP+y?
22
—Xy+Y x4y

inegalitatea (1): X+ Yy <+/2(x*+y?) seobtine ca: v Xy Egalitatea se

atinge pentru x=y>0.

Problema 4. Fie a,b,c lungimile laturilor unui triunghi ascutitunghic ABC, iar
m,,m,,m. lungimile medianelor sale. Sa se demonstreze ca:

g o oom 9

b’+c’-a* c*+a’-b*> a’+b*-c* 4

Solutie: Amintim teoremamedianei:

At = 2b* +2¢? —a®,4ny = 2a’ +2¢” —b?,4ny = 2a® + 2b* —c* . Vom face urmatoarele

2

notatii: x=b*+c*—a’,y=a’+c’-b* z=a’+b*-c*; cum aABC este ascutitunghic,
rezultd ca x>0,y > 0,z> 0.Inegalitatea de demonstrat devine succesiv:



4X+ y+zJr x+4y+z+ X+Yy+4z
X y z
evident adevarat (folosim inegalitatea dintre media aritmetica si cea geometrica pentru a

>18< 12+ (£+ X)+ (3L+ Z—)+ (Z—+ X—)z 18 ,ceeacee
y X 'z X z

arata ca (§+X)+(X+E)+(E+ 5)26 , deoarece stim ca E+92 2,Va,be (0,4) ).
y Xz X z b a

Egdlitatea se atinge pentru x =y = z, adica atunci cadnd triunghiul este echilateral.

Problema5.Dacd a,b,c>0si a+b+c=1, demonstrati ca:

Jab  Jbe | Jea I )
1cla1b8a

Solutie: Din <\/_ ie v/ab < a+b i 4 31+1,careprin
2 a+b a b
Tnmultire dau .asga;b(l l) .Ultimarelatie este echivalenta cu
Jab 1 a b
<244,
l1-c 8 b a
Analogobpnem£ l( +E+E) E l(2+a+3)
l1-a 8 c b -b 8 cC a
Adunand celetrei relatii si avand in vedere ca %+E = % % :%—1 si analoagele,

se obtine inegalitatea din enunt{.Egalitateaare loc pentru a=b=c= é

Problema 6. a)Sa se arate ca n orice triunghi are loc identitatea:
(9+E)cosA+ (E+E)COSB+ (E+E)cosC =3.
c b c a b a

b)Sa se arate ca intr-un triunghi ascutitunghic au loc relatiile:

a b,b c.c 4R?
8< (— —)(— —)(— _)SSZ—(ZRH)Z'

1 2 2 2 2 2 2
0SA=———> a“(b“+c°)(b° +c-—-a“) =
e ILHCRER )

1 6a2b2c2
= o L[N0 et 2ot —ath? —atet]= O =3

2

Solutie: a) Avem: Z

b) Avem 3= Z(g+§)cosA2 33\/H(%+%)COSA:>12 H(g+§).1‘[cosA:

b ¢, S*—(2R+r)? b ¢ 4R?
—+ —+—)< .
H( ) 4R? :H(c b) S*—(2R+r)?




Prima inegalitate rezultd din b +% > 2 si analoagele.
c

Rezolvarea urmatoarelor probleme este lasata cititorului:

1

2)

3)
4)

5)
6)

7)

Fie X,y,z numerereae astfel incat x+2y+3z= % Sa se arate ca

6(3xy +4xz+2yz) + 6X+3y+4z+72xyz < % . Cand se atinge egalitatea?

Daca a,b,c sunt laturile unui triunghi, atunci

ab+bc+ca<a’+b’+c*< 2(ab+bc+ca)
Fie a,b,c>0. Aratati ca: a+b+cgi2+i2+i2
abc a b° ¢

Daca a,b,c sunt lungimile laturilor unui triunghi,atunci demonstrati ca:
3 L a b L C
2 b+c c+a a+b
Dacd a,b,c >0, demonstrati ci abc(a+b+c)<ab+b’c+c’a
Fie a,b,c numerereale pozitive cu abc =1. Sa se arate ca:

N 3 S 6

a+b+c ab+bc+ca

Daca a,b,c sunt numere reale pozitive, demonstrati ca:
1 1 1 S 27

<2

+ + > :
b(a+b) b(b+c) c(c+a) 2(a+b+c)?
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APLICATII ALE ANALIZEI MATEMATICE IN GEOMETRIA PLANA (6)
Prof. Poenaru Dan , Colegiul Economic ,,1.Pop” Cluj - Napoca

Aplicatia nr.1

In cercul C(O) de razda R=1 se considera
cercurile C(O,) si C(O,) congruente ,nesecante,
tangente interior la cercul C(O) avand centrele O,
si O, situate pe un diametru a cercului C(O). Se
construiesc deasemenea cercurile nesecante  C(O,)
si C(O,) tangente exterior cu cercurile C(O,)

respectiv C(O,) si tangente interior cercului C(O).
Se cere sa se studieze variatia sumei de arii a celor
patru cercuri din interiorul cercului C(O).

SOLUTIE: Notamcu x lungimearazei cercurilor C(O,) si C(O,) iarcu r lungimea
razei cercurilor C(QO,) si C(O,). Lungimea x este variabila determinand variatia
lungimii r . Se observa ca, in conditiile problemei, atat variabilele x si r respecta

. 1 . 1 ‘A . . .
relatiile: 0< XSE si0<r SE (*) . Se cauta in continuare o exprimare arazei r in

functie de variabila x .

In triunghiul dreptunghic AO,00, avem:
0,0, =x+r,00, =1-x iar OO, =1-r;
aplicand teorema lui Pitagora obtinem:
(x+r1)>=(1-r)*+ (1-x)*. Efectuand
calculele se ajunge la relatiile:

1-r . 1-x
X=—— 8l r=—r (**
1+r ? 1+ X )

Din (*) si (**) obtinem Xe[l,l}
32
Suma ariilor celor patru cercuri este

2
S=2 ) +2n r2=2ﬁ(xz+r2)=2n[xz+(l_xj J .
1+x
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. - 11 , (x=1Y
Construim functia : f:l==|>R, T(X)=2n|x"+| —
32 X+1
: - : , 13t 1
Valorile functiei la capetele intervalului sunt  f (E)ZE = f(E)

2 [
Derivata functiei este f'(x) = 2r| x* + x-1 = 21| 2x+ 2X—_1- x-1
X+1 x+1 (x+1

Segungela f'(x) = 4n[X+ ?)((X _1)13)j urmeaza ecuatia derivatei :
+

F/(X) = 0=
200D _ gy x(x+ 1)+ 2x- 1) = 0> X+ 3¢ + 3¢ +3x-2=0 >
(x+1
X' 42X - x*+ X3+ 22 =X+ 2X* +4x-2=0&
X2(X% 4+ 2X=1) + X(X* +2x-1) + 2(x* + 2x-1) =0 &
(X2 +2X-D)(X* +x+2)=0= x* +2x-1=0

\—V_J

#0

X+

Solutia ecuatiei este xozx/i—le[%,ﬂ iar f(\/§—1)=47t(\/§—1)2

Derivata functiei se mai poate scrie astfel:

X=D(X* + X+ 2 . _
) 3 tx+2) de unde deducem ca semnul derivatei este
(x+1)
determinat de semnul trinomului x* + 2x —1ceilalti factori fiind pozitivi.

2
F1(x) = an - X F2

Se prezinta in continuare tabloul de variatie si grafi cul functiei pundndu-se n evidenta
conexiunile dintre aria invocata de problema de geometrie plana si elementele de
analiza matematica ce permite studiul corect al variatiei ariei.
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x| K v2-1 e

f'(x) |  ----------- 0 +++++++++

f(x) 13%8 NN\ (V202 gaAAAA B

yA
(%)

@)

COMENTARIU:Asa cum numarul ~/2 este lungimea diagonalei patratului de latura 1,

numérul irational +/2 —1 poate avea urmatoarea interpretare geometrica: este lung imea
razei a patru cercuri egale inscrise ntr-un cerc de raza 1.
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Aplicatianr.2

Tn cercul C(O) de razd R=1 se nscriu doui
cercuri tangente exterior C(O,) si C(0O,). Se
considera de asemenea cercurile C(O,) si C(O,)
tangente interior cercului C(O) si tangente exterior
cu cercurileC(Q,) si C(O,). Sa se studieze
variatia sumei perimetrelor cercurilor C(O,) ,
C(0,), C(0,)$iC(0,).

SOLUTIE: Notam cu x lungimearazei cercului C(O,) . Remarcam faptul ca variatia
lui x determina variatia atat a cercurilor C(O,)si C(O,) cét si a cercurilor congruente
C(0Q,) si C(0,). In cele ce urmeazi se caut o exprimare alungimii razelor cercurilor
C(0,) si C(O;)in functie de x.

Obtinem usor raza cercului C(O,) aceasta

fiind data de 2—2X

=1-x.Notam cu r lungimea

razei cercului C(O;) si ne fixam atentia asupra
triunghiurilor OO,0, si 00,0, ; notam deasemenea
cu o = m(O,00;) . Laturile acestor triunghiuri au
lungimile:

AOQO;: OO, =1-x, OO0, =1-r si OO, =x+r
AOQ,QO;: OO0, =X, O0; =1-r1 si 0,0, =1-X+Tr

Aplicam convenabil teorema cosinusurilor in cele doua triunghiuri .

Tn A00,0,: cose = LX) FA=DT= (x4 )" _Lox—r—xr
2(1=x)(1-r) @-x)(2-r)
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X2+ (L-1)? —(Q=X+Tr)? =21+ X+Xr

In AOO,0;: cos(n —a) = 2x(1-T) X(1—r)

=—-C0so. =

COSoL :M (**) . Din (*) si (**)jl—x—r—xr _ 2r — X—rx
X(1-r) A-x)(1-r)  x(1-r1)
1-X—r—xr 2r—-x-rx X=X
1-x) X X2 —x+1"

Suma perimetrelor celor patru cercuri este
P =2t x+2n(1-X)+4nr =21 (X+1-x+2r)=2n(1+2r) =

2
=2n (1+ Zz(—xl] Conditiile problemei impun 0< x <1; construim functia:
X©— X+

_ 2
Construim functia f:[0] > R, f(X)= 2n(1+ 22)(—)(]
X —=Xx+1

Functia este continud si derivabila pe [0,]] iar f(0) = f (1) = 2r . Ne incadram astfel in
conditiile teoremei lui Rolle = 3c € (0,1) astfel incat f’'(c) = 0. Derivata functiei este
F/(x) = 4 1 10rn

———(-2x+1) si f'(x) =0 conduce lasolutia X, === f(x,)=—
(xz—x+1)( +1) si £'(x) tia X, 23(0) 3

Tabloul de variatie:

X 0 }é 1

f'(x) ++++++++4+

0
0 e Aga777 100/ NNy 2n




Revista Electronica Matel nfo.ro 1 SSN 2065 — 6432 lunie 2011

y ¢ Graficul functiei si conexiunile aferente

10%

max(P )z max f (x) = 107%

min(P )= min f (x) = 2n

2n




Revista Electronici Matel nfo.ro | SSN 2065 — 6432 | unie 2011

O CLASA DE IRATIONALE PATRATICE CU PERIOADA FRACTIEI CONTINUE

DE LUNGIME 4

CORNELIU MANESCU-AVRAM

Abstract. We investigate the dependence of the length of periods of some quadratic irrationals
from the corresponding discriminant. We describe a class of quadratic irrationals with the
length of the period equal to 4.
K eywor ds :periodic continued fraction, quadratic irrational

M athematics Subject Classification (2010) 11A55, 11D09, 11R11

Orice x € R se poate reprezenta ca o fractie continua

1
X=ay+————=[2;a,8,.],
q+%+m

unde a € Z si a; € N pentru orice i = 1. Numerele rationale se reprezinta ca fractii continue
finite, folosind algoritmul lui Euclid. O fractie continud infinita se numeste periodica daca exista
numerele naturale nenule k, mastfel caax+i+j=a+j, Vie N,V je{1,2, .., m}.Tnacest caz,

fractia continua se reprezinta sub forma [ao; A, 8,y Ay By gy By ey ak+m].

O radacina reala irationald a unui polinom de gradul doi din Z[X] se numeste irationala
patratica. Un numar real se reprezinta printr-o fractie continua periodica daca si numai daca este
o irationald patraticd (Euler, Lagrange). Dacar € Q, r > 1, nu este péatrat perfect, atunci

\/F:[ao;al,az,...,az,ayzao}'

(Lagrange, Galois). Tn particular, dacd D € N este liber de patrate, atunci JD se reprezinta

printr-o fractie continua periodicd, avand perioada de lungime m, astfel Tncét primele m— 1 céturi
partiale formeaza un sir palindromic.
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Lungimea | (\/B) a perioadei fractiei continue care reprezinta pe /D este mai mici decat 2D,

iar caturile partiale sunt mai mici decat 2D (Lagrange). Mai recent 1@ s-a aritat ci I(\/B ):
= O(\/B In D), unde simbolul O Tnseamna “asimptotic proportional cu”.

Reprezentareaa lui /D, D e N liber de pétrate, ca fractie continud este utila in rezolvarea!®
ecuatiei lui Pell, Tn particular se poate determina astfel unitatea fundamentala din corpul patratic
real Q(\/B) Determinarea lungimii perioadei fractiei continue ca functie de D este insi o
problema dificila. Exemplele urmatoare sugereaza faptul ca | (\/5) este relativ mic, daca D este
apropiat de un pétrat perfect :

a’+1= [a; %},

Va’-1=[a-112a-1],

Ja’+2=|aa, Za]

Va’-2=|a-11la-212a-2|,

Ja?+3= a;z—;,Za},3|a,

2a—-6

2_3= e
a a-11, 3

1 2a—2},3|a,

a’+4= a;g,Za},2|a,

Ja®+4= a;aT_l,LlaT_l,Za},zp—L

a’—4= a—];La;ZA',L 2(a—1)},a> 4,2/a,

2 4- a—xl%?’,z,%?’,l, 2a—2}, a>3 2a-1

Sierpiriski ¥ determina numerele naturale D pentru care | (\/B) esteegal cu 1, 2sau 3. In
aceeasi lucrare se arata ca | (\/991) = 60.Se observa ci 991 = 312 + 30, deci se poate presupune
canumerde D=a’+a-1au | (\/5) relativ mare. Avem insa urmatorul rezultat surprinzator :

Teorema 1. Dacd D = (5k+2)+5k+1, atunci v/D =[5k +2;2,2k,2,10k+4], deci I (VD)=

I
e
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DEMONSTRATIE : Existd ™! un procedeu general de calcul pentru fractiile continue ale
irationalelor patratice, noi vom folosi insa metoda direct a. Este suficient sa aratam ca ecuatia

2(a-2
X=a+ 11 , CU b:gl
N — 5 (1)
1

b+71

2+——

a+Xx

are solutia pozitivd x=+/a”+a—1. Avem succesiv
1 2x+2a+1
2+ = :
X+a X+a

2a-4  x+a _(4a-3)x+4a”-a-4
5 2x+2a+1 5(2x+2a+1)
5(2x+2a+1)  (8a+4)x+8a®+8a-3
(4a-3)x+4a’-a-4 (4a-3)x+4a’-a-4’
s (4a-3)x+4a*-a-4
(8a+4)x+8a’+8a-3’
(8a+4)x* =8a’+12a’—4a-4, (2a+1)x*=(2a+1)(a*+a-1),deci x*=a’+a—1 deunde

2+

x=+a’+a—1, decarece am presupus x>0. o
Observatii. 1) Avem si

x/a2+a=[a;2,_2a]
2 Z(a_l)
Ja®+a+l= all———112a 3la-1,

de unde rezulta ca distanta mare a lui D fata de cel mai apropiat patrat perfect este o conditie
necesara pentru ca | (\/5 ) sa fie mare, dar aceasta conditie nu este si suficienta.

2) Exista alte exemple asemanatoare celui din teorema precedenta : daca @ =4 (mod 9) si

2(a-4
D=a’+a-2, aunci \/B:{a;z,%,z,za}.

Aceste numere D sunt “departe ” de patratele unor numere intregi, dar sunt “aproape” de
patratele unor numere rationale :

2 2
2 +a-1=|a+s —E, 2 +a-2=|a+t —9—,
2 4 2 4
ceea ce explica si influenta asupra lui | (\/B) aclasal deresturi modulo 5, respectiv 9. Fractiile

. — oo . r . VRV
continue ale irationalelor patratice ~/rs si \/: r,seN, (r,s)zl sunt Tn stransa legatura .
S
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Este utild Tn anumite situatii (problema liu Eisenstein ) compararea numerelor |(\/B)$i

(144D
2

j. Tn conditiile teoremei 1 are loc urméatorul rezultat

Teorema 2. Sunt adevarate egalitatile
1+/D) [42k-1
( 2 ] { 82k
DEMONSTRATIE : Vom demonstra egalitatile
{a—” 2,272 4,a},2|a—l,
1+/D _ 2 5
2

{ 1212 121a- 1} 2|a,

daciD=a’+a-1,a=5k+2, ke N".

Fie x= \f_y_——— Din (1) se obtine
1+x a+l 1 1 a+l 1
2 2 2 1 2 1 -
2+ 1 4+b 1 1
24— 24 =
a+x a+x
_a+1+ 1
== - ,
4+b+ 1
2 1
4+a_1+y
2

ceea ce demonstraza prima egalitate.
Pentru a demonstra a doua egalitate, trebuie sa verificam ca ecuatia

y——+
21+ 1

2+
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1+VJa’+a-1

are solutia y= 5

Verificarea acestei afirmatii se face la fel ca in demonstratia teoremei precedente. H&

Bibliografie

[1] Hickerson, Dean R. (1973), Length of period of simple continued fraction expansion of ~/d,
Pacific J. Math. 46 : 429-432

[2] Podsypanin, E. V. (1982), Length of the period of a quadratic irrational, Journal of Soviet
Mathematics 18 : 919-923

[3] Sierpinski, W., Elementary Theory of Numbers, Polish Scientific Publishers, 1988

[4] Williams, Kenneth S., Buck, Nicholas, Comparison of the lengths of the continued fractions

of /D and %(1+ JD ) Proc. Amer. Math. Soc., Vol. 120, No. 4, April 1994

[5] van der Poorten, A. J., Walsh, P. G., A Note on Jacobi Symbols and Continued Fractions,
The American Mathematical Monthly, Volume 106, Number 1, pp. 52 -56, January 1999

[6] Hardy, G. H., Wright, E. M., An Introduction to the Theory of Numbers, Sxth Edition,
Oxford University Press, 2008



