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MODEL DE TEST INITIAL PENTRU GIMNAZIU
SEMESTRUL I
2011-2012

NECULAI STANCIU' si ROXANA MIHAELA STANCIU?

TEST DE EVALUARE [?\'Il,"IAL.:l

Disciplina Matematica

Anul scolar 2011-2012
Clasaa V-a
* Pentru rezolvarea corecti a tuturor cerintelor din Partea I si din Partea a II-a se acorda 90 de

puncte. Din oficiu se acordi 10 puncte.
* Toate subiectele sunt abligatorii. Timpul de lucru efectiv este de 45 minute.

PARTEAI La exercitiile 1. 5i 2. scrieti numai rezultatele. La exercifiul 3. scrieti (A) daca
propozitia este adevirati si (F) daca propozitia este falsa. (45 de puncte)

(20p) 1. Efectuati:a) 3589+579;b)17001-238;¢c)321x 48 ;d)14580:3.
(5p) 2. Desenati un dreptunghi.
3. Precizati, pentru fiecare propozitie, dacd este adevarata sau falsa
(S5p) a) Cel mai mare numar impar de doua cifre est 98.
(5p) b) Numairul 9901 este mai mare decat numarul 9109.
(5p) c¢) Numarul 782 este de 218 mai mare decat numarul 1000.
(S5p) d) Restul [Impartirii numarului 20112011 la 2 este 1.

PARTEA aIl-a La urmaitoarele probleme se cer rezolvari complete. (45 de puncte)
T
(15p) 4. Efectuati:100+[100:(55—10:2) +48:8x6].
5. Determinati: |
| 1

(7p) a) numarul X stiind ca este jumatatea numarului 984.
(6p) b) fractia din patrat care reprezinta partea nehagurata. b) Cl
(7p) c¢) fractia din triunghi care reprezinta partea nehasurata
(10p) 6. Determinati doud numere naturale care au suma 103, catul 4 si restul 3.

! Profesor, Scoala cu clasele I-VIII ,»George Emil Palade”, Buzau
? Profesor, Liceul cu Progam Sportiv Iolanda Balas Sotter, Buziu
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BAREM DE EVALUARE SIDE NOTARE
PARTEATI (45 de puncte)

+ Se puncteazi doar rezultatul, astfel: pentru fiecare rispuns se acorda fie punctajul maxim prevazut in
dreptul fiecarei cerinte, fie 0 puncte.
* Nu se acorda punctaje intermediare.

Nr.item | 1.a) 1.b) 1.c) 1.d) 2. 3.2) 3.b) 3.0) 3.d)

Rezultate | 4168 16763 | 15408 | 4860 |desen |F A F A

Punctaj | 5p 5p 5p Sp 5p 5p S5p 5p 5p
PARTEA aIl-a (45 de puncte)

# Pentru orice solutie corecti. chiar daca este diferiti de cea din barem. se acordd punctajul maxim
corespunzator.

s Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.

4. | 100+[100:(55-5)+48:8x6]= 5p
=100+ (100:50 + 6 x6) = Sp
~100+2+36=138. op

5.a) | 984x2 = 3p
=1968. 4p

b) Sapte optimi 6p

9) O doime Tp

6. | a+b=103 3p
a=4b+3 3p
a=83,b=20. 4p

* Se acorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeazi prin impartirea punctajului obtinuf la 10.
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MATRICEA DE SPECIFICATII - TEST DE EVALUARE INITIALA
CLASA aV-a

Competente de

evaluat

Continuturi C1 Cc2 c3 C4 C C6 Taotal

¥}

Scrierea in forme echivalente a unor

3a.(5 5
numerelor naturale B3a.(3p) p

Introducerea intuitivd (prin  desene: 12.(5p) II5h.(3p)
decupare, hasurare, colorare) a notiunii I5b.(4p) | M5c.(3p) 18p
de fractie: figuri geometrice II5c.(3p)

Exercitii de calcul cu numere naturale.
urméarind respectarea ordinii efectuérii
operatiilor s1  folosirea corectda a
parantezelor

I14.(15p) 15p

>
Operatii cu numere naturale 11.20p)

Operatu de adunare. scadere. inmultire, X 3 (2
impartire care deriva din: “cu atat mai ]]::‘:E'(;p) ]I::’;E.(;p) 15
mult”. “cu atat mai putin”, ~de atatea on 3e.(3p) 2p) B
: o a I3d.(3p) I3d.(2p)
mai mult”, “de atatea ori mai putin

Transpunerea unei situatu problema. in
limbaj matematic II6.(4p) 4p

Stabilirea datelor. a necunoscutelor si a _

L. . . II5a.(7p) -
operatiilor prin care se ajunge la 116.(1p) 116.(2p) 10p
rezolvarea unei probleme )
Scheme simple pentru a figura pe scurt
datele si pasii de rezolvare a unei II6.(1p) m6.(2p) 3p
probleme.

Total 14p 12p 6p

b
]
=

13p 10p 90p

COMPETENTELE DE EVALUAT ASOCIATE TESTULUI DE EVALUARE INITIALA PENTRU
CLASA aV-a

C1. Identificarea. in contexte variate. a unor corespondente sunple dupa reguli date

C2. Recunoasterea unor figuri geometrice

C3. Unlizarea numerelor fractionare pentru a exprima subdivizium ale intregulus

C4. Aplicarea regulilor de calcul si folosirea parantezelor in efectuarea operatitlor cu numere naturale

C5. Analizarea. pe baza umm plan simplu de ide1. a demersului parcurs in rezolvarea unei ecuatil sau a unei
probleme

C6. Interpretarea semnificatiel operatiilor aritmetice in rezolvarea unor situatii problema
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TEST DE EVALUARE INI“.![L—lL—i
Disciplina Matematica

Anul scolar 2011-2012
Clasa a VI-a

¢ Pentru rezolvarea corecta a tuturor cerintelor din Partea I 51 din Partea a II-a se acorda 20 de
puncte. Din oficiu se acorda 10 puncte.
* Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul de lucru efectiv este de 45 minute.

PARTEA I Scrietilitera corespunzitoare singurului rispuns corect. (45 de puncte)
(5p) 1. Rezultatul calculului (2 —1): 4 este:
A. 4 B.1 C.0,25 D.0,5

(5p) 2. Se dau multimile A={1,5,13,35}si B ={1,535,2011,2012},Cea mai mare cifra care
apartine multimii A() B este:

A.35 B. 2012 C.2011 D.5
(5p) 3. Cifra X pentru care numarul 729X este divizibil cu 9 poate fi:
A.0 B.2 C.4 D.6
(5p) 4. Rezultatul calculului 111111111: 9 este:
A. 12345678 B. 123679 C. 12345679 D. 123579
(5p) 5. Numarul 1,05 transformat [Intr-o fractie ordinara este egal cu:
NEl p 2 105 p 105
10 20 10 900
(5p) 6. Media aritmetica a numerelor 1,01 si 9,01este egala cu:
A.S B. 6,01 C.5,01 D.10,02
(5p) 7. Perimetrul unui pitrat cu aria 81 cm’este:
A.36m B.81cm C.% cm D.36 cm
(5p) 8. Transformind un litru [ln cm’ se obtine:
A lcm’ B. 100 cm’ C. 1000cm’ D. 10000 cm’
(5p) 9. Rezultatul calculului% + % este:
Az B.L c.l D.>
6 8 6 4
PARTEA aIl-a La urmitoarele probleme se cer rezolviri complete. (45 de puncte)

(9p) 10. Scrieti ca putere 4° -64° -2° -8>,

(9p) 11. Rezolvati [Jn multimea numerelor naturale, ecuatia 0,3x—2,2 =3,2-0,6X.

(9p) 12. O persoand cumpara 2 kg de mere cu 3 lei/kg si 4 kg de prune cu 1,5 lei/kg.Cat costa
"In medie un kilogram de fructe cumparate?

(9p) 13. Bunicul oferad nepotului 180 de timbre si rdimane astfel cu 60% din numarul total de
timbre pe care le avea.Cate timbre a avut bunicul initial?

(9p) 14. Ana si Dan au rezolvat probleme de matematica. 'n timp ce Dan rezolva 4 probleme,
Ana rezolva 5 probleme.Ciate probleme a rezolvat fiecare dacd [Impreund au rezolvat 108
probleme?
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
PARTEAT (45 de puncte)

+  Se puncteazia doar rezultatul, astfel: pentru fiecare raspuns se acorda fie punctajul maxim previazut
in dreptul fiecirei cerinte, fie 0 puncte.
+  Nuse acorda punctaje intermediare.

Nr.item | 1. |2. |3. 4. |5 |6. |7. |8 |9.
Rezultate | C. |D. |A. |C. |B. |C. |D. |C. | D.
Punctaj |[Sp|5Sp |Sp [Sp [Sp [Sp [Sp [Sp | Sp
PARTEA aIl-a (45 de puncte)

e Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferiti de cea din barem, se acordi punctajul maxim
corespunzitor.

* Nu se acorda fractiuni de punct. dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

10. 48 — (22 )8 — 216 2p
64° =(2¢) =2" 2
2°=2°
82 =(2*) =2 2p

2p

Finalizare: 2+ Ip

11.| 0,3x+0,6x=3,2+2,2 3p
0,9x = 5,4 3p
X=54:09=6 3p

12. | 2x3 =6 lei merele 2p
4x1,5 = 6 lei prunele 2p
(6+6):6=2 lei/kg. Sp

3. x—180=ﬂ-x P

100
100x —18000 = 60x 3p
40x = 18000 = x = 450 de timbre 3p

14. | Ana si Dan rezolva [Jmpreund, [In acelasi timp, 9 probleme 3p
108:9=12 3p
Ana rezolvd 5-12 = 60 probleme [n timp ce Dan rezolva 4-12 = 48 probleme 3p
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MATRICEA DE SPECIFICATII - TEST DE EVALUARE INITIALA

CLASA aVI-a
Competente de
evaluat ocal
Continuturi C1 C2 C3 C4 Cs 6 ota
i - 11.(5p)
gi{e;alr;:ﬁc: r;l::]i.flrjr naturale. Ordinea 1110.09p) 170
L2 m13.(3p)

fmpa.rgirea cu rest a numerelor p

naturale. Impartirea unui  numar -5p) Ml4.(6p) | I11.(3p) 17p
rwea - unu o I14.(3p)

natural la o fractie zecimala finita.

Notiunea de divizor: notiunea de

Rl e e B.Gp) e

Multimi: descriere s1 notatii: element.
relana dintre element s muliime; 12.(5p) S5p
operatii cu mulfinu

Aflarea unei fracti dintr-un numar

4
natural; procent 1m2.(9p) S
Adunarea s1 scaderea unor fracin

. . . : 19.(5
ordinare care au acelasi numitor (5p) -
Transformarea une: fractu zecimale 15.5p) 5
intr-o fractie ordinara =P -
Media aritmeticda a doud fracm

: . : I6.(5
zecimale finite Gp) -
Ecuatii s1 inecuati; probleme care se
rezolva cu ajutorul ecuatulor 1111.(6p) g
Unitati de masurd pentru lungime; 17.(5p) 3
perimetre; transforman I113.(3p) P
Unitan de masurd pentru ane. volum, I8.(5p) 3
capacitate. masa. timp: transforméri IM3.(3p) :

Total 30p Sp Sp 21p 13p 16p 90p

COMPETENTELE DE EVALUAT ASOCIATE TESTULUI DE EVALUARE INITIALA
PENTRU CLASA aVI-a

Cl. Unlizarea operatiilor s1 a proprietatilor acestora in calcule cu numere naturale/ rationale pozitive

C2. Unlizarea de algontmi pentru divizibilitatea cu 10, 2 51 5

C3. Identificarea s1 utilizarea notiunilor specifice teorier mulfinulor

C4. Transpunerea unei situatii-problema in limbaj matematic/ limbajul ecuatitler. rezolvarea problemei
obtinute s1 interpretarea rezultatulu

C5. Alegerea formei de reprezentare a unw numar rational pozitiv 1 utilizarea de algoritim pentru
optimizarea calculului cu fracti zecimale

C6. Transpunerea in limbaj specific geometrie: a unor probleme practice referttoare la perimetre, ari, volume,
utilizand transformarea convenabila a unitatilor de masura
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TEST DE EVALUARE INIIIAL;‘L

Disciplina Matematica

Anul scolar 2011-2012
Clasa a VII-a

¢« Pentru rezolvarea corecta a tuturor cerintelor din Partea I si din Partea a II-a se acorda 90 de
puncte. Din oficiu se acorda 10 puncte.
¢ Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul de lucru efectiv este de 50 minute.

PARTEA 1 Scrieti litera corespunzatoare singurului riaspuns corect. (45 de puncte)

(5p) 1. Rezultatul calculului (—1)*" — (= 1)*" este:

A.0 B.-2 C.0 D.1
(5p) 2. Cel mai mic multiplu comun al numerelor 2011 si 2012 este:
A. 2011 B. 2012 C. 1 D.40461323
(5p) 3. Daca X+y_ 1, atunci:
X
A —=1 B. x=1 Cy=1 D.y=0

y
(5p) 4. Dan rezolva 70% din cele 20 de exercitii ale testului.Exercitiile pe care Dan le mai are
de rezolvat sunt [ 'n numar de:

A.6 B.14 C. 10 D.2

(5p) 5. Media aritmetica a numerelor 1,1;2,2;3,3 si 4,4 este:
A. 10 B.11 C.2,75 D.2

(5p) 6. Suma a doud numere este 15 si diferenta lor este 5.Suma patratelor lor este:
A. 15 B. 100 C.25 D. 125

(S5p) 7. Masurile unghiurilor unui triunghi sunt direct proportionale cu numerele 1, 2 si 3.Cel
mai mare dintre unghiuri masoara:

A. 90° B.180° C.60° D.360’
(5p) 8. Perimetrul unui triunghi isoscel este 10 dm.Daca laturile congruente au lungimea de
30 cm, atunci lungimea bazei este egala cu:

A. 40 cm B.30 cm C.3cm D.4cm
(5p) 9. Daci misura unui unghi al unui triunghi isoscel ascutitunghic este de 30°, atunci
masura unui alt unghi poate fi:

A.120° B.150° C.75° D.30’
PARTEA alIl-a La urmatoarele probleme se cer rezolvari complete. (45 de puncte)
1Y 1 3x
(9p) 10. Rezolvati, ['n multimea numerelor rationale ecuatia (5 - lj + RS

(9p) 11. Determinati toate valorile [Intregi ale lui X, astfel [Incat %sé fie numar
—X

Lintreg.

9p) 1g2. Determinati doud numere naturale care au suma 103, catul 4 si restul 3.

(9p) 13. Fie triunghiul ABC , dreptunghic [In A, cu m(LACB) =15 .Dacid BC =8cm,
atunci:calculati lungimea [ /naltimii duse din varful A.

(9p) 14. Daca [Intr-un triunghi isoscel lungimile a doua dintre laturi sunt 2 cm si respective 3
cm, atunci aflati perimetrul acestui triunghi.
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
PARTEATI (45 de puncte)

*  Se puncteaza doar rezultatul, astfel: pentru fiecare raspuns se acorda fie punctajul maxim previzut
in dreptul fiecirei cerinte, fie 0 puncte.
*  Nu se acorda punctaje intermediare.

Nr.item |1. |2. (3. (4. |5 |6. |7. |8 |O.

Rezultate | B. |D. |D. |A. |C. |D. |A. |A. |C.
Punctaj | Sp|5Sp |Sp [Sp [Sp [Sp [ Sp [Sp | Sp
PARTEA aIl-a (45 de puncte)

¢ Pentru orice solufie corectd, chiar daca este diferiti de cea din barem, se acordid punctajul maxim
corespunzator.

» Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

0. 1.1 _3x 4p
8§ 2 2
—1+4=12x 3p
RN
12 4 2P
11. | 2010-x € D,,,, 3p
2010 - x € {£1;42011} gp
X € {~1;2009;2011;4021} P
12.| a+b=103 2p
a=4b+3 2p
a=83,b=20 5p
13. 2
Ducem mediana din A si gasim AM = % = 4cm P
AAMC = isoscel cu m(ZAMC) = 150° 2p
AADM = dreptunghic [In Dcum(ZAMD) = 30° 3p
Conform teoremei unghiului de 30° AD = # =2cm 2p
14. | Cazul 1. laturile au lungimile 2 cm, 2 cm si respectiv 3 cm 3p
Cazul 2. laturile au lungimile 3 cm, 3 cm si respectiv 2 cm 3p

Deci, perimetrul triunghiului dat poate fi 7 cm sau 8 cm. 3p
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MATRICEA DE SPECIFICATII - TEST DE EVAL UARE INITIALA
CLASA a VII-a

Competente de

evaluat
Continuturi C1 C2 Cc3 C4 5 C6 Total
Divizor. Divizon comuni a doua sau
mai multor numere naturale; 12.(5p)
cmm.dc. Multiplu. Multipli comuni m10.(3p) 12p
a doua sau mai multor numere I11.(4p)

naturale; cmmm.c

Ordinea efectuar operatulor cu IM10.(3p) 3
numere rationale pozitive m12.(5p) B
Rapo;ﬂe; procente; probleme in care 16.(1p) 15.(5p) 6p
intervin procente
Proportu; proprietatea fundamentala a
proportiilor. Marimi direct I3.(5p) I7.(3p) 8p
proportionale
11.(5p) m11.(2p)
Multimea Z . Ecuatunin E m12.(2p) I110.(3p) l4p
m12.(2p)
Probleme care se rezolva cu ajutorul 16.(4p)
= II11.(3p) Tp
ecuatiilor
Media aritmetica ponderatd a unor -
pe 14(5p) | I0.1p) 6p

numere rationale pozitive

Triunghi: defimtie. elemente: 17.(2p)

clasificarea triunghiurilor: perimetrul o ;p
. P . (2 TI14.(3,

trivnghiului. Suma masunlor B.Cp) Gp) | 10

o - : 19.(3p)

unghiurilor unu triunghi
Proprietat ale triunghiului 1soscel 51 15.(2p) igﬁp; 10
echilateral 1M14.(3p) ]]l-;i (1’:"13)
Proprietati ale triunghiului _

: = 3. 3.(5
dreptunghic ms.(4p) | M3.(5p) [ 9p

Total 15p 12p 6p 24p 20p 13p 90p

COMPETENTELE DE EVALUAT ASOCIATE TESTULUI DE EVALUARE INITIALA
PENTRU CLASA aVII-a

Cl. Aplicarea regulilor de calcul s1 folosirea parantezelor in efectuarea operatitlor cu numere intregi
rationale pozitive

C2. Unlizarea algontmilor pentru determinarea cmm.d.c. cmmmec a doud san a mai nmltor numere
naturale

C3. Alegerea metoder adecvate de rezolvare a problemelor in care mtervin rapoarte. proportu §1 marinu
direct sau invers proportionale

C4. Transpunerea unei situatii-problema in limbaj algebric. rezolvarea problemei obtinute si interpretarea
rezultatulug

C5. Interpretarea informatilor confinute in reprezentiri geometrice in corelatie cu determinarea unor
lungimi de segmente 51 a unor masuri de unghiur

C6. Exprunarea caracteristicilor matematice ale triunghiurilor s1 ale linilor importante in trinnghi prin
definitii. notati s1 desen
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TEST DE EVALUARE INIT IALA

Disciplina Matematica
Anul scolar 2011-2012
Clasa a VIII-a

*+ Pentru rezolvarea corecti a tuturor cerintelor din Partea I 51 din Partea a IT-a se acorda 90 de
puncte. Din oficin se acordi 10 puncte.

¢ Toate subiectele sunt obligatorii. Timpul de lucru efectiv este de 50 minute.
PARTEA T Scrietilitera corespunzitoare singurului rispuns corect. (45 de puncte)

(5p) 1. Rezultatul calculului 248 + 4+/2 + 3./64 este:
A.24 B.8v2 C.803++2) D.9\74

(5p) 2. Elementel irationale din multimea M = {— \/%;—«/ 40;0;+/ 400;«/900}sunt [(n numar

de
A.0 B.1 C.2 D.4
(5p) 3. Expresia (X - y)(x2 + Xy + y2) este egald cu:
A X +xy+y’ B.x* -y’ C.x>+2xy+Yy’ D.x’ -y’

(5p) 4. Dupa ce a cheltuit 10% din suma pe care o avea, Maria a ramas cu 90 de lei.Suma pe
care a avut-o Maria la [Inceput este de:

A. 80 lei B. 100 lei C. 190 lei D. 10 lei
(5p) 5. Daca ax = 0si a = 0 atunci ecuatia are:

A. o solutie B. nicio solutie C. doua solutii D.o infinitate de solutii
(5p) 6. Daca aria unui triunghi echilateral este 3 cm?, atunci lungimea laturii este:

A.4cm B.1cm C.2cm D.3 cm
(5p) 7. Daca lungimea diagonalei unui patrat este 1 cm, atunci aria patratului este egala cu:

A. 1cm? B.0.5 cm’ C.4cm? D.+/2 cm?

(5p) 8. Daca ABC este un triunghi dreptunghic [In Asi sinB = %, atunci tgC este egal cu:

A. ? B.g C.1 D.\3

(5p) 9. Daci triunghiul ABC are aria 1 cm’si centrul de greutate [In punctul G, atunci aria
triunghiului GAB este egala cu:
A. 0,3 cm’ B.3 cm’ C.0,(3) cm? D% m?

PARTEA aII-a La urmitoarele probleme se cer rezolviari complete. (45 de puncte)

x—l_l—_x=4.
2

2. Se considera numerele reale a =+/2 - V2 - NE) sib=1+ V3.
(10p) a) Aratati cd a=+/3 1.
(5p) b) Calculati media aritmetica si media geometrica a numerelor asib .
3. [n triunghiul ABC dreptunghic [In A, AD este [Inaltime si m(LBAD)= 45° Stiind
ca AD =2 cm, determinati:
(7p) a) masurile unghiurilorascutite ale triunghiului ABC ;
(7p) b) perimetrul triunghiului ABC ;
(6p) c¢) aria triunghiului ABC, rotunjita la cel mai apropiat [Intreg.

(10p) 1. Rezolvati [Jn multimea numerelor reale, ecuatia
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BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
PARTEATI (45 de puncte)

*  Se puncteaza doar rezultatul, astfel: pentru fiecare raspuns se acorda fie punctajul maxim previzut
in dreptul fiecirei cerinte, fie 0 puncte.

*  Nu se acorda punctaje intermediare.

Nr.item |1. |2. |3. |4 |5 |6. |7. |8 |0O.

Rezultate | C. |C. |D. |B. |D. |C. |B. |D. |C.

Punctaj Sp|Sp |Sp [Sp |Sp [Sp [S5p [Sp | Sp

PARTFEA alla (45 de puncte)

* Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferiti de cea din barem, se acordi punctajul maxim
corespunzator.

* Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolviri partiale, in
limitele punctajului indicat in barem.

1. | Xx-1-2+2x=16 5p
3x=19

2
3

3p

2a. a=+4-23 = 4p

2b.

M, =+/3 2p
M, =2 3p
3a. | ABAD = dreptunghic Ip
ABAD = isoscel 2p
m(ZABC) = m(ZABD) = 45° 2p
m(ZACB) = 45° 2p
3b. | AD = mediana Ip
BD = DC = AD = 2cm 2p
AB = AC =22 2p
P(ABC) = 4(1+~/2) cm 2p
3c. BC - AD 2
AABC) = BEAD _ 25
2.4 2p
T2
=4cm’

* Seacorda 10 puncte din oficiu. Nota finala se calculeaza prin impartirea punctajului obtinut 1a 10.
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MATRICEA DE SPECIFICATII - TEST DE EVALUARE INITIALA
CLASA a VIII-a

Competente de
evaluat
Continuturi C1 C2 C3 C4 C5 Co Tatal
Operatii cu numere rationale I1.(3p) IL.(2p) 5p
Exemple de numere irationale; ” ”
) ’ 2. 2.(3 2.
multimea numerelor reale 2(p) 2.Gp) L.0p) e
Formule de caleul prescurtat 13.(5p) S5p
Ecuatii de forma ax+5=0, a,bc E 15.(1p) I4.(3p) | I5.(4p) 8p
Probleme care se rezolva cu ajutorul
ecuatiilor I4.(1p) I4.(1p) 2p
Notiuu de trigonometrie in triunghiul , ”
dreptunghic I8.(1p) 18.(2p) 8.p) | 5p
Paralelog;rme _parricu.larue:. patrat, 16.2p) Io.(2p) oo
dreptunghi. romb: proprietat: I7.(1p)
Arii (triunghiuri. patrulatere) 17.02p) {Egg 5p
Asemanarea triunghiurilor 19.(2p) 19.(3p) 5p
Proprietati ale relatier de egalitate in . -
multimea numerelor reale IL.Gp) IIL.Gp) HL.Gp) L
Modulul unw numar real. aproximar: II2a.(2p) | II2a.(Sp) M3c.(2p) | 12p
Media ge.o.n?etrlca a doua numere 2h.5p) 5p
reale pozitive
I3a.(Zp) II3a.(3p)
Rezolvarea triuvnghiului dreptunghic IM3a.(2p) T3b.(2p) | I3b.(2p) I3b.(3p) | 18p
I3c.(2p) II3c.(2p)
Tatal 12p 12p 26p 10 p 9p 21p 90p

COMPETENTELE DE EVALUAT ASOCIATE TESTULUI DE EVALUARE INITIALA
PENTRU CLASA a VIII- a

C1. Determunarea regulilor de calcul eficiente in efectuarea operatilor cu numere rationale

C2. Caracterizarea multimilor de numere s1 a relatulor dintre acestea unlizand limbajul logicii matematice si teoria
multimilor

C3. Aplicarea regulilor de calcul 51 folosirea parantezelor in efectuarea operatitlor cu numere reale

C4. Transpunerea unei situati-problema in limbajul ecuatitlor. rezolvarea problemei obtinute 51

interpretarea rezultatulu

C5. Fedactarea rezolvarn ecuatulor s1 a mecuatulor studiate in multimea numerelor reale

C6. Alegerea reprezentarilor geometrice adecvate in vedersa calculelor de lungimi de segmente, de masur de
unghiur s1 de arm
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METODE SI STRATEGII DE REZOLVARE A PROBLEMELOR

PENTRU CONCURSURI

CORNELIU MANESCU-AVRAM

Thefutur el snotar esultof choices among alter native paths offered

by the present, but a place that is created—created first in the mind and
will, created next in activity. The future is not some place we are going
to, but one we are creating. The paths are not be found, but made, and
the activity of making them, changes both the maker and the destination.
JohnSchaar

Mai exista o multime de probleme aritmetice nerezolvate. Numarul
lor creste mereu, cu timpul. Aceasta pentru ca noile probleme apar mai
repede decat sunt rezolvate cele deja enuntate, iar multe dintre ele au
ramas nerezolvate timp de secole. Tnsd progresul cunostintelor noastre
asupra numerelor s-a realizat nu numai prin ceea ce cunoastem pana
acum despre ele, ci si prin faptul ca ne dam seama si de ceea ce nu stim
inca.

Waclaw Sierpinski

Rezolvarea de probleme este o activitate specific umana, cu care suntem confruntati
permanent. Daca plecam in vacanta pentru a scapa de problemele de acasd, constatam repede
aparitia unor probleme noi. Matematica este la randul ei orientata spre rezolvarea de
probleme specifice, iar activitatea consacrata acestei stiinte consta atat in dobandirea de
cunostinte noi, cat si in Tnsusirea unor deprinderi, abilitati, priceperi de a rezolva probleme
din cein ce mai complexe.

Exista o literatura vasta consacrata principiilor generale de realizare si standardizarii acestei
activitati, de aceea nu vom insista asupra aspectelor teoretice, intrucat scopul nostru este unul
practic, de ilustrare a celor mai importante metode si strategii prin exemple relevante.
Rezolvatea unei probleme presupune infaptuirea unei proceduri de lucru in patru pasi
:intelegerea problemei (identificarea datelor, a necunoscutelor si a conditiilor), descrierea
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unui plan (recunoasterea unor probleme asemanatoare si cautarea unor strategii si
instrumente de rezolvare),realizarea planului (clarificarea fiecarui pas si demonstrarea
corectitudinii rezultatelor), revizuirea (verificarea rezultatului, cautarea unor solutii
alternative si a unor generalizari).

Strategiile de rezolvare a problemelor de matematica sunt extrem de numeroase, de la
determinarea cuvintelor-cheie si identificarea unor probleme similare pana la crearea unei cai
proprii de rezolvare, prin adaptarea la noua situatie. Unele lucrari clasifica problemele dupa
metode, altele sunt structurate dupa domeniu : algebra, analiza matematica, geometrie, teoria
numerelor, combinatorica si probabilitati. Am preferat aceasta din urma ierarhizare, dar ea
este una relativa, deoarece problemele alese sunt din zone de interferenta, ceea ce corespunde
si spiritului olimpiadelor. Seilustreaza astfel ideea c& matematica este o stiintd unitara, chiar
dacd ea a fost insusita fragmentar, pe discipline, din ratiuni didactice. Unele dintre proble-
mele urméatoare sunt originale, la altele sunt originale doar solutiile, iar cele din a treia cate-
gorie au fost preluate din bibliografie, pentru a asigura materialului 0 anumita coerenta.
Alegerea problemelor nu este intdmplatoare, ele admit in general mai multe solutii (chiar
dacd a fost prezentatd una singura) si evidentiaza, prin continut sau solutii, aspecte inedite.
Rezultatele sunt semnificative, in sensul asigurarii tranzitiei de la matematica elementara la
matematica superioard.O atentie deosebita a fost acordata geometriei, capabila sa furnizeze
rezultate noi, prin asimilarea unor metode si tehnici moderne.

Sper ca acest material s& fie util elevilor orientati catre performanta.
1. S& se demonstreze ¢ numarul /5 este irational.

, . y < +1
Prima solutie : Vom demonstra ca numarul ¢ = V5

este irational. Presupunem ca¢o este

rational, @ :m,m,ne N".Din egalitatea ¢ 1 rezultd ¢ Mo D Numérl ¢ este
n o-1 n m-n

reprezentat astfel ca o fractie cu numitorul mai mic, dar acest proces poate fi continuat
indefinit, ceea ce este imposibil.

A doua solutie (dupa Zeuthen) : Vom da o demonstratie geometrica bazatd pe forma
particulara a reprezentirii numarului~/5 ca fractie continua.

J5-1

Dacd x = — atunci x* =1-x.

Geometric, dacd AB =1, AC = x, atunci AC? = AB-CB si [AB] este divizat in “raportul de
aur” de punctul C.
AC;C;C,CB
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Daca impértim pe 1 la x si scidem partea Intreagd, adicd 1, obtinem 1— x = x*. Tmpartim
acum x lax?, scadem partea intreagd, adica 1 si obtinem x—x2 = x®. Tmpértim apoi x* lax®
sicontinuam procesul nedefinit.

Geometric, daca luam [CCy] congruent si de sens contrar cu [CB], atunci [CA] este divizat
de C; In “raportul de aur”. Luam [C,C;] congruent si de sens contrar cu [C,A], atunci [C,C]
este divizat de C, in “raportul de aur”, s.a.m.d. Presupunem ca X este rational, atunci AB si
AC sunt multipli intregi ai aceleiasi lungimi | si acelasi lucru este adevarat pentru

C,C=CB=AB-AC,C,C,=AC=AC,-CC,..

adica pentru toate lungimile segmentelor construite. Am obtinut astfel un sir strict
descrescator de multipli intregi ai lui I, ceea ce este imposibil.

2. Fiea,b,c numerereae nenule astfel incat a+b+c=0si a*+b*+c®=a’+b°>+c*.Sase
arate ca

a’+b*+c?=

ualo

Solutie : Din a+b+c=0se obtine a®+b*+c*>=3abc si a’+b°+c’>=
=5abc(a’ +b? +¢” +ab+bc+ca). A doua egalitate din enunt devine
3abc = 5abc(a’ +b® +c*+ab+bc+ca),

de unde
2 2 2 3
a - +b“+c +ab+bc+ca:g,

asadar,

(a+b+c)2+az+b2+c2 3

2 5

Folosind din nou prima egalitate din enunt, se obtine

a’+b*+c’ =

uglo

V5 25

Observatie. Exista astfel de numere, de exemplu a=b= = c c
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Generalizare. Fiek, neN', a,,a,,..a,€C'si s, =af +a; +..+a".Dacd s =0,1<k<n-2si

n(n-1)
2n-1 -

§, =S4, AUNCI S, ; =

Notdm cu P polinomul unitar care are radacinile a,a,,...,a,.Atunci P=X"+uX +v, cuu,

veC. Intr-adevir, daci 6,,5,,...,c, sunt polinoamele simetrice fundamentale de a,,a,,...,a,,

atunci
s 1 0 010
s, s 2 010
1 |
o,==I% & § 3.0
k! |
s 8 s 510
S S S S!S

(asevedes, deex., Faddeev, D. K., Sominski, I. S., Sbornik zadaC po vysSej algebre, Mir,
Moskva, 1976), iar din relatiile lui Viete rezulta ca polinomul P are forma prescrisa.Se scrie
cé polinomul P are radécinile a,,a,,...a,, se insumeazé cele n egalitdti obtinute si se deduce

egalitatea s, +us +nv=0,deunde s, =-nv,deoarece s =0.

Se Tnmulteste fiecare dintre egalitdtile precedente cu a"*, se Tnsumeaza cele n egalitati

obtinute si se deduce egalitatea s, ,+us,+Vs, , =0.Folosind si s,=-nv=s, ,,sededuce
S, =N(1+u),deoarece v=(-1)"aa,..a, # 0. Avem si

n-1
1,1, 01 (Y u_ —u

a a a, (-1)"v
Seimparte egalitatea a" +ua +v=0cu a , se insumeaza pentru i = 1, 2, ..., n si se obtine

S,.+Nnu +v(_—uj =0, deunde s, =—(n—1)u. Tinand cont si de s, =n(1+u), se deduce
v

- n(n-1
u=—" ,de unde rezulta s, :M.
2n-1 2n-1

Comentariu. Un polinom P= X" + uX + veR[X] are cel mult trei radacini reale, de aceea in

cazul general multimea R se inlocuieste cu C.

3. Sd se gaseasca o solutie a sistemului de ecuatii
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X' —6x’y*+y* =1
4y —4xy* =1

Solutie : Dacd z = x +iy, atunci z* = (x* —6x%y*+ y3) + (4x3y —4xy3)i=1+I.

Se reprezinta numarul 1 + i sub forma trigonometrica
. mw .. T
1+i=+2| cos=+isin=—
g
si se obtin solutiile

s e(2k+1)7t . (2k+1)n k<
Zk—x/§£cog % +isin 5 ,0<k<3.

Pentru k = 0 se obtine solutia reald a sistemului

X_\/2+\/2+J§ N2—2+42
S 5

Y
Comentariu. Se poate Tncerca rezolvarea sistemului cu substitutia xy =u, x> —y* =v, ceeace
conduce lasistemul v* —4u® =1,4uv =1, dar metoda este mult mai laborioasa.

4. Sa se demonstreze egalitatea

3+\@
>

sSiN9” +cos9” =

Solutie : FieE = sin9°+c0s9°. Din ﬁ E =sin45°sin9° + cos45° cos9° = cos36°, rezulta ca
este suficient sd calculdm ultima valoare. Dacd z= cos36°+isin36°, atunci Z = — 1, deci z

este solutie a ecuatiei z* —z°+z° — z+1=0, asadar x = 2c0s36° = z+ zeste solutie a ecuatiei

1+\/§

4

x?—x-1=0. Din cos36° >0 rezultd cos36° = , deci

«/E(\/§+1):\/§ (\/§+1)2:\E\/6+2\E:\/3+\5_

E=
4 4 4 2

5. Fie A, Be M3(C). Sé se demonstreze egalitatea tr (( AB — BA)S) = 3det( AB—BA).

Solutie : Din teorema Cayley-Hamilton se obtine
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(AB-BA)’—c,(AB—BAY +c,(AB-BA)-c,l,=0,,

unde ¢, = tr( AB—BA) ,c, = det (AB— BA). Se aplicd urma si se foloseste faptul ca urma
matricei AE— BA este zero. Se obine tr ( AB— BA)° ) ~3det (AB— BA) =0.

Obsrevatie. Se poate evitafolosireateoreme Cayley-Hamilton dand o demonstratie directa.

6. Sa se determine acZ astfel incét polinomul X7— X + 280 s fie divizibil cu polinomul

X=X +a.
Solutie : Fief = X'— X + 280, g = X*— X +a. Ding|f 1n Z[X] deducem ca g (x) | f (x),

pentru orice xeZ. Tn particular, g (1) |f (1), g (—1) f(—1),, deci a| 280sia+ 2 | 280 (*).

Fie € o radacina cubicd complexa nereald a lui— 1, deci e >= — 1, e #— 1, astfel cie*— ¢ =

=—1sie’—¢e=0.Rezulti g (c) | f (€) In Z[¢€], deci si In Z, deoarece € este Tntreg algebric,
iar numerelef (1) si g (1) sunt intregi rationali. Obtinem ca e— 1 | 280 (**).
Multimea divizorilor intregi ai numarului 280 este

Din conditiile (*) si (**) rezulta ca trebuie sa cautam divizori consecutivi e— 1, ae Dgo
astfel incét a + 2 € Dogp. Deducem caae {—7, — 4, — 1, 2, 5, 8}. Avem si g(2) | f (2), deci

a+2 | 2'—2+280, asadara+ 2 | 27— 2. Cel mai mare divizor comun a numerelor
2'— 2 =126 si 280 este egal cu 14, astfel cd a + 2 € D14, deundeac {—16,— 9, —4, —3, —1,
0,5, 12}. Obtinem ca ac {— 4,— 1, 5}.

Se verifica prin calcul ca singura valoare convenabila este a = 5, pentru care exista
descompunerea

X=X +280 = (X*— X +5)(X° + X*—4X*—9X?+11X + 56).

7. Sé se determine acZ astfel incat polinomul X*2 + X + 90 s fie divizibil cu polinomul
X=X +a.

Solutie : Fie f = X®+ X +90, g=X?— X +a. Ding| fin Z[X] deducem ca g () | f (x),
pentru orice xeZ. In particular, g (0) |f(0),g D |f(1), deci a| 90 Si al 92. Rezulti ci

al (90, 92). Avem insi (90, 92) = 2, deci ac { —2, — 1,1, 2}. Ding(— 1) |f(— 1)deducem

cia+2 | 88 deci ac { — 1, 2}. Se verifica prin calcul ca a = 2 este singura valoare
convenabila :



Revista Electronici Matelnfo.ro | SSN 2065 — 6432 Octombrie 2011

XB+ X +90= (X=X +2)x
x(XM+ XM= X®—3X = X"+ 5X°+ 7X°— 3X*— 17X°— 11X%+ 23X + 45).

Comentarii. Exista alte exemple aseménatoare : polinoamele X3+ X + 2 s5i X>+ X — 6 se
divid cu X?— X + 2, polinomul X*— X — 15 sedivide cu X?— X + 3.

8. Fiea, b, c numere reale astfel incat a< 3 si toate radacinile polinomului X° + ax?+ bX + ¢
sunt numere reale strict negative. Sa se demonstreze ca b + c= 4.

Prima solutie : Fie p, g, r valorile absolute ale radacinilor polinomului. Relatiile lui Viéte sunt
p+q+r=a, pq+qr+rp=>b, pgr=c.

Din inegalitatea mediilor se obtine

be:
EZ(E] ? Zc%’
3 3

deci a< 3 implica b< 3 si c< 1, deundeb + c< 4.

A doua solutie :Functia polinomiala f (x) = x> +ax® +bx+c aretrei zerouri reale negative,
deci, conform teoremei ui Rolle, derivata f'(x) = 3x* + 2ax+b are doud zerouri reale

negative. n particular, discriminantul ei este pozitiv, astfel cd 3b < a® <9, de unde b< 3. Din
inegalitatea mediilor se obtine ca mai sus

a 3
CS(gJ <1,

Dinc< 1si b<3sededuceb + c< 4.

9. Fie nun numar natural nenul, X,...,X., ¥,,..., Y, numere reale pozitive. Presupunem ca
z,,..., Z,,Sunt numere reale pozitive astfel incét ;Zﬂ. >XY;, pentrutoti 1<i, j<n.FieM=

=max{ z,,..., Z,, }. Sa se demonstreze inegalitatea

[M +22+...+22nj2>(x1+...+xnj(y1+...+ ynj
2n N n n '

Solutie : Fie X =max{x,...,X,},Y =max{y,,...,y,}.Inlocuind x,;, z respectiv prin

. )q ] Y. . Z| o .. v v v
. =—,y ==,z =——, putem presupune ca X =Y =1. Este suficient sa demonstram ca
X X y Y 3 JXY P Prestp
M+Z+.. 42, 22X+t X+ Y+t Y, 1
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deoarece inegalitatea din enunt rezulta din (1) si inegalitatea mediilor.

Pentru a demonstra (1) este suficient sa aratam ca pentru orice r, numarul termenilor mari
decét r in partea stanga din (1) este cel putin egal cu acelasi numar referitor la partea
dreaptd din (1). Daca r >1, atunci mu exista termeni Tn partea din (1) mai mari decét r.

Presupunem ca r <1 si considerdm multimile A= {i i<i<nx > r},B = {i L<i<ny>r }
C={ifl<i<2n,z >r}.Fiea=Card Asi b= Card B. Dacd X, y>r, atunci z,, >,/xy; >T,
deci CDA+B= {0 +BJa € A B e B}.Se verifica simplu inegalitatea Card (A + B) >

= Card A + Card B— 1. Rezulta ca numarul acelor zc mai mari decét r este =a + kt— 1. Dar
atunci M>r, deci cel putin a + b elemente din partea stanga din (1) sunt mai mari decét r, ceea
ce incheie demonstratia.

Note si comentarii. O analiza interesanta a acestei inegalitdti face Ameya Velingker, [13],
Vol. 2, No. 2. Varianta integrala este inegalitatea Prékopa-Leindler:

Daca0<A<1si f,g,h:R" —][0,00)sunr functii masurabile astfel incat

A

h(Ax+(1-1)y)=f ()" g(y)" . vxyeR",

atunci

IRH h(x)dx > (IR f (x)dx)x (IR g (x)dx)

O consecintd a acestei inegalitati este inegalitatea Brunn-Minkowski, de unde rezulta si

1A

inegalitatea izoperimetrica: dintre toate corpurile simple inchise cu acelasi volum din R",

sfera euclidiana are suprafata de arie minima.

10. Un numar real se numeste numar Cantor daca reprezentarea lui Tn baza 3 nu contine cifra
1. Sa se demonstreze ca orice numar real este suma a doua numere Cantor.

Solutie : Multimea C; anumerelor Cantor din intervalul [0, 1] se construieste astfel : Daca

L
R TER

atunci C, =(")1,.Este suficient si demonstrdm egalitatea
n=1
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C,+C, ={x+yx,yeC}=[0,2].

b
»

Fie functia f :RxR >R, f (x, y) = X+Y. Se vede pe figura ca orice paralela la a doua

bisectoare intersecteaza cele patru patrate din colturi in cel putin un punct, deci f (le Il) =

=[0,2]. Prin inductie se demonstreaza asemanator ca f (I, x1,)=[0,2], oricarear fi
numarul natural nenul n. Se deduce

[0,2] 2C,+C,=f(C,xC)) (ﬁ ﬁlnj; f(ﬁ(lnxln)j:ﬁf(lnxln):

n=1 n=1

DS
r=)
M,
I
=)
I,

n=1

11. Se considera sirul (u,) definitprin u,=u, =u, si U, U, —U, U,, =n!,n>0.S&se

n+2~n+1

demonstreze ca u, este unintreg pentru orice n.
Solutie : Calculdm primii termeni
Uu=2,u,=3U,=4-2Uu,=5-3u,=6-4-2,u; = 7-5-3.

Presupunem cd u, =(n—1)(n-3)(n-5)..., pentru n>3 si demonstram egalitatea prin
inductie. Daca formula este adevarata pentrun, n + 1 si n + 2, atunci

U < Ynila * n!_ (n+1)(n-1)(n-3)..n(n-2)(n—4)...+n! _
", (n-1)(n-3)(n-5)..
(n+1)ni+n! _ (n+2)n!

=(n+2)n(n-2)(n—-4)...,

B (n-1)(n-3)(n-5)... (n-1)(n-3)(n-5)..
ceea ce Tncheie demonstratia prin inductie.
12. S& se arate ca pentru orice neN’ si de {1, 2, 3}, existd X, X,,...,X, € z[ﬁ] astfel Tncét

0<X <X <..<X, S
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T 1 1 1
— = arctg— +arctg— + ... + arctg—.
4d X X, X,

Solutie : Folosim egalitatile tgnz =1 tg %: J2-1 tgf—2 =2-3 (1) si identitatea

arctgl=arctgi+arctg ,aeR-{-1,0} (2).
a a+1l

a’+a+l

Demonstram afirmatia prin inductie matematica.
Dacd d = 1, atunci Z[\/a} =Z.Pentrun=1seiax; =1 si afirmatia rezulta din prima

egditatedin (1) : —= arctg%. Presupunem ca existd numerele naturale x,...,x astfel incét

T
4
T

0<X <..<X, Sl 1 arctgi+ ot arctgi, Tnlocuimin (1) a= x,, substituim Tn egalitatea
X X

precedenta si obtinem o suma de acelasi tip, dar cu n + 1 termeni,

n

T_ arctg£+...+ arctgi+ arctg
4 X

1
+arctg
1 1

X2+ x +1

Avem 0< X <..<X <X +1<x’+x +1si X +Lx*+X +1eZ, deoarece Z este uningl.
Rezulta ca proprietatea din enunt este adevarata pentru orice n natural nenul.
Dacad=2,n=1,seia X =1++/2,iar daci d = 3, n= 1, atunci x1=2+\/§. Restul

demonstratiei se face la fel, folosind structura de inel a lui Z[\/a] pentru d = 2,3.

13. Sa se demonstreze egalitatea (Ramanujan) :

\/1+ 2\/1+ 3V1+4v1+... =3.

Solutie : Se considera functia f : [1, ) >R, f(x)= \/1+ x\/1+ (x+1) \/1+ (x+2)V1+....

Aceasta functie este bine definita : se fixeaza x, se trunchiaza la n radicali si se obtine un sir
strict crescator marginit superior. Tntr-adevar,

f(x)é\/(x+1)\/(x+ 2)/(x+3)... s\/2x\/3x\/K s\/Zx\Mx\/ﬁst.

Se observé cd f (x)>+xyxvx... = x. Se foloseste insé inegalitatea mai slaba f (x)= X+1.

2

Se ridica la patrat relatia de definitie si se obtine ecuatia functionala

10
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(f(x) = (x)+1.
oo X+1 . I
FoIosdes f (x+1) < 2(x+1)se obtin inegalitdtile

x.XTJrl+1§(f (x))2 <2x(x+1)+1,

ceeaceducela i(x+1) < f(x)< \/§(x+1).Se repeta acest argument si se deduce

V2
1 1
27 (x+1)< f(x)< 27 (x+1), n>1.
Pentru n— oo se obtine x+1< f (x)<x+1 de unde rezultd f(x)=x+1, pentru orice

x>1.Cazul particular x = 2 este egalitatea lui Ramanujan.

14. Sa se demonstreze inegalitatea

Inx—Iny> 2
x=y (Ix+3y

3
J , unde x, y sunt numere reae

strict pozitive, xy.

Solutie : Putem presupune, fir4 a restrange generalitatea, x>y> 0. Cu substitutia x = t°y,
inegalitatea devine

3 3
tl‘? jl > (t%l} , pentru t> 1. Q)

8(t°-1
Considerdm functia f : [1, +o0) >R, f(t) =3Int—%. Functia f este derivabila,
t+
. L 3(t-)f R :
derivata f (t)= ( 1)4 este strict pozitiva pe (1, +), astfel ca f este strict crescatoare pe
t(t+

[1, +o0), de unde rezultd f (t)> f (1)=0, pentru oricet> 1, ceea ce demonstreaza inegalitatea
(1), deci si inegalitatea din enunt.

15. Sa se demonstreze inegalitatea

a b c
+ +
b+c+1 c+a+l1l a+b+1

+(1-a)(1-b)(1-c)<1,

unde 0<a,b,c<1.

11
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Solutie : Se noteaza membrul stang al inegalitétii cu f (a,b,c).Aceasta functie este definita

pe un cub convex inchis si este strict convexa in fiecare variabild, deoarece derivata a doua a
functiei Tn raport cu fiecare variabila este strict pozitivd. Conform teoremei lui
Wei erstrassaceasta functie ia valoarea maxima 1 in cele 8 varfuri ale cubului :

(0,0,0),...,(111), caresunt puncte de extrem.

16. Se considera functia f : (0, 1) »R definita prin f (x) =1+;. Sa se arate ca :
X

In(1-x)
a) %< f (x)<1, pentru orice xe(0,1);

b) functia f poate fi prelungita prin continuitate la intervalul [0, 1].

Solutie : a) Inegalitatile %<%+ﬁ<], xe(0,1), sunt echivalente cu

X 2X

x_—1< In(1-x)< ey xe(0,1).
Consideram functiile u,v:[0,1) - R,u(x)=In(1- x)—il,v(x):z—xz—ln(l— X). Aceste
X — X —
2

functii sunt derivabile, u' (x)=—— >0,v (x) :+> 0,x e (0,1), deci functiile

(1-x) (x-2)"(1-x)

sunt strict crescatoare, astfel ca u(x) > u(O) = O,v(x) > V(O) =0,vxe (0,1), ceeace
demonstreaza inegalitatile de mai sus, deci si inegalitatile din enunt.

b) Calculdm limitele functiei f la extremitatile intervalului, folosind regula lui I’Hospital :

In(1-x)+x _ I —x i 1
X207 m(1-x) T Imx_’o(l—x)ln(l—x)—x - Imx_’oln(l—x)+2

lim =

1
2

n(1-x)+x _ li —x _
=1 yin(1-x) M1 (1-0)In(1-x)-x

lim 1

(aici am folosit faptul ca lim,_ox{nx =0).

1

_ ~ 2

Se deduce cé functia f :[0,1] >R, f(x)=1f (x),xe(0,1) este prelungireaprin
1

m
= -~

continuitate a functiei f.

12
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1
17. Si se calculeze j In xdx.
0

Solutie : Datorita simetriei graficelor fata de prima bisectoare, avem
1 0

Iln xdx = —j e*dx.

0 —o0

Acum calculele pot fi efectuate cu usurinta :

—Q0

1 0 0
J'Inxdx:—'[exdx:—eX =—(1-0)=-1.
0 —0

1

n
o N 1
18. S& se demonstreze ca limn? | x*dx = >

n—oo

Solutie : Se stie ca Iirg] x*=1. Dam o scurtd demonstratie a aceste egalitati folosind regula lui
X—>
I’Hospital :
Inx

lim, o+ % = lim, g+ X% | lim,_ o+ xlnx = lim,_ g+ —= = lim,,_4+(—x) =0,
X

deci
lim,, o+ x*=e® =1

Demonstram acum egalitatea din enunt. Fixam € > 0 si alegem 8> 0 astfel Tncét 0 <x< 9 si
[x*— 1] < & Atunci pentrun = %avem

1

n
2 X< — x‘dx =n? I X
0

n (xx*l— x)dx <n?

1
X 2n _8
X*=1dx < en’ | xdx = —.
0 2

Ot—> |
Oty |

Rezulta ca

Sl

lim (x“l—x)dx:O

n—oo

si deci
1

1
n n 1
limn? | x*dx =lim nz_[xdx=§.
0

n—oo n—oo
0

13
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x 1
19. S se calculeze _[;)dx

Prima solutie : Cu substitutia x = tg t integraladevine | In(tgt +1)dt. Sescrie

ot— |3

In(tgt +1) = In(sint +cost )—Incost

si se observa ca sint +cost = V2 cos(%—tj. Rescriem functia de integrat sub forma
IrI—2+ Incos(i—t)— Incost.
2 4

Dar peintervalul [Ojﬂ integralele functiilor Incos(nz—t] si Incost sunt egale, deci
integrala ceruta este de fapt integrala functiei InTZ peintervalul [0, %} , adica este egala cu

nin2
g

A doua solutie : Fiel integrala ceruta. Cu substitutia x = i_—u
+U

integraladevine

2

_Jl_ (1+u) In(/+u) 2du Jl.lnz In(1+u)du_|n2J1- du
_0 1+u (1+u)_0 1+u? C 3 1+u

de unde

2J1- du nln2
2 1+u’

A treia solutie : Fie functia

In xt+1
-[ x*+1

astfel ca f (0) = 0, iar integrala ceruta este f (1). Derivand sub semnul integrald, se obtine

14
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B > (Xt +1)(x° +1)

dx.

—

Descompunand in fractii simple, se obtine

2t-arctgt - 2In(tx+1)+In(x* +1) x=1 mt+2In2-4In(t+1)
2(t*+1) x=0 4t +1)

f(t)=

de unde\

In2 arctgt In t? +l tin(t+1
f(t):( )2 I t? +1
0

asadar

tin2 ¢In(t+1
f()=— -| t(2+1)dt.

0

Dar integrala din dreapta este din nou f (1), deci

Comentarii. Valoarea 0,272198 ... a integralei a fost calculata de Mathematica, dar nu se stie
prin ce metoda. Se poate demonstra asemanator ca

aln(a+ x In(2a?
I (2 z)dx— ( ) ae(O, )
y a +X 8a
20. Sa se demonstreze egalitatea
1 1 1
+ + = 24.
§n2® i T g
14 14 14

Solutie : Solutiile ecuatiei z’ =1 sunt z, = COSZ7+IS|I‘127TC 0<k<6. Solutiile ecuatiei

2+2+2+22+22+2+1=0

sunt deci z,,1<k<6. Eclar ca 21:26, 22=Z;, 23:24, deci cu substitutia z+2:y

deducem ca solutiile ecuatiei y®+ y*—2y—-1=0 sunt
2n Vi 8n
Y, = 20087, Yy, = 2cos7, Y, = 2cos7.

15
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Avem de calculat

S S SN DR SN SR S
251 -

LT . ,3T . 8 4 21
sn“— sSn“— sSn‘— 1+cos— 1+cos— 1+cos—
14 14 14 7 7 7

:4{ 1 .1 1 J_—4f'(—2)

24y, 2+4Y, 2+Y, - f(—Z)’

unde f(y)=y>+y?-2y-1 Din f (y)=3y*+2y-2, f(-2)=-1 rezulta

E-=

. A , . : f . x <
Generalizere. Calculand derivate de ordin superior ale raportul ui - deducem asemanator ca

expresiaE_ = ! + ! + ! este un numar natural divizibil cu 2*". Tntr-
n - 2n TE - 2n 3}‘5 . Zn 571:
sn®— sn"— sn®"=—
14 14 14
f ' (n_l) g
adevar, (TJ =T unde g este o functie polinomiala cu coeficienti intregi, deci pentru y

(-1 2"9(-2)
"(-2)

este un numar natural

= 2 acest raport este numar intreg. Rezulta ca E, =
divizibil cu 2*".

21. Fie P un punct interior triunghiului echilateral ABC astfel incdt PA=4,PB=3 si PC=5.
Sa se calculeze lungimea laturii triunghiului.

Solutie : Fie x lungimea laturii triunghiului echilateral. Se roteste AABC n sensul acelor de
ceasin jurul lui B cu un unghi de 60°. Fie P’ si C’ transformatele punctelor P si Crespectiv.
Triunghiul PP’B este echilateral, deci PP’ = 3. Cum APP’C are lungimile laturilor egale cu

3, 4, 5, rezulta ca unghiul ZFP'Ceste drept, deci m (£BP'C) = 60° + 90° = 150°. Din teorema
cosinusului se obtine

X2 =32+ 42 - 2.3.4c0s150° = 25+ 12+/3, .

deci x=+/25+12/3.

Comentarii. Daca distantele punctului Plavéarfurile triunghiului sunt a, b, ¢ respectiv, atunci

X_\/az+b2+02J_r\/é-x/Zazbz+2a2c2+2b202—a4—b4—c“
> :

16
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Semnul + da solutia problemei, iar semnul —corespunde situatiei in care punctul P este
exterior triunghiului.

Exista valori intregi ale numerelor a, b, ¢ pentru care x este intreg, de exemplua =57, b
=65,¢c=73,x=112.

22. Sedau n*+1 intervale Tnchise pe dreaptareala.Sa se arate ci n + 1 dintre ele au un punct
comun sau n + 1 dintre ele sunt disjuncte doua cate doua.

Solutie : Definim o relatie de ordine pe multimea intervalelor inchise. Spunem ca intervalul
[a, b] este mai mic decét intervalul [c, d] daca si numai daca b<c. Se observa ca doua
intervale sunt comparabile daca si numai daca ele sunt disjuncte. Un lant este un sir de
interval astfel incét fiecare este mai mic decat urmatorul. Se asociaza fiecarui interval
lungimea cea mai mare a unui lant care incepe cu intervalul respectiv. Dacad unul dintre aceste
numere este mai mare sau egal cu n + 1, atunci intervalele din lantul corespunzator sunt
disjuncte doua cate doua si proprietatea este demonstrata.

Presupunem ca toate aceste numere sunt mai mici sau cel mult egale cu n. Conform
principiului lui Dirichlet, unul dintre aceste numere apare de cel putinn + 1 ori. Dar
intervalele care au asociat acelasi numar nu se pot afla in acelasi lant (intervalele din stanga
au asociat un numar mai mare decét cele din dreapta).Rezultd ca oricare doua dintre aceste n
+ lintervale au un punct comun. Extremitatea din stanga de valoare maxima (sau
eztremitatea din dreapta de valoare minima&) este un punct comun celor n + lintervale.

Nota. O generalizare a rezultatului din problema precedenta este

LEMA LUI DILWORTH. FieP o relatie de ordine pe o multime cu mn + 1 elemente. Atunci P
contine un lant de lungime m+ 1 sau un antilant cu n + 1 elemente.

(Un antilant este o multime cu proprietatea ca oricare doua elemente ale ei nu sunt
comparabile).

23.Fie a,a,,...a,, ne N', numere reale strict pozitive. Sa se demonstreze urmétoarele
afirmatii :
a) daca (& +a; +..+ aﬁ)2 >(n-1)(a +a; +..+a}),n>3,atunci oricaretrei dintre aceste

numere sunt lungimile laturilor unui triunghi.

b) dacé (& +a; +...+ af)z >(n-2)(a+a; +...+a;), n> 4, atunci oricare patru dintre
aceste numere sunt lungimile laturilor unui patrulater inscriptibil.
Solutie : a) Demonstram mai intai
Lemal. Fiea, b, ce (0, «). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente :

1) exista un triunghi cu laturile de lungimi a, b, ¢ ;

17
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2) 2(a’” +b°c’ +¢’a’) > a’ +b* +c*;
3) [a-b|<c<a+b.

DEMONSTRATIE : 1) = 2) : Daca exista un triunghi cu laturile de lungimi a, b, csi aria S
atunci

2(a’h® +b*c® +c’a’)- (a* +b* +¢* )=16S" > 0.
2) = 3) : Este adevarata descompunerea
(a+b+c)(-a+b+c)(a-b+c)(a+b-c)=2(ab’+b%’+ca’ ) (@a'+b*+c*)

Daca membrul drept este pozitiv, atunci si membrul stang este pozitiv, deci doi dintre factori
sunt pozitivi, iar ceilalti doi au acelasi semn. Dacad, de exemplu, a—b+c<0si a+b-c<0,

atunci prin adunare se obtine 2a< 0, deci a< 0, ceea ce contrazice ipoteza. Se deduce ca toti
factorii sunt pozitivi, deci c<a-+b,c>a-b,c>-a+b, deunde c>|a-b.

3) = 1) : Daca aceste inegalitati sunt adevarate, atunci cercurile cu razele de lungimi asi b,
avand distanta dintre centrele lor egala cu ¢, se intersecteazd in doua puncte. Intr-adevar, daci
cercurile sunt exterioare, atunci distanta dintre centrele lor este mai mare decat suma
lungimilor razelor, iar daca un cerc se afla in interiorul celuilalt, atunci distanta dintre
centrele lor este mai mica decat modulul diferentei lungimilor razelor.

Unul dintre punctele de intersectie si centrele cercurilor sunt varfurile triunghiului cautat.

Revenim la problema si observam ca proprietatea din enunt pentru n = 3 rezulta din lema 1.
O demonstram pentru r=4:

2

(n—l)(af+a§+...+qf)<(af+a§+...+aﬁ)

2 2

2
+a+ .t aﬁ} <

2, .2, A2)? 2 .2, 22)\?
<(n1)£(a1+a22+a3] +(a1+a22+a3j +aj+...+a;‘],

unde a doua inegalitate rezulta din inegalitatea Cauchy — Schwarz. Simplificam, reducem
termenii asemenea si obtinem
2(af +ai +ai) <(af +af +af)

deci se poate construi un triunghi cu laturile de lungimi &, a,,a,. Cum expresiile din enunt

sunt simetrice, rezulta ca proprietatea este adevarata pentru oricare trei dintre numerele ay, ay,
..., @ (O demonstratie prin inductie a dat Silvia Mus&toiu”, problema séptidmanii 6 — 13
septembrie 2010).

18
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b) Demonstram mai Tntai
Lema 2. Fie ay, ap, ag, a4 (0, «). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente :

1) exista un patrulater inscriptibil cu laturile de lungimi a,a,,a,,8,;
2)(af+a§+a§+a§)2+8alaza3a4 >2(af+a§+a§+aj);

3)a +a,>[a,—a,.8,+8, >[a ~a,|.
DEMONSTRATIE : 1) = 2) Fie Sariapatrulaterului inscriptibil cu laturile de lungimi

a,a,,8,,8,51 2p=4a, +a,+a,+4a, perimetrul sau. Din formula lui Brahmagupta

s=\(p-a)(p-a,)(p-a)(p-a,)
rezulta
1657 = (& + a7 +a + &) +8aa,am, - 2(a +af + &l +af) >0,
2) = 3) Avem (af+a,f+a32+a§)2+8a1a2a3a4—2(af+a§+a§+aj ):
=(-a+a,+a+a,)(a -8+ +a,)(a+8-a+3,)(8+3,+8-a,)> 0.
Presupunem ca toti factorii sunt negativi si obtinem prin adunarea lor 4p< 0O, ceeace

contrazice ipoteza. Presupunem ca doi factori sunt negativi, de exemplu primii doi si obtinem
prin adunarealor 2(a3 + a4) < 0, contradictie. Rezulta ca toti factorii sunt pozitivi, deci a; +

a>ag-ay, & + a>—ag + &y, deunde a +a, > |a3 —a4| si similar se obtine cealalta inegalitate.

3) = 1) Construim un cerc cu lungimea razei

RZJ (a3, +a.3,)(aa, +a,a,)(aa, +8,3,)
(-a+a,+a,+a,)(a-a,+a+a,)(d+8, -+, )@ +a,+3,-a,)
si demonstram ca exista un patrulater Tnscris Tn acest cerc avand laturile de lungimi ay, ay, ag,

ay. Existd un patrulater articulat (cu lungimile laturilor constante, dar cu masurile unghiurilor
variabile) cu varfurilein punctele A, B,C,D , cu lungimile laturilor AB=4a,,BC =a,,

CD =a,, DA=a, si cu lungimea diagonalei AC = e< (0, min (&, +a,,a, +a,)), conform

ipotezei. Deformam acest patrulater modificand masurile unghiurilor, dar pastrand lungimile
laturilor, pana cand obtinem

2 (33 +33,)(aa, +3,3)

a8, +a,8,

deci
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2 2 2 2 2 2
+a’-e +a—e
aj+a;-¢ aj+ai-€

22,8, 2a;a,
de unde cos B + cos D =0, astfel ca patrulaterul ABCD este inscriptibil, avand doua unghiuri
opuse suplementare. Din cos B + cos D = 0 se obtine

L a@ia-al-a

CcOoSs ,
2(a,8, +a,a,)

iar din e = 2R sin B se obtine valoarea prescrisé a lui R.

Nota. Ultima implicatie este un caz particular al unui rezultat clasic: Daca exista poligoane
cu laturile de lungimi date a,, a,,...,a, (n > 3), atunci exista printre ele un poligon inscripti-

bil si acesta are aria maxima (Gabriel Cramer, 1704 — 1752).

Revenim la problema si observam ca proprietatea din enunt pentru n = 4 rezulta din lema 2.
Pentru n>5 demonstram afirmatia folosind inegalitatea dintre media geometrica si media
patratica :

2

(n-2)(a +aj+...+ay )< (af +a; +..+a} )

:[#+ﬁ+£+ﬁ+#+%+%+ﬁ

2
+at+.+a*| <
5 > ag anj

2, .2, 42, 222 2 a2, A2, a2
g(nz)((al +a2;a3 +a“j +[al +a2;a3+a4}+a§+...+aﬁ}

Simplificam, reducem termenii asemenea si obtinem
2(af+a;‘+a§+aj)< (af+a§+a§+af )2.

Avem insa

(a+ai+a?+a?) <(al+al+al+al) +8aa,aa,,

deci exista, conform lemei precedente, un patrulater inscriptibil cu laturile de lungimi ay, ay,
as, a4. Cum expresiile din enunt sunt simetrice, rezultd ca proprietatea ramane adevarata
pentru oricare patru dintre numerele a,, a,, ..., a,.

24. Fie ABC un triunghi, I centrul cercului tnscris, O centrul cercului circumscris si M
mijlocul laturii [BC]. Bisectoarea unghiului ZA intersecteaza dreptele BCsi OM inL si Q
respectiv. Sa se demonstreze ca Al -LQ=1IL-1Q.

Solutie : Se stie ca bisectoarea unghiului ZA si mediatoarea OM alaturii [BC] se
intersecteaza pe cercul circumscris triunghiului ABC. Cu ate cuvinte, Q este mijlocul arcului
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BC care nu contine punctul A. Din ZQBI=ZQIB = # rezultd BQ = 1Q (de fapt,
punctul Q este centrul cercului circumscris triunghiului BIC).
, _ . . BQ AC : y .
Triunghiurile BLQ si ALC sunt asemenea, deci E “1lc Aplicarea repetata a teoremei

bisectoarei Tn triunghiurile ABC si ABLconduce la egalitatile

IQ _BQ_AC_AB_Al
LQ LQ LC BL IL’

deundesededuce Al -LQ=IL-I1Q.

25. Fie O, I, H, D centrul cercului circumscris, centrul cercului Tnscris, ortocentrul, respectiv
un punct din interiorul triunghiului ABC, astfel incat BC- DA=CA-DB= AB-DC. Sa se

arate ca punctele A, B, D, O, |, H sunt conciclice daca si numai daca m(AC) =60'".

Solutie : Se observa ca punctul D este situat pe cercul Apoloniu a laturii [BC], deoarece

DB_AB
DC AC
Lafel, punctul D este situat pe cercul Apoloniu al laturii [AC]. Rezultd ca punctul D este
primul punct izodinamic, fiind interior triunghiului ABC.

Fie ALMN triunghiul podar a punctului D si R raza cercului circumscris triunghiul ui
AABC. Se stie (Mihaileanu, N. N., Complemente de geometrie sintetica, Editura Didactica Si
Pedagogica, Bucuresti, 1965) ca triunghiul ALMN este echilateral. Avem asadar

ZADB = 360° - /MDA- ZLDM — /BDL = 360°— ZMNA—-(180°- ~C)—ZBNL =
=180°+ ~C—(180°— ZMNL ) =180°+ £C—-120° = 60°+ £C.
Daca punctele AB, D, O, I, H sunt conciclice, atunci
/AIB=/ADB = 90°+%: 60°+C = C =60°.

Invers, daca C = 60°, atunci

ZADB =60°+C =120°, ZAOB = 2C =120°, ZAIB = 90° + % =120°,

ZAHB = A+ B =180°-C =120°,

astfel cd punctele A, B. D, O, |, H sunt conciclice.
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26. Fiep, R, r siry, Iy, re semiperimetrul, raza cercului circumscris, raza cercului Tnscris si
razele cercurilor exinscrise unui triunghi ABC. Sa se demonstreze inegalitatile

L RN N

Solutie : Daca Seste ariatriunghiului, atunci din S= ra(p—a),S: rp si formula lui Heron,

sededuce r,r =(p—b)(p-c).Inegalitatea mediilor ne da

i (P~b)+(p—c)_a

* 2 2

Asemanator deducem inegalitati pentru r,,r,, iar prin adunare se obtine a doua inegalitate din
enunt. Demonstram acum prima inegalitate din enunt, care este echivalenta cu

a+b+c<2r,R+ 2R+ J2rR.

Aveminsd S=r,(p-a)= % deci raméne sa demonstram inegalitatea

abc abc
a+b+c ab+c a+b-c’

a+b+c<

care rezulta simplu din inegalitatea mediilor sau inegalitatea lui Holder.

27. Sa se gaseasca toate perechile de numere reale (p,q) astfel incat inegalitatea

‘\/1— X2 — px—q‘ < \/52_1

sa fie adevarata pentru orice X e [0, 1].

Solutie : Inegalitatea din enunt se scrie

V1-x2 - \/52_13 pX+q < V1- X2 + \/52_1.

Geometric, se cere sa fie inclus un segment y = px+q,0< x<1, intre doud arce de cerc.

J2-1

Arcele sunt parti ale unor cercuri de raza 1 si centre O L \/_2 1} 0, (0, —TJ. Se arata

V2 1] ’

ca exista un singur astfel de segment. Pe primul cerc se considera punctele A(L—
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2

congruente. Tnaltimea din A are lungimea egala cu distanta de la A laaxa Oy, deci egald cu 1.
Rezulta ca distanta de la O, laAB este egala cu 1, astfel ca segmentul AB este tangent la
cercul cu centrul Tn O,. Acest segment este cuprins intre cele doua arce si deasupra intervalu-

lui [0,1]. Fiind Tnscrisintr-un arc si tangent la celalalt, rezulta ca este singurul segment cu

B(O,\/EJrl

].Avem BO,=AB= J2.1n triunghiul isoscel BO, A Tnéltimile din O, si A sunt

aceasta proprietate.

\5+1

Se obtine astfel solutia unicd p=-1,9= >

28. Se considera patru puncte cu abscisele X, x,,%,, X, pe hiperbola xy =1. Sa se arate ca

daca aceste puncte apartin unui cerc, atunci X X,x;x, =1.

Solutie : Punctele sunt conciclice daca si numai daca exista numerele reale A, B, C astfel ca

>q2+i+2A>g +ZB'£+C=O, pentrui =1, 2, 3, 4.
X X

Consideram aceste egalitati ca un sistem de ecuatii cu necunoscutele 2A, 2B, C. Acest sistem
este compatibil numai daca determinantul matricei extinse este nul :

1 1 1 1 1
X+ ox — 4o ox = 45 ox =1
X X X X X
1 1 1 1 1
X+— x, — 1 K x, — 1 |5 x, — 1

R % KT % |
1 1 1 1 1
Xt X — 4G ox = 1|5 x =1
Xs X, X X5 X
1 1 1 1 1
xj+x—§ X, Z 1 K x, . 1 Z X, " 1

X X %
1 1 e % %
=~ T 2o ||l o2 =0
XXXy XXXy )G X X
X Xe o %

Al doileafactor este un determinant Vandermonde, deci este nenul. Rezulta ca primul factor
este nul, asadar x X, %X, =1.

29. Un poliedru cu m + n fete are mfete patrulatere si n fete triunghiuri. Se stie c& in fiecare
varf se intdlnesc exact patru fete. Sa se arate ca n = 8.
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Solutie : Fie V numarul de varfuri, M numarul de muchii si F numarul de fete ale poliedrului.
Formulalui Euler ne da V —M + F = 2. Conditiile problemei implicd 4V =2M =4m+ 3n,

F =m+n, deunde 4(V—-M +F)=—(4m+3n)+4(m+n)=n=4.2=8.

Comentariu. Daca poliedrul are si p fete pentagonale, iar in fiecare varf se intalnesc exact
patru fete, atunci n— p =8.Dacad poliedrul are fetele triunghiuri sau patrulatere si in fiecare

varf se intalnesc exact trei fete, atunci m=3,n = 2, iar daca in fiecare varf se intalnesc exact
cinci fete, atunci n—2m= 20.

30. Tntr-un tetraedru OABC cu muchiile de lungimi OA=BC =a,0B = AC =b,
OC = AB =, fie A; si C; centrele de grutate ale triunghiurilor ABC si AOC, respectiv. Sa se
demonstreze ca daca OA L BC,, atunci a*+c* = 3b’.

Solutie :Alegem origineain O si identificam, pentru simplitatea scrierii, vectorii de pozitie cu
A+B+C A+C

punctele corespunzatoare. Avem A = 3 ,C = 3

,A-(C,—B)=0. Rezultd

(A+B+C)-(A+C-3B)=0,
care este echivalenta cu

a’ +c?—3b? + 2accosB - 2abcosC — 2bccos A= 0.

Se aplica teorema cosinusului in AABC si se obtine
2bccos A= Db*+c® —a®,2accosB = a® + ¢ —b?, 2abcosC = a* + b* - ¢2.
Prin eliminarea functiilor trigonometrice se deduce a®+c?® = 3b°.
31. Sa se arate ca niciun numar Fibonacci f, cu nimpar nu are factori primi de forma 4k + 3.
Solutie : Congruenta x* =—1(mod p) are solutii dac si numai dacd p=1(mod4).
Numerele lui Fibonaccif, satisfac identitatea lui Cassini
n+l

f2—f . =(-)""n>1

Aceasta formula poate fi demonstrata prin inductie sau se pot folosi determinantii. Numerele
lui Fibonacci sunt generate de ecuatia matriciala

1:n+1 fn 1 1 "
= ,n>1.
f o f.) (10

Calculand determinantii se obtine identitatea lui Cassini.
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Presupunem cd existd un numar prim p=3(mod4) astfel incét p|f, ,,n par. Atunci din
identitatea lui Cassini se obtine

f.2=—1(mod p),
ceea ce este imposibil.

32. Sa se arate ca exista o infinitate de numere mai mari decét 1 care se repeta de cel putin
sase ori n triunghiul lui Pascal.

Solutie : Se considera ecuatia

n-1

t:Crr]nil:Cm 3Sm<7

n-1?

Dacd ecuatia are o solutie, atunci numarul t apare de cel putin sase ori In triunghiul lui Pascal

de doud ori n linia t, de doua ori n linia n (coloanele m— 1 si n-—m+ 1) si de doua ori in linia
n— 1 (coloanelemsi r—mr—1).

Ecuatia are solutiile : m= f, ,f, ,n=f, f, ,,k>2 Intr-adevar, din C™ =C", rezulti

n! _ (n-1)!
(m-1)!(n-m+1)! mi(n-m-1)!’

mn=(n—-m+1)(n—m).
Aceasta egalitate este verificatd de perechea (m,n) demai sus:

For s Fore o Focr = (For Faos = Farca Fore + D) (Far Fora = Forc o Fo )=

=(fu(Faea— fan) D) (Fa (Faa— fa))= (o +1) for,
deunde f,,_,f,., =f; +1 careesteidentitatealui Cassini din problema precedenta.

Comentariu .Pentru k = 2, se obtine t = 3003, valoare care apare de opt ori in triunghiul lui
Pascal, dupa cum rezulta din egalitatile

6 _~8 _~5 _~I0_~2 _~T6_~l _ ~3002
C14 = C14 = C15 —C15 = C78 = C7s = Csoos =C

3003 *

v v v 5 6 o ~ . .
33. S se arate ca numarul 3*" + 4°" este produsul a doud numere intregi, fiecare dintre ele
mai mari decat 10°°%,

5641 5641

Solutie : Numarul dat este de forma m* +%n4, undem = 3% gin = 47+ =2"2",

Concluzia rezultd din identitatea
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.. n 2 n® 2 n®
m'+— =|m+mn+— |[m*—m+—
4 2 2

si din inegalitatile

2 541 51 ‘ 5+( 5 ’
mz_anrg S n(g_mj: 22 { 2_34J> 22(22_224}:

6
-1
5— -512

_ 5 512 10»iﬂ 512 105" 1050 35 350 2002
=222 2 12 =2-2>2°2">10"10 >10

v v v n+1 n * .
34. S& se arate ca numarul 5° +5° +1, neN’, nu esteprim.

. v n . n+1 n
Solutie : DacAm=5°", atunci 5°° " +5° + 1 =m°+m+1= (m? + m+1)(m’—m’ +1)
este produsul a doud numere naturale mai mari decét 1, deci nu este prim.

v v - v v n .
35. S& se arate ca pentru orice numar natural n nenul, numarul 33"+ 1 are cel putin 2n + 1
factori primi, nu neaparat diferiti.

Solutie : Inductie dupa n. Afirmatia este evidenta pentru n = 1. Din identitatea
B 1= (374 1)(32%" — 8" 4 1)

o v - . v v v v 2n n
rezultd c& este suficient s demonstrdam c& numarul 323 — 3% + 1 este compus pentru
oricen = 1. Acest fapt rezulta din descompunerea

341

293 1= (3" +1) -3 3 =(3¥"+1-3 2 (¥ +1+32 )

ceea ce incheie demonstratia prin inductie.

36. Numarul 2% are nou3 cifre distincte. S& se géseasca cifra lipsa, fard a calcula
efectivnumarul.

Solutie : Orice numar este congruent modulo 9 cu suma cifrelor lui. Observam ca
0+1+2+..+9=45=0(mod 9).

Pe de alta parte,

229 =22 . (-1)°= —4 (mod 9),

de unde rezulta ca cifra lipsa este 4.

Observatie. Avem Tntr-adevar 2% = 536870912.
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37. Sa se demonstreze cd pentru orice numar prim p> 17, numarul p* —1 se divide cu 16320.

Solutie : Avem factorizarea 16320 = 2° 3 - 5. 17. S& observdm cd p®? —1 = (p®)’- 1 este
divizibil cup® — 1.Rezultd cdp>? — 1 estedivizibil cup? — 1, p* —1sip'® — 1. Din
teoremalui Fermat rezultd cd p? —1 = p3~! —1sedividecu3,p* —1=p>1 —1se
divide cu 5si p'® —1 = p'”’~! — 1 se divide cu 17. Aici am folosit faptul ca p, fiind prim si
mai mare decéat 17, este prim cu 3, 5 si 17.

Mai riméne sd aratam ca p32 — 1 estedivizibil cu 2. Evident, p esteimpar, p=2m+ 1,
cu mintreg. Atunci p3? —1 = (2zm+1)3? — 1. Dezvoltand cu binomul lui Newton, se
obtine

(2m)* +CL (2m)” +...+C% (2m) +CL (2m).

Tn aceastd suma toti termenii, cu exceptia ultimilor cinci, contin o putere a lui 2 mai mare sau
egala cu 6. Pe de alta parte, este simplu sa verificam ca inh suma

C5 (2m)°+C% (2m)" +C2, (2m)’ +C2 (2m) +CL, (2m)

Primul coeficient binomial este divizibil cu 2, a doileacu 22, a treileacu 23, a patruleacu
2% si al cincilea 2°. Rezulti ca aceastd suma se divide cu 2° si deci p3? —1 =

= (zm +1)3* — 1 sedivide cu 2°, ceea ce Tncheie demonstratia.

38. Sa se demonstreze ca pentru orice numar natural n> 2, exista o multime Sde n numere
intregi astfel Tncét (a—b)2 divide ab pentru oricare doud numere distincte a, beS

Solutie : Se demonstreaza afirmatia prin inductie dupa n.
Dacan=2,seiaS={0, 1}.

Presupunem ca pentru un n> 2 exista o multime S, cu proprietatea data. Fie L cel mai mic
multiplu comun al numerelor (a— b)2 si ab, pentru toate perechile (a, b) de numere distincte
din S,. Definim

S,.={L+alaesS,}U{0}.

Multimea S, +1 contine n + 1 intregi nenegativi, deoarece L> 0. Fie a, be S+, distincte. Daca
unul dintre aceste numere este 0, atunci (a— b)2 divide ab. Daca ab= 0, atunci

(L+a)(L+b)zabzO(mod(a—b)z),

astfel ca (( L+a)—(L+ b))2 divide (L+a)(L+b), ceea ce incheie demonstratia prin inductie.
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39. Sé se arate ca pentru orice numar natural nenuln, numarul solutiilor Tntregi ale ecuatiei
X® + Xy + y? = n este finit si multiplu de 6.

Solutie ; Din
2n=2X" +2xy +2y° = x> + y* + (X+ y) 2 x+y?

rezultd ca orice solutie a ecuatiei se reprezinta in plan printr-un punct de coordonate intregi
din interiorul cercului cu centrul in origine si raza /2n, deci numarul acestor solutii este finit.

Se observa ca

X2+ xy+ Y2 = (x+y) 4+ (x+ y) (-x)+ (-x ),

deci din orice solutie (X, y) a ecuatiei date se obtine o noud solutie (x+y,—x).Repetand
procedeul, se obtine un ciclu de lungime 6

(% ¥), (x4 Y, =%), (V=X =Y), (X =y )s (%= Y. ), (=¥, X+ Y ).

Toate aceste solutii sunt distincte, deoarece x si y nu pot fi ambele nule .Multimea solutiilor
ecuatiei date poate fi partitionata in cicluri de lungime 6, deci cardinalul acestei multimi este
multiplu de 6.

Comentarii.1) Putem folosi algebra liniara pentru a demonstra ca solutiile dintr-un ciclu sunt
distincte. ntr-adevar, avem

X+y) (1 1)(x
-x ) \-1 o)ly)’
deci solutiile dintr-un ciclu pot fi scrise ca vectori coloana
1 1)\
*| k=0...5.
-1 0) \y
Valorile proprii ae matricei
1 1
A=
o

2ri 2ri
sunt @6 si @ ¢, deci pentru k=1,2,...,5, matricea A“ nu poate avea va oarea proprie 1,

deci

28



Revista Electronici Matelnfo.ro | SSN 2065 — 6432 Octombrie 2011

2) Factorizam in multimea de intregi algebrici Z[w], unde w este o radacina cubica primitiva
a unitatii
X2+ Xy+Yy° = (X—oa)(x—(ozy): (x+y)-o (—y))((x+ y o’y ))

Ecuatia din enunt este simetrica, deci dintr-o solutie (x, y) se obtine o noua solutie

(—y, X+ y).Se obtine astfel un nou ciclu de lungime 6 :

(% ¥): (=¥ X+ ), (X= ¥, %), (=%, =Y ), (. =X = ¥ ), (X+ Y, =),
care este ciclul anterior, dar n ordine inversa.

3) Simetria (X, y) <> (y, x) poate fi folositd pentru a demonstra cd in anumite cazuri numarul

solutiilor intregi ale ecuatiei este divizibil cu 12. Acest fapt nu este insa totdeauna adevarat,
de exemplu pentru n = 1 exista exact 6 solutii.

40. Sa se gaseascd toate solutiile intregi ale ecuatiei x* +615= 2",

Solutie : Avem factorizarea 615 =3 - 5 - 41. Numarul 2 nu este patrat modulo 3 (sau mod 5),
deci n trebuie s fie par, n = 2m, meN. Atunci 615= (2" - x)(2" + x). Numarul 615 poate fi

scrisn patru moduri ca produs de doua numere naturale :
615=1-615=3-205=5-123=15-41.

Cum (2" - x)+(2" + x) = 2™, suma celor doi factori trebuie sé fie o putere a lui 2, ceea ce

areloc numai pentru descompunerea 615 =5 - 123. Se obtin solutiile x = +£59,n = 12.

41. S& se arate c& numarul 5% + 1 se divide cu 641.

Solutie : Avem 5%— 2% = (5 — 2)(5 + 2)(5% + 2%)(5* + 2%)(5° + 2%)(5* + 2'°) se divide cu 641
=54+ 2" Numarul 22 +1=2%8.2%+ 1=2802".5+1-5%+1=

=2%2".5+1)-[(2" 5)— 1] = (2" 5+ 1)[2%— (2"- 5 — 1)(2** 5% + 1)] sedivide cu 641 =
2’5 + 1. Rezultd ca si numarul 5% + 1 = (5%~ 2%) + (2% + 1) se divide cu 641.

42. Se considerd numerele p=2% 1071+ 1, x=2°+ 22 y=2°+ 2* + 23+ 1, u=2— 22+ 1,
v=2"+2"+ 2%
a) S& se verifice egalitatile : — xu +yv = 21° xv+yu = 1071%sip = x*+ y?

b) S& se deduci faptul ca F, = 2°*+ 1 sedivide cu p.
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Solutie : a)Folosim reprezentarea 1071 = 2'° + 2° + 2°- 1, ceea ce reduce verificarea
egalitatilor la compararea unor sume algebrice de puteri ale lui 2. Sa verificam, de exemplu,
ultima egalitate :

+ 2%+ 22+ 2020+ 28 + 22 2 1=,

b) Din 232 + 1071* = (—xu+yv)*+ (xv+yu)? = (x*+ y?)(u? + v?) rezultd
1071* = —232 (mod p). Dar 2% - 1071 = —1 (mod p), deci 232 . 1071* = 1 (mod p),
deunde232 . (—23%) = —26* =1 (mod p).

Note. Factorul p al numarului Fg a fost gasit de FortunéLandry (12 iulie 1880), lavéarstade
82 de ani. Metoda de factorizare nu a fost descrisa de catre autor. O reconstructie a tehnicilor
de factorizare folosite de Landry se face in articolul Williams, H. C., How was F¢ Factored,
Mathematics of Computation, Vol. 61, No. 203, July 1993, pp. 463-474.

43. Cate triunghiuri necongruente au lungimile laturilor numere naturale si perimetrul de

lungimeneN" ?

Solutie : Fiet (n) numarul trunghiurilor necongruente cu lungimile laturilor numere naturale
si perimetrul de lungime n. Sirul {t(n)} este sirul lui Alcuin :

n 012 3 456 7 8

t(n) 000101121

Se construieste un triunghi oarecare cu latirile de lungimi (a,b,c) plecand de latriunghiul cu
|aturile de lungimi (1,1,1) :

(ab,c)=(111)+a(0,11)+ B (L11)+y (1L12),

unde o =,b—ap =a+b-c-1y =c-b. Din 20 +3p +4y =a+b+c—-3=n-3,se vede ca
t (n) este egal cu numarul de reprezentari ale lui n ca suma de 2, 3 si 4, abstractie facand de
ordinea termenilor. Functia generatoare a acestui Sir este

X3

(1— xz)(l— XS)(l— x4)

A o 1
Intr-adevar, fiecare factor T

- X
produsul acestor serii este o0 serie cu termenul general cautat, factorulx® de la numérétor
avand rolul de deplasare, intrucat nu se cauta reprezentarile lui n, ci ale lui n— 3.

=t(0)+t(1) x+t(2)x* +...

ke{2,3,4}, estesumaunei serii geometriceinfinite, iar

Se descompune functia generatoare in fractii simple
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_1+13_1_1_x+1+x+2
24(x-1)° 288(x-1) 16(x+1)° 32(x+1) 8(x*+1) 9(x*+x+1)
Cu formula binomului pentru exponenti arbitrari, primii patru termeni pot fi scrisi

1 & (-3 n 13 & 1&(-2 13 n
= —l n__=—% n_ - n_ _— _l n.
24§(n)( ) X 2884 16n_0(njx 32;( ) x

. . . _k n n+k_1 .. . .
Folosind identitatea . (-1) = . . coeficientul lui x" devine

288 16

1 [n+ 2j 13 1 (1) (n+1) 1 (1) = 6n2+18n—1—18n(—1)“—27(—1)”_

24| n 32 288

Tnmultind ultimii doi termeni cu 1— X2, respectiv 1— x, se observa ci se poate exprima

coeficientul lui x" modulo 12 folosind o constanta % unde c este dat de tabel ul

nmod12 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

c 7-17 1 25-17-1725 1-177 11

Se obtine astfel formula

n> c-7
—+——, n par
t(n): 48 72
(n+3)2 c-7 n impar
48 72 P

44, Se considerd 2n numere naturale nenule distincte mai mici sau egale cu n® (n> 2). S& se
demonstreze ca exista trei diferente a —a, care sunt egale.

Solutie : Presupunem ca a, < a, <...< &,,Si consideram diferentele a, —a,,a,—a,,...,
a,, —a,, ,. Daca printre ele nu exista trei egale, atunci
(a,—a)+(3—a, )+t (B — 8y )2 1+1+ 2+ 2+ ..+ (N-1)+ (N-1)+n=n2

Pe de alta parte, aceastd suma este egald cu a,, —a,, deci este cel mult egald cu n* -1,
contradictie.

45. O piesa este mutata in planul de coordonate plecand din punctul (1, 1) dupa urméatoarele
reguli :

(a) din orice punct (a,b) piesapoate mutain punctul (2a,b) sau (a,2b);

(b) din orice punct (a,b) piesapoate mutain punctul (a—b,b), dacd a>b saun punctul
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(a,b—a),daca a<b.

Sa se determine toate punctele de coordonate intregi pozitive (x, y) care sunt accesibile
pentru piesa.

Solutie : Se demonstreaza ca punctul (x, y) este accesibil pentru piesa daca si numai daca
cmmdc(x, y) =2° pentru un numar natural s.

Conditia este necesara : intr-adevdr, din cmmdc( p,q)= cmmdc( p,q— p) se vede cé
numarul divizorilor comuni impari este invariant la cele doua transformari. Cum acest numar
este egal initial cu 1, rezultd cmmdc (X, y)=2° pentru un numdr natural s.

Conditia este suficienta : presupunem ca cmmdc(x, y) = 2° si alegem dintre toate perechile

(p,q) dincare punctul (x,y) este accesibil, opereche care minimizeazd p+0q. Numerele
p,qsunt impare, altfel (p/2,q) sau (p,q/2)ar contrazice minimalitatea. Dacd p > g,
atunci (p, ) este accesibil din ((p+)/2,q), din nou contradictie. Similar, p < qeste
imposibil. Sededuce p =g, dar p,qgsunt impare si cmmdc( p,q) este o putere alui 2, deci

p=q=1 astfel c punctul (x,y) esteaccesibil.

46. Dacd 1< x<4 si 2< y<6, careeste probabilitateaca x+y>5?

Solutie : Avem aici un exemplu de probabilitate geometrica. Regiunea posibila este
dreptunghiul cu varfurilein punctele (1,2),(1,6),(4,2),(4,6) si aria (4-1)(6—2)=12.Din

acest dreptunghi dreapta x+y =5 “taie” triunghiul cu varfurile in punctele (1,2),(1,4),(3,2)
(3-1)(4-2) . . . o "
si aria Yy - 2 (regiuneanefavorabild). Rezulta ca probabilitatea cautata este egala

12-2 5
cu——==,
12 6

vvvvv

\/2+«/§s|v+vv|.

Solutie : Cele n radacini sunt distribuite simetric n planul complex, deci putem presupune,
fara a restrange generalitatea, ca v=1. Trebuie sa determinam probabilitatea ca

|1+vv|2 :|1+cose+i5in9|2 =2+2c0s0 > 2+ \B.
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Acest fapt este echivalent cu cosd 2%, deci |e|s%. Cum w1, avem

0= i&,ls k< U‘—Z} Exista 2[1} astfel de unghiuri, deci probabilitatea este egala cu

n 12
[ :l
12

n-1

48. Se aleg doua numere reale, aleator, uniform si independent din intervalul [—a, a], aeR.
Care este probabilitatea ca produsul lor sa fie strict mai mare decat suma lor?

Solutie : Ecuatia Xy = X+ Y, echivalenta cu (x—l)(y—l) =1, este ecuatia unei hiperbole, care
imparte patratul —a< x<a,—a< y<a indoud sau trei parti.

Prima parte contine varful(—a,—a), in care xy—x—y=a*+2a> 0. In aceasta parte

Xy > X+ y.Aceasta parte este limitatd de dreptele x=-a,y=-a si de curba y=1+ il pe

. a .
intervalul —a < x<—1,deoarece y>—a. Eaarearia
a+

a

a+l
j (a+1+iljdx: a’+2a- 2In(a+1).
X_

—-a

A doua parte contine varfurile (-a,a) si (a,—a) Tncare xy—x—y=-a’ <0. Tn aceasta
parte, Xy < X+Y.
A treia parte nu existéd, dacd x< 2. Dacd a> 2, ea contine varful (a,a), in care

Xy—x—y=a’-2a> 0. In aceastd parte Xy > X+ Y. Aceasta parte este limitati de dreptele

X=a,y=aside curba y=1+i1 peintervaluli< X< a, deoarece y< a.Eaarearia

j (a—l—ijdx: a’-2a-2In(a-1).
A x-1

a-1

Regiunea patratului in care xy > X+ Yy arearia
a’+2a-2In(a+1),daca 0<a<?2,
2a’ -2In(a*-1),dacd a>2.
Avria patratului este egald cu 4a”, deci probabilitateaca xy > X+ Y, cu x, y uniform distribuiti

n interiorul patratului, este egala cu

33
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In(a+1
1-|-i—(—2), dacd O<ac< 2,
4 2a 2a

In(a®-1
1—(—2), daca a> 2.
2 2a

49. O podea dreptunghiulara este acoperita cu dale de gresie de dimensiuni 2x2 si 1x4. O
dala se sparge, dar exista alta disponibila din celalalt sortiment. S& se demonstreze ca
podeaua nu poate fi acoperita prin rearanjarea dalelor.

Solutie : Se marcheaza patratele podelei Tncepand cu coltul din sud-vest ca in figurd. O gresie

4x1 acopera totdeauna 0 sau 2 patrate marcate, iar o gresie 2x2 acopera totdeauna un
singur patrat marcat. De aici rezulta ca nicio dala de gresie nu poate fi inlocuita cu o dala de
celalalt fel.

50.Exista 10000 de numere de 10 cifre astfel incat toate numerele sunt divizibile cu 7 si orice
numar poate fi obtinut din alt numar schimband ordinea cifrelor?

Solutie : Sa numim echivalente doud numere care pot fi obtinute unul din altul prin
permutarea cifrelor. Toate numerele echivalente intre ele alcatuiesc o clasa. Exista clase cu
un singur element, de exemplu 1111111111, exisa si o clasa cu 10! elemente, clasa numarului
1234567890. Fiecare clasa este unic determinata de cele 10 cifre ale unui element oarecare al
ei, unde repetarea cifrelor este permisa. Numarul de moduri in care putem alege 10 cifre este

egal cu numarul de moduri Tn care putem pune 10 bile Tn 10 urne etichetate 0, 1, 2, ..., 9, deci
0

esteegal cu C;, = 92378.Exista [g} =1428571428 multipli de 7, deci exista, conform

principiului lui Dirichlet, o clasé care contine cel putin

[M} =15465multipli de 7.

Réspunsul la intrebarea din enunt este deci afirmativ.

Sursa problemelor :

[1] : 3,40; [2] :30,49; [3] : 2, 33,34, 35,44, 45; [4] : 5, 16, 27, 28, 36, 37, 47; [5] : 34; [6]
:50; [7] - 4;[8] : 1, 15, 21, 22, 31, 32, 43; [9] : 9; [10] : 4; [11] : 8, 13, 30;[12] : 29; [14] : 6,
23,41, 42;[15] : 20; [16] : 47, 48.
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In ciutarea piramidei perfecte

De regula percepem o problema ca fiind frumoasa daca fractiile se simplifica,
radicalii se extrag exact, rezultatele sunt numere intregi, etc. De aceea ddm
urmatoarea definitie:

O piramidi patrulateri regulati se numeste piramida perfecti daci latura
bazei, apotema piramidei , indltimea ei si muchia lateralid sunt numere naturale.

In cele ce urmeaza vom nota lungimea laturii bazei cu 2x , indltimea piramidei
cuy si apotema piramidei cu a si muchia laterald cu m , ca in figura de mai jos:

PIRAMIDA
PATRULATERA
REGULATA
PERFECTA
( daca x, y, a, m sunt
numere naturale)

Presupunem ci existd numerele naturale x, y, a, m adica exista o piramida
patrulatera regulata perfecta.

-Cu teorema lui Pitagora putem scrie relatiile :

{Xz+y2=a2 ,
T e @y @ty =m-a)-(m+a)=x’ R
X“4+a’=m

‘Deoarece m si y sunt numere naturale si y<m , exista un numar natural k astfel incat :
m=k+y (R2)

-Inlocuind (R2) in (R1) obtinem :

@a-y)-@+y)=(k+y-a) (k+y+a)=x" (R3)

‘Numerele a—y si a+y sunt de asemenea naturale ; le vom nota astfel :
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{a_y:r (R4)

at+y=s
-Cu notatiile (R4) relatia (R3) se scrie astfel :

r-s=(k-r)-(k+s)=x> (RS

‘Din (RS5) rezulta ecuatia de gradul II cu necunoscuta k
k> +(s—1)-k=2rs=0 (R6)

care are discriminantul

A=(s—1)° +8rs=(s+1)° +4rs=j> (R7)

unde j este un numadr natural deoarece in caz contrar solutia k nu ar putea fi nr.natural.

‘Pentru a analiza relatia (R7) avem nevoie de solutiile ecuatiei diofantice

X-Y=A-B (osolutie este un sistem de 4 numere (A, B, X, Y).

mTeoremal :
Daci A=u-v si B=u'-v atunci o solutie a ecuatiei X-Y =A-B este

X=u-u
Y=v-v
Orice solutie a ecuatiei este generatd de o factorizare potrivita a numerelor A 5i B m

-Incepem analiza relatiei (R7) observand ci ea este echivalenti cu :
(J+s+r1)-(j—s—r)=4rs (RSY)

‘Deoarece numerele j+s+1 si j—s—r au aceeasi paritate $i anume paritate para
solutia ecuatiei (R8) se scrie :

r=u-v
s=u-v

: . (R9)
j+s+r=2u-u

j—s—r=2v-v
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‘Adunand ultimele 2 relatii de la (R9) rezulta:
j=u-u +v-v  (R10)

‘Folosind (R9) si (R10) in relatia (R7) : (s+1)> +41s=j’
obtinem:

(u-v+u-v) +4uvuv =(u-u +v-v)’
care se poate scrie in mod echivalent :
(u+uv)>—(u -vv)*=0 (RI11)
‘Relatia (R11) implica

1 uw+uv +uu —vv =0 sau
II w+uv —uu +vv =0

‘Ecuatia I se scrie sub forma u-(u +v) =v -(v—u')cu solutiile (conform teoremei 1)
date de formulele :

V'=h'i' u=hhy

v—u =hi yoi+h)

............... - 2 (R12)
u=hh' g =1zh)

' ot 2

u +v=11 V'zh'i'

‘Ecuatia II se obtine din ecuatia I prin inlocuirea lui u cu v sialui u'cu v’ siinvers ;
de aceea solutiile ecuatiei II sunt :

v=hh
u:1-(1 +h)
2 (R12)
i -h)
=—
u =hi

-In ambele cazuri I si Il conform primelor doua relatii din (R9) si folosind
(R12) 51 (R12) rezulta :
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r:uV:hhl-(l +h)
2

sy oih -G -h)
2

‘Din (R5) rezultd rs=x" adici:
Ph?.ih-(2—h?)=(2x)° (R13)

‘Notam (2x)° : (i*h?) =n’ ; din consideratiile ficute pand acum, putem formula
urmdtoarea teoremad:

mTeorema 2:
Daca exista o piramida patrulatera regulata perfecta atunci ecuatia diofantica

i'h-(i>-h’)=n’ (R14)

are o solutie nebanald (n#0) In multimea numerelor naturale m

‘Notand necunoscutele ecuatiei (R14) cu x, y, z trecem la ultima parte a acestui studiu.

Studiul ecuatiei diofantice ih-(i”°-h*)=n’

‘Notim cu H = {(x,y,z)‘ xy(x* —y*) =2z’ ; X,y,z numere naturale nenule}

multimea solutiilor nebanale (z#0) ale ecuatiei diofantice

xy(x*-y)=2z" (RI5)

‘Fie (x,y,z) o solutie nebanald (adicd H # ¢ ) care existd conform teoremei 2.



Revista Electronica Matelnfo.ro ISSN 2065 — 6432 Octombrie 2011

(A) Putem presupune ca x si y au parititi diferite;
‘Daca x §i y au aceeasi paritate consideram tripletul (x1 Y1 Zl) definit cu
formulele de mai jos :

X :—X+yeN

acest triplet este o altd solutie nebanald a ecuatiei xy(x° —y’)=2z".
‘Verificarea faptului cd tripletul (x1 Y1524 ) este solutie :

Tripletul (x,y,z) verificd ecuatia x y(x° —y~) = z* deoarece (X,y,z) este solutie .
Dar x=x,+y, siy=x,-vYy,.

Inlocuind x §i y in ecuatia xy(x*> —y’) =2z obtinem

(x, +y)(x, —y)Exy,)= 7%,

Deoarece x, i y, sunt numere naturale nenule diferite rezultd z=2z, #0 s1 z, e N
Mai rezulti relatia x, y, (x,” —y,”) =z, si deci ecuatia e verificati de tripletul de

numere naturale nenule (x1 Y152, )

‘Dacd noul triplet (Xl,yl,zl) are X,si y,de paritdti diferite ne oprim ;

dacd x,si y, au aceeasi paritate, consideram un nou triplet

X, +
XZ — 1 YI
2
X, — . y .
y, = X171 care de asemenea este o alti solutie nebanala a ecuatiei (R15)
Z
22 = ?

‘Deoarece sirul de numere z,z,,z,,...este un sir strict descrescator de numere
naturale, rezulta ca el este finit si deci Tn mod sigur obtinem la un moment dat o
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solutie (xn Vs Z, ) cu x, sl y, de paritati diferite (pentru ca In caz contrar construim

un sir infinit de solutii cu z natural strict descrescator ceea ce e imposibil).
-Am stabilit ca daca avem o solutie (X,y,z) nebanald a ecuatiei (R15) adica
H # ¢ atunci putem presupune cd x §i y au parititi diferite .

(B) Constructia unei noi piramide patrulatere regulate perfecte .

‘Deoarece H # ¢ alegem acea solutie (construita anterior)(x,,y,,z,) € H
astfel Incat x,si y,sa aibd paritati diferite ; dacd x,si y,au factori primi comuni ,
construim o solutie (x',y',z') astfel incat x si y sa fie numere relativ prime si in
acelasi timp sd aiba paritati diferite.
‘Fie p un factor prim comun ; atunci: X, =p-Xx $i y, =p-y ;inlocuind in
ecuatia (R15) obtinem :

pxpy (p’x? -p’yH =z < xyx?-y?)=zundez =%

‘Procedand astfel putem elimina toti factorii primi comuni ai lui x,$i y,
pastrand paritatea lor deoarece numerele prime eliminate sunt toate impare.

‘Fie deci (X', y',z') o solutie a ecuatiei (R15) cu x si y de parititi diferite iar
X si y numere relativ prime ; atunci x si X~ —y °sunt de asemenea relativ
prime ;daci un factor prim comun p divide pe x si x> —y *atunci el divide si pe y'

ceea ce nu este posibil .Analog rezultii cd y si X * —y ° sunt relativ prime.

‘Deoarece
Xyx’?-y*)=z" (R16)
si cei trei factori X , y'si X~ —y~ sunt numere relativ prime (oricare doud), rezultd
ca cel trei factori sunt patrate perfecte .
Rezulti x =X*> , y=Y> si x’-y’=X'-Y*
iar ecuatia (R16) devine :

X°Y*(X* =YY=z (R17)

unde avem in continuare faptul ca X si Ysunt relativ prime si de paritati diferite.

'2

Notim 7> = #; ecuatia (R17) devine :

X'-Y'=Zo X-Y)X'+Y)=2Z RIS
( X ) (R18)

‘Avem in continuare faptul ca X ,Y si Z sunt relativ prime (oricare doua)
iar X §1 Y sunt de paritati diferite
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-Z este impar deoarece X si Y sunt de paritdti diferite.

Din (R18) rezulta :

‘Deoarece Z este impar , un factor prim p al lui Z nu poate sd divida
simultan ambele paranteze X* —Y* si X* +Y* deoarece atunci ar divide suma si
diferenta parantezelor adici pe 2X*si pe 2Y *adici pe X si pe Y
(factorul prim p este impar deoarece Z este impar) ;

‘Rezulta cd exista doud numere relativ prime impare Z, si Z, astfel incat :

Z,-72,=7 (R19)
si
X -Y*=2Z;
(R20)
X*+Y? =73

‘Pare ca ne-am intors la relatiile (R1) de la inceputul acestui studiu ; totusi nu
este asa ; scriem relatiile din nou si le compardm cu (R20)

{X2+y2:a2 . {XZ—Yzzzf

(R1) si (R20)
2 X>+Y? =272

X2+8.2 =m

‘Relatiile (R20) se mai pot scrie :

Y2 +7? =X?
(R21)

Y +X* =73
‘Comparand (R1) cu (R21) schimbam notatiile astfel:

Y =x jumatatea laturii bazei noii piramide

X =a’ apotema noii piramide
e Lo (R22)
Z, =y TInaltimea noii piramide

Z, =m’' muchia laterala a noii piramide
-Analizand membrul drept al relatiei (R13)
i’h?-ih-(i* —h*)=(2x)*> din acest studiu

observam ca dea lungul rationamentelor el a fost transformat prin impértiri succesive
A v . 2 . .. ..
in numarul impar Z°; deci Z* divide 4x° de unde rezulta ca Z* divide pe x”.

7
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‘De aici rezulta faptul cd Z divide x ; rezultd n continuare ca:
Z<x (R23)

‘Folosind (R22), (R20), (R19) si (R23) (in aceastd ordine) putem scrie
urmatoarele inegalitéti:

2x 2 =2Y?=275-7} <7’ -1<x’ -1<2x’

‘De aici rezulta ca noua piramida perfectia construiti are
latura bazei 2x’ strict mai mici decat latura bazei piramidei initiale 2x .

-Aplicand noii piramide procedeul de constructie descris 1n acest studiu obtinem
a treia piramida perfectd care are latura bazei si mai mica decat 2x ;continuand
constructia descrisd obtinem un sir infinit de piramide perfecte.

-Astfel obtinem un sir infinit de piramide perfecte cu laturile bazelor un sir
infinit strict descrescitor de numere naturale ;dar aceasta este imposibil .

Deci presupunerea ca exista piramide patrulatere regulate
perfecte este falsa .

Consecinte:
Cu toate ca avem o concluzie negativa si anume ca nu exista piramide
patrulatere regulate perfecte totusi putem determina pe baza rationamentelor efectuate,

piramide In care indltimea y, apotema a si muchia laterala m sunt naturale.

-Astfel din ecuatia k* +(s—r1)-k—2rs =0 putem calcula k folosind si relatiile
(R12), (R9), (R7) si (R10):

r—s+j w-uv +uu +vv
2 2

k =

=aplicam(R12) =iihh’

‘Mai retinem relatiile:

hh'. . ot

ey 1-(1 +h)
2

Szuv_lﬂl(l—m
2

a-y=r

a+ty=s
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m=k+y

I'S=X2

‘Pe baza acestor relatii putem calcula k, 1, s, a, y, m si x dacd alegem numere naturale
potrivite pentru i, i,h,h

‘Rezuld urmatorul tabel:

Nrer| i i h h' a y m X
1. 2 3 1 1 6 4 6 1 7 | 276
2. 2 5 1 1 10 6 [ 201 13 ] 7 | 17 ] 2430
3. 1 8 2 1 16 | 10 | 24 | 17| 7 | 23 | 4415
4. 2 7 1 1 14 | 8 | 42 | 25 | 17 | 31 | 421
5. 2 | 11 ] 3 1 | 66 | 42 | 88 | 65 | 23 | 89 | 44231
‘Notam

Aj=aria laterala
Ag=aria totald
V =volumul

‘Rezultd un nou tabel:

Nr cr y | m X A Ay \%
1. 1| 7| 246 406 96+ 40:/6 32
2. 13 7 | 17] 2430 | 104430 480+104+/30 1120
3. 17| 7 | 23| 415 | 272415 960+272+/15 2240
4. 25117 | 31 | 4421 400421 1344+ 40021 7616
5. 65 | 23 | 89 | 44231 | 10404231 14784+10404/231 | 113344

‘Fiecare linie din tabelul al doilea este o sursa de probleme concrete.

Alegem ca ipotezd a problemei doua elemente ale liniei si cerem sa se calculeze
celelalte elemente ale liniei respective.

Pentru fiecare linie avem C; =15 probleme , adicd in total 75 de probleme (am

exclus volumul V din numarare).

Profesor matematica (grad didactic Def.) Velcsov Gheorghe Ioan
la GRUP SCOLAR TEHNIC “TRAIAN GROZAVESCU”
localitatea NADRAG judetul TIMIS
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Matematica la examenul de bacalaureat(Matura) din Slovenia

In urma obtinerii unui grant Comenius de mobilitate individuald pentru formare
continud din partea Agentiei Nationale pentru Programe Comunitare in Domeniul Educatiei
si Formarii Profesionale (www.lIp-r0.10), intre 22 — 26 august 2011 am participat la
programul de formare continud ,,New ways of teaching mathematics and physics —
practical and cross-curricular approach” (SI-2011-034-002) organizat de Facultatea de
Matematica si Fizica din cadrul Universitatii din Ljubljana, Slovenia.

Activitatea de formare a fost realizata cu sprijinul financiar primit in cadrul Programului de
Invatare pe Parcursul Intregii Vieti si din fonduri FSE-POSDRU.

Continutul acestei informari reprezinta punctul meu de vedere, iar Agentia Nationala
pentru Programe Comunitare Tn Domeniul Educatiei si Formarii Profesionale si Comisia
Europeana nu sunt responsabile pentru modul in care acest continut este folosit.

Structura probei de matematica la examenul de matematica din Slovenia:

e Fisa 1: Elevilor le sunt prezentate aproximativ 12 sarcini separate, evaluand
cunostinte din domenii diferite Tn matematica. Aceasta fisa reprezintd 53,3% -la
univel superior si dureaza 90 minute, sau 80% -la un nivel de baza si dureaza 120
minute.

e Fisa 2 (numai la un nivel superior): Elevilor li se dau inca trei sarcini dificile.
Aceasta fisa reprezinta 26.7%.

e Examen oral (20 minute): Unui student i se dau trei intrebari, testand capacitatea sa
de a demonstra teoreme sau de a explica unele axiome matematice si definitii. Toate
intrebarile sunt publicate intr-o brosura.

Mai jos sunt prezentate subiectele de matematicadate la examenul de bacalaureat din 5 iunie
2010(enunturi adaptate).

Fisa 1.

01.In sistemul de coordonate XOY se dau punctele A(0,1) si B(10,0).S3 se scrie ecuatia
dreptei AB si sd se calculeze masura unghiului , unde O este originea axelor de
coordonate.Rezultatele vor fi rotunjite la minute.(6 puncte)

02.S3 se descompund in produs de factori expresiile in multimea numerelor reale, sau sa se
precizeze dacd este imposibil.
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a) 2x3 + x?

b) x?—16

c) x%+25

d) x?—2x+15

e) x2—6x+8

f) x3+ 3x2-9x-27
(7 puncte)

03. Se dau functiile f(x) = —2x? + 3x — 4 si g(x) = 2x — 4.Calculati punctele de
intersectie ale graficelor celor 2 functii.(6 puncte).

04.In paralelogramul ABCD se dau lungimile laturilor: 6 respectiv 4cm [i unghiul ascutit de
60°.S4 se calculeze aria paralelogramului si lungimea celei mai mari diagonale. (6 puncte)

05.Se da functia f (x) = 2sinx — 1.S4 se gdseasca intersectiile graficului functiei cu axa OX
"1 sa se traseze graficul functiei.(8 puncte)

06.Se da hiperbola cu focarul F, (-v20,0) si varful B(4,0). Sa se scrie ecuatia hiperbolei si
ecuatiile asimptotelor.(8 puncte).

07. Sa se rezolve ecuatia lg(x + 2) — lgx = 1.(5 puncte)

08.Se dau vectorii @ (i b in sistemul XOY, @=47 + 2] [Ji b = 3]. Reprezentati in sistemul

XOY vectorul 5=§ a-b.

Si se calculeze modulele vectorilor @ (i b [1i mdsura unghiului format de cei doi
vectori(rezultatul va fi rotunjit la minute).(8 puncte)

09.Calculati valoarea expresiei :

11- (D)3 —=2-2)" — (=1)™" + 3 - 1°, pentru orice numir natural n.(6 puncte)

10. La o petrecere sunt 16 persoane: 4 cupluri casatorite, 5 barbati singuri [ 1 3 femei singure.

Pentru un anumit joc este nevoie sa se aleaga 2 persoane la iIntdmplare.Sa se calculeze
probabilitatea evenimentelor A respectiv Bunde:

A este evenimentul : cele 2 persoane sunt alese din cupluri casatorite

B este evenimentul:persoanele alesesuntsinguresi de sexe diferite.(6 puncte).

x—2Vx+5x

2
11.S4 se calculeze integrala nedefinitd [ dx.(7 puncte)

x2

12.Tangenta la graficul functiei f(x) = alnx + x? — 2 in punctul de abscisd x, = 1 este
perpendiculard pe dreapta de ecuatie 2x + 3y — 2 = 0.S4 se calculeze valoarea lui a.

(7 puncte).
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Fisa 2.

_2\2
01.Se da functia f(x) = (x xz) .

a) Sa se gaseasca intersectia graficului functiei cu axa OX,(4 puncte)

b) Sa se traseze graficul functiei,(3 puncte)

¢) Sa se rezolve inecuatia f(x) < 1,(2 puncte)

d) Sa se evalueze aria delimitata de dreapta y = 1 [Ji graficul functiei date.(5 puncte).

02.Se dau in plan punctele: A(2, 1), B(-1, 4), C(-2, -3) .

a) Sa se demonstreze ca triunghiul ABC este dreptunghic.Sa se calculeze aria cercului
circumscris triunghiului.(5 puncte)

b) Sa se calculeze coordonatele punctului A*- proiectia punctului A pe BC.(3 puncte)

c) Fie punctul M pe BC.Sa se gaseasca coordonatele punctului M astfel incat aria
AABM sa fie 11.(5 puncte).

03. Sa se rezolve urmatoarele sarcini in multimea numerelor complexeC.

a) Si se reprezinte imaginea geometricd a numarului complex z = 10(1 + 2i)71.(2
puncte)

b) Sa se giseasca toate numerele x, astfel incat numarul
z = 6x312009 4 5522011 — 1252013 ¢ 472007 4 (x2 + 1)i?998 + x + 5, 53 fie real(5
puncte)

c) Se da numarul complex w = 1 — i.Sa se gaseascd numarul complex z = x + iy,
pentru care Re(wz) = 0 [i |z - w| = 2.(4 puncte).

d) In planul complex si se reprezinte multimea punctelor care satisfac conditia:
|z — 1| = 2.(2 puncte).

Observatii

1. Problemele din Fisa 2 sunt considerate dificile,
2. Candidatii primesc formulele necesare rezolvdrii sarcinilor.
3. Dupa fiecare enunt candidatul editeaza solutia(in brosura este lasat spatiu pentru asta).
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