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MODEL DE TEST INIŢIAL PENTRU GIMNAZIU 

SEMESTRUL I  
2011-2012 

 
NECULAI STANCIU1 şi ROXANA MIHAELA STANCIU2 

 
 
 

 

 
(20p) 1. Efectuaţi:a) 3589+579;b)17001-238;c) 48321× ;d)14580:3. 
(5p)   2. Desenaţi un dreptunghi. 
          3. Precizaţi, pentru fiecare propoziţie, dacă este adevărată sau falsă 
 (5p)   a) Cel mai mare număr impar de două cifre est 98. 
 (5p)   b) Numărul 9901 este mai mare decăt numărul 9109. 
 (5p)   c) Numărul 782 este de 218 mai mare decăt numărul 1000. 
 (5p)   d) Restul �mpărţirii numărului 20112011 la 2 este 1. 

 
(15p)  4. Efectuaţi: [ ]68:48)2:1055(:100100 ×+−+ . 

 

           5. Determinaţi: 
  (7p)   a) numărul x  ştiind că este jumătatea numărului 984. 
  (6p)   b) fracţia din pătrat care reprezintă partea nehaşurată. 
  (7p)   c) fracţia din triunghi care reprezintă partea nehaşurată 
(10p)   6. Determinaţi două numere naturale care au suma 103, câtul 4 şi restul 3. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                 
1 Profesor, Şcoala cu clasele I-VIII „George Emil Palade”, Buzău 
2 Profesor, Liceul cu Progam Sportiv Iolanda Balas Sotter, Buzău 
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Nr. item 1.a) 1.b) 1.c) 1.d) 2. 3.a) 3.b) 3.c) 3.d) 
Rezultate 4168 16763 15408 4860 desen F A F A 
Punctaj 5p 5p 5p 5p 5p 5p 5p 5p 5p 
 

 
  
4. [ ]68:48)555(:100100 ×+−+ = 

=×++= )6650:100(100  
138362100 =++= . 

5p 
5p 
5p 
 

5.a) =× 2984  
1968= . 

3p 
4p 

b) Şapte optimi 6p 
c) O doime 7p 
6. 103=+ ba  3p 
 34 += ba  3p 
 20,83 == ba . 4p 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Revista Electronică MateInfo.ro ISSN 2065 – 6432 Octombrie 2011 www.mateinfo.ro 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Revista Electronică MateInfo.ro ISSN 2065 – 6432 Octombrie 2011 www.mateinfo.ro 
 

 

 
(5p) 1. Rezultatul calculului este: 4:)12( −
 A. 4   B.1   C.0,25    D.0,5 
(5p) 2. Se dau mulţimile şi { }35,13,5,1=A { }2012,2011,35,5,1=B ,Cea mai mare cifră care 
aparţine mulţimii este: BA∩
 A. 35   B. 2012  C. 2011  D. 5 
(5p) 3. Cifra x  pentru care numărul x729  este divizibil cu 9 poate fi: 
 A. 0   B. 2   C. 4   D. 6 
(5p) 4. Rezultatul calculului este: 9:111111111
 A. 12345678  B. 123679  C. 12345679  D. 123579 
(5p) 5. Numărul  transformat �ntr-o fracţie ordinară este egal cu: 05,1

 A. 
10
21    B. 

20
21    C.

10
105    D.

900
105  

(5p) 6. Media aritmetică a numerelor  şi este egală cu: 01,1  01,9
 A. 5   B.   C.    D.  01 1,6 0,5 02,10
(5p) 7. Perimetrul unui pătrat cu aria 81 este: 2cm

 A. 36 m   B.81   C.cm
4
81 cm   D.36  cm

(5p) 8. Transformănd un litru �n se obţine: 3cm
 A. 1   B. 100   C. 1000   D. 10000  3cm 3cm 3cm 3cm

(5p) 9. Rezultatul calculului
4
1

2
1
+ este: 

 A. 
6
2    B.

8
1    C.

6
1    D.

4
3  

 
(9p) 10. Scrieţi ca putere . 2538 82644 ⋅⋅⋅
(9p) 11. Rezolvaţi �n mulţimea numerelor naturale, ecuaţia xx 6,02,32,23,0 −=− . 
(9p) 12. O persoană cumpără 2 kg de mere cu 3 lei/kg şi 4 kg de prune cu 1,5 lei/kg.Căt costă 
�n medie un kilogram de fructe cumpărate? 
(9p) 13. Bunicul oferă nepotului 180 de timbre şi rămăne astfel cu din numărul total de 
timbre pe care le avea.Căte timbre a avut bunicul iniţial? 

%60

(9p) 14. Ana şi Dan au rezolvat probleme de matematică.�n timp ce Dan rezolvă 4 probleme, 
Ana rezolvă 5 probleme.Căte probleme a rezolvat fiecare dacă �mpreună au rezolvat 108 
probleme? 
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Nr. item 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 
Rezultate C. D. A. C. B. C. D. C. D. 
Punctaj 5p 5p 5p 5p 5p 5p 5p 5p 5p 

 
 
10. ( ) 16828 224 ==  

( ) 18363 2264 ==  
55 22 =  

( ) 6232 228 ==  
Finalizare: 452  

2p 
 
2p 
 
2p 
2p 
1p 

11. 2,22,36,03,0 +=+ xx  
4,59,0 =x  

69,0:4,5 ==x  

3p 
3p 
3p 

12. 632 =× lei merele 
65,14 =× lei prunele 

(6+6):6=2 lei/kg. 

2p 
2p 
5p 

13. 
xx ⋅=−

100
60180  

xx 6018000100 =−  
 

4501800040 =⇒= xx de timbre 

3p 
 
3p 
 
3p 

14. Ana şi Dan rezolvă �mpreună, �n acelaşi timp, 9 probleme 
108:9=12 
Ana rezolvă  probleme �n timp ce Dan rezolvă 60125 =⋅ 48124 =⋅ probleme 

3p 
3p 
3p 
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(5p) 1. Rezultatul calculului ( ) ( )20122011 11 −−− este: 
 A. 0          B. -2   C. 0          D. 1 
(5p) 2. Cel mai mic multiplu comun al numerelor 2011 şi 2012 este: 
 A. 2011                               B. 2012                     C. 1                                   D.40461323 

(5p) 3. Dacă 1=
−
+

yx
yx , atunci: 

 A. 1=
y
x             B. 1=x                     C. 1=y                                D. 0=y  

(5p) 4. Dan rezolvă 70% din cele 20 de exerciţii ale testului.Exerciţiile pe care Dan le  mai are 
de rezolvat sunt �n număr de: 
 A. 6   B.14                            C. 10                         D.2 
(5p) 5. Media aritmetică a numerelor 1,1;2,2;3,3 şi 4,4 este: 
 A. 10                           B.11                            C. 2,75                       D.2 
(5p) 6. Suma a două numere este 15 şi diferenţa lor este 5.Suma pătratelor lor este: 
      A. 15   B. 100                          C. 25                            D. 125 
(5p) 7. Măsurile unghiurilor unui triunghi sunt direct proporţionale cu numerele 1, 2 şi 3.Cel 
mai mare dintre unghiuri măsoară: 
 A.               B.                            C.                            D.  090 0180 060 0360
(5p) 8. Perimetrul unui triunghi isoscel este 10 dm.Dacă laturile congruente au lungimea de 
30 cm, atunci lungimea bazei este egală cu: 
 A. 40 cm                     B. 30 cm                     C. 3 cm                       D. 4 cm  
(5p) 9. Dacă măsura unui unghi al unui triunghi isoscel ascuţitunghic este de , atunci 
măsura unui alt unghi poate fi: 

030

 A.                          B.                         C.                          D.  0120 0150 075 030
 

(9p) 10. Rezolvaţi, �n mulţimea numerelor raţionale ecuaţia
2

3
2
11

2
1 3 x

=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − . 

(9p) 11. Determinaţi toate valorile �ntregi ale lui x , astfel �ncăt 
x−2010

2011 să fie număr 

�ntreg. 
(9p) 12. Determinaţi două numere naturale care au suma 103, câtul 4 şi restul 3. 
(9p) 13. Fie triunghiul , dreptunghic �n ABC A , cu .Dacă cm, 
atunci:calculaţi lungimea �nălţimii duse din vărful . 

015)( =∠ACBm
A

8=BC

(9p) 14. Dacă �ntr-un triunghi isoscel lungimile a două dintre laturi sunt 2 cm şi respective 3 
cm, atunci aflaţi perimetrul acestui triunghi. 
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Nr. item 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 
Rezultate B. D. D. A. C. D. A. A. C . 
Punctaj 5p 5p 5p 5p 5p 5p 5p 5p 5p 

 
10. 

2
3

2
1

8
1 x

=+−  

x1241 =+−  

4
1

12
3
==x  

4p 
 
3p 
 
2p 
 

11. 20112010 Dx∈−  
{ }2011;12010 ±±∈− x  

{ }4021;2011;2009;1−∈x  

3p 
3p 
3p 

12. 103=+ ba  
34 += ba  

20,83 == ba  

2p 
2p 
5p 

13. 
Ducem mediana din A şi găsim cmBCAM 4

2
==  

isoscelAMC =Δ cu  0150)( =∠AMCm
cdreptunghiADM =Δ �n Dcu ( ) 030=∠AMDm  

Conform teoremei unghiului de 030 cmAMAD 2
2

==  

2p 
 
2p 
 
3p 
2p 

14. Cazul 1. laturile au lungimile 2 cm, 2 cm şi respectiv 3 cm 
Cazul 2. laturile au lungimile 3 cm, 3 cm şi respectiv 2 cm 
Deci, perimetrul triunghiului dat poate fi 7 cm sau 8 cm. 
 

3p 
3p 
3p 
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(5p) 1. Rezultatul calculului 6432482 ++ este: 
 A. 24                           B. 28                             C. ( )238 +                  D. 749  
(5p) 2. Elementel iraţionale din mulţimea { }900;400;0;40;90 −−=M sunt �n număr 
de 
 A.0                              B.1                                  C.2                               D.4  
(5p) 3. Expresia ( )( )22 yxyxyx ++−  este egală cu: 
 A.             B.                        C.           D.  33 yxyx ++ 22 yx − 22 2 yxyx ++ 33 yx −
(5p) 4. După ce a cheltuit 10% din suma pe care o avea, Maria a rămas cu 90 de lei.Suma pe 
care a avut-o Maria la �nceput este de: 
 A. 80 lei                        B. 100 lei                        C. 190 lei                     D. 10 lei 
(5p) 5. Dacă şi atunci ecuaţia are: 0=ax 0=a
 A. o soluţie    B. nicio soluţie                 C. două soluţii          D.o infinitate de soluţii 
(5p) 6. Dacă aria unui triunghi echilateral este 3 2cm , atunci lungimea laturii este: 
 A. 4 cm                             B. 1 cm                          C. 2 cm                        D. 3 cm 
(5p) 7. Dacă lungimea diagonalei unui pătrat este 1 cm, atunci aria pătratului este egală cu: 
 A. 1                        B. 0,5                          C. 4                        D.2cm 2cm 2cm 2 2cm  

(5p) 8. Dacă este un triunghi dreptunghic �n şi ABC A
2
1sin =B , atunci este egal cu: tgC

 A. 
2
3                           B.

2
2                                C.1                                  D. 3  

(5p) 9. Dacă triunghiul are aria 1 şi centrul de greutate �n punctul G , atunci aria 
triunghiului GAB este egală cu: 

ABC 2cm

 A.                      B.3                          C.                           D.3,0 2cm 2cm )3(,0 2cm
3
1 2m  

 
(10p) 1. Rezolvaţi �n mulţimea numerelor reale, ecuaţia 4

2
1

4
1

=
−

−
− xx . 

          2. Se consideră numerele reale 322 −⋅=a şi 31+=b . 
(10p) a) Arătaţi că 13 −=a . 
(5p)   b) Calculaţi media aritmetică şi media geometrică a numerelor a şib . 
          3. �n triunghiul dreptunghic �n , este �nălţime şi .Ştiind 
că cm, determinaţi: 

ABC A AD ( ) 045=∠BADm
2=AD

(7p)   a) măsurile unghiurilorascuţite ale triunghiului ; ABC
(7p)   b) perimetrul triunghiului ; ABC
(6p)   c) aria triunghiului , rotunjită la cel mai apropiat �ntreg. ABC
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Nr. item 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 
Rezultate C. C. D. B. D. C. B. D. C . 
Punctaj 5p 5p 5p 5p 5p 5p 5p 5p 5p 

 
1. 16221 =+−− xx  

193 =x  

3
19

=x  

5p 
 
2p 
 
3p 
 

2a. 

( )

13

31

31

324
2

−=

=−=

=−=

=−=a

 

4p 
 
2p 
 
2p 
 
2p 

2b. 3=aM  

2=gM  

2p 
 
3p 
 

3a. cdreptunghiBAD =Δ  
isoscelBAD =Δ  

045)()( =∠=∠ ABDmABCm  
045)( =∠ACBm  

1p 
2p 
2p 
2p 

3b. medianaAD =  
cmADDCBD 2===  

22== ACAB  
)21(4)( +=ABCP cm 

1p 
2p 
2p 
2p 

3c. 

24
2

42
2

)(

cm

ADBCABCA

=

⋅
=

=
⋅

=

 

2p 
2p 
2p 
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METODE ŞI STRATEGII DE REZOLVARE A PROBLEMELOR

PENTRU CONCURSURI

CORNELIU MĂNESCU-AVRAM

Thefutureisnotaresultof choices among alternative paths offered

by the present, but a place that is created created first in the mind and

will, created next in activity. The future is not some place we are going

to, but one we are creating. The paths are not be found, but made, and

the activity of making them, changes both the maker and the destination.

JohnSchaar

Mai există o mulţime de probleme aritmetice nerezolvate. Numărul

lor creşte mereu, cu timpul. Aceasta pentru că noile probleme apar mai

repede decât sunt rezolvate cele deja enunţate, iar multe dintre ele au

rămas nerezolvate timp de secole. Însă progresul cunoştinţelor noastre

asupra numerelor s-a realizat nu numai prin ceea ce cunoaştem până

acum despre ele, ci şi prin faptul că ne dăm seama şi de ceea ce nu ştim

încă.

Waclaw Sierpiński

Rezolvarea de probleme este o activitate specific umană, cu care suntem confruntaţi
permanent. Dacă plecăm în vacanţă pentru a scăpa de problemele de acasă, constatăm repede
apariţia unor probleme noi. Matematica este la rândul ei orientată spre rezolvarea de
probleme specifice, iar activitatea consacrată acestei ştiinţe constă atât în dobândirea de
cunoştinţe noi, cât şi în însuşirea unor deprinderi, abilităţi, priceperi de a rezolva probleme
din ce în ce mai complexe.

Există o literatură vastă consacrată principiilor generale de realizare şi standardizării acestei
activităţi, de aceea nu vom insista asupra aspectelor teoretice, întrucât scopul nostru este unul
practic, de ilustrare a celor mai importante metode şi strategii prin exemple relevante.
Rezolvatea unei probleme presupune înfăptuirea unei proceduri de lucru în patru paşi
:înţelegerea problemei (identificarea datelor, a necunoscutelor şi a condiţiilor), descrierea
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unui plan (recunoaşterea unor probleme asemănătoare şi căutarea unor strategii şi
instrumente de rezolvare),realizarea planului (clarificarea fiecărui pas şi demonstrarea
corectitudinii rezultatelor), revizuirea (verificarea rezultatului, căutarea unor soluţii
alternative şi a unor generalizări).

Strategiile de rezolvare a problemelor de matematică sunt extrem de numeroase, de la
determinarea cuvintelor-cheie şi identificarea unor probleme similare pănă la crearea unei căi
proprii de rezolvare, prin adaptarea la noua situaţie. Unele lucrări clasifică problemele după
metode, altele sunt structurate după domeniu : algebră, analiză matematică, geometrie, teoria
numerelor, combinatorică şi probabilităţi. Am preferat această din urmă ierarhizare, dar ea
este una relativă, deoarece problemele alese sunt din zone de interferenţă, ceea ce corespunde
şi spiritului olimpiadelor. Se ilustrează astfel ideea că matematica este o ştiinţă unitară, chiar
dacă ea a fost însuşită fragmentar, pe discipline, din raţiuni didactice. Unele dintre proble-
mele următoare sunt originale, la altele sunt originale doar soluţiile, iar cele din a treia cate-
gorie au fost preluate din bibliografie, pentru a asigura materialului o anumită coerenţă.
Alegerea problemelor nu este întâmplătoare, ele admit în general mai multe soluţii (chiar
dacă a fost prezentată una singură) şi evidenţiază, prin conţinut sau soluţii, aspecte inedite.
Rezultatele sunt semnificative, în sensul asigurării tranziţiei de la matematica elementară la
matematica superioară.O atenţie deosebită a fost acordată geometriei, capabilă să furnizeze
rezultate noi, prin asimilarea unor metode şi tehnici moderne.

Sper ca acest material să fie util elevilor orientaţi către performanţă.

1. Să se demonstreze că numărul 5 este iraţional.

Prima soluţie : Vom demonstra că numărul 5 1

2



 este iraţional. Presupunem că este

raţional, *, , .
m

m n
n

   Din egalitatea
1

1






rezultă .

m n

n m n
  


Numărul  este

reprezentat astfel ca o fracţie cu numitorul mai mic, dar acest proces poate fi continuat
indefinit, ceea ce este imposibil.

A doua soluţie (după Zeuthen) : Vom da o demonstraţie geometrică bazată pe forma
particulară a reprezentării numărului 5 ca fracţie continuă.

Dacă 5 1
,

2
x


 atunci 2 1 .x x 

Geometric, dacă 1, ,AB AC x  atunci 2AC AB CB  şi [AB] este divizat în “raportul de
aur” de punctul C.

AC1C3C2CB
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Dacă împărţim pe 1 la x şi scădem partea întreagă, adică 1, obţinem 21 .x x  Împărţim
acum x lax2, scădem partea întreagă, adică 1 şi obţinem 2 3 .x x x  Împărţim apoi x2 la x3

şicontinuăm procesul nedefinit.

Geometric, dacă luăm [CC1] congruent şi de sens contrar cu [CB], atunci [CA] este divizat
de C1 în “raportul de aur”. Luăm [C1C2] congruent şi de sens contrar cu [C1A], atunci [C1C]
este divizat de C2 în “raportul de aur”, ş.a.m.d. Presupunem că x este raţional, atunci AB şi
AC sunt multipli întregi ai aceleiaşi lungimi l şi acelaşi lucru este adevărat pentru

1 ,C C CB AB AC   1 2 1 1 ,...C C AC AC C C  

adică pentru toate lungimile segmentelor construite. Am obţinut astfel un şir strict
descrescător de multipli întregi ai lui l, ceea ce este imposibil.

2. Fie , ,a b c numere reale nenule astfel încât 0a b c   şi 3 3 3 5 5 5 .a b c a b c     Sä se

arate că

2 2 2 6
.

5
a b c  

Soluţie : Din 0a b c   se obţine 3 3 3 3a b c abc   şi 5 5 5a b c  

=  2 2 25 .abc a b c ab bc ca     A doua egalitate din enunţ devine

 2 2 23 5abc abc a b c ab bc ca      ,

de unde

2 2 2 3
,

5
a b c ab bc ca     

aşadar,

 2 2 2 2 3
.

2 5

a b c a b c    


Folosind din nou prima egalitate din enunţ, se obţine

2 2 2 6
.

5
a b c  

Observaţie. Există astfel de numere, de exemplu 5
,

5
a b 

2 5
.

5
c



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Generalizare. Fie k, n*, *
1 2, ,... na a a  şi 1 2 ... .k k k

k ns a a a    Dacă 0,1 2ks k n    şi

2 1,n ns s  atunci
 

1

1
.

2 1n

n n
s

n






Notăm cu P polinomul unitar care are rădăcinile 1 2, ,..., .na a a Atunci P = Xn + uX + v, cu u,

v. Într-adevăr, dacă 1 2, ,..., n   sunt polinoamele simetrice fundamentale de 1 2, ,..., ,na a a

atunci

1

2 1

3 2 1

4 3 2 1

1 2 3 1

1 0 0 0

2 0 0
1 3 0
!

0
k

k k k k

s

s s

s s s
k

s s s s

s s s s s



  



(a se vedea, de ex., Faddeev, D. K., Sominski, I. S., Sbornik zadač po vysšej algebre, Mir,
Moskva, 1976), iar din relaţiile lui Viète rezultă că polinomul P are forma prescrisă.Se scrie

că polinomul P are rădăcinile 1 2, ,... ,na a a se însumează cele n egalităţi obţinute şi se deduce

egalitatea 1 0,ns us nv   de unde ,ns nv  deoarece 1 0.s 

Se înmulţeşte fiecare dintre egalităţile precedente cu 1,n
ia  se însumează cele n egalităţi

obţinute şi se deduce egalitatea 2 1 1 0.n n ns us vs    Folosind şi 2 1,n ns nv s    se deduce

 1 1 ,ns n u   deoarece   1 21 ... 0.
n

nv a a a   Avem şi

 
 

1

1 2

11 1 1
... .

1

n

n
n

u u

a a a vv

 
    



Se împarte egalitatea 0n
i ia ua v   cu ia , se însumează pentru i = 1, 2, ..., n şi se obţine

1 0,n

u
s nu v

v

    
 

de unde  1 1 .ns n u    Ţinând cont şi de  1 1 ,ns n u   se deduce

,
2 1

n
u

n





de unde rezultă  

1

1
.

2 1n

n n
s

n






Comentariu. Un polinom P= Xn + uX + v[X] are cel mult trei rădăcini reale, de aceea în

cazul general mulţimea  se înlocuieşte cu .

3. Să se găsească o soluţie a sistemului de ecuaţii
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4 2 2 4

3 3

6 1
.

4 4 1

x x y y

x y xy

   


 

Soluţie : Dacă , atunci = 6 4 4 = 1 + i.

Se reprezintă numărul 1 + i sub formă trigonometrică

1 2 cos sin
4 4

i i
     

 

şi se obţin soluţiile

   8 2 1 2 1
2 cos sin ,0 3.

16 16k

k k
z i k

   
    

 

Pentru k = 0 se obţine soluţia reală a sistemului

8 7

2 2 2
,

2
x

 


8 7

2 2 2
.

2
y

 


Comentariu. Se poate încerca rezolvarea sistemului cu substituţia 2 2, ,xy u x y v   ceea ce

conduce la sistemul 2 24 1, 4 1,v u uv   dar metoda este mult mai laborioasă.

4. Să se demonstreze egalitatea

3 5
sin 9 cos9 .

2


  

Soluţie : Fie E = sin9 cos9 .  Din
2

sin 45 sin 9 cos 45 cos9 cos36 ,
2

E         rezultă că

este suficient să calculăm ultima valoare. Dacă z = cos36 sin 36 ,i   atunci z5 = 1, deci z

este soluţie a ecuaţiei 4 3 2 1 0,z z z z     aşadar x = 2 cos36 = z z


 este soluţie a ecuaţiei

2 1 0.x x   Din cos36 0  rezultă 1 5
cos36 ,

4


  deci

   2

2 5 12 5 1 2 6 2 5 3 5
.

4 4 4 2
E

  
   

5. Fie A, B3(). Să se demonstreze egalitatea  tr   3
AB BA = 3det  AB BA .

Soluţie : Din teorema Cayley-Hamilton se obţine
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     3 2

1 2 3 3 3 ,AB BA c AB BA c AB BA c I O      

unde c1 = tr  AB BA  3, det .c AB BA  Se aplică urma şi se foloseşte faptul că urma

matricei AB BA este zero. Se obţine tr     3
3det 0.AB BA AB BA   

Obsrevaţie. Se poate evita folosirea teoremei Cayley-Hamilton dând o demonstraţie directă.

6. Să se determine a astfel încât polinomul X7 X + 280 să fie divizibil cu polinomul

X2 X + a.

Soluţie : Fie f = X7 X + 280, g = X2 X + a. Din gf în [X] deducem că g (x) f (x),

pentru orice x. În particular, g (1) f (1), g ( 1) f ( 1),, deci a 280 şi a + 2  280 (*).

Fie ε o rădăcină cubică complexă nereală a lui – 1, deci ε 3 = 1, ε  1, astfel că ε 2 ε =

= 1 şi ε 7 ε = 0. Rezultă g (ε) f (ε) în [ε], deci şi în , deoarece ε este întreg algebric,

iar numerele f (1) şi g (1) sunt întregi raţionali. Obţinem că a 1  280  (**).

Mulţimea divizorilor întregi ai numărului 280 este

D280={ 1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 14, 20, 28, 35, 40, 56, 70, 140, 280}.

Din condiţiile (*) şi (**) rezultă că trebuie să căutăm divizori consecutivi a 1, a D280

astfel încât a + 2  D280. Deducem că a { 7, 4, 1, 2, 5, 8}. Avem şi g(2) f (2), deci

a + 2  27 2 + 280, aşadar a + 2  27 2. Cel mai mare divizor comun al numerelor

27 2 = 126 şi 280 este egal cu 14, astfel că a + 2  D14, de unde a { 16, 9, 4, 3, 1,

0, 5, 12}. Obţinem că a { 4, 1, 5}.

Se verifică prin calcul că singura valoare convenabilă este a = 5, pentru care există
descompunerea

X7 X + 280 = (X2 X + 5)(X5 + X4 4X3 9X2+11X + 56).

7. Să se determine a astfel încât polinomul X13 + X + 90 să fie divizibil cu polinomul

X2 X + a.

Soluţie : Fie f = X13 + X + 90, g = X2 X + a. Din gfîn [X] deducem că g (x) f (x),

pentru orice x. În particular, g (0) f (0),g (1) f (1), deci a 90 şi a 92. Rezultă că

a (90, 92). Avem însă (90, 92) = 2, deci a { 2, 1, 1, 2}. Din g( 1) f( 1)deducem
că a + 2  88, deci a { 1, 2}. Se verifică prin calcul că a = 2 este singura valoare
convenabilă :
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X13 + X + 90 = (X2 X + 2)

(X11+ X10 X9 3X8 X7+ 5X6+ 7X5 3X4 17X3 11X2+ 23X + 45).

Comentarii. Există alte exemple asemănătoare : polinoamele X3 + X + 2 şi X5+ X 6  se
divid cu X2 X + 2, polinomul X5 X 15 se divide cu X2 X + 3.

8. Fie a, b, c numere reale astfel încât a< 3 şi toate rădăcinile polinomului X3 + aX2 + bX + c

sunt numere reale strict negative. Să se demonstreze că b + c 4.

Prima soluţie : Fie p, q, r valorile absolute ale rădăcinilor polinomului. Relaţiile lui Viète sunt

,p q r a   ,pq qr rp b   .pqr c

Din inegalitatea mediilor se obţine

1
2 1

3 ,
3 3

a b
c

   
 

deci a< 3 implică b< 3 şi c< 1, de unde b + c< 4.

A doua soluţie :Funcţia polinomială   3 2f x x ax bx c    are trei zerouri reale negative,

deci, conform teoremei lui Rolle, derivata  ' 23 2f x x ax b   are două zerouri reale

negative. În particular, discriminantul ei este pozitiv, astfel că 23 9,b a  de unde b< 3. Din

inegalitatea mediilor se obţine ca mai sus

3

1,
3

a
c

   
 

Din c< 1 şi b< 3 se deduce b + c< 4.

9. Fie n un număr natural nenul, 1 1,..., , ,...,n nx x y y numere reale pozitive. Presupunem că

2 2,..., nz z sunt numere reale pozitive astfel încât 2 ,i j i jz x y  pentru toţi 1 , .i j n  Fie M =

= max{ 2 2,..., nz z }. Să se demonstreze inegalitatea

2

2 2 1 1... ... ...
.

2
n n nM z z x x y y

n n n

              
    

Soluţie : Fie    1 1max ,..., , max ,..., .n nX x x Y y y  Înlocuind , ,i i ix y z respectiv prin

' ' ', , ,i i i
i i i

x y z
x y z

X Y XY
   putem presupune că 1.X Y  Este suficient să demonstrăm că

1 2 1 1... ... ... ,n n nM z z x x y y         (1)
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deoarece inegalitatea din enunţ rezultă din (1) şi inegalitatea mediilor.

Pentru a demonstra (1) este suficient să arătăm că pentru orice r, numărul termenilor mari
decât r în partea stângă din (1) este cel puţin egal cu acelaşi număr referitor la partea
dreaptă din (1). Dacă 1,r  atunci mu există termeni în partea din (1) mai mari decât r.

Presupunem că 1r  şi considerăm mulţimile    1 , , 1 , ,i iA i i n x r B i i n y r       

 1 2 , .iC i i n z r    Fie a = Card A şi b = Card B. Dacă xi, yi>r, atunci ,i j i jz x y r  

deci CA + B =  , .A B      Se verifică simplu inegalitatea Card (A + B)

Card A + Card B 1. Rezultă că numărul acelor zk mai mari decât r este a + b 1. Dar
atunci M>r, deci cel puţin a + b elemente din partea stângă din (1) sunt mai mari decât r, ceea
ce încheie demonstraţia.

Note şi comentarii. O analiză interesantă a acestei inegalităţi face Ameya Velingker, [13],
Vol. 2, No. 2. Varianta integrală este inegalitatea Prékopa-Leindler:

Dacă 0 < λ < 1 şi , , : [0, )nf g h   sunr funcţii măsurabile astfel încât

      11 , , ,nh x y f x g y x y
        

atunci

       1 .
n n n
h x dx f x dx g x dx

 
    

O consecinţă a acestei inegalităţi este inegalitatea Brunn-Minkowski, de unde rezultă şi

inegalitatea izoperimetrică: dintre toate corpurile simple închise cu acelaşi volum din n,

sfera euclidiană are suprafaţa de arie minimă.

10. Un număr real se numeşte număr Cantor dacă reprezentarea lui în baza 3 nu conţine cifra
1. Să se demonstreze că orice număr real este suma a două numere Cantor.

Soluţie : Mulţimea C1 a numerelor Cantor din intervalul [0, 1] se construieşte astfel : Dacă

1

1 2
0, ,1 ,

3 3
I

          


2

1 2 1 2 7 8
0, , , ,1 ,...,

9 9 3 3 9 9
I

                      
  

atunci 1
1

.n
n

C I




 Este suficient să demonstrăm egalitatea
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   1 1 1, 0, 2 .C C x y x y C    

X

Fie funcţia  : , , .f f x y x y      Se vede pe figură că orice paralelă la a doua

bisectoare intersectează cele patru pătrate din colţuri în cel puţin un punct, deci  1 1f I I 

 0,2 . Prin inducţie se demonstrează asemănător că    0,2 ,n nf I I  oricare ar fi

numărul natural nenul n. Se deduce

       1 1 1 1
1 1 1 1

0,2 n n n n n n
n n n n

C C f C C f I I f I I f I I
   

   

   
             

   
   

   
1

0, 2 0, 2 .
n





 

11. Se consideră şirul  n n
u definit prin 0 1 2u u u  şi 3 2 1 !, 0.n n n nu u u u n n     Să se

demonstreze că nu este un întreg pentru orice n.

Soluţie : Calculăm primii termeni

3 4 5 6 7 82, 3, 4 2, 5 3, 6 4 2, 7 5 3.u u u u u u           

Presupunem că    1 3 5 ...,nu n n n    pentru 3n  şi demonstrăm egalitatea prin

inducţie. Dacă formula este adevărată pentru n, n + 1 şi n + 2, atunci

         
     

2 1
3

1 1 3 ... 2 4 ... !!

1 3 5 ...
n n

n
n

n n n n n n nu u n
u

u n n n
 



     
  

  

 
     

 
           1 ! ! 2 !

2 2 4 ...,
1 3 5 ... 1 3 5 ...

n n n n n
n n n n

n n n n n n

  
     

     

ceea ce încheie demonstraţia prin inducţie.

12. Să se arate că pentru orice n* şi d {1, 2, 3}, există 1 2, ,..., nx x x d    astfel încât

1 20 ... nx x x    şi



Revista Electronică MateInfo.ro ISSN 2065 – 6432 Octombrie 2011 www.mateinfo.ro

10

4d


 arctg

1

1

x
+ arctg

2

1

x
+ ... + arctg

1
.

nx

Soluţie : Folosim egalităţile tg 1,
4


 tg 2 1,

8


  tg 2 3

12


  (1) şi identitatea

arctg
1

a
 arctg

1

1a



arctg  2

1
, 1,0

1
a

a a
  

 
 (2).

Demonstrăm afirmaţia prin inducţie matematică.

Dacă d = 1, atunci  d    . Pentru n = 1 se ia x1 = 1 şi afirmaţia rezultă din prima

egalitate din (1) :
4


 arctg

1
.

1
Presupunem că există numerele naturale 1,..., nx x astfel încât

10 ... nx x   şi
4


 arctg

1

1

x
 ...+ arctg

1
,

nx
înlocuim în (1) ,na x substituim în egalitatea

precedentă şi obţinem o sumă de acelaşi tip, dar cu n + 1 termeni,

4


 arctg

1

1
...

x
  arctg

1

1

nx 

 arctg
1

1nx



arctg

2

1
.

1n nx x 

Avem 2
1 10 ... 1 1n n n nx x x x x        şi 21, 1n n nx x x   , deoarece  este un inel.

Rezultă că proprietatea din enunţ este adevărată pentru orice n natural nenul.

Dacă d = 2, n = 1, se ia 1 1 2,x   iar dacă d = 3, n = 1, atunci 1 2 3.x   Restul

demonstraţiei se face la fel, folosind structura de inel a lui  d 
  pentru 2,3.d 

13. Să se demonstreze egalitatea (Ramanujan) :

1 2 1 3 1 4 1 ... 3.    

Soluţie : Se consideră funcţia f : [1, ) ,      1 1 1 1 2 1 ... .f x x x x      

Această funcţie este bine definită : se fixează x, se trunchiază la n radicali şi se obţine un şir
strict crescător mărginit superior. Într-adevăr,

       1 2 3 ...f x x x x    2 3 4 ...x x x 2 4 8 ... 2 .x x x x 

Se observă că   ... .f x x x x x  Se foloseşte însă inegalitatea mai slabă   1
.

2

x
f x




Se ridică la pătrat relaţia de definiţie şi se obţine ecuaţia funcţională
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    2
1.f x xf x 

Folosind    1
1 2 1

2

x
f x x


    se obţin inegalităţile

    21
1 2 1 1,

2

x
x f x x x


     

ceea ce duce la      1
1 2 1 .

2
x f x x    Se repetă acest argument şi se deduce

     
1 1

2 21 1 ,2 2n nx f x x


    1.n 

Pentru n se obţine  1 1,x f x x    de unde rezultă   1,f x x  pentru orice

1.x  Cazul particular x = 2 este egalitatea lui Ramanujan.

14. Să se demonstreze inegalitatea
3

3 3

ln ln 2
,

x y

x y x y

 
     

unde x, y sunt numere reale

strict pozitive, xy.

Soluţie : Putem presupune, fără a restrânge generalitatea, x>y> 0. Cu substituţia x = t3y,
inegalitatea devine

33

3

ln 2
,

1 1

t

t t
     

pentru t> 1. (1)

Considerăm funcţia f : [1, +) ,    
 

3

3

8 1
3ln .

1

t
f t t

t


 


Funcţia f este derivabilă,

derivata    
 

4
'

4

3 1

1

t
f t

t t





este strict pozitivă pe (1, +), astfel că f este strict crescătoare pe

[1, +), de unde rezultă    1 0,f t f  pentru orice t> 1, ceea ce demonstrează inegalitatea

(1), deci şi inegalitatea din enunţ.

15. Să se demonstreze inegalitatea

     1 1 1 1,
1 1 1

a b c
a b c

b c c a a b
      

     

unde 0 , , 1.a b c 
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Soluţie : Se notează membrul stâng al inegalităţii cu  , , .f a b c Această funcţie este definită

pe un cub convex închis şi este strict convexă în fiecare variabilă, deoarece derivata a doua a
funcţiei în raport cu fiecare variabilă este strict pozitivă. Conform teoremei lui
Weierstrassaceastă funcţie ia valoarea maximă 1 în cele 8 vârfuri ale cubului :
   0,0,0 ,..., 1,1,1 , care sunt puncte de extrem.

16. Se consideră funcţia f : (0, 1)  definită prin    
1 1

.
ln 1

f x
x x

 


Să se arate că :

a)  1
1

2
f x  , pentru orice  0,1 ;x

b) funcţia f poate fi prelungită prin continuitate la intervalul [0, 1].

Soluţie : a) Inegalităţile
 

1 1 1
1,

2 ln 1x x
  


 0,1 ,x sunt echivalente cu

  2
ln 1 ,

1 2

x x
x

x x
  

 
 0,1 .x

Considerăm funcţiile        2
, :[0,1) , ln 1 , ln 1 .

1 2

x x
u v u x x v x x

x x
      

 
 Aceste

funcţii sunt derivabile,  
 

 
   

 
2

' '
2 20, 0, 0,1 ,

1 2 1

x x
u x v x x

x x x
    

  
deci funcţiile

sunt strict crescătoare, astfel că          0 0, 0 0, 0,1 ,u x u v x v x      ceea ce

demonstrează inegalităţile de mai sus, deci şi inegalităţile din enunţ.

b) Calculăm limitele funcţiei f la extremităţile intervalului, folosind regula lui l’Hospital :lim lim = lim ,

lim = lim 1
(aici am folosit faptul că lim 0).

Se deduce că funcţia  
~

: 0,1 ,f       
~

1
, 0

2
, 0,1

1, 1

x

f x f x x

x

 


 
 


este prelungirea prin

continuitate a funcţiei f.
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17. Să se calculeze
1

0

ln .xdx

Soluţie : Datorită simetriei graficelor faţă de prima bisectoare, avem

1 0

0

ln .xxdx e dx


  

Acum calculele pot fi efectuate cu uşurinţă :

 
1 0

0

0
ln 1 0 1.x xxdx e dx e



        
 

18. Să se demonstreze că

1

2 1

0

1
lim .

2

n
x

n
n x dx




Soluţie : Se ştie că
0

lim 1.x

x
x


 Dăm o scurtă demonstraţie a aceste egalităţi folosind regula lui

l’Hospital :lim = lim , lim = lim = lim = 0,

decilim = 1.
Demonstrăm acum egalitatea din enunţ. Fixăm ε > 0 şi alegem δ> 0 astfel încât 0 <x< δ şi| 1| . Atunci pentru avem

 
1

2 1

0

n
xn x x dx 

1 1 1

2 1 2 2

0 0 0

1 .
2

n n n
x xn x x dx n x x dx n xdx


       

Rezultă că

 
1

1

0

lim 0
n

x

n
x x dx


 

şi deci

1 1

2 1 2

0 0

1
lim lim .

2

n n
x

n n
n x dx n xdx

 
  
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19. Să se calculeze  1

2
0

ln 1
.

1

x
dx

x




Prima soluţie : Cu substituţia x = tg t integrala devine  
4

0

ln 1 .tgt dt



 Se scrie

   ln 1 ln sin cos ln costgt t t t   

şi se observă că sin cos 2 cos .
4

t t t
    
 

Rescriem funcţia de integrat sub forma

ln 2
ln cos ln cos .

2 4
t t

    
 

Dar pe intervalul 0,
4

 
  

integralele funcţiilor ln cos
4

t
  
 

şi ln cos t sunt egale, deci

integrala cerută este de fapt integrala funcţiei ln 2

2
pe intervalul 0,

4

 
  

, adică este egală cu

ln 2
.

8



A doua soluţie : Fie I integrala cerută. Cu substituţia 1

1

u
x

u






integrala devine

   
   

 
2

1 1 1

2 2 22
0 0 0

21 ln ln 2 ln 121 ln 2 ,
1 12 1 1

u udu duuI du I
u uu u

      
    

de unde

1

2
0

ln 2 ln 2
.

2 1 8

du
I

u


 



A treia soluţie : Fie funcţia

   1

2
0

ln 1
,

1

xt
f t dx

x






astfel că f (0) = 0, iar integrala cerută este f (1). Derivând sub semnul integrală, se obţine
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 
  

1
'

2
0

.
1 1

x
f t dx

xt x


 

Descompunând în fracţii simple, se obţine

 
   
 

 
 

2

'

2 2

2 2ln 1 ln 1 1 2ln 2 4ln 1
,

02 1 4 1

t arctgt tx x x t t
f t

xt t

        
 

 

de unde\

       2 1

2
0

ln 1ln 2 ln 1
,

2 8 1

tarctgt t
f t dt

t

  
  



aşadar

   1

2
0

ln 1ln 2
1 .

4 1

t
f dt

t

 
 



Dar integrala din dreapta este din nou f (1), deci

  ln 2
1 .

8
f




Comentarii. Valoarea 0,272198 ... a integralei a fost calculată de Mathematica, dar nu se ştie
prin ce metodă. Se poate demonstra asemănător că

   2

2 2
0

ln 2ln
,

8

a aa x
dx

a x a




  0, .a 

20. Să se demonstreze egalitatea

2 2 2

1 1 1
24.

3 5
sin sin sin

14 14 14
  
  

Soluţie : Soluţiile ecuaţiei 7 1z  sunt
2 2

cos sin ,
7 7kz i
 

  0 6.k  Soluţiile ecuaţiei

6 5 4 3 2 1 0z z z z z z      

sunt deci ,kz 1 6.k  E clar că 1 6 ,z z


 2 5 ,z z


 3 4 ,z z


 deci cu substituţia z z y


 

deducem că soluţiile ecuaţiei 3 2 2 1 0y y y    sunt

1 2 3

2 4 8
2cos , 2cos , 2cos .

7 7 7
y y y

  
  
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Avem de calculat

2 2 2

1 1 1 1 1 1
2

3 5 8 4 2
sin sin sin 1 cos 1 cos 1 cos

14 14 14 7 7 7

E
     

 
 

       
   
 

 
 

'

1 2 3

4 21 1 1
4 ,

2 2 2 2

f

y y y f

  
        

unde   3 2 2 1.f y y y y    Din  ' 23 2 2,f y y y    2 1,f    rezultă

4 6
24.

1
E

 
 



Generalizere. Calculând derivate de ordin superior ale raportului
'

,
f

f
deducem asemănător că

expresia
2 2 2

1 1 1
3 5

sin sin sin
14 14 14

n
n n n

E
  

   este un număr natural divizibil cu 22 .n Într-

adevăr,
 1'

,
n

n

f g

f f


 

 
 

unde g este o funcţie polinomială cu coeficienţi întregi, deci pentru y

= 2 acest raport este număr întreg. Rezultă că    
 

21 2 2

2

n n

n n

g
E

f

 



este un număr natural

divizibil cu 22n.

21. Fie P un punct interior triunghiului echilateral ABC astfel încât 4, 3PA PB  şi 5.PC 
Să se calculeze lungimea laturii triunghiului.

Soluţie : Fie x lungimea laturii triunghiului echilateral. Se roteşte ∆ABC în sensul acelor de

ceas în jurul lui B cu un unghi de 60. Fie şi transformatele punctelor P şi Crespectiv.
Triunghiul este echilateral, deci = 3. Cum ∆ are lungimile laturilor egale cu

3, 4, 5, rezultă că unghiul P este drept, deci m (B ) = 60 + 90 = 150. Din teorema
cosinusului se obţine

2 2 23 4 2 3 4 cos150 25 12 3,x         .

deci 25 12 3.x  

Comentarii. Dacă distanţele punctului Pla vârfurile triunghiului sunt a, b, c respectiv, atunci

2 2 2 2 2 2 2 2 2 4 4 43 2 2 2
.

2

a b c a b a c b c a b c
x

        

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Semnul + dă soluţia problemei, iar semnul –corespunde situaţiei în care punctul P este
exterior triunghiului.

Există valori întregi ale numerelor a, b, c pentru care x este întreg, de exemplua =57, b
= 65, c = 73, x = 112.

22. Se dau 2 1n  intervale închise pe dreaptareală.Să se arate că n + 1 dintre ele au un punct
comun sau n + 1 dintre ele sunt disjuncte două câte două.

Soluţie : Definim o relaţie de ordine pe mulţimea intervalelor închise. Spunem că intervalul
[a, b] este mai mic decât intervalul [c, d] dacă şi numai dacă b<c. Se observă că două
intervale sunt comparabile dacă şi numai dacă ele sunt disjuncte. Un lanţ este un şir de
interval astfel încât fiecare este mai mic decât următorul. Se asociază fiecărui interval
lungimea cea mai mare a unui lanţ care începe cu intervalul respectiv. Dacă unul dintre aceste
numere este mai mare sau egal cu n + 1, atunci intervalele din lanţul corespunzător sunt
disjuncte două câte două şi proprietatea este demonstrată.

Presupunem că toate aceste numere sunt mai mici sau cel mult egale cu n. Conform
principiului lui Dirichlet, unul dintre aceste numere apare de cel puţin n + 1 ori. Dar
intervalele care au asociat acelaşi număr nu se pot afla în acelaşi lanţ (intervalele din stânga
au asociat un număr mai mare decât cele din dreapta).Rezultă că oricare două dintre aceste n
+ 1 intervale au un punct comun. Extremitatea din stânga de valoare maximă (sau
eztremitatea din dreapta de valoare minimă) este un punct comun celor n + 1 intervale.

Notă. O generalizare a rezultatului din problema precedentă este

LEMA LUI DILWORTH. Fie P o relaţie de ordine pe o mulţime cu mn + 1 elemente. Atunci P
conţine un lanţ de lungime m + 1  sau un antilanţ cu n + 1 elemente.

(Un antilanţ este o mulţime cu proprietatea că oricare două elemente ale ei nu sunt
comparabile).

23. Fie 1 2, ,... ,na a a * ,n numere reale strict pozitive. Să se demonstreze următoarele
afirmaţii :

a) dacă     22 2 2 4 4 4
1 2 1 2... 1 ... , 3,n na a a n a a a n         atunci oricare trei dintre aceste

numere sunt lungimile laturilor unui triunghi.

b) dacă     22 2 2 4 4 4
1 2 1 2... 2 ... ,n na a a n a a a        4,n  atunci oricare patru dintre

aceste numere sunt lungimile laturilor unui patrulater inscriptibil.

Soluţie : a) Demonstrăm mai întâi

Lema 1. Fie a, b, c (0, ). Următoarele afirmaţii sunt echivalente :

1) există un triunghi cu laturile de lungimi a, b, c ;
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2)  2 2 2 2 2 2 4 4 42 ;a b b c c a a b c    

3) .a b c a b   

DEMONSTRAŢIE : 1)  2) : Dacă există un triunghi cu laturile de lungimi a, b, c şi aria S,
atunci

   2 2 2 2 2 2 4 4 4 22 16 0.a b b c c a a b c S      

2)  3) : Este adevărată descompunerea

           2 2 2 2 2 2 4 4 42 .a b c a b c a b c a b c a b b c c a a b c              

Dacă membrul drept este pozitiv, atunci şi membrul stâng este pozitiv, deci doi dintre factori
sunt pozitivi, iar ceilalţi doi au acelaşi semn. Dacă, de exemplu, 0a b c   şi 0,a b c  

atunci prin adunare se obţine 2a< 0, deci a< 0, ceea ce contrazice ipoteza. Se deduce că toţi
factorii sunt pozitivi, deci , , ,c a b c a b c a b       de unde .c a b 

3)  1) : Dacă aceste inegalităţi sunt adevărate, atunci cercurile cu razele de lungimi a şi b,
având distanţa dintre centrele lor egală cu c, se intersectează în două puncte. Într-adevăr, dacă
cercurile sunt exterioare, atunci distanţa dintre centrele lor este mai mare decât suma
lungimilor razelor, iar dacă un cerc se află în interiorul celuilalt, atunci distanţa dintre
centrele lor este mai mică decât modulul diferenţei lungimilor razelor.

Unul dintre punctele de intersecţie şi centrele cercurilor sunt vârfurile triunghiului căutat.

Revenim la problemă şi observăm că proprietatea din enunţ pentru n = 3 rezultă din lema 1.
O demonstrăm pentru n 4 :

    24 4 4 2 2 2
1 2 1 21 ... ...n nn a a a a a a        

22 2 2 2 2 2
2 21 2 3 1 2 3
4 ...

2 2 n

a a a a a a
a a

    
      
 

 
2 22 2 2 2 2 2

4 41 2 3 1 2 3
41 ... ,

2 2 n

a a a a a a
n a a

                     

unde a doua inegalitate rezultă din inegalitatea Cauchy – Schwarz. Simplificăm, reducem
termenii asemenea şi obţinem

   24 4 4 2 2 2
1 2 3 1 2 32 ,a a a a a a    

deci se poate construi un triunghi cu laturile de lungimi 1 2 3, , .a a a Cum expresiile din enunţ
sunt simetrice, rezultă că proprietatea este adevărată pentru oricare trei dintre numerele a1, a2,
... , an. (O demonstraţie prin inducţie a dat Silvia Muşătoiu[], problema săptămânii 6 – 13
septembrie 2010).
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b) Demonstrăm mai întâi

Lema 2. Fie a1, a2, a3, a4 (0, ). Următoarele afirmaţii sunt echivalente :

1) există un patrulater inscriptibil cu laturile de lungimi 1 2 3 4, , ,a a a a ;

2)    22 2 2 2 4 4 4 4
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 48 2 ;a a a a a a a a a a a a       

3) 1 2 3 4 3 4 1 2, .a a a a a a a a     

DEMONSTRAŢIE : 1)  2) Fie S aria patrulaterului inscriptibil cu laturile de lungimi

1 2 3 4, , ,a a a a şi 1 2 3 42 p a a a a    perimetrul său. Din formula lui Brahmagupta

    1 2 3 4S p a p a p a p a    

rezultă

   22 2 2 2 2 4 4 4 4
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 416 8 2 0.S a a a a a a a a a a a a         

2)  3) Avem    22 2 2 2 4 4 4 4
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 48 2a a a a a a a a a a a a        

    1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 0.a a a a a a a a a a a a a a a a              

Presupunem că toţi factorii sunt negativi şi obţinem prin adunarea lor 4p< 0, ceea ce
contrazice ipoteza. Presupunem că doi factori sunt negativi, de exemplu primii doi şi obţinem
prin adunarea lor  3 42 0,a a  contradicţie. Rezultă că toţi factorii sunt pozitivi, deci a1 +

a2>a3–a4, a1 + a2> a3 + a4, de unde 1 2 3 4a a a a   şi similar se obţine cealaltă inegalitate.

3)  1) Construim un cerc cu lungimea razei

   
    

1 2 3 4 1 3 2 4 1 4 2 3

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

a a a a a a a a a a a a
R

a a a a a a a a a a a a a a a a

  


            

şi demonstrăm că există un patrulater înscris în acest cerc având laturile de lungimi a1, a2, a3,
a4. Există un patrulater articulat (cu lungimile laturilor constante, dar cu măsurile unghiurilor
variabile) cu vârfurile în punctele , , ,A B C D , cu lungimile laturilor 1 2, ,AB a BC a 

3 ,CD a 4DA a şi cu lungimea diagonalei AC = e (0, min ( 1 2 3 4,a a a a  )), conform

ipotezei. Deformăm acest patrulater modificând măsurile unghiurilor, dar păstrând lungimile
laturilor, până când obţinem

  1 3 2 4 1 4 2 32

1 2 3 4

,
a a a a a a a a

e
a a a a

 




deci
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2 2 22 2 2
3 41 2

1 2 3 4

0,
2 2

a a ea a e

a a a a

  
 

de unde cos B + cos D =0, astfel că patrulaterul ABCD este inscriptibil, având două unghiuri
opuse suplementare. Din cos B + cos D = 0 se obţine

 
2 2 2 2
1 2 3 4

1 2 3 4

cos ,
2

a a a a
B

a a a a

  




iar din e = 2R sin B se obţine valoarea prescrisă a lui R.

Notă. Ultima implicaţie este un caz particular al unui rezultat clasic: Dacă există poligoane
cu laturile de lungimi date 1 2, ,..., na a a ( 3),n  atunci există printre ele un poligon inscripti-
bil şi acesta are aria maximă (Gabriel Cramer, 1704 1752).

Revenim la problemă şi observăm că proprietatea din enunţ pentru n = 4 rezultă din lema 2.
Pentru 5n  demonstrăm afirmaţia folosind inegalitatea dintre media geometrică şi media
pătratică :

    24 4 4 2 2 2
1 2 1 22 ... ...n nn a a a a a a        

22 2 2 2 2 2 2 2
2 21 2 3 4 1 2 3 4
5 ...

2 2 n

a a a a a a a a
a a

      
      
 

 
22 2 2 2 2 2 2 2

4 41 2 3 4 1 2 3 4
52 ... .

2 2 n

a a a a a a a a
n a a

                       

Simplificăm, reducem termenii asemenea şi obţinem

   24 4 4 4 2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 42 .a a a a a a a a      

Avem însă

   2 22 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 48 ,a a a a a a a a a a a a       

deci există, conform lemei precedente, un patrulater inscriptibil cu laturile de lungimi a1, a2,
a3, a4. Cum expresiile din enunţ sunt simetrice, rezultă că proprietatea rămâne adevărată
pentru oricare patru dintre numerele 1 2, ,..., .na a a

24. Fie ABC un triunghi, I centrul cercului înscris, O centrul cercului circumscris şi M
mijlocul laturii [BC]. Bisectoarea unghiului A intersectează dreptele BC şi OM în L şi Q
respectiv. Să se demonstreze că .AI LQ IL IQ  

Soluţie : Se ştie că bisectoarea unghiului A şi mediatoarea OM a laturii [BC] se
intersectează pe cercul circumscris triunghiului ABC. Cu alte cuvinte, Q este mijlocul arcului
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BC care nu conţine punctul A. Din QBI QIB =
2

BCA  rezultă BQ = IQ (de fapt,

punctul Q este centrul cercului circumscris triunghiului BIC).

Triunghiurile BLQ şi ALC sunt asemenea, deci .
BQ AC

LQ LC
 Aplicarea repetată a teoremei

bisectoarei în triunghiurile ABC şi ABLconduce la egalităţile

,
IQ BQ AC AB AI

LQ LQ LC BL IL
   

de unde se deduce .AI LQ IL IQ  

25. Fie O, I, H, D centrul cercului circumscris, centrul cercului înscris, ortocentrul, respectiv
un punct din interiorul triunghiului ABC, astfel încât .BC DA CA DB AB DC     Să se
arate că punctele A, B, D, O, I, H sunt conciclice dacă şi numai dacă   60 .m C  

Soluţie : Se observă că punctul D este situat pe cercul Apoloniu al laturii [BC], deoarece

.
DB AB

DC AC


La fel, punctul D este situat pe cercul Apoloniu al laturii [AC].  Rezultă că punctul D este
primul punct izodinamic, fiind interior triunghiului ABC.

Fie ΔLMN triunghiul podar al punctului D şi R raza cercului circumscris triunghiului
ΔABC. Se ştie (Mihăileanu, N. N., Complemente de geometrie sintetică, Editura Didactică şi
Pedagogică, Bucureşti, 1965) că triunghiul ΔLMN este echilateral. Avem aşadar

360ADB MDA LDM BDL      360 180MNA C BNL     

 180 180C MNL    180 120 60 .C C     

Dacă punctele A,B, D, O, I, H sunt conciclice, atunci

90 60 60 .
2

C
AIB ADB C C          

Invers, dacă 60 ,C   atunci

60 120 , 2 120 , 90 120 ,
2

C
ADB C AOB C AIB              

180 120 ,AHB A B C       

astfel că punctele A, B. D, O, I, H sunt conciclice.
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26. Fie p, R, r şi ra, rb, rc semiperimetrul, raza cercului circumscris, raza cercului înscris şi
razele cercurilor exînscrise unui triunghi ABC. Să se demonstreze inegalităţile

2
.a b c

p p
r r r

R r
   

Soluţie : Dacă S este aria triunghiului, atunci din   ,aS r p a S rp   şi formula lui Heron,

se deduce   .ar r p b p c   Inegalitatea mediilor ne dă

   
.

2 2a

p b p c a
r r

  
 

Asemănător deducem inegalităţi pentru , ,b cr r iar prin adunare se obţine a doua inegalitate din
enunţ. Demonstrăm acum prima inegalitate din enunţ, care este echivalentă cu

2 2 2 .a b ca b c r R r R r R    

Avem însă   ,
4a

abc
S r p a

R
   deci rămâne să demonstrăm inegalitatea

,
abc abc abc

a b c
a b c a b c a b c

    
      

care rezultă simplu din inegalitatea mediilor sau inegalitatea lui Hölder.

27. Să se găsească toate perechile de numere reale  ,p q astfel încăt inegalitatea

2 2 1
1

2
x px q


   

să fie adevărată pentru orice  0,1 .x

Soluţie : Inegalitatea din enunţ se scrie

2 22 1 2 1
1 1 .

2 2
x px q x

 
      

Geometric, se cere să fie inclus un segment , 0 1,y px q x    între două arce de cerc.

Arcele sunt părţi ale unor cercuri de rază 1 şi centre 1 2

2 1 2 1
0, , 0, .

2 2
O O
    

      
   

Se arată

că există un singur astfel de segment. Pe primul cerc se consideră punctele 2 1
1,

2
A
 
  
 

şi
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2 1
0, .

2
B
 
  
 

Avem 2 2.BO AB  În triunghiul isoscel 2BO A înălţimile din O2 şi A sunt

congruente. Înălţimea din A are lungimea egală cu distanţa de la A la axa Oy,  deci egală cu 1.
Rezultă că distanţa de la O2 la AB este egală cu 1, astfel că segmentul AB este tangent la
cercul cu centrul în O2. Acest segment este cuprins între cele două arce şi deasupra intervalu-

lui  0,1 . Fiind înscris într-un arc şi tangent la celălalt, rezultă că este singurul segment cu

această proprietate.

Se obţine astfel soluţia unică 2 1
1, .

2
p q


  

28. Se consideră patru puncte cu abscisele 1 2 3 4, , ,x x x x pe hiperbola 1.xy  Să se arate că

dacă aceste puncte aparţin unui cerc, atunci 1 2 3 4 1.x x x x 

Soluţie : Punctele sunt conciclice dacă şi numai dacă există numerele reale A, B, C astfel ca

2
2

1 1
2 2 0,i i

i i

x Ax B C
x x

      pentru i = 1, 2, 3, 4.

Considerăm aceste egalităţi ca un sistem de ecuaţii cu necunoscutele 2A, 2B, C. Acest sistem
este compatibil numai dacă determinantul matricei extinse este nul :

2 2
1 1 1 1 12 2

1 1 1 1 1

2 2
2 2 2 2 22 2

2 2 2 2 2

2 2
3 3 3 3 32 2

3 3 3 3 3

2 2
4 4 4 4 42 2

4 4 4 4 4

1 1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 1
1 1 1

x x x x x
x x x x x

x x x x x
x x x x x

x x x x x
x x x x x

x x x x x
x x x x x





  




3 2
1 1 1
3 2
2 2 2

2 2 2 2 3 2
1 2 3 4 1 2 3 4 3 3 3

3 2
4 4 4

1

11 1
0.

1

1

x x x

x x x

x x x x x x x x x x x

x x x

 
    
 

Al doilea factor este un determinant Vandermonde, deci este nenul. Rezultă că primul factor
este nul, aşadar 1 2 3 4 1.x x x x 

29. Un poliedru cu m + n feţe are m feţe patrulatere şi n feţe triunghiuri. Se ştie că în fiecare
vârf se întâlnesc exact patru feţe. Să se arate că n = 8.
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Soluţie : Fie V numărul de vârfuri, M numărul de muchii şi F numărul de feţe ale poliedrului.
Formula lui Euler ne dă 2.V M F   Condiţiile problemei implică 4 2 4 3 ,V M m n  

,F m n  de unde      4 4 3 4V M F m n m n        4 2 8.n   

Comentariu. Dacă poliedrul are şi p feţe pentagonale, iar în fiecare vârf se întâlnesc exact
patru feţe, atunci 8.n p  Dacă poliedrul are feţele triunghiuri sau patrulatere şi în fiecare
vârf se întâlnesc exact trei feţe, atunci 3, 2,m n  iar dacă în fiecare vârf se întâlnesc exact

cinci feţe, atunci 2 20.n m 

30. Într-un tetraedru OABC cu muchiile de lungimi , ,OA BC a OB AC b   

,OC AB c  fie A1 şi C1 centrele de grutate ale triunghiurilor ABC şi AOC, respectiv. Să se

demonstreze că dacă 1 1,OA BC atunci 2 2 23 .a c b 

Soluţie :Alegem originea în O şi identificăm, pentru simplitatea scrierii, vectorii de poziţie cu

punctele corespunzătoare. Avem  1 1 1 1, , 0.
3 3

A B C A C
A C A C B

  
     Rezultă

   3 0,A B C A C B     

care este echivalentă cu

2 2 23 2 cos 2 cos 2 cos 0.a c b ac B ab C bc A     

Se aplică teorema cosinusului în ABC şi se obţine

2 2 2 2 2 2 2 2 22 cos ,2 cos ,2 cos .bc A b c a ac B a c b ab C a b c        

Prin eliminarea funcţiilor trigonometrice se deduce 2 2 23 .a c b 

31. Să se arate că niciun număr Fibonacci fn cu n impar nu are factori primi de forma 4k + 3.

Soluţie : Congruenţa  2 1 modx p  are soluţii dacă şi numai dacă  1 mod 4 .p 

Numerele lui Fibonaccifn satisfac identitatea lui Cassini

  12
1 1 1 , 1.

n

n n nf f f n


    

Această formulă poate fi demonstrată prin inducţie sau se pot folosi determinanţii. Numerele
lui Fibonacci sunt generate de ecuaţia matricială

1

1

1 1
, 1.

1 0

n

n n

n n

f f
n

f f




   
    
  

Calculând determinanţii se obţine identitatea lui Cassini.
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Presupunem că există un număr prim  3 mod 4p  astfel încât 1 ,np f  n par. Atunci din

identitatea lui Cassini se obţine

 2 1 mod ,nf p 

ceea ce este imposibil.

32. Să se arate că există o infinitate de numere mai mari decât 1 care se repetă de cel puţin
şase ori în triunghiul lui Pascal.

Soluţie : Se consideră ecuaţia

1
1

1
,3 .

2
m m
n n

n
t C C m




   

Dacă ecuaţia are o soluţie, atunci numărul t apare de cel puţin şase ori în triunghiul lui Pascal

de două ori în linia t, de două ori în linia n (coloanele m 1 şi n m + 1) şi de două ori în linia
n 1 (coloanele m şi n m 1).

Ecuaţia are soluţiile : 2 1 2 2 2 1, , 2.k k k km f f n f f k    Într-adevăr, din 1
1

m m
n nC C

 rezultă

   
 
 

1 !!
,

1 ! 1 ! ! 1 !

nn

m n m m n m




    

  1 .mn n m n m   

Această egalitate este verificată de perechea  ,m n de mai sus :

  2 1 2 2 2 1 2 2 1 2 1 2 2 2 1 2 1 21k k k k k k k k k k k kf f f f f f f f f f f f         

       2 2
2 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 21 1 ,k k k k k k k kf f f f f f f f        

de unde 2
2 1 2 1 2 1,k k kf f f    care este identitatea lui Cassini din problema precedentă.

Comentariu .Pentru k = 2, se obţine t = 3003, valoare care apare de opt ori în triunghiul lui
Pascal, după cum rezultă din egalităţile

6 8 5 10 2 76 1 3002
14 14 15 15 78 78 3003 3003 .C C C C C C C C      

33. Să se arate că numărul 3 4 este produsul a două numere întregi, fiecare dintre ele
mai mari decât 102002.

Soluţie : Numărul dat este de forma 4 41
,

4
m n unde 3 şi 4 = 2 .

Concluzia rezultă din identitatea
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4 2 2
4 2 2

4 2 2

n n n
m m mn m mn

   
        

  

şi din inegalităţile

2
2

2

n
m mn  

2

n
n m
   
 

6 6
41 1

2 2
5 5 432 2

  
   

 

6 6
41 1

2
2 2

5 5 42 2 2
 

 
   

 

=

6 6
1 1

512 512
2 2

5 5
12 2 2

 
 

    
 

6
1

10 512
20

5
2 2


  

4
10 10 5052 2
  

4
3 3 50510 10
   2002

.10

34. Să se arate că numărul 5 + 5 + 1, n*, nu este prim.

Soluţie : Dacă m = 5 , atunci 5 + 5 + 1 5 1m m   =    2 3 21 1m m m m   

este produsul a două numere naturale mai mari decât 1, deci nu este prim.

35. Să se arate că pentru orice număr natural n nenul, numărul 3 + 1 are cel puţin 2n + 1
factori primi, nu neapărat diferiţi.

Soluţie : Inducţie după n. Afirmaţia este evidentă pentru n = 1. Din identitatea3 + 1 = 3 1 3 · 3 1
rezultă că este suficient să demonstrăm că numărul 3 · 3 1 este compus pentru
orice 1. Acest fapt rezultă din descompunerea

3 · 3 1 3 1 3 · 3 = 3 1 3 3 1 3 ,
ceea ce încheie demonstraţia prin inducţie.

36. Numărul 229 are nouă cifre distincte. Să se găsească cifra lipsă, fără a calcula
efectivnumărul.

Soluţie : Orice număr este congruent modulo 9 cu suma cifrelor lui. Observăm că

0 + 1 + 2 + ... + 9 = 45 0 (mod 9).

Pe de altă parte,2 2 · 1 4 (mod 9),

de unde rezultă că cifra lipsă este 4.

Observaţie. Avem într-adevăr 229 = 536870912.
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37. Să se demonstreze că pentru orice număr prim p> 17, numărul 32 1p  se divide cu 16320.

Soluţie : Avem factorizarea 16320 = 26· 3 · 5 · 17. Să observăm că 1 = – 1 este
divizibil cu 1.Rezultă că 1 este divizibil cu 1, 1 şi 1. Din
teorema lui Fermat rezultă că 1 1 se divide cu 3, 1 1 se
divide cu 5 şi 1 1 se divide cu 17. Aici am folosit faptul că p, fiind prim şi
mai mare decât 17, este prim cu 3, 5 şi 17.

Mai rămâne să arătăm că 1 este divizibil cu 2 . Evident, p este impar, p = 2m + 1,
cu m întreg. Atunci 1 2 1 1. Dezvoltând cu binomul lui Newton, se
obţine

       32 31 21 2 1
32 32 322 2 ... 2 2 .m C m C m C m   

În această sumă toţi termenii, cu excepţia ultimilor cinci, conţin o putere a lui 2 mai mare sau
egală cu 6. Pe de altă parte, este simplu să verificăm că în suma

         5 4 3 25 4 3 2 1
32 32 32 32 322 2 2 2 2C m C m C m C m C m   

Primul coeficient binomial este divizibil cu 2, al doilea cu 2 , al treilea cu 2 , al patrulea cu2 şi al cincilea 2 . Rezultă că această sumă se divide cu 2 şi deci 1
= 2 1 1 se divide cu 2 , ceea ce încheie demonstraţia.

38. Să se demonstreze că pentru orice număr natural n 2, există o mulţime S de n numere

întregi astfel încât  2
a b divide ab pentru oricare două numere distincte a, bS.

Soluţie : Se demonstrează afirmaţia prin inducţie după n.

Dacă n = 2, se ia S = {0, 1}.

Presupunem că pentru un 2n  există o mulţime Sn cu proprietatea dată. Fie L cel mai mic

multiplu comun al numerelor  2
a b şi ab, pentru toate perechile (a, b) de numere distincte

din Sn. Definim

   1 0 .n nS L a a S    

Mulţimea Sn +1 conţine n + 1 întregi nenegativi, deoarece L> 0. Fie a, bSn+1 distincte. Dacă

unul dintre aceste numere este 0, atunci  2
a b divide ab. Dacă ab 0, atunci

     2
0 mod ,L a L b ab a b    

astfel că     2
L a L b   divide    ,L a L b  ceea ce încheie demonstraţia prin inducţie.
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39. Să se arate că pentru orice număr natural nenuln, numărul soluţiilor întregi ale ecuaţiei
2 2x xy y n   este finit şi multiplu de 6.

Soluţie ; Din

 22 2 2 2 2 22 2 2 2n x xy y x y x y x y        

rezultă că orice soluţie a ecuaţiei se reprezintă în plan printr-un punct de coordonate întregi

din interiorul cercului cu centrul în origine şi raza 2 ,n deci numărul acestor soluţii este finit.

Se observă că

       2 22 2 ,x xy y x y x y x x        

deci din orice soluţie  ,x y a ecuaţiei date se obţine o nouă soluţie  , .x y x  Repetând

procedeul, se obţine un ciclu de lungime 6

           , , , , , , , , , , , .x y x y x y x y x y x y x y x y         

Toate aceste soluţii sunt distincte, deoarece x şi y nu pot fi ambele nule .Mulţimea soluţiilor
ecuaţiei date poate fi partiţionată în cicluri de lungime 6, deci cardinalul acestei mulţimi este
multiplu de 6.

Comentarii.1) Putem folosi algebra liniară pentru a demonstra că soluţiile dintr-un ciclu sunt
distincte. Într-adevăr, avem

1 1
,

1 0

x y x

x y

    
         

deci soluţiile dintr-un ciclu pot fi scrise ca vectori coloană

1 1
, 0,1,...,5.

1 0

k
x

k
y

   
      

Valorile proprii ale matricei

1 1

1 0
A

 
   

sunt
2

6

i

e


şi
2

6 ,
i

e



deci pentru 1, 2,...,5k  , matricea kA nu poate avea valoarea proprie 1,

deci

.k x x
A

y y

   
   

   



Revista Electronică MateInfo.ro ISSN 2065 – 6432 Octombrie 2011 www.mateinfo.ro

29

2) Factorizăm în mulţimea de întregi algebrici [ω], unde ω este o rădăcină cubică primitivă

a unităţii

             2 2 2 2 .x xy y x x y x y y x y y              

Ecuaţia din enunţ este simetrică, deci dintr-o soluţie  ,x y se obţine o nouă soluţie

 , .y x y  Se obţine astfel un nou ciclu de lungime 6 :

           , , , , , , , , , , , ,x y y x y x y x x y y x y x y x         

care este ciclul anterior, dar în ordine inversă.

3) Simetria    , ,x y y x poate fi folosită pentru a demonstra că în anumite cazuri numărul

soluţiilor întregi ale ecuaţiei este divizibil cu 12. Acest fapt nu este însă totdeauna adevărat,
de exemplu pentru n = 1 există exact 6 soluţii.

40. Să se găsească toate soluţiile întregi ale ecuaţiei 2 615 2 .nx  

Soluţie : Avem factorizarea 615 = 3 · 5 · 41. Numărul 2 nu este pătrat modulo 3 (sau mod 5),

deci n trebuie să fie par, n = 2m, m. Atunci    615 2 2 .m mx x   Numărul 615 poate fi

scris în patru moduri ca produs de două numere naturale :

615 = 1 · 615 = 3 · 205 = 5 · 123 = 15 · 41.

Cum     12 2 2 ,m m mx x     suma celor doi factori trebuie să fie o putere a lui 2, ceea ce

are loc numai pentru descompunerea 615 = 5 · 123. Se obţin soluţiile 59, 12.
41. Să se arate că numărul 532 + 1 se divide cu 641.

Soluţie : Avem 532 232 = (5 2)(5 + 2)(52 + 22)(54 + 24)(58 + 28)(516 + 216) se divide cu 641
= 54 + 24. Numărul 232 + 1 = 228· 24 +  1 = 228(27· 5 + 1 54) + 1 =

= 228(27· 5 + 1) – [(27· 5)4 1] = (27· 5 + 1)[228 (27· 5 1)(214· 52 + 1)] se divide cu 641 =

27· 5 + 1. Rezultă că şi numărul 532 + 1 = (532– 232) + (232 + 1) se divide cu 641.

42. Se consideră numerele p = 28· 1071 + 1, x = 29 + 22, y = 26 + 24 + 2 3+ 1, u = 28 23 + 1,

v = 211 + 27 + 22.

a) Să se verifice egalităţile : – 2 , 1071 şi .
b) Să se deducă faptul că 2 1 se divide cu p.
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Soluţie : a)Folosim reprezentarea 1071 = 210 + 25 + 24– 1, ceea ce reduce verificarea
egalităţilor la compararea unor sume algebrice de puteri ale lui 2. Să verificăm, de exemplu,
ultima egalitate :

x2 + y2 = (29 + 22)2 + (26 + 24 + 23 + 1)2 = 218 + 212 + 24 + 212 + 28 + 26 + 1 + 211 + 210 + 27 +

+ 28 + 25 + 24=218 + 213 + 212– 28 1= p.

b) Din 2 1071 rezultă1071 2 (mod p). Dar 2 · 1071 1 (mod p), deci 2 · 1071 1 (mod p),

de unde 2 · 2 2 1 (mod p).

Note. Factorul p al numărului F6 a fost găsit de FortunéLandry (12 iulie 1880), la vârsta de
82 de ani. Metoda de factorizare nu a fost descrisă de către autor. O reconstrucţie a tehnicilor
de factorizare folosite de Landry se face în articolul Williams, H. C., How was F6 Factored,
Mathematics of Computation, Vol. 61, No. 203, July 1993, pp. 463-474.

43. Câte triunghiuri necongruente au lungimile laturilor numere naturale şi perimetrul de

lungime n* ?

Soluţie : Fie t (n) numărul trunghiurilor necongruente cu lungimile laturilor numere naturale
şi perimetrul de lungime n. Şirul   t n este şirul lui Alcuin :

n 0    1    2    3    4    5    6    7    8

t (n)   000101121

Se construieşte un triunghi oarecare cu latirile de lungimi  , ,a b c plecând de la triunghiul cu

laturile de lungimi  1,1,1 :

         , , 1,1,1 0,1,1 1,1,1 1,1,2 ,a b c      

unde , 1, .b a a b c c b          Din 2 3 4 3 3,a b c n          se vede că
t (n) este egal cu numărul de reprezentări ale lui n ca sumă de 2, 3 şi 4, abstracţie făcând de
ordinea termenilor. Funcţia generatoare a acestui şir este

         
3

2

2 3 4
0 1 2 ...

1 1 1

x
t t x t x

x x x
   

  

Într-adevăr, fiecare factor  1
, 2,3, 4 ,

1 k
k

x



este suma unei serii geometrice infinite, iar

produsul acestor serii este o serie cu termenul general căutat, factorulx3 de la numărător
având rolul de deplasare, întrucât nu se caută reprezentările lui n, ci ale lui n 3.

Se descompune funcţia generatoare în fracţii simple
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Cu formula binomului pentru exponenţi arbitrari, primii patru termeni pot fi scrişi

   
0 0 0 0

3 21 13 1 1
1 1 .

24 288 16 32
n nn n n n

n n n n

x x x x
n n

   

   

    
       

   
   

Folosind identitatea  
1

1 ,
nk n k

n n

     
    

   
coeficientul lui nx devine

         22 6 18 1 18 1 27 11 13 1 1
1 1 1 .

24 288 16 32 288

n n
n nn n n n

n
n

       
       

 

Înmulţind ultimii doi termeni cu 21 ,x respectiv 1 ,x se observă că se poate exprima

coeficientul lui nx modulo 12 folosind o constantă ,
72

c
unde c este dat de tabelul

n mod 12   0    1    2    3    4    5    6    7    8    9    10    11

c 7 -17   1   25 -17 -17  25   1 -17  7     1 1

Se obţine astfel formula

 
 

2

2

7
,

48 72
.

3 7
,

48 72

n c
n par

t n
n c

n impar

 
 

  

44. Se consideră 2n numere naturale nenule distincte mai mici sau egale cu n2 (n> 2). Să se
demonstreze că există trei diferenţe i ja a care sunt egale.

Soluţie : Presupunem că 1 2 2... na a a   şi considerăm diferenţele 2 1 3 2, ,...,a a a a 

2 2 1.n na a  Dacă printre ele nu există trei egale, atunci

          2
2 1 3 2 2 2 1... 1 1 2 2 ... 1 1 .n na a a a a a n n n n                

Pe de altă parte, această sumă este egală cu 2 1,na a deci este cel mult egală cu 2 1,n 
contradicţie.

45. O piesă este mutată în planul de coordonate plecând din punctul (1, 1) după următoarele
reguli :

(a) din orice punct  ,a b piesa poate muta în punctul  2 ,a b sau  ,2 ;a b

(b) din orice punct  ,a b piesa poate muta în punctul  , ,a b b dacă a b sau în punctul

           3 2 2 2

1 13 1 1 1 2
.

288 1 32 1 8 1 9 124 1 16 1

x x

x x x x xx x

 
     

     
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 , ,a b a dacă .a b

Să se determine toate punctele de coordonate întregi pozitive  ,x y care sunt accesibile

pentru piesă.

Soluţie : Se demonstrează că punctul  ,x y este accesibil pentru piesă dacă şi numai dacă

cmmdc  , 2sx y  pentru un număr natural s.

Condiţia este necesară : într-adevăr, din cmmdc  ,p q  cmmdc  ,p q p se vede că
numărul divizorilor comuni impari este invariant la cele două transformări. Cum acest număr
este egal iniţial cu 1, rezultă cmmdc  , 2sx y  pentru un număr natural s.

Condiţia este suficientă : presupunem că cmmdc  , 2sx y  şi alegem dintre toate perechile

 ,p q din care punctul  ,x y este accesibil, opereche care minimizează .p q Numerele

,p q sunt impare, altfel  / 2,p q sau  , / 2p q ar contrazice minimalitatea. Dacă ,p q

atunci  ,p q este accesibil din   / 2, ,p q q din nou contradicţie. Similar, p q este

imposibil. Se deduce ,p q dar ,p q sunt impare şi cmmdc  ,p q este o putere a lui 2, deci

1,p q  astfel că punctul  ,x y este accesibil.

46. Dacă 1 4x  şi 2 6,y  care este probabilitatea ca 5?x y 

Soluţie : Avem aici un exemplu de probabilitate geometrică. Regiunea posibilă este
dreptunghiul cu vârfurile în punctele        1,2 , 1,6 , 4,2 , 4,6 şi aria   4 1 6 2 12.   Din

acest dreptunghi dreapta 5x y  “taie” triunghiul cu vârfurile în punctele      1,2 , 1,4 , 3,2

şi aria   3 1 4 2
2

2

 
 (regiunea nefavorabilă). Rezultă că probabilitatea căutată este egală

cu
12 2 5

.
12 6




47.Fie v, w două rădăcini ale ecuaţiei 1,nz  alese arbitrar. Să se găsească probabilitatea ca

2 3 .v w  

Soluţie : Cele n rădăcini sunt distribuite simetric în planul complex, deci putem presupune,
fără a restrânge generalitatea, că 1.v  Trebuie să determinăm probabilitatea ca

2 2
1 1 cos sin 2 2cos 2 3.w i         
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Acest fapt este echivalent cu
3

cos ,
2

  deci .
6


  Cum 1,w  avem

2
,1 .

12

k n
k

n


        

Există 2
12

n 
  

astfel de unghiuri, deci probabilitatea este egală cu

2
12

.
1

n

n

 
  


48. Se aleg două numere reale, aleator, uniform şi independent din intervalul  , ,a a * .a 
Care este probabilitatea ca produsul lor să fie strict mai mare decât suma lor?

Soluţie : Ecuaţia ,xy x y  echivalentă cu   1 1 1x y   , este ecuaţia unei hiperbole, care
împarte pătratul ,a x a a y a      în două sau trei părţi.

Prima parte conţine vârful  ,a a  , în care 2 2 0.xy x y a a     În această parte

.xy x y  Această parte este limitată de dreptele ,x a y a    şi de curba 1
1

1
y

x
 


pe

intervalul ,
1

a
a x

a
  


deoarece .y a  Ea are aria

 
1

21
1 2 2 ln 1 .

1

a

a

a

a dx a a a
x





        

A doua parte conţine vârfurile  ,a a şi  ,a a în care 2 0.xy x y a     În această
parte, .xy x y 

A treia parte nu există, dacă 2.x  Dacă 2,a  ea conţine vârful  ,a a , în care
2 2 0.xy x y a a     În această parte .xy x y  Această parte este limitată de dreptele

,x a y a  şi de curba 1
1

1
y

x
 


pe intervalul ,

1

a
x a

a
 


deoarece .y a Ea are aria

 2

1

1
1 2 2ln 1 .

1

a

a

a

a dx a a a
x



        

Regiunea pătratului în care xy x y  are aria

 2 2 2ln 1 ,a a a   dacă 0 2,a 

 2 22 2 ln 1 ,a a  dacă 2.a 

Aria pătratului este egală cu 24 ,a deci probabilitatea ca ,xy x y  cu ,x y uniform distribuiţi
în interiorul pătratului, este egală cu
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 
2

ln 11 1
,

4 2 2

a

a a


  dacă 0 2,a 

 2

2

ln 11
,

2 2

a

a


 dacă 2.a 

49. O podea dreptunghiulară este acoperită cu dale de gresie de dimensiuni 2 2 şi 1 4. O
dală se sparge, dar există alta disponibilă din celălalt sortiment. Să se demonstreze că
podeaua nu poate fi acoperită prin rearanjarea dalelor.

Soluţie : Se marchează pătratele podelei începând cu colţul din sud-vest ca în figură. O gresie

4 1 acoperă totdeauna 0 sau 2 pătrate marcate, iar o gresie 2 2 acoperă totdeauna un
singur pătrat marcat. De aici rezultă că nicio dală de gresie nu poate fi înlocuită cu o dală de
celălalt fel.

50.Există 10000 de numere de 10 cifre astfel încât toate numerele sunt divizibile cu 7 şi orice
număr poate fi obţinut din alt număr schimbând ordinea cifrelor?

Soluţie : Să numim echivalente două numere care pot fi obţinute unul din altul prin
permutarea cifrelor. Toate numerele echivalente între ele alcătuiesc o clasă. Există clase cu
un singur element, de exemplu 1111111111, exisă şi o clasă cu 10! elemente, clasa numărului
1234567890. Fiecare clasă este unic determinată de cele 10 cifre ale unui element oarecare al
ei, unde repetarea cifrelor este permisă. Numărul de moduri în care putem alege 10 cifre este
egal cu numărul de moduri în care putem pune 10 bile în 10 urne etichetate 0, 1, 2, ... , 9, deci

este egal cu 9
19 92378.C  Există

1010
1428571428

7

 
 

 
multipli de 7, deci există, conform

principiului lui Dirichlet, o clasă care conţine cel puţin 1428571428
15465

92378
    

multipli de 7.

Răspunsul la întrebarea din enunţ este deci afirmativ.

Sursa problemelor :

[1] : 3, 40; [2] :30, 49; [3] : 2, 33, 34, 35, 44, 45; [4] : 5, 16, 27, 28, 36, 37, 47; [5] : 34; [6]
:50; [7] : 1;[8] : 1, 15, 21, 22, 31, 32, 43; [9] : 9; [10] : 4; [11] : 8, 13, 30;[12] : 29; [14] : 6,
23, 41, 42;[15] : 20; [16] : 47, 48.

X X X

X X X

X X X
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În cǎutarea piramidei perfecte 
 
 
          De regulǎ percepem o problemǎ ca fiind frumoasǎ dacǎ fracţiile se simplificǎ, 
radicalii se extrag exact, rezultatele sunt numere întregi, etc. De aceea dǎm 
urmǎtoarea definiţie: 
 
          O piramidǎ patrulaterǎ regulatǎ se numeşte piramidǎ perfectǎ dacǎ latura 
bazei, apotema piramidei , înǎlţimea ei şi muchia lateralǎ sunt numere naturale. 
 
          În cele ce urmeazǎ vom nota lungimea laturii bazei cu 2x , înǎlţimea piramidei 
cu y şi apotema piramidei cu a şi muchia  lateralǎ cu m , ca în figura de mai jos: 
 
                                                                           PIRAMIDA 
                                                                     PATRULATERA 
                                                                         REGULATA 

                           PERFECTA 
                           ( dacǎ x, y, a, m sunt  

                        numere naturale) 
 
 y 

x 

a 
m 

 
 
 
 
 
 x 
 
Presupunem cǎ existǎ numerele naturale x, y, a, m adicǎ existǎ o piramidǎ 
patrulaterǎ regulatǎ perfectǎ. 
 
·Cu teorema lui Pitagora putem scrie relaţiile : 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+
222

222

max
ayx

 ⇔    (R 1) 2x)am()am()ya()ya( =+⋅−=+⋅−

 
·Deoarece m şi y sunt numere naturale şi y<m , existǎ un numǎr natural k astfel încât : 
 

ykm +=   (R2) 
 
·Înlocuind (R2) în (R1) obţinem : 
 

2x)ayk()ayk()ya()ya( =++⋅−+=+⋅−     (R3) 
 
·Numerele  şi  sunt de asemenea naturale ; le vom nota astfel : ya − ya +
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⎩
⎨
⎧

=+
=−

sya
rya

      (R4) 

·Cu notaţiile (R4) relaţia (R3) se scrie astfel : 
 

2x)sk()rk(sr =+⋅−=⋅     (R5) 
 
·Din (R5) rezultǎ ecuaţia de gradul II cu necunoscuta k  
 

0rs2k)rs(k 2 =−⋅−+         (R6) 
 
care are discriminantul 
 

222 jrs4)rs(rs8)rs( =++=+−=Δ       (R7) 
 
unde j este un numǎr natural deoarece în caz contrar soluţia k nu ar putea fi nr.natural. 
 
 
 
 
·Pentru a analiza relaţia (R7) avem nevoie de soluţiile ecuaţiei diofantice  
 

BAYX ⋅=⋅      (o soluţie este un sistem de 4 numere (A, B, X, Y). 
 
 
 
■Teorema 1 : 
Dacǎ şi  atunci o soluţie a ecuaţiei  v '' vuB ⋅=uA ⋅= BAYX ⋅=⋅  este 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=

⋅=
'

'

vvY
uuX

    

 
Orice soluţie a ecuaţiei este generatǎ de o factorizare potrivitǎ a numerelor A şi B ■ 
 
 
·Începem analiza relaţiei (R7) observând cǎ ea este echivalentǎ cu : 
 

rs4)rsj()rsj( =−−⋅++      (R8) 
 
·Deoarece numerele  şi rsj ++ rsj −−  au aceeaşi paritate şi anume paritate parǎ 
soluţia ecuaţiei  (R8) se scrie : 
 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⋅=−−

⋅=++

⋅=

⋅=

'

'

''

vv2rsj
uu2rsj

vus
vur

      (R9) 
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·Adunând ultimele 2 relaţii de la (R9)  rezultǎ: 
 

'      (R10) ' vvuuj ⋅+⋅=
 
·Folosind (R9) şi (R10) în relaţia  (R7)  :   22 jrs4)rs( =++
obţinem: 
 

2''''2'' )vvuu(vuvu4)vuvu( ⋅+⋅=+⋅+⋅  
 
care se poate scrie în mod echivalent : 
 

0)vvuu()vuuv( 2''2'' =−−+     (R11) 
 
·Relaţia (R11) implicǎ  
 
I            sau 0vvuuvuuv '''' =−++
II        0vvuuvuuv '''' =+−+
 
·Ecuaţia I se scrie sub forma cu soluţiile (conform teoremei 1) 
date de formulele : 

)uv(v)vu(u ''' −⋅=+⋅

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

−⋅
=

+⋅
=

=

⇔

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+

=

=−

=

'''

'
'

'

'

''

'

'

'''

ihv
2

)hi(iu

2
)hi(iv

hhu

iivu
hhu

ihuv
ihv

"""""             (R12) 

 
·Ecuaţia II se obţine din ecuaţia I prin înlocuirea lui u cu v şi a lui cu  şi invers ; 
de aceea soluţiile ecuaţiei II sunt : 

'u 'v

 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

−⋅
=

+⋅
=

=

'''

'
'

'

'

ihu
2

)hi(iv

2
)hi(iu

hhv

                   (R12)’ 

 
·În ambele cazuri I şi II conform primelor douǎ relaţii din (R9) şi folosind  
(R12) şi (R12)’  rezultǎ : 
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⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−⋅
==

+⋅
==

2
)hi(hiivus

2
)hi(ihhvur

'''
''

''

      

 
·Din (R5) rezultǎ   adicǎ: 2xsr =
 

222''2'2 )x2()hi(hihi =−⋅⋅       (R13) 
 
·Notǎm  ; din consideraţiile fǎcute pânǎ acum, putem formula 
urmǎtoarea teoremǎ: 

22'22 n)hi(:)x2( =

 
 
 
 
■Teorema 2: 
Dacǎ existǎ o piramidǎ patrulaterǎ regulatǎ perfectǎ atunci ecuaţia diofanticǎ  
 

222'' n)hi(hi =−⋅           (R14) 
 
are o soluţie nebanalǎ (n≠0) în mulţimea numerelor naturale ■ 
 
 
·Notând necunoscutele ecuaţiei (R14) cu x, y, z trecem la ultima parte a acestui studiu. 
 

 
 
 
 
 

Studiul ecuaţiei diofantice     222'' n)hi(hi =−⋅

 
          ·Notǎm cu ( ){ }nenulenaturalenumerez,y,x;z)yx(yxz,y,xH 222 =−=  
mulţimea soluţiilor nebanale (z≠0) ale ecuaţiei diofantice   
 

222 z)yx(yx =−        (R15) 
 
 
         ·Fie (x,y,z)  o soluţie nebanalǎ (adicǎ φ≠H ) care existǎ conform teoremei 2. 
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          (A) Putem presupune cǎ x şi y au paritǎţi diferite;  
          ·Dacǎ x şi y au aceeaşi paritate considerǎm tripletul ( )111 z,y,x  definit cu 
formulele de mai jos : 
 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

∈
−

=

∈
+

=

2
zz

N
2

yxy

N
2

yxx

1

1

1

   ; 

 
 acest triplet este  o altǎ soluţie nebanalǎ a ecuaţiei   . 222 z)yx(yx =−
 
         ·Verificarea faptului cǎ tripletul ( )111 z,y,x este soluţie : 
 
Tripletul  (x,y,z) verificǎ ecuaţia deoarece (x,y,z) este soluţie . 222 z)yx(yx =−
Dar şi . 11 yxx += 11 yxy −=
  
Înlocuind x şi y în ecuaţia    obţinem 222 z)yx(yx =−
 

2
111111 z)yx4)(yx)(yx( =−+ . 

 
Deoarece şi sunt numere naturale nenule diferite rezultǎ 1x 1y 0z2z 1 ≠=  şi  Nz1 ∈

Mai rezultǎ relaţia  şi deci ecuaţia e verificatǎ de tripletul   de 
numere naturale nenule . 

2
1

2
1

2
111 z)yx(yx =−

( )111 z,y,x
 
             ·Dacǎ noul triplet  are  şi de paritǎţi diferite ne oprim ;  ( 111 z,y,x ) 1x 1y
dacǎ şi  au aceeaşi paritate, considerǎm un nou triplet  1x 1y
 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

−
=

+
=

2
zz

2
yx

y

2
yxx

1
2

11
2

11
2

     care de asemenea este o altǎ soluţie nebanalǎ a ecuaţiei  (R15) 

         
          ·Deoarece şirul de numere este un şir strict descrescǎtor de numere 
naturale, rezultǎ cǎ el este finit şi deci în mod sigur obţinem la un moment dat o 

…,z,z,z 21
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soluţie   cu şi de paritǎţi diferite (pentru cǎ în caz contrar construim 
un şir infinit de soluţii cu z natural strict descrescǎtor ceea ce e imposibil). 

( nnn z,y,x ) nx ny

            ·Am stabilit cǎ dacǎ avem o soluţie (x,y,z) nebanalǎ a ecuaţiei (R15) adicǎ 
φ≠H atunci putem presupune cǎ x şi y  au paritǎţi diferite .  

          
            (B) Construcţia unei noi piramide patrulatere regulate perfecte . 
             
 

H ≠ φ             ·Deoarece  alegem acea soluţie (construitǎ anterior) ( ) Hz,y,x 000 ∈  
astfel încât şi sǎ aibǎ paritǎţi diferite ; dacǎ şi au factori primi comuni , 
construim o soluţie 

0x 0y 0x 0y
( )'' ,y,'x z  astfel încât şi sǎ fie numere relativ prime şi în 

acelaşi timp sǎ aibǎ paritǎţi diferite. 

'x 'y

           ·Fie p un factor prim comun ; atunci : şi  ;înlocuind în 
ecuaţia (R15) obţinem : 

'
0 xpx ⋅= '

0 ypy ⋅=

 
2
0z= 2

0'2'2'2'''2'

p
z

zundez)yx(yx)ypxp ==−'22'2' ypxp( − ⇔  

           ·Procedând astfel putem elimina toţi factorii primi comuni ai lui şi 
pǎstrând paritatea lor deoarece numerele prime eliminate sunt toate impare. 

0x 0y  

           
           ·Fie deci ( )'z

2X

' ,yx ' ,

2'2' z)yx( =−
'x  ,

'x

44 z)YX =−

 o soluţie a ecuaţiei (R15) cu şi ' de paritǎţi diferite iar 
şi ' numere relativ prime ; atunci şi sunt de asemenea relativ 

prime ;dacǎ un factor prim comun p divide pe şi atunci el divide şi pe '

ceea ce nu este posibil .Analog rezultǎ cǎ şi  sunt relativ prime. 

'x

y−
2

y
'x y 'x 2'2' yx −

'x
'y 2'x −

2'2'x
'y

y  

 
           ·Deoarece  

2''' yx       (R16) 
şi cei trei factori  ' şi  sunt numere relativ prime (oricare douǎ), rezultǎ 
cǎ cei trei factori sunt pǎtrate perfecte . 

y 2'yx 2' −

'y           ·Rezultǎ   şi       2Y, == 442'2' YXyx −=−
iar ecuaţia (R16) devine : 
 

2'22 (YX       (R17) 
 
unde avem in continuare faptul cǎ X şi Ysunt relativ prime şi de paritǎţi diferite. 
 

          ·Notǎm 2

2'

Y

2 −

2X
z2Z =

24 Z ⇔=

; ecuaţia (R17) devine : 

 
2224 Z)YYX(YX =+− 2 X)(          (R18)          

 
          ·Avem in continuare faptul cǎ X ,Y şi Z sunt relativ prime (oricare douǎ) 
 iar X şi Y sunt de paritǎţi diferite 
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         ·Z este impar deoarece X şi Y sunt de paritǎţi diferite. 
         
 
 
 
 
               Din (R18) rezultǎ : 
 

        ·Deoarece Z este impar , un factor prim p al lui Z nu   poate sǎ dividǎ 
simultan ambele paranteze 22 YX −  şi 22 YX +  deoarece atunci ar divide suma şi 
diferenţa parantezelor adicǎ pe şi pe adicǎ pe X şi pe Y 2X2 2Y2

     (factorul prim p este impar deoarece Z este impar) ;  
 
        ·Rezultǎ cǎ existǎ douǎ numere relativ prime impare   şi astfel încât : 1Z 2Z
 

ZZZ 21 =⋅                   (R19) 
      şi 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=−
2
2

22

2
1

22

ZYX
ZYX

            (R20) 

 
       ·Pare cǎ ne-am întors la relaţiile (R1) de la începutul acestui studiu ; totuşi nu 
este aşa ; scriem relaţiile din nou şi le comparǎm cu (R20) 

 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+
222

222

max
ayx

      (R1)             şi                           (R20) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=−
2
2

22

2
1

22

ZYX
ZYX

 
            ·Relaţiile (R20) se mai pot scrie : 
 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+

=+
2
2

22

22
1

2

ZXY
XZY        (R21)           

 
           ·Comparând (R1) cu (R21) schimbǎm notaţiile astfel: 
 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

=

piramidenoiialateralamuchiamZ

piramidenoiiînaltimeayZ
piramidenoiiapotemaaX

piramidenoiibazeilaturiijumatateaxY

"
2

"
1

"

"

(R22)           

 
           ·Analizând membrul drept al relaţiei  (R13)     
 
      din acest studiu 222''2'2 )x2()hi(hihi =−⋅⋅
 
observǎm cǎ dea lungul raţionamentelor el a fost transformat prin împǎrţiri succesive 
în numǎrul impar  Z2; deci  2222 xpedivideZcarezultaundedex4divideZ .
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          ·De aici rezultǎ faptul cǎ Z divide x ; rezultǎ în continuare cǎ: 
 

xZ ≤          (R23)           
            
           ·Folosind (R22) , (R20) , (R19)  şi (R23)  (în aceastǎ ordine)   putem scrie 
urmǎtoarele inegalitǎţi: 
 

2222
1

2
2

22" x21x1ZZZY2x2 <−≤−≤−==  
 
           ·De aici rezultǎ cǎ noua piramidǎ perfectǎ construitǎ are  
latura bazei strict mai micǎ decât latura bazei piramidei iniţiale . "x2 x2
 
          ·Aplicând noii piramide procedeul de construcţie descris în acest studiu obţinem 
a treia piramidǎ perfectǎ  care are latura bazei şi mai micǎ decât ;continuând 
construcţia descrisǎ obţinem un şir infinit de piramide perfecte. 

"x2

 
          ·Astfel obţinem un şir infinit de piramide perfecte cu laturile bazelor un şir 
infinit strict descrescǎtor de numere naturale ;dar aceasta este imposibil . 
 
         Deci presupunerea cǎ existǎ piramide patrulatere regulate 
perfecte este falsǎ . 
 
 
Consecinţe: 
 
         Cu toate cǎ avem o concluzie negativǎ şi anume cǎ nu existǎ piramide 
patrulatere regulate perfecte totuşi putem determina pe baza raţionamentelor efectuate, 
piramide în care înǎlţimea y, apotema a şi muchia lateralǎ m sunt naturale. 
 
·Astfel din ecuaţia   putem calcula k folosind şi relaţiile  0rs2k)rs(k 2 =−⋅−+
(R12) , (R9) , (R7) şi (R10): 
 

''
''''

hhii)12R(aplicam
2

vvuuvuuv
2

jsrk ==
++−

=
+−

=  

 
·Mai  reţinem relaţiile: 
 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−⋅
==

+⋅
==

2
)hi(hiivus

2
)hi(ihhvur

'''
''

''

  

 

⎩
⎨
⎧

=+
=−

sya
rya
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  ykm +=
 
  2xsr =
 
 
·Pe baza acestor relaţii putem calcula k, r, s, a, y, m şi x dacǎ alegem numere naturale 
potrivite pentru i , , h ,'i 'h  
 
·Rezulǎ urmǎtorul tabel: 
 
Nr cr i 'i h 'h k r s a y m x 

1. 2 3 1 1 6 4 6 5 1 7 62  
2. 2 5 1 1 10 6 20 13 7 17 302
3. 1 8 2 1 16 10 24 17 7 23 154  
4. 2 7 1 1 14 8 42 25 17 31 214  
5. 2 11 3 1 66 42 88 65 23 89 2314

 
·Notǎm  
 
Al=aria lateralǎ 
At=aria totalǎ 
V =volumul 
 
·Rezultǎ un nou  tabel: 
 

Nr cr a y m x Al At V 
1. 5 1 7 62  640  96+ 640  32 
2. 13 7 17 302  30104  480+ 30104  1120 
3. 17 7 23 154  15272  960+ 15272  2240 
4. 25 17 31 214  21400  1344+ 21400  7616 
5. 65 23 89 2314 2311040  14784+ 2311040  113344

 
·Fiecare linie din tabelul al doilea este o sursǎ de probleme concrete. 
 
 Alegem ca ipotezǎ a problemei douǎ elemente ale liniei şi cerem sǎ se calculeze 
celelalte elemente ale liniei respective. 
 
 Pentru fiecare linie avem  probleme , adicǎ în total 75 de probleme (am 
exclus volumul V din numǎrare). 

15C2
6 =

 
      
     Profesor matematica (grad didactic Def.)  Velcsov Gheorghe Ioan 
     la GRUP SCOLAR TEHNIC “TRAIAN GROZAVESCU”  
     localitatea NADRAG judetul TIMIS 
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a) 2ݔଷ ൅ ݔ  ଶ

6
5

ݔ െ 2 ൅ 5
ଶݔ െ ݔ6 8
ଷݔ ൅ 3 -9x-27 
(

03. Se dau funcţiile ݂ሺݔሻ ൌ െ2ݔଶ ൅ ݔ3 െ 4 şi ݃ሺݔሻ ൌ ݔ2 െ 4.Calculaţi punctele de 
lor celor 2 funcţii.(6 puncte). 

lor: 6 respectiv  4cm �i unghiul ascuţit de 

.Se d
raficul funcţiei.(8

1

b) ݔଶ െ 1  
c) ݔଶ ൅ 2  

ଶd) ݔ 1  
e) ൅  
f) ݔଶ

7 puncte) 

intersecţie ale grafice

04.În paralelogramul ABCD se dau lungimile laturi
600.Să se calculeze aria paralelogramului şi lungimea celei mai mari diagonale. (6 puncte) 

05 ă funcţia ݂ሺݔሻ ൌ ݔ݊݅ݏ2 െ 1.Să se găsească intersecţiile graficului funcţiei cu axa OX 
�i să se traseze g  puncte) 

06.Se dă hiperbola cu  focarul F  (-√20,0) şi vârful B(4,0). Să se scrie ecuaţia hiperbolei şi 

ሻ െ ݔ݈݃ ൌ 1.(5 puncte) 

ecuaţiile asimptotelor.(8 puncte). 

07. Să se rezolve ecuaţia ݈݃ሺݔ ൅ 2

08.Se dau vectorii Ԧܽ �i ሬܾԦ în sistem 4ଓԦ൅ 2ଔԦ �i ܾ ൌul XOY, Ԧܽ= 3ଔԦ. Reprezentaţi în sistemul 
ଵXOY  vectorul Ԧܿ=
ଶ
Ԧܽ- ሬܾԦ. 

Să se calculeze mo leledu  vectorilor Ԧܽ �i ሬܾԦ �i măsura unghiului format de cei doi  
vectori(rezultatul va fi rotunjit la minute).(8 puncte) 

ሻ௡ାଵ ൅ 3 · 1଴, pentru orice număr natural n.(6 puncte) 

 La o petrecere sunt 16 persoane: 4 cupluri c gure. 

09.Calculaţi valoarea expresiei : 

11· ሺെ1ሻ௡ିଵ+ሺ3 െ 2 · 2ሻ௡ െ ሺെ1

10. ăsătorite, 5 bărbaţi singuri �i 3 femei sin

Pentru un anumit  joc este nevoie sa se aleaga 2 persoane la întâmplare.Să se calculeze 
probabilitatea evenimentelor A respectiv Bunde: 

A este evenimentul : cele 2 persoane sunt alese din cupluri căsătorite 

B este evenimentul:persoanele alesesuntsingureşi de sexe diferite.(6 puncte). 

11.Să se calculeze  integrala nedefinită ׬ ௫ିଶ√௫ାହ௫
௫మ

మ
dx.(7 puncte) 

12.Tangenta la graficul funcţiei  ݂ሺݔሻ ൌ െ 2 în punctu݈ܽ݊ݔ ൅ ଶݔ l de abscisă ݔ଴ ൌ 1 este 
perpendiculară pe dreapta de ecuaţie 2ݔ ൅ ݕ3 െ 2 ൌ 0.Să se calculeze valoarea lui ܽ. 

(7 puncte). 
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01.Se dă funcţia ݂ሺݔሻ ൌ ሺ௫ିଶሻమ

௫

 

Fişa 2. 

. 

a) Să se găsească intersecţia graficului funcţiei cu axa OX,(4 puncte) 
 se traseze graficul funcţiei,(3 puncte) 

c) Să se rezolve inecuaţia ݂ሺݔሻ ൑ 1,(2 puncte) 
ueze aria delimitată de dreapta ݕ ൌ 1 �i graficul funcţiei date.(5 puncte). 

eptunghic.Să se calculeze aria cercului 

 punctului M astfel încât aria 

inea geometrică a numărului complex ݖ ൌ 10ሺ1 ൅ 2݅ሻ .(2 

b) Să se găsească toate numerele x, astfel încât numărul 
ଷ ଶ଴଴ଽ ଶ ଶ଴ଵଵ ଶ଴ଵଷ ଶ଴଴଻ ሺ ଶ ሻ ଶ଴଴଼ ൅ 5, să fie real(5 

omplex ݖ ൌ

ţia: 

 

in n

3. După fiecar idatul editează soluţia(în broşură este lăsat spaţiu pentru asta). 

 

b) Să

d) Să se eval

02.Se dau în plan punctele: A(2, 1), B(-1, 4), C(-2, -3) . 

a) Să se demonstreze că tri ABC este drunghiul 
circumscris triunghiului.(5 puncte) 

b) Să se calculeze coordonatele punctului כܣ- proiecţia punctului A pe BC.(3 puncte) 
c) Fie punctul M pe BC.Să se găsească coordonatele

 .ABM să fie 11.(5 puncte)پ

 

03. Să se rezolve următoarele sarcini în mulţimea numerelor complexeԧ. 

a) Să se reprezinte imag ିଵ

puncte) 

ݖ ൌ ݔ6 ݅ ൅ ݔ5 ݅ െ ݅ݔ12 ൅ 4݅ ൅ ݔ ൅ 1 ݅ ൅ ݔ
puncte) 

c) Se dă numărul complex ݓ ൌ 1 െ ݅.Să se găsească numărul c ݔ ൅  ,ݕ݅
pentru care ܴ݁ሺݖݓሻ ൌ 0 �i |ݖ ڄ |ݓ ൌ 2.(4 puncte). 
În planuld)  complex să se reprezinte mulţimea punctelor care satisfac condi
ݖ| െ 1| ൌ 2.(2 puncte). 

Observaţii 

1. Problemele d Fişa 2 sunt co siderate dificile, 
2. Candidaţii primesc formulele necesare rezolvării sarcinilor. 

e enunţ cand

 


