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1. Abordarea unei inegalitiati aparute in Sclipirea Mintii nr. IX

TITU ZVONARU, Comanesti si NECULAI STANCIU, Buziu

In articolul de fati ne propunem si prezentim modul de abordare si citeva
rafindri ale unei inegalitati aparute in Sclipirea Mintii nr. IX -2012:
’L210. Sa se arate ca:
2 2 2
0 ) (@) xy+z
z°(x+y) X (y+z) y(z+Xx) 2

VX, y,zeR, .

Florin Stanescu, Gaesti, Dambovita
Enuntul ne sugereaza folosirea inegalitatii lui Bergstrom.
Obtinem:

(xy)? N (y2)* N (2x)* S (xy + yz +2x)*
22(x+y) XA(y+2) yi(z+x) 22(x+y)+x3(y+2)+yi(z+Xx)’
si ar trebui sa demonstram ca:
(Xy + yz + 2X)* S Xty+z
X+ +xX(y+2)+y(z+x) 2

adicd, dupa efectuarea calculelor:
2X°yz+2xy° 2+ 2xyz* > X3 (y+ ) + Y (2 + X) + 23 (x + Y).
Din pacate, ultima inegalitate nu este adevarata; de fapt avem:
2X°yz+2xy°z + 2xy2* < X3 (y+2) + Y (2 + X) + 23 (x + y).
Tntr-adevar, folosind inegalitatea mediilor, rezulta:
(Y +2)+3y (2 +X)+ 328 (x+ y) = 23 (y+ 2) + 23 (2 + X) + 22° (X + y) +
Xy xy Y2y + Xz x2® 22Xy +2x% 2+ 2y% 2% + 2y 2+ 2xy? + 2X%2% +
+2xz2° +2yz® + 2x%y® > 6x°yz + 6xy’z + 6XyZ%,
iar prin impartire cu 3 obtinem afirmatia facuta.
Prima incercare de a folosi inegalitatea lui Bergstrom nu a dus la rezultatul dorit, ceea ce nu
inseamna ca trebuie sd abandonam ideea. Astfel avem:

2 5
' ), @ _\z) \x) \y)
22(x+y) x(y+z) Yy (z+X) X+y y+z Z4+X
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2
(xy+yz+sz
J\Z Xy |

2(X+y+12)
si ar trebui sa demonstram ca:
2
i
zZ X y SXty+z Xy vz >x+y+z
2(X+Yy+12) 2 zZ X y

< (xy)? +(y2)? +(2x) > xyz(x+ y +2),
inegalitate care este binecunoscuta a® +b* +c¢* >ab+bc+ca,
aplicata numerelor Xy, yz,zX.
Deci, am obtinut o solutie pentru problema L210.
Orice rezolvitor interesat de domeniul inegalitatilor ar trebui sd-si puna intrebarea:
mai exista alte solutii?
Sa incercam alta abordare:
(xy)? X4y Ax*y* — 7% (x+y)? [2xy+z(x+y)][2xy—z(x+y)] 3
22(x+y) 4 47%(x+Y) 47%(X+Y) -

_[2xy+2(x+ y)ly(x = 2) +[2xy + 2(x + y)Ix(y —2)

47 (X +Y)
Deoarece,
2xy +2(x+Yy) Xy +i
473 (x+y)  2z%(x+y) 4z’
rezulta:
() x4y _ xyi(x- z) y(x-27) X y(y - z) Xy-2) (1)
?(x+y) 4 27%(x+ y) a7 27 (X+ y) 47
si analog:
(y2)’ y+z _yz’(y-x) L2y=x) Z(Z—X) y(z—x) @
X*(y +2) 4 2x*(y +12) 4x 2x° (y+z) 4x
(zx)? _I+X X 2(z—-vy) x(z—y)+ 2°X(x-y) z(x—y) 3)

yi(z+Xx) 4 2y*(z+X) 4y 2y° (z+x) 4y
Grupand convenabil termenii din partea dreaptd a relatiilor (1), (2), (3) (tindnd cont de
numaratorii fractiilor), obtinem:
Xyz(X—Z)erZ(Z—X) y(x-2) y(z-% _
272°(x+Yy) 2x*(y+12) 47 4x
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_Yi(x-2) x 1 +Y(X—Z)(1_£)_
) 22(x+y) x(y+12) 4 \z x)

_ Y (x=2) y(x*-7%)+xz(x* -z°) . y(x-2)* _
2 xX°2° (x+ y)(y +2) 4xz

CYA(x—=2)’[y(x® + xz + 2%) + xz(x + 2)] . y(x—2)?
- 2x° 22 (x+ y)(y + 2) 4xz

Scriind inca doua relatii similare, dupa adunare obtinem identitatea:

Pyl (xy)* z -y 2 (x— Y)Z[Zz(xz +Xy +Y°) +xy(x+y)] Y z(x-y)* (@)
2 (x+Y) 2 2X°y(y+2z)(z+x) 4x
care furnizeaza o altd demonstratie pentru inegalitatea in discutie.
Chiar daca a necesitat ceva calcule (usor de condus totusi catre forma dorita), a doua abordare ne
permite obtinerea unor rafinari ale inegalitatii date. Astfel deducem urmatoarele

inegalititi:

3 Z ((iyl . ;Z = Z(X4;yy)

2, ((Xxyi TR 2 xy(zyz (+Xz_)(yz)i ")

S o I T e

(pentru ultima inegalitate am folosit faptul ci: x> +y? + Xy > %(X +y)%).
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2. Matematica Evului Mediu

Prof. Dascalu Daniela
Scoala cu cls I-VIII Mircea Voda
Structura Scolara Dedulesti
Jud. Braila

Pana in sec XIII, diferitele ramuri ale matematicii au cunoscut in Europa numai contributiile
autorilor arabi, (si prin intermediul traducerilor arabe- ale matematicienilor greci, indieni §i persani).

In sec IX, savantii arabi au adoptat sistemul de numeratie zecimali, preluandu-I de la indieni ( la
fel ca si regula de trei). Primul manual de aritmetica bazat pe principiul valorii de pozitie a simbolurilor
a fost intocmit n jurul anului 830 de al-Khwariymi; opera algebrica a acestuia va fi completata, spre
sfarsitul secolului al XI-lea, de stralucitul matematician Omar Khayyam, care in Algebra sa gaseste
solutii foarte ingenioase. Matematicienii arabi au introdus fractiile zecimale si au reusit sa extraga
radacinile patrate si cubice. Foarte curand, ei vor opera frecvent si cu irationalele algebrice, sub formele
lor aritmetice. Teoria proportiilor, teoria numerelor, ecuatiile cubice, calculele geometrice, isi datoreaza
progresele, ntr-o masura notabila, acestor savanti. lar in tabelel trigonometrice ale Iui Al-Khwariymi
apare pentru prima datd notiunea de sinus, in timp ce notiunea de tangentd se intalneste mai intai la al-
Farghani (sec X). In acelasi secol al X-lea, matematicienii arabi introduc si notiunile de cosinus si
cotangenta.

Marele astronom al-Battani, elaborandu-si celebra lucrare de astronomie ( tradusa in latind cu titlul De
scientia stellarum) se ocupa mult- mai ales 1n pregatirea tabelelor- de trigonometria sferica stabilind noi
teoreme,- dintre care cea mai importanta este teoria cosinusului pentru triunghiurile sferice. Tot atunci,
alti cercetatori arabi discuta si rezolva geometric trisectiunii unghiului, folosind un procedeu nou,
introduc secanta si cosecanta in trigonometria sferica, etc.

In sec. XI, Ibn al Haytham, Ibn Sina si al-Biruni aduc si ei contributii importante pentru
dezvoltarea matematicii. Primul, pune si rezolva in Optica sa probleme de geometrie; al doilea, celebru
ca filozof si medic; este i autor al unor scrieri de aritmetica si geometrie; iar al-Biruni scrie o lucrare
despre calculul arculul arcurilor unui cerc, cu bogate referinse la rezultate ale matematicii grecesti care
intre timp se pierduserd, cu bogate referinte la rezultatele matematicii grecesti care intre timp se
pierduserd; ajungand la solutionarea unei ecuatii de gradul al treilea, face cercetari interesante de
trigonometrie calculand o valoare a lui 7 cu o remarcabila aproximatie si stabilind diverse proprietati ale
triunghiurile sferice.

In Occident, aceste intense preocupiri si aceste rezultate ale matematicienilor arabi au trezit un
viu interes chiar din sec. X, - cand Gerbert d’Aurillac, care venise in contact indelungat cu lumea araba,
scrie tratatul sau despre abac. Dar despre o renastere a matematicii europene se poate vorbi doar
incepand din sec. X111, cand se vor inregistra progrese remarcabile in aritmetica, algebra si
trigonometrie.
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Cel care inaugureaza aceatd miscare este Leonardo Fibonacci da Pisa. In opera sa fundamentald Liber
abaci- in care termenul ,,abac” este luat intr-un sens atat de de larg incat ajunge sa-l inlocuiasca pe cel de
algoritm- intentia lui este sa propage si sa familiarizeze lumea occidentald cu principiile de calcul ale
arabilor, introducand folosirea curenta a cifrelor zise “arabe” atat in lucrarile stiintifice cat si in cele
tinand de practica comerciala. Explicand valoare cifrelor arabe Fibonacci clarifica valoarea de pozitie a
notatiei, care face ca numerele compuse din trei cifre (213, 123, 132, 321, 321 si 312) sd aiba valori
diferite. ( Despre acestea vorbise, cu un secol inainte, si Adele din Bath; dar numai dupa aparitia cartii
lui Fibonacci vechiul sistem de notatie cu litere — I, V, X, L, M, C, D,- folosit de greci si de romani, a
fost abandonat).

Lucrarea lui Fibonacci contine si un studiu amplu de fractii, despre radicali, despre ecuatii, o
serie ampla de aplicatii practice ale aritmeticii, etc. In solutiile algebrice care le contine, desi inspirate de
multe ori din Algebra lui Al-Khwarizmi, nu lipseste nu lipseste totusi nota de clara originalitate. Dar
lucrarile in care Fibonacci este mai personal, dovedind aptitudini cu totul remarcabile in calculele cele
mai dificile, sunt Los Leonardi si Liber quadratorum. in demonstrasiile sale, pentru a le da un caracter
general el a inlocuit numerele cu litere; a dezvoltat analiza nedeterminata si succesiunea de numere in
care fiecare reprezintp suma celorlalte doud anterioare; a solutionat probleme care implicau ecuatii de
gradul 1V; si — fapt de-a dreptul senzational pentru acele timpuri — a recurs la ajutorul algebrei pentru a
rezolva probleme de geometrie.

Trecerea spre algebra simbolica sau sincopata (in care termenii tehnici sunt Inlocuiti cu abrevieri) este
realizatd de germanul Jordanus Nemorarius, m. 1237 — general al Ordinului dominican, - care s-a
ocupat, cum am vizut, de mecanica si aritmetica, algebra si geometrie. In lucririle sale cele mai
originale — Algoritmus demonstratus, De triangulis, De numeris datis, De isoperimetris, - el foloseste in
problemele de aritmetica litere alfabetice ca simboluri algebrice pentru a indica marimi nedeterminate;
rezolva probleme de algebra care duceau si trisectia triunghiului; discutd despre unghiul de contingenta
format de o curba cu tangenta sa.

Celalalt matematician reprezentativ al sec XIII, Campanus de Novara (m. 1296) isi insoteste
traducerea latind — din araba — a Elementelor lui Euclid de un important comentar, continand
consideratii (care, in secolele urmatoare, vor forma obiectul unor frecvente discutii ) asupra
pentagonului stelat i a unghiului de contingenta. Incét, versiunea acesata a Elementelor va fi cea mai
apreciatd, pana tarziu, in epoca Renasterii.

In sec XIV., in Anglia studiile matematice vor fi ilustrate de cercetarile lui Thomas Bradwardine
(cca 1290 — 1349) asupra isoperimetrelor, poligoanelor stelate. De asemenea, de cele din domeniul
trigonometriei — primele din Occident — ale lui Richard din Wallingford (1291 — 1336).

In Franta, astronomul si matematicianul Levi ben Gerson scrie lucriri de geometrie, aritmetica si
rigoarea stiintifica a gandirii (indeosebi 1n criticapostulatelor euclidiene).

Dar cel mai original matematician al secolului este Nicolas Oresme (cc 1323 — 1382). Teoria
proportiilor formulata de el, bazata pe folosirea exponentilor fractionari, este de fapt o teorie a
irationalelor. Cele mai mari merite ale lui Oresme constau in interpretarea matematica, in
“matematizarea” fizicii — prin reprezentarea ,,cantitatii unei calitati”, servindu-se de mijlocul unei figuri
geometrice, prin reducerea intensitatii calitatii la o scara de marimi masurabile. (G. Beaujouan) —in
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lucrarile De configuratione calitatum, De configurationibus intensionum, etc “Opera sa reprezinta un
pas important catre inventarea geometriei analitice si introducerea in geometrie a ideii de miscare, idée
care lipsea in geometria greaca” — observa A.C. Crombie. lar P. Brunet, referindu-se la ideile expuse in
Taite des latitudes des formes, subliniaza o descoperire a lui Oresme susceptibila si in domeniul
matematicilor pure de repercursiuni importante: “ Este cea care, reluatd mai tarziu de Descartes cu o
noud amploare, va permite reprezentarea grafica, printr-0 curbd, a variatiilor functionale, adica
introducerea coordonatelor rectangulare “.- Ceea ce a facut (afirma si P. Duhem) ca Oresme sa poata fi
considerat “precursorul lui Descartes in geometria analitica si a lui Galilei in cinematica”.

Matematicieni ai Evului Mediu

Numerayie §i operatii
Tn cartea lui Brahmagupta (sec 7) intalnim calcule cu numarul zero si unele patrate magice simple. Un
patrat magic simplu este dat de tabelul

49 2
35 7
81 6

in care suma elementelo pe linii, coloane si pe diagonale este aceeasi, iar numerele sunt toate diferite,
consecutive.

Al Horezmi (sec 9) da prima expunere a numeratiei pozitionale si a operatiilor corespunzatoare, care au
o orogine individuald. In numeratia pozitionald, o cifra, de exmplu 2 poate si insemne si 2 unitati si 20,
200, etc., dupa locul pe care il ocupa in scriere. In modul acesta se simplifica foarte mult scrierea si mai
ales operatiile de inmultire si de impartire.

In Occidentul Europei, numeratia pozitionald a fost introdusa din sec al II-lea, datorita raspandirii cartii
lui Horezmi; pind atunci era folositd scrierea cu cifre romane, in care pentru 2, 20, 200, 2000, etc. erau
intrebuintate literele 11, XX, CC, MM, ... deci principiul juxtapunerii. Cifrele, desi erau numite arabe,
erau reprezentate prin diferite simboluri in cursul timpului, iar forma lor actuala a fost fixata in Europa,
cu ocazia inventarii tiparului.

Teoria numerelor naturale

Aribhata (sec 6) a dat formulele pentru suma patratelor si a cuburilor numerelor naturale.

Naraiana (sec 14) a calculat sume de termeni care generalizeaza numere triunghiulare, piramidale, etc.,
anume

n (n+1)

St=1+2+3+. .+n= >
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n (n+1) _ n (n+1)(n+2)

S2=1+3+6+ -+

,etc extinse la S} care in fond revine la sume de

combinari.

Cn + n+1 + e+ Cn+1 — Cn+1

De altfel in India erau cunoscute si identitati numerice echivalente in transcrierea moderna cu

€O+ Chyy + o+ CR =20

Baskara (sec 12) rezolva in multimea numerelor intregi, ecuatiile liniare ax+b=cy, printr-un procedeu
care in fond este acelasi cu descompunerea in fractii continue.

Leonardo da Pisa (Fibonacci) (sec 13) a introdus sirul numerelor, care poata numele de sirul lui
Fibonacci: 1,1,2,3,5,8,11,...

Prin rela‘;ia de recurenta Upy1 = Uy + U,y q, rezultd

n
(1 + \/_) L (@=V5)
n v_ 2 .
Acest sir reprezinta legea cresterii organice, adica legea cresterii unui organism care raimane neutru
asemenea cu el Tnsusi.

Calcul algebric

Contributia esentiald adusa de arabi progresului stiinteieste crearea algebrei si a trigonometriei, pe baza
geometriei grecesti. Numerele negative, care marcheaza diferenta hotaratoare dintre aritmetica si algebra
sunt introduse de indieni.

Brahmagupta (sec 7) a considerat prima oara numerele negative si a dat regulile de adunare si scadere
cu numerele pozitive si negative. El folosea simboluri pentru necunoscute si operatii. A dat formula unei
identitati algebrice. Stia sa rationalizeze numitorii unei expresii destul de complicate cu radicali.
Baskara (sec 12) a dezvoltat notatia simbolica. A dat reguli de inmultire $i impartire cu numere
algebrice (pozitive si negative) cu numere irationale. El stia sd descompuna radicali suprapusi, de

exemplu v/5 + V24 = /2 + /3 i si rationalizeze numitorul expresiei
3 ++/54 + /150 + V75
=vV2+3+5.
5++3

Arabii au dezvoltat considerabil algebra, in continut si in forma.

Al Horezi (sec 9) a dat reguli de trecere a termenilor dintr-o parte n alta, procedeu numit al jabr, de
unde a venit si numele disciplinei si de reducerea termenilor asemenea ca si simplificarea intregii ecuatii
cu un numadr, ca sa aduca ecuatiile de gradul al doilea la forme canonice, cu coeficienti pozitivi si cel
putin o radacind pozitiva, dupa aceea aplica regula de rezolvare a cazului respectiv.

Al Horezi aducea toate ecutiile la gradul al doilea la una din formele

ax? = b, bx=c, ax?=bx, ax?+bx=c, ax?+c=hx, ax?=hx+c,

Cu a, b, ¢ poyitive si aplica regula de rezolvare, in fiecare caz alta. Reducerea ecuatiei la aceste tipuri
este partea originald semnificativa, a operei lui Horezmi.
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7. Inegalitatea Gerretsen. Aplicatii.

Prof. Codreanu loan Viorel

Scoala Gimnaziald Satulung, Maramures

Scopul acestui articol este de a prezenta Inegalitatea Gerretsen, o
inegalitatea geometricd intre laturile unui triunghi si razele cercului circumscris,
respectiv inscris al triunghiului. Prezentdm demonstratia algebrica a inegalitatii
Gerretsen (din [2]), si apoi, ca aplicatii, vor fi rezolvate unele inegalitati
geometrice.

Teorema (Inegalitatea Gerretsen). Fie a,b,c lungimile laturilor unui triunghi oarecare
ABC, iar r,R sunt razele cercului Tnscris respectiv circumscris al
triunghiului, atunci

a’ +b% +c? <8R? +4r?

Demonstratie. Inlocuind a = 2Rsin A,b = 2Rsin B,c = 2RsinC,r = 4RHsin§ si

. A . . N . .
sin >3 si analoagele se obtine dupa impirtirea cu 4R* inegalitatea

> sin’A< 2+16-1_[(1_TCOSA): 21+ (- cos A))

iar apoi 3 sin?A=Y"(1-cos? A) si1-Y cos? A=2]]cos A deciin final rimane s
demonstram inegalitatea
[TcosA<]](@-cosA)

. : b?+c*-a® | -
Dupa inlocuirea C0SA =————— si analoagele, aceasta se transforma in

2bc
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[16%+b>-c?)<[](a+b-c)’

inegalitate pe care o demonstram in situatia cind numerele a’ +b* —c®,a” +c” —b?,

2

b® +c? —a® sunt pozitive, deci cand triunghiul este ascutitunghic. In situatia cand este
dreptunghic sau obtuzunghic, inegalitatea este evidenta (expresia din stanga fiind
Zero sau negativa, iar cea din dreapta pozitiva). Consideram a<b <c, fard a

restrange generalitatea. Demonstrdm mai intai ca
(c2+a’-b’)a? +b>—c?)<(c+a-b)(a+b—c) <
0<(b-c) (b2 +c’-a’ ) care este adevdrata. Din inegalitatile
(c?+a’-b’Ja’+b?>-c?)<(c+a-bf(a+b-c)
(b2 +a% —c?)c? +b2—a’)<(b+a-c)f(c+b-a)
(c?+b?-a’)a’+c’-b?)<(c+b-a)(a+c—b)
obtinem inegalitatea cerutd. Egalitatea are loc pentru a=b =c.
Comentariu. O alta forma posibila pentru Inegalitatea Gerretsen este
p®> <4R? +4Rr +3r°.
Aceasta formad a inegalitatii Gerretsen impreund cu o serie de identitdti geometrice din excelenta

lucrare [1] vor fi folosite pentru a demonstra unele inegalitdti geometrice.

Sa aratdm ca are loc echivalenta
Y a® <8R’ +4r? < p® <4R® +4Rr +3r?
Folosind relatia
Y a’= 2(p2 —r’ —4Rr)
avem
3 a? <8R?+4r? < 2(p? —r2 —4Rr)<8R? +4r? < p? <4R? + 4Rr +3r7.
Aplicatii.
O prima aplicatie este demonstrarea inegalitatii Finsler-Hadwiger.

1. Cu notatiile obisnuite, in orice triunghi avem
> a?>45y3+> (a-b)

Demonstratie. Folosind egalitatile

10
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dat= 2(p2 —r? —4Rr)
Dab=p®+r?+4Rr

avem

>a?24543+> (a-b) o Y a’?+45V3<2) ab e
Z(p2 —r? —4Rr)+ 4843 < Z(p2 +r? +4Rr)c> SV3<r?+4Rr o
PV3 <4R+r < 3p? <16R? +8Rr + 2

Folosind Inegalitatea Gerretsen obtinem
3p® <12R* +12Rr +9r?
Este suficient sa aratam ca
12R?* +12Rr +9r*> <16R* +8Rr +r? < R*>Rr+2r> < (R-2r)R+r)>0

care este adevarata daca tinem seama de Inegalitatea Euler R > 2r .

In continuare prezentam o aplicatie a inegalitatii Finsler-Hadwiger din Gazeta Matematica.
2. Tn orice triunghi avem
3" (a® —bccos A) > 4s?
(M.Grumazescu, G.M. 1941, p.99)
b®+c® —a’

Solutie. Tnlocuind cos A= BTV si analoagele, obtinem
c

2 12 22
> (a? -bccos Af = Z(%J

Folosind Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem

322 —b2—c?) _1(w3a?-b2-c?) 1 ,\2
y[Er ] R )
iar din Inegalitatea Finsler-Hadwiger deducem ca

> a? > 4438.

Atunci

3" (a® —bccosAf > 4s?.

11
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3. Tn orice triunghi avem

(> cosAf +16(] Tsin Af <9

(Panagiote Ligouras, La Gaceta de la Real Sociedad Matematica Espanola)

Solugie. Folosim identitétile geometrice

R+r . . pr
cosA:—s1||smA= .
z R ~ 2R?

Avem

2 Y. R+r) r\°
(> cos A) +16( Tsin Af <9 @[ 2 J +16[2p?J <9&
R2(R+r) +4p2r? <9R* < 4p?r? <R%(8RZ-2Rr—r?)
Pentru a demonstra ultima inegalitate, folosind Inegalitatea Gerretsen
p? <4R? +4Rr +3r?
si tinand seama de Inegalitatea Euler R > 2r este suficient sa aratam ca
4R* +4Rr +3r® <8R*—2Rr —r? < 2R* > 3Rr +2r°.
Folosind din nou Inegalitatea Euler R > 2r, avem
2R? > 4Rr =3Rr + Rr > 3Rr + 2r?
si solutia se incheie.
4. Tn orice triunghi avem

r. 4abhc

R™ (a+b)b+c)c+a)

(Dorin Andrica, Olimpiada de Matematica din Roménia, 1985)

Solutie. Folosind egalitatile
[Ta=4pRrsi [J(a+b)= 2p(p2 +r? +2Rr)
inegalitatea din enunt este echivalenta cu

16 pRr

: 2p(p2 +r? +2Rr)

r
R
care se scrie

p® <8R*—2Rr—r?

iar finalul solutiei este identic cu cel din soutia inegalitatii anterioare.

12
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Acum, folosind prima forma a inegalitatii Gerretsen, vom demonstra o inegalitate prezenta intr-

un articol din Revista Matematica din Timisoara, nr. 1/1990.

S. Aritati ca in orice triunghi
3abc

4S < ————
va® +b*+c?
Solugie. Avem

5<— 3 us< 3R aribiiccor?,

Ultima inegalitate este cunoscuta, dar aplicand inegalitatile Gerretsen si Euler se obtine usor.
Tntr-adevar avem
a’ +b® +c? <8R*+4r? <8R* +R* =9R?

Observatie. Din Inegalitate Cauchy-Buniakovski-Schwarz rezulta

Ja® +b*+c? 2i(a+b+c)

3

. < 3abc
care Impreuna cu 4S <——— duce la

Ja?+b?+c¢?

Urmatoarele doua inegalitati au fost propuse in revista ieseand Recreatii Matematice.

6. Demonstrati ca in orice triunghi are loc inegalitatea

9(9R? - pz)ZZ COs"A 4

9Rr sinB-sinC
(1.V. Maftei si Dorel Baitan)
Solutie. Folosind relatiile
2 2
Z;ZZ_R [IsinA= prz si Yy sin®A= p(p 3r3 6Rr)
sinB-sinC r 2R 4R

avem

13
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cos’ A 1-sin? A
25 nc & ZsmB sinC HsmA 2sin” A=

sinB-sinC sinB-sinC

2R 2R’ p(p?-3r’-6Rr) 4R’ +6Rr+3r’—p’
roopr 4R® 2Rr '

Atunci, pentru inegalitatea din dreapta avem

4R? +6Rr +3r> — p°
2Rr

care este exact Inegalitatea Gerretsen.

>1< p? <4R?* +4Rr+3r?

Pentru inegalitatea din stanga avem

2(9R? — p?) _ 4R®+6Rr +3r° - p?
9Rr 2Rr

Pentru a demonstra ultima inegalitate folosim inegalitatea cunoscuta:

p’> >14Rr—r’,
Avem
5p” > 70Rr —5r?
si este suficient sa aratam ca
7ORr —5r? > 54Rr +27r% < Rr 2 2r?
evidentd daca tinem seama de Inegalitatea Euler R > 2r.

7. Demonstrati ca in orice triunghi ascutitunghic are loc inegalitatea

(> ctgaf .8 L+ JcosAf
[(ctgA+ctgB) 33  []sinA

5p® >54Rr +27r°

(Gheorghe Costovici)

Solugie. Vom folosi identitatile
p? —r(4R+r) p? —(2R+r)’
CtgA=——"——~2 ct A+CtB = = 7

Tnlocuind in inegalitatea din enunt, obtinem

{1 p —(2R+r)} IR?
[pz—r(4R+r)]3pr> 8 4R?
16 p®r®R? 33 pr

echivalenta cu

14
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(p2 —4Rr—r2)3 .8 .(pz —4Rr—r2)3 . 2R?

16p%r’R? 343 64R° pr
si cu inegalitatea cunoscuta
2
< 3V3R :
4
} o 3./3R? : :
Sa demonstram inegalitatea S < 1 pornind de la Inegalitatea Gerretsen.

Avem

2 2 4
S3\/§R - pS3J§R - IC)2S27R2
4 ar 16r

Dar p” <4R? +4Rr +3r® (Gerretsen) si este suficient sia dovedim ca

4
27R2 > 4R? + 4Rr + 3r?
16r

Tntr-adevar
2TR" _ 27R" _27R’ 3R’
16r>  4R? 4

unde am folosit Inegalitatea Euler R > 2r.

=4R* +2R? + > 4R? + 4Rr +3r?

Urmatoarea problemad a fost propusa recent Intr-o revista din Kosovo.

/ 1
<3
2r+R 1_[b+c+2a 4

(Mathproblems, Mathcontest section, problema 25)

8. Demonstrati ca

Solugie. Folosind inegalitatea mediilor obtinem

a

Z2p+a
% <3
Z2p+a 1_[b+c+2a 3
2 2
Dar ) 2pa+a — 2p2§+3 si folosind egalitatea Zi = % obtinem

2p+a +r% +10Rr . . o
z P p . Pentru a demonstra inegalitatea din stanga este

a 2Rr

suficient s aratam ca

15
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6Rr

< p? <6R?+2Rr —r?

,
>

p>+r?>+10Rr 2r+R
Dar p”> <4R? +4Rr +3r® (Gerretsen) si

AR? +4Rr +3r? <6R? +2Rr —r? < 2R? > 2Rr +4r?
Folosind Inegalitatea Euler R > 2r avem
2R? = R? + R? > 2Rr +4r?.

Pentru a demonstra inegalitatea din dreapta este suficient sa dovedim ca

2p+a _ 1
3 4
Consinderdm functia f(x)= , concava pe (0, p), f " (x)= —Ls <0,vx (0, p)
2p+x (2p+x)
Folosind Inegalitatea Jensen avem
> P
23[)) +a < 3 - %

P
2p+——

P 3

Bibliografie:

[1] Constantin C. Florea, Corina Daniela C. Florea, Abordare globali a geometriei
triunghiului cu implicatii creative, Ed. All, Bucuresti, 1996;

[2] Pantelimon George Popescu, 1.V. Maftei, Jose Luis Diaz-Barrero, Marian Dinc,

Inegalititi matematice. Modele inovatoare, Ed. Didactica si Pedagogica, Bucuresti,
2007.
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8. CATEVA CONSIDERATII PRIVIND MATRICELE

Dr.Ing.Stanculescu Adrian

|. Prezentul material se refera la metode matematice destinate a usura mersul
calculelor in operatiile cu matrice.

In speta este cunoscuti operatia de inmultire a doua matrici patratice de
configuratie (m,m) cu m linii $i m coloane de forma :

(all a2 - a1m> (bll b1p - b1m>
: . : :

Aml1Am2 = Amm bm1bm2 - bmm
Rezultatul inmultirii va fi tot o matrice patratica de tipul (m,m) de urmatoarea
configuratie :
/ aig b1g+aiobpg+aizb3zy .. arrbigtaipbop+ .. aribymt+-- \
k apj b1y +appbpg +ap3zb3zr .. ap1bip+appbop+ .. apibymt- )

am1b11+am2b21+am3b3r .. amibiztamabo+ .. amibimt -

Astfel metoda de inmultire a doua matrici este destul de usoara si se face dupa o
schemad clasica 1n cruce.

Problema se complicd daca avem de inmultit doua matrici care nu apar in
configuratia aratatd mai sus. Astfel daca avem spre exemplu de efectuat
urmatoarea inmulgire : 0 matrice(m,n) X o matrice (n,n) ca in exemplul urmator
undem=2sin=3:

X| b21 bp2 b23
a a a
21 22 23 b31 b32 b33
Rezultatul inmultirii va fi o matrice de tipul (m,n) si anume :
(all b11+a12bp1+a13b31 ag1bi2+ai2bpp+ajzb3zy ajgbiz+ajpbrz+als b33>

b b b
(all a12 a13> 11 P12 013

apq b11 +apo bpy +ap3 b3 ap1bip+apobop+ap3zb3zy apyb13+anpbr3z+ap3biz

In cele ce urmeazi se propune o metodd usoard care permite inmultirea a
doud matrici intre ele indiferent de configuratia acestora.
Tnainte de a trece la dezvoltarea metodei in sine, vom defini grupul (G,=) guvernat

deolegedeforma: GxG—= G (X)Y)— X =Y, siin care X este un

element al matricelor care se inmultesc, iar Y este un element simbol fara
semificatie valorica.

17
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Astfel putemscrieca : X #Y =Y #« X =Y
Elementele sunt pozitionate in matricile care se inmulfesc de asa maniera incat sa
completeze liniile si coloanele acestor matrice rezultand in final doud matrice

patratice.

Astfel avand de inmultit doud matrice de forma patratica, fiecare operatie de
inmultire a acestor doud matrice se efectueaza dupa metoda clasica si daca €
reprezintd un termen din matrice, operatia de inmultire £ ~ Y ca rezultat nu are

valoare deci la sfarsitul operatiei de inmultire se elimina din rezultat.
Vom exemplifica aceastd metoda in cele ce urmeaza si anume :
Avand de inmultit doud matrice ca mai jos :

b11 b12 b13
) X| b1 b22 b23

a a a
21 a2z 4az3 b3y b3y b33

Completam ultima linie cu simbolurile Y si formam astfel o matrice patratica de
tipul (m,m). Astfel ca avem acum de inmul{it doud matrici patratice intre ele, care

(all a2 ai3

se pot inmulti dupa metoda clasica.
Rezulta matricea :

ajl a12 ais b11 b12 b13
a1 ap2 a3 |X| bo1 by b23

Y Y Y b31 b32 b33
Din care in final elimindm simbolurile Y §i ob{inem matricea rezultat :

/a11 b11+a1p bp1 +a13b31 a11bi12+a12bp2+a13b3y a1 biz+ai2brz+als b33\
kazl b11 +app bp1 +ap3b31 apybip2+ap2bpo+ap3zbzpy a1 b13+apoboz+aps b33)
Yb11+Yb21+Yb31 Yb12+Yb22+Yb32 Yb13+Yb23+Yb33

\ J \ J
\ Y : Y Y

Fara valoare sau semificatie Fara valoare sau semificatie Fara valoare sau semificatie

care se reduce la urmatorul rezultat :
(all b11+a1pbp1+a13b31 a11bi12+a12bp2+a13b3zy ajglbiz+ai2brz+als b33>

apq b11 +apo bpy +ap3 b3y ap1bip+apobop+ap3zb3zy apyb13+anpbr3z+apzbiz

Un alt exemplu :

b11 b12 D13
(a1 a12 a13) X| b1 bpo b33
b3z1 b32 b33

Conform procedeului se scrie astfel :

18
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a a a
/ 11 a12 13\ b1 bl b3

ky Y Y)X b21 b22 b23
bai ban b
yy 31 b32 b33

Y

Sau :
/a11 b11+aj1p bp1 +a13b31 a11bi12+a12bp2+a13b3y a1 biz+ai2boz+als b33\

k Ybq1+Ybp1+Y b3 Yb1o2+Y bpop+Yh3o Y b13+Y bp3+Y b33 )
Ybq1+Ybp1+Ybh31 Yb1op+Y bpop+Y b32 Y b13+Y bp3+Y b33
Care conform procedeului, eliminand termenii care contin simbolul Y rezulta :

(a11b11+ag2b21+a13b31 ai11b12+ajpbpp+a13bzz aj1biz+ajpboz+ag
Prin acest sistem transformand orice matrice intr-o matrice patratica putem realiza
o operatie de inmultire cu multa usurinta.
Exemplu : presupunem ca avem de efectuat urmatoarea operatie
-1 2 0

1@ 3 4x| 3 11

-2 0 1
Dupa procedeul propus iInmultirea devine :

/1 3 4\ 1 2 0

Y Y Y X 3 11 ,adicé
-2 0 1

Y Y Y

1x(—1)+3%x3+4%(—2) 1x2+3%x1+4%x0 1x0+3x1+4x1

kY*(—1)+Y*3+Y*(—2) Y«2+Y*1+Y=x0 Y*O+Y*1+Y*1)

Y*(—1)+Y*3+Y*(-2) Y*2+Yx1+Y*x0 Y*0+Y*x1+Yx1
ignorand termenii care contin Y obtinem :

(1x(-1)+3%x3+4%(-2) 1%2+3*x1+4x0 1x0+3x1+4x1)=(0 5 7)

Il. O alta aplicatie consta in realizarea mai usoara a unei matrice inversabila. Astfel, dupa

metoda clasicad considerand o matrice de forma :

ail alz a3 .- Aain
M=[ 421 422 423 - A42n
anl ) an2 Aan3d - Ann .
si dorim s obtinem matricea inversa M, alcatuim mai intai matricea transpusa M" , care arata

astfel :
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aigp a21 azir - ani
MT = a:!_2 azz a32 3 a,.lz
ailn 42n Aa43n - Qnn

In etapa urmatoare formam din matricea transpusa matricea adjuncta care arata astfel :

di1 di2 di3 .. dip
M= dzl dzz dzg 3 dzn
dpn1 dn2 dp3 .. dpn

In aceastd matrice minorii d;; reprezinti un complement algebric obtinut prin tiierea liniei i si a
coloanei j din matricea transpusa iar acesti minori se inmultesc cu (-1)('+J) .
Spre exemplu, da3 se obtine prin taierea din matricea initiald a lininiei 2 si coloanei 3, obtinandu-

. . 243) . S x <
se un minor care se Inmulteste cu (-1)**¥ , iar matricea inversa este egald cu :

A_ 1%
M'=-M
A
in care A reprezinta determinantul matricii initiale.

Cu alte cuvinte, pentru a obtine matricea adjuncta , alcatuim mai intai
matricea transpusd , dupa care extragem din aceastd matrice minorii d;j i formam
apoi complementii algebrici prin inmultirea minorilor dj;cu (-1)(i+j) .

Prin prezentul articol se propune o metoda mai simpla de a obtine matricea
adjunct direct din matricea initiald fara a mai fi nevoie de sd realizim matricea
transpusa.

In aceasta situatie aceasta matrice va ardta astfel :

d11 dp1 d31 .. dpa
M= d:!_2 dzz d32 3 dr;Z
din don d3n - dpn

in care dj reprezintd minorul obtinut prin tdierea liniei i Si a coloanei j inmultit cu (-1)D
operatia fiind facuta direct din matricea initiala.

Vom ilustra metoda propusa printr-un exemplu. Fie matricea :

1 -2 0
A:<3 -1 4)
-3 —4 1

Se solicita sa calculam inversa sa. Dupa procedeul clasic, calculim mai intai
matricea transpusd prin inversarea liniilor cu coloanele.

1 3 -3
Al=|-2 -1 -4
0 4 1

Apoi calculam matricea adjuncta :
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15 2 -8 d11 d12 di13
A= (—15 1 —4> = <d21 dp2 d23>
-15 10 5 d31 d32 di33
iar matricea inversa este egald cu :

L1 1 15 2 -8
A=A =-7-15 1 -4
-15 10 5
Dupa procedeul propus, pasii de obtinere a matricei inverse sunt aceiagi cu

deosebirea cd nu se mai calculeaza matricea transpusa iar matricea adjuncta de
obtine direct din matricea initiald $i anume :

. (d11 d21 d31

A =\d12 dpz d3

_ . o od13 d23 ds3
semificatia complementilor algebrici d;; fiind aceiasi i anume :

15 2 -8
A= (—15 1 —4)
-15 10 5
de exemplu complementul algebric dy; fiind obtinut prin taierea din matricea initiala a liniei 2 si
coloanei 1, determinantul astfel obtinut inmultindu-se in final cu (-1)®*? iar
matricea inversa va fi egald cu :
_ 15 2 -8
At=—* (—15 1 —4>

-15 10 5

9. CATEVA APLICATII PRIVIND CALCULUL UNOR LIMITE
Dr.Ing.Stanculescu Adrian

O aplicatie se referd la calcularea limitelor laterale. In concret pentru a
calcula o limitd laterald conform procedeului propus, se introduce o varianta
auxiliara € de valoare foarte mica, putem scrie in acest context ca tinde la zero.
Aceasta valoare foarte mica face diferentierea intre limita laterald dreapta si limita
laterald stanga.

VVom descrie metoda prin exemple.
2x—-1 ~

Astfel dacd avem de verificat continuitatea functiei f(x) = = "
punctul x=1, dupa metoda clasica vom calcula limitele laterale astfel :
T 2x-1 _ .
|dx—>1 f(x) - |Imdx\1ﬁ_ [ ] ;

xN1
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2x—-1

Isx-1 f(x)=1lim ———= —©
x/‘l [%xZ—x
x71 S 2-x
Dupa metoda propusa in acest articol, se diferentiazd aceste limite prin introducerea
variabilei ¢ de o valoare foarte mica in felul urmator :
. 2x—1 2(1+€)—1
= = S — oo
Idxiﬁg f(x)=1lim _ e VT =m0 = == ;
&KL
. - —2&+1
Is x) =lim =lim,,p—=—7=—o;
o S x=1-¢ S = Mo = !

e
In acest fel calculul limitelor laterale este mai usor de aplicat. Un alt exemplu
consta in calcularea limitelor pentru x tinzand la o valoare negativa, de regula x

tinde la —oo ca n exemplul de mai jos :
X

lim
x—— oox+1

Tn acest caz este mai sugestiv sa se utilizeze o variabila auxiliard t = — x, care si

tinda spre +oo §i anume :
-t

lim,o., — = lim,., —L_ care evident tinde catre zero.
—t+1 et(-t+1)

Bineinteles ca prin materialul prezentat au fost exemplificate metodele propuse dar aceste

metode nu sunt limitative si ele pot fi extinse si pentru alte cazuri, constituind
metode practice cu rezultate sigure si imediate.
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10. PROBLEMA LUNII MAI 2012

www.mateinfo.ro

Fie m, n, p numere reale nenule astfelcam +n>0n+p>0,p+n>0si mn+np+pm=0.
(i) Sa se demonstreze ca exista un triunghi A cu laturile de lungimi a, b, ¢ daca si numai daca
exista un triunghi A; cu laturile de lungimi ¢y, by, a1 > 0, unde
¢ =ma? +nb% + pc? b? =mc?+ na®+ pb?, ai = mb?+ nc?+ pa®.
(if) Sa se demonstreze ca triunghiurile A si A; sunt asemenea (cu laturile considerate in ordinea
de la (i)) daca si numai daca
(m + n)b? = mc? + na?.
Prof. Corneliu Manescu-Avram

Solutie autor :
(1) Se stie ca exista un triunghi cu laturile de lungimi a, b, ¢ > 0 daca si numai daca
E = 2(a?b? + b%c?+ c?a?) — (a*+ b*+c*) > 0.
Calcule directe arata ca
E; = 2(a2b? + b?ci + c?a?) — (af + bi + c}) = (m?+n?+ p?)E,
deci expresiile E si E; au acelasi semn, astfel ca existd triunghiul A daca si numai daca exista
triunghiul A;.

- . o .. . . a _b _c .
(i1) “*=" Scriem ca lungimile laturilor sunt proportionale == sl deducem
1 1 1
a%? _ b2 _ c% _ a%+ b2+ 2 1
S S5 =5 =5—F—5= , deunde (m +n + p)b? = bf = mc? + na? + pb?
¢t bi af ci{+bitaf min+p

si se obtine egalitatea din enunt.

w9 i~ mc2+na?
<" Din (m+n)b? = mc? + na® se deduce ¢ = ma? +nb? +pc? =ma®+n —
2 (mZ+mn+n?)a? 2 < = = .
tpet= e/ —— = (m+n+p)a®*  Asemadnitor rezulta si

proportionalitatea lungimilor celorlalte doua perechi de laturi.
Comentariu. Daca m = % , N = % , p= —71 , atunci laturile triunghiului A; sunt medianele

triunghiului A , iar aceste triunghiuri sunt asemenea daca si numai daca patratele
lungimilor laturilor triunghiului A sunt in progresie aritmeticd. Un triunghi cu
aceasta proprietate se numeste automedian.

Alte solutii

1) Prof. Gheorghe ROTARIU — Grupul Scolar ,,Al. Vlahuta” Sendriceni, jud. Botosani
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Observatie. Conditiile m+n>0, n+p>0, p+m>0 si mn+np+ pm=0 implica faptul ca doar

unul dintre parametrii m,n, p este negativ precum si faptul ca m+n+p>0.

(i) (=) Presupunem ca existd un triunghi A cu laturile a, b si c. Trebuie s demonstram ca
exista un triunghi A, cu laturile a,, b, ¢, adica trebuie sa aratam:
a,,b,,c, >0, a,+b, >c,; a,+c,>b,; b,+c,>a, (1)

Vom arata ca, de exemplu, ¢, >0 si a, +b, >c,, relatiile analoage presupun demonstratii
similare.

) ) ) mn+np+ pm=0 __np
c,>0ema‘“+nb“+pc°>0 <«

a’+nb?+pc?>0
N+ p

<:>—npa2+n2b2+pnb2+npcz+p202>O/:n2<:>(—£Ja2+
n

p

Eot
+b2+%b2+%c2+(%ch>02:> czt2+(b2+cz—a2 )t+b2>0<:>

<:>A<O<:>(b2+c2—a2 )2—4b202<O<:>(b2+cz—a2—2bc)(b2+cz—a2+2bc)<0<:>

<:>[(b—c)2—a2 }H(bm)z—a2 ”<O<:>

<| b-c-a || b-c+a || b+c-a || b+c+a [<0O (A)
<0 >0 >0 >0

Din faptul ca exista triunghiul A cu laturile a, b si ¢ Inseamna ca:

a+b>c: a+c>b; b+c>a (2)

Avem de demonstrat:

a, +b, >c, <:>\/mb2 +nc? + pa?’ +\/mc2 +na®+pb? >\/ma2 +nb? +pc? (3)Pentru
demonstrarea inegalitatii (3 )vom aplica inegalitatea lui Minkowski (M) si

inegalitatile (2 ).
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TR T R e o
+\/(c\/a)2+(a\/ﬁ)2+(b\/?)2 (;)
([ oee) ] <[ (aee) [ o (as0)] -

(2)
=\/m(b+c)2+n(a+c)2+p(a+b)2 >\/ma2+nb2+pc2 O

( <) Presupunem ca existad un triunghi A, cu laturile a,, b, si c,. Trebuie sa demonstram ca
exista un triunghi A cu laturile a, b, ¢, adica trebuie sa aratam:
a, b, c>0, a+b>c; a+c>b; b+c>a (4)
Vom ardta ca, de exemplu, a>0 si a+b>c, relatiile analoage presupun demonstratii similare.

Vom afla pe a,b,c din egalitatile de la (i ) rezolvand sistemul:

ma’+ nb?+ pc? = c?
na’+ pb?’+ mc® = b}
pa’+ mb?+ nc® = a’l

Determinantul matricei sistemului este:

m n p m+n+p mM+n+p mMm+n+p 1 1 1
d=(n p m|=|n p m =(m+n+p)n p m|=
p m n p m n p m n

=(m+n+p)| pn+mn+mp-p?-m?-n? =(m+n+p)(0—( pl+m?4n? )):

=0

=—(m+n+p) (m+n+p)2—2 mn +mp + np =—(m+n+p)3¢0
=0
Din formulele lui Cramer rezulta:
¢ n p
bz p m

d, |a m n (mz—pn)chr(nz—mp)ber(pz—mn)al2

—(m+n+p)3 (m+n+p)3
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m ¢/ p
n b/ m
b2=dbz _ p a’Z n z(nz—mp)cf+(pz—mn)bf+(m2—pn)a2
d —(m+n+p)3 (m+n+p)3
m n ¢/
n p b}
, 4 p m a’ (pz—mn)chr(mz—pn)ber(nZ—pm)al2
M :—(m+n+p)3: (m+n+p)3

Aridtam ci expresiile pentru a®, b? si ¢ ? sunt pozitive, pentru a exista a®, b? si c®

Este suficient si arit, de exemplu, ci numiritorul de la a? este pozitiv, restul admitand
demonstratii similare.

(mz—pn)cl2 +( nz—mp)bf+( pz—mn)al2 >Omn+p2;>pm=0(m2+mp+mn)cf+
+(n2+np+nm)bf+( p2+pm+ pn)af >O<:>(m+n+p)(mcf+nbf+paf )>O<:>
<:>mcf+nbf+paf>O<:>m(ma2+nb2+pc2 )+n(mcz+na2+pb2 )+
+p(mb2+nc2+pa2 )>O<:>m2a2+mnb2+mpcz+nmcz+n2a2+npb2+

N ——
=0

+pmb2+pn<:2+p2a2>0<:>(m2+n2+p2 )a2+{mn+mp+np](b2+c2 )>0<:>

<:>(m2+n2+p2 )a2 >0 (A)

Demonstram, in fine, ca: a+b>c.

2

a+b= \/ —pn (nz—mp)bf+(p2—mn)a1 +

+(n?-mp cf+(p2—mn)bf+(m2—pn)af=
et ] Lo ] afom ]
e | oudorm | [ |7
ZJ[M(WJH w7 (b,c,) | <[ prom(a,00,)] >

\/b —pn (nz—mp)+cf(p2—mn)=c O

(ii ) (=) Din asemanarea triunghiurilor A si A, rezultd proportionalitatea laturilor, adica:

2 2 2 2 2 2
c b a c b a c{+b/ +a

a b c a b c al+b?+c
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=m+n+p=>

(bljz b? mc? +na’ + pb?

_ 1_

_m+n+p:>b2_m+n+p:> .
2 2 2 2

c a c a

M- 4n—+p=m+n+p=m-——+n——=m+n /b?=mc?+na?=(m+n)b? o

bZ 2 2 b2

(<)

Avem (m+n)b?=mc®+na® si vom calcula patratul raporturilor laturilor celor doua

triunghiuri.
(m+n)b2—mcz+na2:m+n—mi+ni (3)
B T b2z p?
b, Y b? mc2+na’+pb? c? a? (3)
Dar, | —+ | =—-= =M——+N—+p = M+n+ 4
( bJ b? b2 b2 pz P P (4)

Pentru a calcula si celelalte doua rapoarte si a ardta ca ele sunt egale, vom utiliza, pe 1anga relatia
data, si mn+np+ pm=0.

mn+np+pm=0=m(n+p)=-np=>m= il (5)
n+p
2 2 2 2 2 2 2
a, a;, mb®+nc”+pa a
— | = = =M—+N+p—ro 6
( c J c? c? c? pc2 (6)

Din (m+n)b?=mc? +na? prin Impdrtirea cu ¢ va rezulta:

b? b? a’
(m+n)b?=mc?+na?/ic?’>m—+n—=m+n—=
2 2 2
c c c
2 2 2
a b
SM—=M+n—r-N—r- (7)
c c c
Tnlocuind (7)) in (6), avem:
a;l b? a? (7) a? b’ a’ (n+p)a’-nb?
—5 =M—+N+p—r = M+N——N—+N+p——=M+N+ . (8)
c c c c c c c

n+pla2-nb?
(n+p)

CZ

Pentru a calcula , vom utiliza relatia datd (m+n)b?=mc? +na’si(5).

p— 2 p—
MPD° 2 P

(m+n)b?=mc?+na’= c’+na’/(n+p)=

n+p n+p
= -npb?+n2b2+npb2=—npc?®+n2a?+npa’=n?b?+npc’=n’a’+npa’/in=
=nb®+pc’=(n+pla’=(n+p)a’-nb?=pc? (9)
S . 2 n+pla?-nb? (9) 2
Inflne,a—lz=m+n+( p)z = m+n+ pe =m+n+p (11)
c c c

Un procedeu absolut similar cu cel anterior, ne va conduce la:

cf
a—2=m+n+p (12)
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Relatiile (4 ), (11) si (12) rezolva cerinta.

Fie m, n, p numere reale nenule astfelcam+n >0, n+p >0, p+ m=0si
mn+ np + pm =10,

(i) 83 se demonstreze cd existd un triunghi A cu laturile de lungimi a, b, ¢ daci si numai daci
existd un triunghi A; cu laturile de lungimi ¢1, b1, a1 = 0, unde

c; = ma® +nb* + pc®, by = mc” + na® + pb®, aj=mb° + nc* + pa“.

{(ii) 54 se demonstreze cd triunghiurile A si A; sunt asemenea (cu laturile considerate in ordinea

de la (7)) dacd si numai daci

(m + n)b* = mc* + na®.

2. Prof. Biro Istvan, Sannicolau Mare
Lema: Fie x, y,z numere reale strict pozitive. Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) x, y,z pot fi lungimile unui triunghi;
(2) (x2 +yi+ 22)2 > 2(x4 +yi 24).
Demonstratie: Se verifica prin calcul simplu ca relatia (2) este echivalenta cu
X+y+2)(—x+y+2z2)(x-y+2z)(x+y—-2)>0,
prin urmare (1) = (2) este evidenta, iar (2) = (1) are loc deoarece tofi factorii produsului sunt

strict pozitive, in caz contrar din ultimii trei factori doi obligatoriu trebuie sa fie
negative ceea ce inseamnd ca nu sunt indeplinite conditiile initiale, de exemplu
din x—y+2z<0 si X+Y—-2<0 prin adunare rezulta x <0, absurd.

Avand in vedere conditiile date, din m+n>0,n+p >0, p+m>0 rezulta
m+n+p>0sidin mn+np+pm=0 avem (m+n+ p) =m?+n?+ p? si
mn
m+n
(i) Fie triunghiul A cu laturile de lungimi a,b,c si triunghiul A, cu laturile de lungimi c,,b,, 8,

definite In enung.

Observand ca
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a’+b’+c =(m+n+ p)(a2+b2+cz)c>(a12+b12+cf)z:(m+n+ p)z(a2+b2+cz)2

si

a'+b'+¢’'= (mb2 +nc?+ paz)2 + (mc2 +na?+ pbz)2 +(ma2 +nb? + pcz)2 =(m+n+ p)z(a4 +b*
, Intre laturile celor doua triunghiuri are loc urmatoarea relatie:
(a12 +b? +clz)2 —2(a14 +b* +cl4):(m+n +p) l(a2 +b? +c2)2 —Z(a4 +b* +c4)J.
In conformitate cu Lema si relatia obtinuta, rezulta:
existi A < (a2 +b% +c2f > 2(a* +b* +¢*) = (a12 +b’ +clz)z > 2(a14 +b' + c14)c>
exista A,.
(i1) Avem:

2 2 2 2 2 2 Clz:aZ(m+n+p) (1)
a~ b ¢ a“+b°+c 1
L L b’ =b*(m+n+p) (2)
¢ b” a ¢ +b +a m+n+p 2
a° =c’(m+n+p) (3)

(=)A~A,=b’=b*(m+n+p)< (M+n)b? =mc? +na?.

2 2
: : o mc’ +na
(<) Este suficient sa aratim ca (2) = (1) si (2) = (3), adicd din b* =———— rezulta:
m+n
2 2,2 2 2 2 2
mnc® +n*a® —mna’ + mna®>  mn(c*-a
nb* = _ mn( ) +na’ = p(a’®—-c?)+na’ = (n+ p)a® =nb*+ pc® < (1)
m+n m+n
si
2.2 2 2 2 2 2
m?c? +mna® —mnc* +mnc®  mn(a®-c
mb? = _ mn( ) +mc? = p(c® —a*)+mc® = (m+ p)c® =mb’ + pa® < (3)

m+n m+n

3. Prof.Pacurar Cornel-Cosmin,Col. Nat. |.M.C.Blaj

(i)Demonstram mai intai implicatia directd , in ipoteza ca exista triunghiul A demonstram ca
existd triunghiul A;.

Consideram ca exista un triunghi A cu laturile de lunimi a,b,c si de aici aplicand teorema
cosinusului avem a?+b? — ¢ =2abcosC,b? + ¢? — a? = 2bccosA sic? + a? —
b? = 2cacosB.

Stim ca a,, by, ¢;>0 si mn+np+pm=0=mn=—mp—np.

Avemc, +b; > a,|()%*e
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maZ+nb2+pc2+mc2+naZ+pb?+2,/(ma2 + nb2 + pc2)(mc2? + na? + pb2)>mb?+nc2+pa <
m(c? +a? —b?) +n(a? + b? —c2) + p(b? +c?2 —a?) +
+2,/(ma2 + nb2 + pc2)(mc2 + na2 + pb2) >0 &

2mcacosB+2nabcosC+2pbccosA+2,/ (ma2 + nb2 + pc2)(mc2 + na2 + pb2)>0<

J(maz + nb? + pc2)(mc? + na? + pb2)>-mcacosB—nabcosC—pbccosA,aceastd
inegalitate e evidentd dacd —mcacosB—nabcosC—pbccosA<0, in caz contrar
ridicand la patrat obtinem echivalenta cu (ma? + nb? + pc?)(mc? + na? +
pb?)>(mcacosB + nabcosC + pbccosA)?

©&m2a2e? + mna* + mpa?b? + mnb2c? + n2a2b? + npb* + pmc* + pna2c? + p2b2c?>

>mZ2a2c?cos?B+n2a2b?cos?C+p2b2c?cos? A+2mnazbccosBeosC+2mpabc?cosAcosB+

+2npab?ccosAcosCem2a2c?sin?B+n2a2b?sin?C+p2b2c2sin?A+mn(a* + b2c? —
—2a%bccosBcosC)+np(b* + a?c? — 2abZccosAcosC)+mp(c? + a2b? —
2abc?cosAcosB)>0

©m2a?e?sin?B+n?a?b?sin?C+p2b?c?sin? A+ np(b* + a%¢? — 2ab?ccosAcosC — a* — b2c? +
+2a%bccosBcosC)+ mp(c* + a2b? — 2abc2cosAcosB — a* — b2c? +
2a%bccosBcosC)>0<

_ (b2+c2—a2)(a2+b2—c2) _ 3.4 _
2

_ (b2+c2—a2)(c2 +a? —bz) _

2

mZ2a2c?sin?B+n2a2b2sin?C+p2b2c?sin? A+ np(b4 + a2c?
+ (c2+a2—b2)(a2 +b2—c2)
2
bZCZ + (c2+a2—b2)(a2+b2—c2)
2
care este evident,=
c; +b; > a; ,analog se obtine a; + b; > ¢, si a; + ¢; > b; .Din ultimele trei inegalitati rezulta
ca exista triunghiul A, cu laturile a;, b,,c; > 0.
In continuare demonstram implicatia inversi.Consideram ca exista triunghiul A,
=¢;, +b; > a|()’e
maZ+nb2+pc2+mc2+na2+pb2+2,/(ma2 + nb2 + pc2)(mc2 + na? + pb2)>mb?+
ncZ+pa?
&2,/(ma2 + nb2 + pc2)(mc2 + na? + pb2)>m(b? — a? — c2)+n(c? — b? — a?)+p(a? —
2402 p2\2 24p2_c2\2
—c? - b?)|()*e=m?a*c? (1 — (—a = ) >+n2a2b2 (1 — (—a A ) >+

2ac 2ab

—b?c? at —

)+ mp(c”‘ + a*b?

)>0(:>m2azczsin2 B+n2a2b?sin?C+p2b2c?sin?A>0

c2+b2-3a2 2 m?
pZb?c? (1 - — (T) >>0‘:’E (b—a+c)(b+a—-c)la+c—b)(a+c+

b)++%(C_a+b)(c++a—b)(a+b—c)(a+b+c)+%;(a—0+

b)(a+c—b)(c+b—-a)(c+b+a)>0 (r;)

Fara a restrange generalitatea rezolvarii consideram a<b<c=b+c>a=b+c—a>0 si
a+c>b=a+c—b>0.

Presupunem a+b<c=a+b—c<0.
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Tinand cont de b+c—a>0, atc—b>0 si atb—c<0 = (r,) este falsi= nu exista triunghiul
A;.Avem o contradictie si de aici rezulta ca presupunerea facuta e falsai=a+b>c
si Impreuna cu b+c>a si atc>b= ca exista triunghiul A.

(ii) Demonstram mai intai implicatia directd.Consideram ca triunghiurile A si A; cu laturile Tn

a2 b2

. . a _b _c 2 _ _
ordinea de la (I):;’Z - E - ; l() " maZ+nb2+pc2 mcZ+naZ+pbZ
c2
mb2+nc2+pa?
a? _ b2 _
maZ+nb2+pc2 mc2+na2+pb?
c? _ a?+b2+c? 1 b2 1

= = = = =(m+
mb2+nc?+pa? (m+n+p)(a2+b%+c?) m+n+p mc?+na?+pb?  m+n+p (

n)b%2=mc?+na?.
Tn continuare vom demonstra implicatia inversa.
Consideram (M + n)b?=mc2+na?|+pb?=(m + n + p)b2=mc? + na? + pb*=

bZ_ 1 ~ .b_ 1
E_m+n+p| ():}E_ m+n+p’

Din mn+np+pm:0=>m+n:—? si impreuna cu

(m + n)b2=mc?+na?=—-mnb?=mpc?+npa?= mpc?+npa?+mnb?=0 si Impreuni cu
31 1mp
np=—mn—pm=>—mna* — pma* + mpc? + mnb? = 0|: m=-na? — pa® + pc* +
1 ~
nb? = 0 =(n + p)a?=pc?+nn?|+ma?=(m + n + p)a?=c; ==

il

. o 1
acelati mod se demonstreaza =

a; J/m+n+p’
Din2=—>t_ 2 1 G- 1 30 _C A A inordineade la (i)
cl_Jm+n+p’ bl_Jm+n+p > a; J/m+n+p ¢, by ag 1 '
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