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Solutii si bareme

1. Aritati ca dacd z, si z, suntsolutiile ecuatiei 2° —2016z +1 =0, atunci =" + z, € Z pentru orice
n &N,

Solutie

A=2016"—-4>0=3z, € R.Notimcu S = +a,. 5 =2¢€Z.

Din relatiile ui S =z +z, =2016 si P =z, =1, deci S =8S€Z,85,= S —2P €7 e, 3p
n n n—+1 n+1 n—1 n—1

S'Sn =z tz, 7 +7 ::L’1+ _‘_352+ txz, ¥ o+, :Sn+1 +P.Sn71

Daca S |,S €Z,atunci S =5S — P8 | €Z. oo s 3p

Deoarece S,,S, € Z , rezulta prin inductie cd S € Z pentruorice 7 € N. ..o, 1p

2. Determinati cel mai mare numdr natural & pentru care (201342014 !+ 2015!):2015"

Solutie
A =20131(1 42014 + 2014 -2015) = A = 20131 2015” ..oiveriirerrrirersieiereste e 1p
Deoarece 2015 = 5-13- 31, numarul 2015 ca divizor, apare din produsul numerelor prime 5, 13,31 din
produsul 1-2-3-4-5-...-13-...-25-26-...-31-...- 62+ ... 2013 . iriiiiiiieeee e 2p
Trebuie sd numardm doar numarul de multiplicitate al factorului 31pentru cé aceasta apare de cele mai putine
(0] TR TP U OSSP PP TPV PRUPO 1p
2013 =64 - 31 429 =-1n produsul 2013! sunt 64 multipli de 31 si 31 mai apare inca de doud ori in multiplul
31-31=961si 2-31-31 =62-31 =1922, deci TN total de 66 OFl. .......ccceereriririiiiirire e 2p
Observatie : in general numarul prim p apare ca factor in numarul n!de |—|+ % +l=|++ ﬂm ori, unde

p p p p
m este cea mai mare putere pentru care p" < nsi |z|este partea intreagd a numarului .
DTl S T I e T USROS P PP SPTRURPROS 1p

3. Pe latura BC atriunghiului ABC considerdm un punct 4 sipe AA unpunct M. Notimcu C, si B,

punctele de intersectiec BM N AC si CM N AB. Dreapta paralela la BC prin punctul A -intersecteaza dreptele
A B si AC npunctele B, si C,. Aritati ca punctul A este mijlocul segmentului [B,C,].

Solutie

. ~ .. AB
Din teorema lui Ceva existd &, k,,k, € R astfel incat — =
BB



R A
k (k, +k,) T E(k k)
QECE AC, = —AB, . tovvuieeeeieeeesessesss st 1p

2

atunci AC, =

4. Un ceas mecanic are un defect de fabricatie. Astfel secundarul functioneaza corect (sare una la o secundd), iar
minutarul sare una la 90 de secunde, orarul sare una la fiecare 12 sarituri ale minutarului (ceasul are 60 de
gradatii).

a) De cate ori se suprapune secundarul si minutarul in decursul a 90 de minute?

b) Tn trei zile cAte momente exista in care si acest ceas si unul fard defect are cele trei ace de ceasornic
suprapuse?

Solutie
a) Minutarul in 90 de minute face o singura rotatie. La fiecare rotatie a secundarului, acesta se suprapune cu
minutarul exact o singura data, deci n total de 90 ori.

b) Determinam unghiul format de acele ceasului la m ore, n minute si k& secunde, cu pozitia acelor la ora
12,00.

Secundarul formeaza un unghi de mésura & - 2_7(; .

Minutarul formeaza un unghi de masura EOn+ k) 2m OO TT PP PSP PPTPRPT 2p
90 60

Cele doua ace se suprapun, daca §0n + & =k.

La un ceas fara defect cele doud ace se suprapun dacad 70 = K. ..ccooeeieiiiiiiiiee e 1p

Deci egalitatea 00n + k] = 6910k] = k are loc daca si numai daca k£ = 0, adica la ore fixe. ......cccocvrivriiniinnns 1p

Orarul pe un ceas fara defect este la pozitia “12.00” de doua ori pe zi, la 12.00 si la 24.00. Orarul la un ceas
defect este la pozitia 12.00 din 18 in 18 ore. Deci pe cele douad ceasuri cele trei ace se suprapun simultan la
fiecare 36 de ore. Deci in decursul a trei zile exista 3 astfel de momente, daca in momentul initial sunt
suprapuse, altfel sunt doud astfel de MOMENTE..........c.cciviiiiiiiiiiic e 1p



