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Olimpiada Nationala de Matematica -etapa locala

SUBIECTE:

15 februarie 2015-PITESTI
Clasa aIX-a

1. a)Sa se demonstreze ca triunghiurile ABC si A'B'C' au acelasi centru de greutate daca si

numai daca M‘+BT3'+§=O

b) Tn planul triunghiului ABC se considera punctele M, N, P astfel incat AM =2MB ,
BN = 2N_Cf , ﬁ — 2PA. Fie G,,G,,G; centrele de greutate ale triunghiurilor AMP, BNM,

CPN. S& se demonstreze ca triunghiurile ABC si G,G,G; au acelasi centru de greutate.

2. FieneN,n>2si a <a, <..<a, numere reale. Sa se determine minimul expresiei

E(x) =|x—a|+|x—a,|+..+|x—a,

, xXeR

* %k %k

3. Fie ne N si a,beQ astfelincat a®" +b*"" =2a"b". Sa se arate c& 1—ab este patratul

unui numar rational.

4. Sa se rezolve in multimea numerelor reale sistemul:

x+d(y)=65
{y+d(x):2,1

unde d(x)= rpeizn|x— k|

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii
Fiecare subiect este notat cu 7 puncte
Timp de lucru 3 ore.
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BAREM de CORECTARE si NOTARE:

1. a)Fie G,G' centrele de greutate ale celor doud triunghiuri si O un punct din plan.

vem; OG =% (0A+0B +0C) , OG' = (04 + 0B+ 0C),

—_— —_— — —_— —_— _— —_— _— -

G'=G < OA+OB+0C =0A+0B+0C, AO+0OA +BO+0B'+CO+0C'=0,

AA'+BB'+CC' = O ....................................................................................................... (2 p)
b)AGl+BGZ+CGS=%VmA+§N+6§+KE+EN+EWU=6, ................................... (3 p)
2. Pentru a,be R, a<bh,avem |X —a| +|X—b| >b—a, cu egalitate pentru X [a, b],(l)
............................................................................................................................................... (2 p)
i)Dacd n = 2K, folosind (1) obtinem:
X—ay|+[x—ay,|>a, —a, | X —ay 4| = ay,, —a,, sam.d.

Se obtine MIN(E(X)) = ay, + 8y, +...+8,.; —8, —a,_; —...—a,, atins pentru X €[a,,a,,, ],

li)Daca n

=2k +1, folosind (1) avem: E(X) = @y, + 8y + .o+ 8y,p — 8 — 8y g —o— 8y +|X =8| §i

MIN(E(X)) = a, 4 + 8, +...+8,, — 8, —8,_; —...—a,, atins pentru X =, «coeevneen. (3p)
Obs. a,; € [ak'ak+2]

3. Ridicand la patrat relatia din enunt, obtinem:

a

4n+2 + b4n+2 + 2a2n+1b2n+1 — 4a2nb2n , (1) ,

Prelucrand (1), gasim:

a.4n+2 +b4n+2 _2a2n+1b2n+1 _ 4a2nb2n _4a2n+lb2n+l' (a2n+1 _b2n+1)2 — 4a2nb2n (1—a.b), (3 p)

Dacd ab =0, cerinta este TNAEPIINItE, .....cccevevereeeeeeeee et (1p)
a.2n+1 _b2n+1
Pentru ab=0,1—-ab = — =0%, GEQ, e (1p)
2a'b

4. Se disding cazurile

i) {x},1y}e [0, %) sistemul devine: {X +1yj=65

Prin scaderea celor doua ecuatii obtinem [X]— [y] =4,4 , ecuatia nu are solutii,

i) {x} € [0,%); {yle E ,1}, sistemul devine: {>;+1— tyi=65

y+{x}=21

x}=21

Prin adunarea celor dous ecuatii obtinem [x]+[y]+2{x}=7,6.
Rezulta: { } 0,3, Y =18, X=6,3, it (2p)

i x}e E ,1), {yje [o,%), sistemul devine: {X +ly}=65

y+1-{x}=21"
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Prin adunarea celor doua ecuatii obtinem [X]+ [y]+ 2{y} =17,6.

Rezulta: {y} =0,3, Xx=6,2, contradictie cu {X} € [% ,1), ecuatia nu are solutii, ........ (2 p)
X+1-1y;=6,5
iv) {X} IS 1 g1, {y} IS 1,1 , sistemul devine: {y} .
2 2 y+1-{xj=21
Prin adunarea celor doua ecuatii obtinem [X]+ [y] = 6,6, ecuatia nu are solutii,............... (1p)
X=6,3

Solutia sistemului este:

y=18

Nota:
Orice alta solutie corecta se puncteaza corespunzator.
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