INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN SIBIU

OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA, 27.02.2016
Clasa a Xll-a

1. (7p) Se considerd neN” si f :(0,0) >R, f(x)=

1 S
ISR Determinati

X+ X" 4 x X

primitivele functiei f.
Petru Vlad

2. (7p) (G,-) este un grup pentru care existd un numar natural n, n>3, astfel incét

n+1: n+l . ,n+l

Xy (xy)

n+2 _  n+2

VX YyeG, (Xy)n =Xn-yn,(xy) X 'yn+2_ Aratati ca grupul este

comutativ.
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3. (7p) Se considera numerele reale a, b si functia continua f :R — R cu proprietatea ca

bt b
[ £0)dx < [ £ (x)dx, oricare ar fi t € (0,2). Demonstrati ca af (a) =bf (b).
at a
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4. Pe mulfimea G=(0,0)\{1} se defineste legea x*y=x"". Se stic cd (G,*) este grup
comutativ cu elementul neutru e, baza logaritmului natural.

(4p) a) Daca H = {e“ | e Q*}, aratai ca H este subgrup al grupului (G, *).

P onsiderand grupu s arétatl ca ‘G—oR , X) =In x este un 1zomorfism de
(3p) b) Considerand | (R* ica f:GoR*f(x)=I izomorfism d

grupuri.
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Noti: Toate subiectele sunt obligatorii.
Timp efectiv de lucru: 3 ore.
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1. x4+ XML x 2L 3t x(1+ X" )(1+ x2”) .........................................................................
(1p)

dx x"dx
Il = s | o s (1p)

J.x(1+ x”)(1+x2”) ‘[x(1+ x”)(1+ x2”)

x2nt 1 1+x2"

l+)J=|———dx=—In—— , R
+ J.XZn(1+X2n) X 2n 2N ta, g€
(1p)
1—x" 1 x" 1
= PPt 1

x(l+x”)(l+x2”) X+ xM 1 x2n (p)

X1 XL 1, 1+x" 1 n
I-J :Imdx—ler(xn)z dx:;ln " —Harctg(x )+cz,c2 ER i (2p)

2
1+ X2 )1+ x"

Finalizare | =4—1nln( x)4(” ) —Earctg(x”)Jrc,CG R et (1p)
Sau

x"t 1 dt
- L S B (3p)

'[xn (1+ x”)(1+x2”) t n'[t(1+t)(1+t2)

REZOIVArea INTEGIAIET ... e (4p)
2. ()™ = XMLy o (xy) xy = Xy e xTyxy = XMy o YT =y e,
(2p)
(Xy)n+2 — "2, yn+2 PN (Xy)n+1 Xy = X2 . yn+2 PN Xn+1yn+1xy —x"*2 . yn+2 PN yn+1X _ Xyn+1
(2p)
Y o Y K o Y XY ettt ettt ettt (1p)
Y XY = XY T o YK S XY oottt ettt ettt ettt (2p)

3. f continua = f admite primitive pe R; fie F:R — R o primitiva pentru f. Din relatia data

avem F(bt)—F(at)<F(b)—F(a), V1 €(0,2) coiiirririieeieiiee e (1p)
Notam F (bt)— F (at) =G (t), G: (0, 2) — R, G derivabila=G(t)<G(1),vt€(0,2) ........ (2p)
t =1 punct de maxim pentru functia G ..........ccoiiiiiiiiiiii e (1p)
Din teorema lui Fermat rezulti ci G (1) =0 o,
(1p)

G (t)=F (bt)-b—F (at)-a= f (Bt)-b—f(A) @ orrrerrrrirereisreriseeseiseeri e (1p)
G (1)=f(b)-b—f(a)-a=0af (2)=DF (D) crrrrrrrrerrrrrerieieierereree s (1p)



4.2) VX, Y EH | XHY EH i (2p)
VxeH,x'eH

(2p)
D) Se stie Ca T EStE DIJECTIVA ..oouiiiieiiceieiecie ettt st (1p)

f este morfism deoarece f(x*y)= f(x"¥)= In(x'”y): Inx-Iny=f(x): f(y) o (2p)



