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Clasaa V-a

Problema 1. Un numar natural se numeste util daca este patrat perfect, cub perfect sau daca este egal cu
produsul dintre un numar care este patrat perfect si un numar care este cub perfect (de exemplu numerele
4=2%,27=3%si 72=2°-3% sunt numere utile).

a) Gaseste doua numere utile cu proprietatea ca diferenta lor este egald cu 1.

b) Gaseste doua numere utile cu proprietatea ca diferenta lor este egala cu 3.

c) Demonstreaza ca oricare ar fi numarul util a exista doua numere utile bsi ¢ cu proprietatea b—c=a.

Solutie: a) 9-8=3*-2°=1; (2p) b) 128-125=4°.2°-5°=3; (2p); c¢) un numirul util este forma
n?, m® sau n*-m?®, unde n, me N,=produsul oriciror doui numere utile este un numdr util (1p); daci a este
un numar util rezulta ca 9a si 8a sunt numere utile (1p); 9a—8a=a(9-8)=a (1p);

Problema 2. Un numar de 2465 de elevi din clasa a V - a din judetul Calarasi au completat un chestionar in
care trebuiau sa indice, in perspectiva evaluarii nationale din clasa a VI - a, testul la care au nevoie de pregatire
suplimentara, Matematica si Stiinte ale naturii sau/si Limba si comunicare - Limba straina. La centralizarea
rezultatelor s-a constatat ca pentru Matematica si Stiinte ale naturii au fost 1528 de optiuni, pentru Limba si
comunicare - Limba straind 1305 si 567 dintre elevii chestionati nu au indicat niciun test. Determind numarul
elevilor care au indicat ca au nevoie de pregatire la ambele teste.

Solutie: dacd X este numarul elevilor care au nevoie de pregatire la ambele teste, y este numarul elevilor care

au nevoie de pregatire la matematica siZ este numarul elevilor care au nevoie de pregitire la Limba si

comunicare rezultd: X+ Y+ z=_2465-567=1898 (2p); x+y=1528; x+2=1305; x =[(x+ y)+(x+ z)]—(x+ y+12)=
=935 (5p)

Problema 3. Determind multimea A care este inclusd in N* si indeplineste simultan conditiile:
1" elementele multimii A sunt numere mai mici decét 13;
2° daca xe A, atunci x+5e Asau x:3e A (x:3reprezinta ,,x impartit la 3”)

Solutie: A:{l, 2,3 4,6, 7,09, 12} (7p)

Problema 4. Daca un numar natural indeplineste simultan conditiile:
1" nu contine cifre egale;
2° prima si ultima cifra este numar prim sau patrat perfect;
3’ numarul format din oricare doud cifre consecutive este numar prim sau patrat perfect.
atunci o s numim numirul olimpic. De exemplu numerele 79 (7, 79 sunt numere prime, 9 =3%), 413 (4 =2,

41, 13, 3 sunt numere prime), 2531 (2 este numir prim, 25 =5, 53, 31 sunt numere prime, 1=1%), 37164 (3,

37, 71 sunt numere prime, 16, 64, 4 sunt patrate perfecte) sunt numere olimpice.

a) Gaseste cel mai mic numar olimpic de doua cifre.

b) Gaseste cel mai mare numar olimpic de cinci cifre.

c) Demonstreaza ca cel mai mare numar olimpic are opt cifre.

Solutie: a) 13; (2p) b) 97364; (2p); ¢) pentru ca 8 nu este numar prim sau patrat perfect si nNici un numar prim
sau patrat perfect de doua cifre distincte nu are a doua cifra 0 sau 8 rezultd ca un numar olimpic nu poate
contine cifrele 0 sau 8 (1p); existd numere olimpice care au opt cifre, de exemplu 25316497 (2p);

Baremul de notare este: Problema 1. a) 2 punct; b) 2 puncte; ¢) 3 puncte; Problema 2. 7 puncte;
Problema 3. 7 puncte; Problema 4. a) 2 punct; b) 2 puncte; b) 3 puncte.



Clasaa Vl-a
Problema 1. Ana isi pregateste in fiecare dimineata o bautura miraculoasa in felul urmator: toarna intr-un vas
gradat, care are capacitatea de 350 ml, 100 ml de miere de albine, dupa care toarna

50 ml ingredient secret

200 ml de ceai din plante de padure, amesteca bine, apoi completeaza cu 50 ml dintr-
un lichid care este ingredientul secret si amestecd din nou (vezi desenul aldturat). Tn 200 ml ceai din
aceastd dimineatd nu a fost atentd cand a adaugat ceaiul si a turnat pana s-a umplut plante de padure
vasul, dar fara sa verse pe jos. Buna matematiciana, a calculat rapid ce cantitate trebuie
sd verse din amestec si care este cantitatea de miere care trebuie adaugatd pentru ca, la
final, dupa ce toarna 50 ml din ingredientul secret sd obtind bautura dupa reteta
stabilita, singura care are efect.

a) Daca bautura miraculoasa contine p% ingredient secret, arata ca 14,2 < p <14, 3.

b) Determina cantitatea de amestec care trebuie varsata.

100 ml miere de albine

Gheorghe Stoianovici, Calarasi

Solutie: a) p = g (2p); 14,2< p<14,3<>99,8<100<100,1, adevarat (2p); b) raportul miere/ceai din

L 100 2 5 . . .

amestecul care trebuie varsat este 200150 = c (1p); daca xeste cantitate de miere care se va arunca, atunci
+

2
X = < x=20ml (2p); cantitatea de amestecul care trebuie varsata este 20+50=70 ml (1p).

Problema 2. Tntr-o urni sunt 20 de bile numerotate de la 1 la 20. Cristina extrage doua bile si le di cate o bila
prietenelor ei, Delia i Maria.
a) Ce numar ar trebui sa primeascd Delia pentru ca acesta sa aiba un singur divizor?
b) Ce numar ar trebui sa primeasca Maria pentru ca acesta sa aiba cinci divizori?
¢) Cristinale spune celor doua fete: ”Numarul Deliei este mai mic decat numarul Mariei, dar ambele numere
au acelasi numar de divizori.”. Dupa ce se uita ce scrie pe bila ei Delia spune: ”Nu stiu numarul Mariei.”,
apoi Maria spune: ”Cu informatiile date de Cristina, nu am stiut numarul Deliei, dar acum 1l stiu.”. Care sunt
numerele scrise pe bilele primite de Cristina si Delia?

Adriana Constantin, Calarasi
Solutie: a) 1 (2p); b) 16 (2p); c) 1si 16 nu sunt posibile; Existd doar doua numere care au 3 factori, care sunt
451 9. Daca o fata detine numarul 4 sau 9, fetele pot sti imediat ce detine fiecare. Deci, 4 si 9 nu convin. Toate
numerele prime au fiecare 2 factori. Sa presupunem ca atat Delia cat si Maria detin doua numere prime. Delia
nu poate detine numarul 19 deoarece numarul Mariei este mai mare. Delia nu poate detine numarul 17,
deoarece Delia poate ghici imediat numar Mariei. Dupa ce Delia spune "nu stiu numarul Mariei", Maria stie
ca numarul Deliei este unul dintre numerele 2,3, 5, 7, 11, 13. Maria nu se poate concluziona ce numar are
Delia. Astfel incat acestea nu detin doua numere prime. Sunt cinci numere cu 4 factori, care sunt 6, 8, 10, 14,
15. Prin acelasi rationament, acestea nu sunt bune. Acum, au ramas doar 12, 18, si 20, care au fiecare 6 factori.
Delia si Maria detin doua dintre ele. In cazul in care Delia detine numarul 18, ea poate spune imediat numarul
Mariei. Nu este cazul.
Prin urmare, numarul Deliei este 12, iar numarul Mariei este 20. (4p)

Problema 3. Se considera numarul natural 2016.
a) Gaseste doua numere prime psi q Ccu proprietate 2° —2% =2016.
b) Demonstrati ca orice multime care contine 2016 numere naturale, admite o submultime care are suma
elementelor divizibila cu 2016.
Florin Marcu, Caldrasi

Solutie: a) 2" —2° =2016 (3p); b) fie M ={a,, a,, a,..., @} 0 multime 2016 elemente care sunt numere
naturale; definim numerele n =a +a,+...+a,, (V)ke{l, 2, 3, ...,2016}, dacd printre aceste numere
exista unul divizibil cu 2016 afirmatia este demonstratd (1p); daca niciunul dintre numerele n;, n,, ..., Ny,

nu este divizibil cu 2016 atunci (3)i, je{l, 2, 3, ...,2016}, i< jastfel Tncat 2016|aj—ai (2p) =>ca

submultimea {am, U § } are suma elementelor divizibila cu 2016 (1p).

Problema 4. Se considera triunghiul ABC ascutit unghic si punctele D, E astfel incat D e(BC), E €(DC),
semidreapta (AD este bisectoarea unghiului <BAE si semidreapta ( AE este bisectoarea unghiului <DAC.



Daca F este simetricul punctului D fata dreapta AB si G este simetricul punctului E fata dreapta AC,
atunci demonstrati ca [EF|=[DG].

Viorica Stoianovici, Calarasi

A
Solutie: dreapta AB este mediatoarea segmentului
[DF]|=[AD]=[AF] [5] si m(<BAD) =m(<«BAF)[1] (1p);
semidreapta (AD este bisectoarea unghiului

<BAE = m(«BAD)=m(<«DAE) [2](1p);  semidreapta  (AEeste r

bisectoarea  unghiului ~ «DAC = m(<«CAE)=m(<«DAE) [3](1p);

dreapta AC este mediatoarea segmentului [AE]=[AG][6] si * b £ c
m(<EAC)=m(<CAG) [4](1p); din [1], [2], [3]si [4]= m(<EAF)=m(£DAG) [7](1p); din [5], [6]si
[7]= in AADG = AAFE(1p) = [EF]=[DG](1p).

Problemele au fost selectate si prelucrate de prof. Gheorghe Stoianovici

Baremul de notare este : Problema 1. a) 3 puncte; b) 4 puncte; Problema 2. a) 2 puncte; b) 2 puncte; c)
3 puncte; Problema 3. a) 3 puncte; b) 4 puncte; Problema 4. 7 puncte.

Clasaa Vll-a
Problema 1. Fie a si b numere rationale pozitive. Aratati ca:

a) daca a\7-2016 +beQ, atunci a=0;
b) ay2017 — 242016 —b\/2020 — 42016 € Q daci si numai daci a=b;

Diana Stanciu, Ulmeni
Solutie: a) /7-2016 :84«/§eR\Q(1p); presupunem céa¢0:>\/§e(@, fals (2p) = a=0(1p); b) daca

N = 2016 = a/ 2017 — 2/2016 —by/2020 - 44/2016 € Q < (a—b)</n € Q (2p); presupunema=b=12\14 € Q,
fals, deci a=b (1p).

Problema 2. Fiecare din numerele 1, 2, 3, ..., 10trebuie scris Tn unul din @/@\@
cercurile numite C,, C,, C,, ..., C, (vezi desenul alaturat) astfel ncat /

oricare ar fi cinci cercuri consecutive, suma numerelor scrise in aceste cercuri

sa fie un numar divizibil cu 5. Cate variante diferite de scriere a numerelor in |

cercuri existd? (Doua variante sunt diferite dacd in unul dintre cercurile @
C,, C,, C,, ..., C,suntscrise numere diferite) \ @,

O
Gabriela Ruse si Gheorghe Stoianovici, Calarasi

Solutie: notdim cu & numarul scris in cercul C;, i€{l, 2, 3, ...,10};  din 5la+a,+a,+a,+a; si

5|a,+a, +a, + a5 +a, =5/a; —a, (1p); asemdndtor rezultd 5|a, —a,, 5/a; —a,, 5/a, —a, si5|a, —a; (1p);
pentru completarea cercurilor C;,C, sunt 10 posibilitati (1,6), (2,7),..., (5,10), (6,1),..., (10,5) (1p); daca

IR

s.a.m.d. (2p); numarul variantelor diferite este 10-8-6-4-2 (2p).

Problema 3. Se considera triunghiul ABC si punctele D, E astfel incat D €(AC), E e(AB), astfel Tncét
semidreapta (BD este bisectoarea unghiului <ABC iar semidreapta (CE este bisectoarea unghiului <ACB.



Daca paralela prin punctul D la dreapta CE intersecteaza dreapta AB Tn punctul F, paralela prin punctul E la
dreaptaBD intersecteaza dreapta AC in punctul G, BD NCE ={N} si DF N"EG ={P}, atunci:

a) Demonstrati cd FG|| DE daca si numai dacd AB = AC.
b) Daca AB = AC, atunci demonstrati ca patrulaterul PDNE este romb.

c) Existd un triunghi ABC astfel incat, in ipotezele date, rombul PDNE este patrat? (justifica raspunsul)
Adrian Olaru, Calarasi

Solutie:
a) Aplicand teorema bisectoarei, se obtin relatiile:

AD AB
()
Ch BC

AE AC
=20
BE BC

(1 punct)

- AD AF

In AACE, DF // CE; cf. T. Thales = — = — (3)
CD EF

Tn AABD, EG // BD; cf. T. Thales = AE _AG (4)
BE DG

Din (1) si (3) se obtine AB_AF (5)
i "~ BC EF

AC AG
Din (2) si (4 btine — = —— (6
in (2) si (4) se obtine BC - DG (6)

Daca FG // DE, cf. T Thales in AADE = AR = AG = AB = AC = AB = AC. (1 punct)
EF DG BC BC

. 5 AB AC AF AG
Reciproc, daca AB=AC > —=—= =

—— = ——; cf. reciprocei teoremei lui Thales in AADE =
BC BC EF DG

FG // DE. (1 punct)

b) ND //EP si NE//DP, deci PDNE este paralelogram. (1 punct)

Daca AB = AC, AABC este isoscel si BD = CE. ZNBC = ZNCB = ANBC este isocel ==NB = NC

= BD - NB = CE — NC = ND = NE = PDNE este romb. (1 punct)

¢) Daca PDNE ar fi patrat, atunci m(£LEND) = 90° = m(£BNC) = 90° = m(£NBC) = m(£NCB) = 45°,(1
punct) = m(LABC) = m(£LACB) = 90°; imposibil(1 punct).

Problema 4. Se considerd triunghiul ABC si punctul De(BC), astfel incat semidreapta (AD este
bisectoarea unghiului <<BAC. Daca paralela prin punctul B la dreapta AD intersecteaza paralela prin punctul
A ladreapta BC in punctul M, N e(BC\(BC) este punctul cu proprietatea [BD]=[CN] si punctul P este
simetricul punctului A fata de punctul D, atunci:

a) demonstrati ca patrulaterul AMCN este paralelogram;
b) AD=BC<CM L NP.

Stelica Pana, Chirnogi si Sorin Furtuna, Calarasi

Solutie: a) ADBM paralelogram (1 punct); AM [|CN si

AM =CN = AMCN paralelogram (1 punct); ~ b) (—)din a) rezulta M &
CM || AN(i) (1p); AD=DN =DP = AN L NP(ii) (1p); din (i) si

(ii)= CM L NP (1p); («) CM L NP = AN L NP (1p);

AANP dreptunghic = ND = AD = AD =BC (1p). B N



Problemele au fost selectate si prelucrate de prof. Gheorghe Stoianovici

Baremul de notare este : Problema 1. a) 4 puncte; b) 3 puncte; Problema 2. 7 puncte; Problema 3. a) 3
puncte; b) 2 puncte; c) 2 puncte; Problema 4. a) 2 puncte; b) 5 puncte.

Clasaa Vlll-a
Problema 1. Se consideri ecuatiile:

1 |x—2016|—|x—1] = 2015;

X X
2 | =|=|—=|
9 10
unde cu |x| si cu [x]s-au notat modulul si, respectiv partea intreagd a numarului real x.

a) Arataticd x =0 este solutie pentru ecuatia 1.
b) Rezolvati, in multimea numerelor reale, ecuatia 1.

c) Cate numere naturale sunt solutii pentru ecuatia 2°?
Marin Neata si Eugen Predoiu, Calarasi

Solutie: a) |-2016|—|-1|=|2016 -1 = 2015 (1p); b) x & (—o0,1]U[2016,+0) = | x—2016| - |x -1 = 2015 <
2015=2015=> x € (—o0,1][2016,+0) solutie (1p); X (1,2016) => [|x - 2016| - - 1| = 2015 & x =1¢(1,2016)

X
10

:|=O<:>Xe{0, 1 2,..., 8},[5}[1}:1@“{10, 11,..., 17}

_ o) | 2=
sau x=2016¢(1,2016) (2p); c) [9} [ 9 10

10
solutii numere naturale (1p).
Problema 2. Fie a, b, ¢c € R, s se demonstreze ca:

a) Daca ab+bc+ca=1atunci (1+ az)(1+b2)(1+cz)z(abc—a—b—c)z.

s.a.m.d. [g}:[i} =8« xe{80} (2p); (V)xeN, szlz{g}{%}:l (1p); ecuatia are 9+8+...+1=45

b) Daci asi bsunt numere pozitive atunci a+b>2+ab.
c) Daca numerele a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui triunghi atunci (E—EHJKE—EHJ(E—EHJ <1
a a
Cristina Bornea, Caldrasi
Solutie: a) (1+ a’ )(1+ b2 )(1+ 02) = (abc)2 +a’+b%+c?+1+ (ab+bc+ ca)2 - 2(a2bc +ab’c +abc? ) =

(1p); (abc)2—2abc(a+b+c)+(a+b+c)2:(abc—a—b—C)Z(lp); b) a+b22x/£<:>(\/5+«/5)220,

adevarat (1p); ¢) abc>O:[E—£+1j(%—%+1j[5—9+1]Sl@(b—c+a)(c—a+b)(a—b+c)sabc (1p);
a a c ¢

a, b, ¢ lungimile laturilor unui triunghi=a+b-c=x>0,a+c-b=y>0, b+c—a=z>0:>a=XL2y,

= a+b-c=x>0,a+c-b=y>0, b+c—a=z>0:>a=X;y, b=X+Z,c=y+Z(1p); X+y2«/xy,

2 2 2
%22«/5, ygzzz\/y_z(lp); x;yx;z yJ2r22xyz(1p).

Problema 3. Se considera tetraedrul regulat VABC. Daca VA=4acm, ae(0,+oo),
VO L (ABC); Oe(ABC), M, Nsi Psunt mijloacele segmentelor [AB], [BC] si, respectiv [VO], atunci:
a) calculati volumul tetraedrului regulat VABC,

b) determinati lungimea proiectiei segmentului [VM | pe planul (ANP).

Stelica Pana, Chirnogi si Sorin Furtuna, Calarasi
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Problema 4. Se considera tetraedrul ABCD si un punct M care apartine interiorului triunghiului BCD.
Paralele duse prin M la dreptele AB, ACsi AD intersecteaza planele (ACD), (ABD) si, respectiv (ABC)
in punctele A, B’ si, respectiv C'. Daca AA'"(CD)={P}, AB'n(BD)={Q}, AC'n(BC)={M}si
(BCD)||(A'B'C"), atunci:
AP BQ CN,

" AQ AN’
b) demonstrati cd M este centrul de greutate al triunghiului (BCD).

a) demonstrati ca

(G.M)

Problemele au fost selectate §i prelucrate de prof. Gheorghe Stoianovici

Baremul de notare este: Problema 1. a) 1 punct; b) 3 puncte; b) 3 puncte; Problema 2. a) 2 puncte;
b) 1 punct; b) 4 puncte; Problema 3. a) 3 puncte; b) 4 puncte; Problema 4. a) 3 puncte; b) 4 puncte.



