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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locald, SALAJ, 10.02.2024

Barem de corectare, clasa a Xl-a

Subiectul 1.

Determinati toate matricele X € M,(R) cu proprietatea cd X2°19 + 2X = ( 3 0).

2021 3

Solutie:
Notam cu X = (Ccl 2) ,a,b,c,d € R, inmultind la stdnga si apoi la dreapta ecuatia data obtinem

iy, v2010 2 _ a by_(a b
succesiv X2010 4 22 = X(C d) E (C d)x ................................................................................... 1p

. < a 0
DG e LTSRS 2
Obtinem ca (c a) p
ce o« un a 0

Aratam ca X" = (nca"_l a")'n D TSR 1p
Astfel ecuatia se reduce la a?°1® + 2a = 3 5i 2019¢a?°8 4+ 2¢ = 2021 .cocovvvevvveciceeeeece e, 1p
a = 1, solutie unicd, pentru cd f: R - R, f(x) = x2°1% + 2x este o functie strict crescitoare ........... 1p

s . ..o (10
Rezultd ca c = 1§1X—(1 1) ............................................................................................................. 1p

Subiectul 2.

Fie A o matrice de ordinul doi cu elemente numere reale si A* matricea transpusa. Stiind ca
det(A+ AY) = 8sidet(A + 2+ AY) = 27 si se calculeze det(A).

Solutie:

. a b\ . a c 2a  b+c
FleAz(C d)@lAtZ(b d).A+At=(C+b Zd) .............................................................. 1p
Aet(A + AY) =4AA — D% — 2DC — C% oottt 1p

3a b+ 2c

A+2-Af=(c+2b i ) ettt 1p
det(A + 2 A% =9aAd — 252 — 5DC — 2C% oot 1p
Avem relatiile: 4ad — b? — 2bc — ¢? = 8 (relatia 1)
9ad — 2b? — 5bC — 202 = 27 (FElAti@ 2)  .vvveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ettt neeaeaeans lp
Din relatia (1) avem 4ad — 2DC — 8 = D% 4 €2 oo 1p
Relatia (2) se scrie: 9ad — 2(b? + ¢?) — 5bc = 27, iar dacd inlocuim pe b? + c?
se obtine ad — bc = 11, adicd det(A) = ad — DC = 11. cooooiiiiiiiiece e, 1p

Zalau, strada Simion Oros, nr. 2, Judetul Salaj, Telefon: 0260661391, Fax: 0260619190, E-mail: secretariat@isjsalaj.ro, www. isjsalaj.ro



INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN SALAJ
Loc. Zalau, str. Simion Oros, nr. 2, Cod 450059
Tel: 0260661391, Fax: 0260619190,

<)) E-mail:secretariat@isjsalaj.ro

Subiectul 3.

Fie fiR\ {2} - R, f(x) = —
(3p) a) Calculati l1m fx)- smf
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()
fx) aZ+2
(2p) b) Aflati a € R pentru care ,}Lr?o ( 7 (x+3)) =e
(2p) ¢) Aratati cd suma S = Y33 (llm m) este un numar natural divizibil cu 25.
Solutie:
. sin(x-2)
a) llm fx)- smf( 3 gll—l;lc;lo—x—z .................................................................................................................. 1p
sm(x —2) € [—1,1], OFICAIE X € TR 1viierieiiiieieeete sttt sttt s et st re et st eneenens 1p
Tl S 2 () oo oo e e e e eeeee e e e e e e oo e oo e e eeeeeee e 1p
x—oo X—2
im (LN 2 i () 2 p3a
b) )11_1}130 (f(x+3)) = ;1_{{)10 (x—z) I B0 e r e 1p
€38 = e@+2 decia? —3a+2=0,deUNGE @ = 2, @ = 1 ervoevveeoeeeoreeeeeeeeeeeee e ees s e e 1p
302 0 302 —
c) § = y30 (11%( )) DAL (2 W 1p
B0Z(k —2) = 150 - 30T £ 25 woiiieieiieiieieietees et 1p
Subiectul 4.
Fie sirul (a,)ney definit prin a, €(0,1) siayy; = a,(1 —a,),Vn € N".
(4p) a) Sa se arate ca sirul (a,),en €ste covergent si calculati limita sa.
(3p) b) Demonstratica lim(na,)=2.
n—oo
Solutie:
a) Avem a, €(0,1),a, =a,(1-a,) €(0,1)
Presupunem cd : a, €(0,1) siavem a,,, =a,(1-a,)<(0,1)
Conform principiului inductiei matematice obtinem 0 < @, < 1L,Vn € N .......coooviviiiiiiiinnnnn. 2p
Deoarece a, €(0,1) sil-a,€(0,1)=a,, =a,(1-a,)<a,
Sirul dat este descrescator si marginit inferior de 0. Fiind sir convergent, putem trece direct la
limita n relatia de recurentd= Lima, = 0.........ccuin i i 2p
n—-oo

ap

b) Definim sirul (by,),en, by = na, =

=8
N

Din relatiile de mai sus rezulta ca sirul
nenN

aplicarii teoremei Cesaro-Stolz.

) este crescator nemarginit, indeplinind conditiile
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2
. .. N . h+l1-n . aa ) as(l-a
Rezulta: lim— =Ilim =lim—"2 = |im ”( “)
n—o 1 n—ow l _i n—o an _an+1 n—ow an _an (1_an)
a'n an+l an
DECH: LIM(M@;) = Lereeiiiiiii i e e e e e 3p
n—-oo

Timp de lucru: 3 ore.

Fiecare subiect este notat cu 7 puncte.
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