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CLASA a VIII-a — solutii

Problema 1. Se considera numerele reale nenule a si b, astfel incat
3 (a® 4+ b%) = a®V? (a®b* +9) .

Demonstrati ca cel putin unul dintre numerele a si b este irational.
Solutie. Egalitatea se poate scrie a*b* —3a®—3b°+9a2b? = 0, a*(b* —3a?) — 30 (b* — 3a2) = 0,
(@ = B2) (B = 3a2) = 0 oottt 2p

2 b2
Deducem a? = 3b% sau b* = 3a? si, cum a # 0, b # 0, reiese /3 = :l:% sau V3=+—...3p
a

Daca presupunem ca a € Q si b € Q, rezulta V3 € Q - fals. Ca atare presupunerea este

falsa, deci cel putin unul dintre numerele a si b este irational ....................... ... ... 2p

Solutia 2. Avem 3(a® — 2ab? 4 b°) = a?b?(a?b* — 6ab +9), 3(a® — b*)? = a®b*(ab — 3)2..2p

Deducem v/3(a® — b3) = dablab —3) ....oooiii 2p

Daci a = b # 0, ipoteza duce la a*(a®> —3)> =0, deunde a = £v3¢ Q................. 1p
ab(ab — 3)

Dacéa;ébsia,be(@reiese\/?;:i 538 €EQ —fals,decia ¢ Qsau b ¢ Q........ 2p
ad —

Problema 2. Se considera piramida patrulatera regulata VABCD, cu baza ABCD si
punctele M, N si P, mijloacele muchiilor AD, BC, respectiv VA. Demonstrati ca unghiul
dreptei CP cu planul (BAD) are masura de 45° daca si numai daca unghiul dreptei CP cu
planul (VM N) are masura de 30°.
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Solutie. Fie O centrul patratului ABCD; VO este
inaltimea piramidei. Segmentele C'P si VO sunt me-
diane in triunghiul V AC, deci se intersecteaza intr-un
PUNCE Q. ot 1p

Proiectia dreptei CP pe planul (BAD) este
dreapta OC', asadar unghiul dreptei CP cu planul
(BAD) este JOCQ .. ...oviiiiiiiiiiiiiii i 2p

CN LMN,CN LVOsi MNNVO = {0}, deci
CN L (VMN). Deducem ca proiectia dreptei CP pe
planul (VM N) este dreapta N@Q, deci unghiul dreptei C'P cu planul (VM N) este SCQN ..2p

Dacd <OCQ = 45°, atunci CQ = v/2-0C si, cum CN = g -OC, in triunghiul dreptunghic
CQN cateta CN este jumatate din ipotenuza C'Q, asadar XCQN =30°................... 1p

Reciproc, dacd <CQN = 30°, atunci CQ = 2CN = v/2-OC, deci ¥O0CQ =45°........ 1p

Problema 3. Determinati numerele reale x si y care verifica simultan conditiile:

(i) = > 2y?

(ii) y > 222

(iii) numarul 8(z — y) este intreg.

Solutie. Din (i) si (ii) obtinem ca x > 0 si y > 0. Mai mult, = 0 daca si numai dacd y = 0.
Obtinem solutia (0,0), iar celelalte solutii (z,y) aux >0siy >0. ..o ... 1p



Fie (x,y) o solutie cu x > 0 si y > 0.

Din (i) si (ii) rezulta z > 2y* > 8z*, deci z (82 — 1) < 0 si, cum z > 0, obfinem 8z* < 1,
1
5. ....................................... ]_p
Este suficient sa analizam cazul x > y. Avem 0 < 8(x —y) < 8z < 4 si, din (iii), deducem

113
ca 8(x—y)€{0,1,2,3}, asadar z —y € {0, 318
e Daca z —y = 0, adica = = y, toate conditiile din enunt sunt indeplinite. Asadar perechile

1
asadar 0 < z < 3 Analog deducem ca si 0 < y <

1 ..
(a,a), cua€ <0, 2} L SUNE SOIUBIE. .« .oe e 1p
o 1 . v 1 . 2 1 2 2 1
e Dacaz—y = 3’ adica y = T obtinem: y > 2z° < T3 >22° & (da—1)" <0z = T
1 11
Rezulta ca y = 3’ iar perechea <4, 8) verifica si conditia (i), deci este solutie. ............ 1p

1
ODacéa:—y:Z,adicéy:m—z,ob‘ginem: y>21‘2<:>m—1 >22 =82 —4r+1<0s
422 + (2 — 1) < 0, imposibil.
3

3 3
oDaCéx—y:§, adicéy:x—g, obtinem: y22x2<:>x—§22x2<:>16332—8x+3<

0 < (47 — 1)2 + 2 < 0, imposibil. Asadar, nu avem solutii in aceste ultime doua cazuri. ... 1p
11 11 1
Reiese ca solutiile problemei sunt perechile <4, 8)’ (8’ 4> si (a,a),cuac [0, 2]. ...1p

Problema 4. Dacd m este un numaéar natural nenul, notam cu S(m) suma divizorilor na-
turali ai lui m, iar dacd n si p sunt numerele naturale nenule, notam cu C(n, p) suma caturilor
impartirilor lui n la divizorii naturali ai lui p (de exemplu, C'(18,10) =18 +9+ 3+ 1 = 31).

Fie a si b doua numere naturale nenule.

a) Demonstrati ca, daca S(a) = C(a,b) si S(b) = C(b,a), atunci a = b.

b) Este totdeauna adevarat ca, daca S(a) + S(b) = C(a,b) + C(b,a), atunci a = b?

Solutie. a) Daca di,ds,...d, sunt divizorii naturali ai unui numar natural nenul n, atunci

n on n

A1y, oo = oy T e T P e 1

{ 1,42, ) p} {dlde’ 7dp p
Fie by, b, ..., b, divizorii naturali ai lui b. Obtinem
Clap) <y +2-0(b L0 e~ Yo, (1)
b T by b\l T by b b
C(a,b C(b

asadar (Z’ ) < (b’ a). ................................................................. 2p

b b b b
Deoarece ipoteza este simetrica in a si b, avem si (b, a) < Cla, ), deci C(l; @) = C(Z’ ),
ceea ce arata ca avem egalitate Tn (1). ... o 1p
Deducem ca a este divizibil cu toti divizorii lui b si b este divizibil cu toti divizorii lui a,
asadar @ = b. ... 1p
b) Nu este adevarat. De exemplu, pentrua = 2sib =5, avem S(2)+5(5) = (1+2)+(145) =
981 C(2,5)+C(5,2) =24+ (5+4+2)=9,dar @ #b......ooooiiiiiiii i 2p



