OLIMPIADA LOCALA DE MATEMATICA
01.02.2020 - BAREM - CLASA A VIII - A

Problema 1

Se considerd numerele a = V41010 — 21011 4 1 &j p = /41011 4 21013 _ 21012 4 1,

a) Aritati ca a este numar natural.
b) Aratati ca b este numar natural.

c) Daci S este suma numerelor naturale impare din intervalul (a,b), aritati ca S < 31347,

Barem — Problema 1

Q) @ =/(21010)2 — 2 21010 T e

Y L Y

A = 21000 — 1 E N e

D) b =/(21011)2 4 2- 21011 4 1 = i

X L e Y

D =210 £ 1T E N oo,
c) S= (21010 + 1) + (21910 4+ 3) + (21010 4 5) 4 ... 4 (21010 4 21010 _ 1) ...
§ =21009.21010 4 (1 + 3+ 5+ -+ 21010 — 1) s
§ = 2100921010 4 21009 . Dd000 et
S = 22000 L D0 ettt
22019 — (23)673 = g673 < Q673 — (32)673 — 31346
. 22019 - 31346

Din 016 31346} =5 < 303136 =3B



Problema 2

a)Fiex € [—%, 1]. Calculati valoarea expresiei E(x) = /x(x —2)+ 1+ /x(x + 1)+ %;

b) Aratati ca (3a? + 5)(3b% + 5) = 60ab, Va,b € R;
c) Demonstrati ca 16x* + 3 > 8x, Vx € R.

Barem — Problema 2

2
AE@ =yxax—D+1+ [x@+D+:=J/G-D2+ J(E2) 0,50p
E() = 13 = 1+ [0 o 0,50p
Dinxe[-2,1| = lx—1l=1-x si = =2 0,50p

2 ’ 2 2

Finalizare: E(x) = 1 — x + 222 = 1—x+x+%=§ ................................................ 0,50p
b) Aplicim inegalitatea mediilor (m, > m,) pentru numerele 3a® si 5:
2HS > V375 2302 4+52 2VIS& = 382 452 2VI5 - [a] (1) v 0,75p
Analog se giseste 51 3b% +5 2 2V15 - [B] (2) woeveeeiiiieieieieeee s 0,75p
Finalizare: Din (1) si (2) = (3a? +5)(3b2 +5) = 60]a - b| = 60ab ......ccceovevvrvrerrrerennnn. 0,50p
c) Inegalitatea este echivalentd cu 16x* —8x +3 >0, Vx € R
Avem: 16x* —8x +3 = 16x* —8x2 4+ 1+ 8x% —8X + 2 = ttovvrreeirreee e 0,75p
=(4x?)?2 =2 4x2 +14+2[(2x)? =2 2x +1] = (4x%> = 1) + 2(2x — 1)? .oorvrieerererereien,s 1,5p

Din (4x2 —1)2 > 05s5i2(2x—1)?>20=> (4x - 1)?*+2(2x—1)* = 0>
= 16x*—-8x+3>0....0,75p



Problema 3

Fie ABCDA'B'C'D' un paralelipiped dreptunghic. Se noteaza cu M, N, P, Q mijloacele laturilor (D'C"),
(BC), (A'D"), respectiv (DC). Dimensiunile paralelipipedului sunt AB =3 cm, BC =5 cm si C'C = 2cm.

a) Aratati ca masura unghiului dintre dreptele MN si AD este egala cu 45° .
b) Aratati ca dreptele MN si PQ sunt perpendiculare.

Barem — Problema 3

DM C'  a)AD Il BC = m(MN,4D) = m(MN, BC) = m(MNC) .....1p
| I N TR D (N (o 0,50p
1 i B' \ \\\
A : VN 5 5v2
! VN MC==CmM, MN=——CM, ..ot 1p
D' \ N 2 2
/I_ _________ \\-____ C
// \\\ ; . ‘\/E . 0
N sin (MNC) = - = M(MNC) = 45° oo 0,50p
A B b) (solutia 1) Fie S mijlocul laturii (AB). Arata c MNSP
este paralelogram = MN || PS ...c.cocoovveveviieveeieiee, 1p
= m(MN,PQ) = m(PS,PQ) = m(QPS) ....ccccoo..... 0,50p

Arati ca A'SQD' este paralelogram = SQ || A'D'=

A', D', P, S, Qsuntcoplanare .........c.ccceevevveieinenenn, 0,50p
AMNC = ASPA" = AQPD' .......ocoveeeeeeeeeeeeeen, 1p

= m(MNC) = 45° = m(SPA") = m(QPD") ....... 0,50p

= m(QPS) =90° = SP L PQ = MN L PQ ........ 0,50p

p /M C" b) (solutia 2) Fie O centrul bazei AB'C'D".
P \\/&)\\\:\B'\\:\‘ ¢ Aratd cA OP || QC si (OP) = (QC) = oevevevreeeeeeeee, 1p
A P ( x OPQC este paralelogram = PQ || OC ........cccceeuun.... 0,50p
Dd c  Aratici OM || NC = 0,N,C, M sunt coplanare ......... 0,50p
\ N Din (OM) = (NC) = ONCM este paralelogram ......... 0,50p
A - B Din NC L MC = ONCM este dreptunghi ................... 0,50p

5
Din MC = NC = > = ONCM este romb = ............... 0,50p

ONCM este patrat = MN L OC sau MN 1 PQ............ 0,50p



Problema 4 ( prelucrare problema E:15629 din G.M.)
Se considera piramida patrulaterd regulata VABCD, AC N BD = {O} si punctele M si N
mijloacele muchiilor BC, respectiv VD.
a) Daca AB = AV si Q este mijlocul lui (VC), stabiliti natura patrulaterului MONQ;
b) Daca AB = AV aflati masura unghiului determinat de dreptele AB si MN;
¢) Daci m(£OMN) = 30°, demonstrati ci AB = AV.
Barem — Problema 4
a) Notam AB=AV =2a

(OM) - 1. mijl. in ABDC si (NQ) - L. mijl. in AVDC = OM = NQ =2 =22 =g ..occoo..... 0,75p
? 2 2

(NO) - L. mijl. in ADVB si (QM) - L. mijl. in AVCB =NO =MQ = =2 =@ ovvvvcccee 0,75p
Finalizare: OM = MQ = QN = NO =a = MONQ =romb  .....cccceiiiiieieceece e, 0,50p
b) AB ||OM = <«(AB,MN) = Z(OM,MN) = X(OMN)  .oocvvvesrierrrreseerrereesrenrsnions 0,50p
(0Q) -1 mijl.inAVCA=0Q =2=21=a s 0,50p
O0Q=0M=MQ =a = AOQM - echilateral = m(xOMQ) = 60° .......ccecevvrirerrerrerrennns 0,50p
MONQ =romb = (MN - bisectoarea <OMQ = m(XOMN) =30% ....ccoeiiiiiiricececene, 0,50p
c) Notam: AB =2a, AV =2b i fie OM n AD = {P}
(NP) - I mijl in AADV = NP = =2 = 22 = b si, analog, NO = =2 =2 = b

= NP = NO = APNO ISOSCEl .ocvviiviiiecece et 0,50p
Fie NT L PO, T € POsiimediat PT =22 =2 .o 0,50p
T. lui Pitagora in APTN = TN? =PN? —PT? = TN? = b? — aTZ [ I 0,50p
In ANTM dreptunghic in T, m(<NMT) = 30° = tg(<NMT) = ? ........................................ 0,50p
Dar tg(«NMT) = - = 37 = %=\/3—§:>NT=(IT\/§:NT2=¥(2) ...................... 0,50p

2 2

Din (1) si (2) = b2 =% = 3% 5 h2 = 42 2= = ABZAV oo 0.50p

4 4




