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OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa locala
8 februarie 2020

Clasa a I1X-a

1. Fie (a,),>1 O progresie aritmetica de numere naturale astfel incata; = 1.
a) Aratati ca exista k > 1 astfel incat a; sa fie patrat perfect.
b) Aratati ca progresia contine o infinitate de termeni care sunt patrate perfecte.
c) Dati un exemplu de progresie aritmetica de numere naturale care nu contine
niciun patrat perfect.

. L 1. 2
2. Fiesirul (x,),>1 definit prin x; = 7 S1y/Xn + X, = 2 1.
Sa se arate cd );—(2k + 1)x;, < 1, oricare ar fin > 1.
Traian Tamadian,
G.M. nr. 11/2019

3. Fiex,y,z > 0. Demonstrati ca
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Catalin Cristea

4. Fie ABC un triunghi, D piciorul 1ndltimii din A, G centrul de greutate al triunghiu-
lui ABC si S piciorul bisectoarei din D in triunghiul ADB. Dreapta SG taie latura AC
in punctul T. Sa se arate ca AD = BC daca si numai daca <ADT = «TDC.
Romanta Ghita si loan Ghita, Blaj
Gazeta Matematica seria B, nr. 9/2019

Nota:
Toate subiectele sunt obligatorii.
Fiecare problema se va nota de la 0 la 7 puncte.
Timp de lucru: 3 ore



Solutii clasa a IX-a

1. a) Cumr = a, — aq,a4,a, € N, deducem ca ratia r este un numar natural.
Luim k = r + 3 si obtinem a;, = (r + 1)?, care este pitrat perfect.
b) Pentru orice numir natural m, luaind k = m?r + 2m + lavema, = 1+ (k — Dr = m?r? +
2mr + 1 = (mr + 1)? , de unde rezulti ci progresia contine o infinitate de termeni care sunt
patrate perfecte.
c) Stiind cd orice patrat perfect este de forma 34 sau 34 + 1, este suficient sa ludm progresia

aritmetica (a,)p>1, a4, = 3n+2,n € N,

- o . o 1
2. Demonstram prin inductie matematica: x,, = ———,Vn = 1.
n2.-(n+1)2

.- 1 -
Etapa de verificare: x; = - adevarat.
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Etapa de demonstratie: presupunem ca x,, = ——— si demonstram ca x =
p fie: presup n T NZmi? Y 1 T )2 (nt2)?

. 2 _ 2 1 _ 1 ; -1
AVeM: \/xp 4 = n24+2n V Xn = n242n  n-(n+1)  (n+1)-(n+2)’ deci x, 1 = (n+1)2-(n+2)2’

1

Cum ambele etape ale inductiei sunt verificate, rezultd ca x, = ——,vn = 1.
n2.(n+1)2
Obtinem ca Y312k + Dx, = X1k + 1) L1 _—ym [i—;] —1-——<1
k=1 k k=1 k2-(k+1)2 k=112 " (k+1)2 (n+1)2 '

3. Inegalitatea se scrie echivalent:
3+2 y3+2 z23+2 1 1 1 9 9 1
+ + + ( + + ) 2ot

y+z z+x x+y yv+z z+x x+y

Dar x* + 2 > 3x,Vx > 0, ea fiind echivalentd cu (x — 1)%(x +2) = 0.
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Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakovski, forma Titu Andreescu, avem:

1 1 1 14+141)2 9
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y+z  z+x  x+y = 2(x+y+z) - 2(x+y+z)-(2)

Adunand relatiile (1) si (2) obtinem concluzia.

X

4. Notam AD = x,BD =y,DC = z,f,—z = a. Din teorema bisectoarei in triunghiul ADB, % =3

deci AS =% - SB siatunci GS = £24E (9
y ’ x+y

ﬂ+(x-ﬁ)
+a

Din relatia ;}—Z = o deducem ci GT = si, cum G este centrul de greutate al triunghiului

(1—a)-GA—a-GB'(2)

ABC, obtinem GT =
’ 1+a



Vectorii GS si GT sunt coliniari, iar vectorii GA si GB necoliniari, deducem astfel din relatiile (1)
si(2) ca 2 = =, deunde &« = =—.(3)
1-a - x—y

Daca AD = BC rezulta succesivecax —y =z, a = E si, din reciproca teoremei bisectoarei
n triunghiul ADC, «ADT = «TDC.
Reciproc, daca <ADT = «TDC, folosind teorema bisectoarei in triunghiul ADC si relatia (3)

rezultd cd a = E = ﬁde unde x —y = z, adica AD = BC.



BAREM DE CORECTARE

Clasa a IX-a
Problema 1
a) Ratia r este un numar natural. 1p
Pentru k = r + 3obtinem a;, = (r + 1)?, care este pitrat perfect 2p
b) Pentru orice numir natural m, luand k = m?r + 2m + 1l avema, = 1 +
(k—1r =m?r? + 2mr + 1 = (mr + 1)?, care este pitrat perfect
c) Stiind ca orice patrat perfect este de forma 34 sau 34 + 1, este suficient sa 2p
luam, de exemplu, progresia aritmetica (a,)p>1, @, = 3n+2,n € N,
(Orice alt exemplu corect se puncteaza cu 2p) 2p
TOTAL P
Problema 2
. . 1 4p
= — >
Demonstrarea relatiei X, D2 vn=>1
H H . n —_ n 1 —_
Finalizare: 2y —1(2k + 1)x;, = Y —1(2k + 1) i
n i . 1 ] —1_ 1 3
k=1 [k? (k+1)2 1 ) L P
TOTAL [
Problema 3
x3 4+ 2 > 3x,Vx > 0, fiind echivalenti cu (x — 1)?(x + 2) > 0.
3 3 3
Rezultd = +2+y+2+z+223(x 2 L) 2p
y+z zZ+x x+y y+z zZ+x x+y
Cunotatiley+z=a>0,z4+x=b>0,x+y =c>0avem
* ¥y 4z _ 1 (bja c e b e 16— 3
y+z Z+x E_Z (a+b+a+c+c+b 3)22 (6 3)22’
L x3+42  y342 z342 Xy z 3
dECI y+z + Z+x + x+y = 3 (y+z + Z+x + x+y) = 2 (1) 2p
Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakovski, forma Titu Andreescu, avem:
1 1,1 (1+1+1)% 9
y+z  z+x  x+y — 2(x+y+z) - 2(x+y+z)-(2) 2p
Adunand relatiile (1) si (2) obtinem concluzia. 1p
TOTAL P
Problema 4
Fie AD = x,BD = y,DC = z,% = . Din teorema bisectoarei in triunghiul
ADB, 2 =X 45 =%. 3B si G§ = LHCE (1)
By y ’ Xty B
GT = i GA + GB + GC = 0 implica 6T = T=24=2% (9) 2p
GSWGT GAMGB i i 5 — X iq ==
GS || GT , GA } GB , deducem din (1) si (2) ca = deci a = x_y.(3) 1p
DaciAD =BC=x—-y=2za= E si, din reciproca teoremei bisectoarei in
triunghiul ADC, <ADT = <TDC. 1p
Reciproc, daca <ADT = «TDC, cu teorema bisectoarei n triunghiul ADC si
relatia (3) rezultd ca @ = g = —~_deunde x — y = z, adicd AD = BC. 1p

x—y

TOTAL
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