Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 8 Martie 2014

SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE —CLASA a VI-a
Problema 1. Aratati ca:
1\3 2\ 3 5\ 3
i z °) =1
2 (2) () () -
b) 333 4 43 4 53 < 6%,
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Solutie
) 1 3+ 2 3+ 5\° 1+8+125 27+64+125 216 _ 5
a — — — = — — _— = = e
2 3 6 2 27 ' 216 216 216 p
333 433 533 1 33 2 33 5 33
b) Ar fi suficient sa aratam ca 6B + B + B < 1, adica <§> + <§> + (6) < 1.

12 .5 1\* 1\° /2% 2\° 5\%
Cum 7' 3 si 5 sunt subunitare, avem (§> < <§) , <§> < <§) si <8> <

5\ 3
(6) . Adunand cele trei relatii si tinand cont de a), urmeaza inegalitatea dorita. .. 2 p

Problema 2. Spunem ca multimea nevida M de cardinal n are proprietatea P daca
elementele sale sunt numere naturale care au exact 4 divizori. Notam cu Sj; suma tuturor
celor 4n divizori ai elementelor unei astfel de multimi M (suma contine gi termeni care se
repeta).

a) Aratati ca A ={2-37,19-37,29 - 37} are proprietatea P si S4 = 2014.
b) In cazul in care o multime B are proprietatea P si 8 € B, demonstrati ca S # 2014.
Solutie

a) Orice numar de forma p - ¢, unde p si ¢ sunt numere prime distincte, are exact patru
divizori: 1, p, ¢ si pg. Cum 2, 19, 29 &i 37 sunt prime, rezulta ca multimea A are

Proprietatea P. ... 1p
Sa=1424374+2-37+1+19+37+20-37+1+29+37+29-37 = 3-38420-38+430-38 =
B3 - 38 = 20014 o 2p

b) In afara lui 8, elementele lui B vor fi de forma p - ¢ (cu numere prime distincte) sau p?
(CU p NUMAT Prim IMPAT). .« .ttt ettt 1p

Cum macar unul dintre numerele prime p si q este impar, suma divizorilor lui pg, 1 +p+
q+pg = (14 p)(1+q), este numar par. Rezulta ca suma divizorilor numerelor de forma
p-q (cu p si ¢ numere prime distincte) este pard. ..., 1p

Pentru p impar, suma divizorilor lui p3, 1 + p + p? + p3, este numar par. Astfel suma
divizorilor numerelor de forma p® (cu p numér prim impar) este pard. ............. 1p

Suma divizorilor lui 8 este 15, numar impar. Rezulta ca Sp este numar impar, prin urmare
) )

S5 2 201, e 1p



Problema 3. Pe laturile BC, C'A si AB ale triunghiului ABC se considera punctele
M, N respectiv P astfel incat BM = BP si CM=CN. Perpendiculara din B pe MP si
perpendiculara din C' pe M N se intersecteaza in I. Demonstrati ca unghiurile IPA si INC

sunt congruente.
Solutie

Cum CM = CN i CI 1L M N, rezulta ca dreapta CI este mediatoarea segmentului M N.

De aici, IM = IN. Analog se arata ca IM = TP. ... ... ... . . .. 3p
Triunghiurile IMC' ¢i INC sunt congruente (L.L.L.), deci TMC = INC., Analog se arata
A TIMB = TPB. oo 2p
Unghiurile TPA si TMC sunt congruente, avand suplemente congruente. Deducem ca
IPA = ﬁ\/'\C PP 2p

Problema 4. Determinati numerele naturale a pentru care exista exact 2014 numere

naturale b care verifica relatia 2 < % < 5.
Solutie. Relatia 2 < % < 5 este echivalenta cu g <p< g, adica 2a < 10b < 5a. ..... 1p

Inseamnd c& in secventa 2a,2a + 1,...,5a trebuie sa se afle exact 2014 multipli ai lui 10,
adica secventa trebuie sa contina cel putin 2013 decade de numere consecutive si mai putin de
2015 decade de numere consecutive. Deducem ca 2013 - 10 < 5a — 2a < 2015 - 10. Obtinem
a € {6710,6711, ... 6716}, .o 3p

Convin numerele: 6710, 6712 51 6713. ... 3p

Timp de lucru 2 ore. Se acorda in plus 30 de minute pentru intrebari.
Fiecare problema este notata cu 7 puncte.



