Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 9 Martie 2013

SOLUTII ST BAREME ORIENTATIVE — CLASA a VII-a

Problema 1. Aratati cd ecuatia:
1 . 1 B 2
VT +/1006 /2012 — 2 + /1006  /z + /2012 —z

are 2013 solutii in multimea numerelor intregi.

Gazeta Matematica

Solutia 1. Pentru existenta radicalilor este necesar ca 0 < o <2012. .................. 2p
In acest caz, pentru x # 1006 ecuatia devine

VT — /1006 N V2012 — 2 — /1006 _ 2(@ — V2012 — 2)

x — 1006 1006 — x 2z — 2012
egalitate adevarata pentru orice x # 1006. Ca urmare, numerele intregi 0, 1, 2, ..., 1005,
1007, 1008, ..., 2012 sunt solutii ale ecuatiei. ........ ... 4p
Intrucat si = 1006 verifica egalitatea din enunt, rezulta ca ecuatia are 2013 solutii intregi,
sianume 0,1,2, ..., 20012 . 1p
Solutia 2. Pentru existenta radicalilor este necesar ca 0 < o <2012. .................. 2p

Notdm a = /z, b = v/1006 si ¢ = /2012 — z. Atunci a® + ¢* = 2b°. Egalitatea din enunt

devine
1 1 2

a+b+c—|—b T atc
egalitate echivalents cu (a + ¢)(b+c) + (a+b)(a+c) =2(a+b)(b+c) < a® +c® =20 ... 4p
Deci ecuatia are 2013 solutii intregi, si anume 0,1,2,...,2012 ..., 1p

Problema 2. Determinati perechile de numere reale (a,b) pentru care egalitatea
lax 4 by| + |bx + ay| = 2|x| + 2|y
este adevarata pentru orice numere reale = si y.

Solutie. Pentru x =y = 1 rezulta ca |a + b = 2, deci a + b € {—2;2} (1)

Pentrux =1,y =—1rezultda ca [a —b| =2, decia—b e {—=2;2}(2) ..........coiiit. 3p
Din aceste relatii se obtine ca (a,b) € {(2,0);(0,2);(—=2,0);(0,—=2)} ..., 2p
In fiecare din aceste cazuri se verifici faptul ca egalitatea din enunt este adevarata pentru
OTiCe NUMETE TEAIE X §1 Y. « o v ettt e e e e 2p

Nota. Se acorda 2 puncte pentru obtinerea uneia dintre relatiile (1) si (2)

Problema 3. Pe laturile (AB) si (AC) ale triunghiului ABC' se considera punctele M $i
respectiv N astfel incat <ABC = <AN M. Punctul D este simetricul punctului A fata de B,
iar P si @) sunt mijloacele segmentelor [M N| si respectiv [C'D].

Demonstrati c& punctele A, P si Q sunt coliniare daca si numai daca AC' = ABV/2.

Solutia 1.



D

»<=" Triunghiurile AMN si ACB sunt asemenea deci % = ﬁg , rezulta ca AM =2 ...1p

Cum ﬁg = 2,:147(? = /2, rezulta ca ‘2%[ = AC & ﬁ]\g = ‘gg .............................. 1p
Ca urmare, M N||CD, de unde rezulta ca A, P si () sunt coliniare. .................... 1p

»—" Vom arédta cd M N||CD. Presupunand contrariul, fie N’ € (AC), N’ # N astfel incat
MN'||CD si {P'} = MN'NAQ. Atunci P’ este mijlocul lui [M N'], deci [PP’] este linie mijlocie
in triunghiul M NN'. Rezulta ca PP’HNN’ absurd deoarece PPPNNN' = {A}. .......... 2p

Din M N||CD rezulta ca ’ij\g = AC & AN 221461'9

Dar AAMN ~ AACB rezulta ca G4 = 48 = 48 = 4C.

Rezulta ca 2;1453 A B, deunde AC = ABV2. .o 2p

Solutia 2.

D
Fie G = AP N BC. Deoarece AAMN ~ AACB, rezulta 1‘2—]\]\/[[ = ﬁ—g.
Deoarece P este mijlocul segmentului [M N], rezulta ca Aanp = Aanp, de unde flgﬁﬁgg =
AN _ AB 2
7 Bl el R T O P

w AP _ _ C . d(G,AB) _ d(P,AB) _ AB .+ BG
Pe de alta parte 45 = ACAB) = d(G.AC) deci ACAC) = APAC) = AC: De aici &&
Aapg _ AB?

ape T QT et 3p
AC = ABV2 & ACQ = % & g—g = % < G este centrul de greutate al triunghiului ACD <
A, P gi Q sunt COMIATe. . . ..ot 2p

Problema 4. Se considera patratul ABCD si punctul E in interiorul unghiului <CAB,
astfel incat méasura unghiului <BAF este de 15°, iar dreptele BE si BD sunt perpendiculare.
Demonstrati ca AE = BD.

Solutia 1.



E
g E
A B

Cum unghiurile <ACB si <CBEFE au masurile de 45°, rezulta ca dreptele AC si BE sunt
PATAlEle. . . e 1p

Fie F proiectia lui E pe AC. Atunci EF = BO =582 ... 2p

Triunghiul FAFE este dreptunghic in F' gi are unghiul <#'AE de 30°.
Deducem ca AE = 2EF = BD ... 4p

Solutia 2.

D C
g B
A
F
Fie F' € DB astfel incat (AB este bisectoarea unghiului <#'AE.
Atunci AFAB = AEAB (UL.U.),deunde [AE] = [AF] .. ... o i, 3p
Triunghiul dreptunghic OAF are unghiul <AFO de 30°. Rezulta cd AF = 2A0 = AC. Ca
urmare BD = AC = AF = AE. ..o 4p

Solutia 3.

D C
,‘E
A t B

Fie F' in interiorul patratului astfel incat triunghiul CF D este echilateral. In triunghiul
isoscel DAF unghiul <ADF este de 30°, deci m(<F'AB) = 15°, ca urmare F' € AE.

........................................................................................ 3p
Analog m(<ABF) = 15°. lar m(<BFE) = 30°, pe de alta parte m(<AEB) = 180° — 15° —
135° = 30°, deci BE = BFE. ...\ oo 2p
m(<DBF) = 30°, deci m(<DBF) = 135° = m(<ABE), EB = FB si AB = DF, deci
ABFD = AEBA. Caurmare AE = BD. ... e 2p



