Etapa Judeteana si a Municipiului Bucuresti, 9 Martie 2013

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE — CLASA a VIII-a
Problema 1. Determinati tripletele de numere intregi (z,y, z) cu proprietatea ca
2?2+ 22 =16(x +y + 2).
Solutie.

Egalitatea din enunt revine la (r — 8)? 4+ (y —8)2 + (2 —8)2 =192...........ooiii. .. 2p
impér‘gind un patrat perfect la 4 obtinem fie restul 0, fie restul 1. Numarul 192 este divizibil
cu 4, prin urmare numerele z — 8, y — 8 si z — 8 sunt pare. Rezulta ca exista numerele intregi
a1, b1,cq astfel incat x — 8 = 2aq, y — 8 = 2by si z — 8 = 2¢;. Astfel, ecuatia initiala devine
A3 4 b2 4 €0 = A8 2p
Repetand de doua ori rationamentul, gasim numerele intregi ao, by, co astfel incat a1 = 2as,
b1 = 2bs, c1 = 2¢9, iar a% —i—b% —i—cg = 12, respectiv numerele intregi as, b3, c3 astfel incat as = 2as,

by = 2b3, co = 2c3, iar a%—l—bg—kcg:& .................................................... 1p
Aceasta egalitate este adevarata atunci cand fiecare dintre numerele ag, bs, c3 ia, la intamplare,
una dintre valorile 1 Sat — 1. ... o 1p
Ecuatia din enunt are deci solutiile: (0, 0,0), (0,0, 16) (0, 16,0), (16,0,0), (0, 16, 16), (16,0, 16),
(16,16,0), (16,16, 16). <. uentntt ettt e et ettt e 1p
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Problema 2. Determinati toate numerele reale x pentru care numarul ¢ = —————
%+ 2z + 3
este intreg.
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Solutie.

Daci a este numar intreg nenul, atunci 22 4+ 1] > |22 +22 4+ 3| ..o, 2p

Observim ¢ 22 + 22 +3 = (T + 1)+ 2> 0 oottt 1p

Rezulta ca 2z + 1 > 22 + 22 + 3 sau 20 + 1 < — (22 + 22 + 3), de unde z2 + 2 < 0 respectiv
22 + 4z 4+ 4 < 0. Prima inegalitate este imposibils, iar a doua conduce la z = —2........... 2p

Pentrux = —2,avem a = —1 €7 ..o e 1p

Numarul a este egal cu 0 pentru x = —%. In concluzie z € {-2, —%} ................... 1p

Problema 3. Fie prisma hexagonala regulatda ABCDEFA'B'C'D'E'F’ cu muchia bazei
AB = 12 si inaltimea AA’ = 121/3. Notdm cu N mijlocul muchiei CC".

a) Demonstrati ca dreptele BF' si N D sunt perpendiculare.

b) Aflati dinstanta dintre dreptele BF' si N D.

Solutie.



S

a) Fie M mijlocul muchiei BB’; atunci M N||AD, deci punctele A, D, M si N sunt coplanare.
Dreapta de intersectie a planelor (BFF') si (ADN) este M@, unde @ este mijlocul seg-
mentului [BF|. Observam ca BF F' B’ este patrat si atunci BF' 1 M Q. Apoi, AD1(BFF"),
de unde BF' 1L AD. Rezulta ca BF' L(ADN), prin urmare BF' LND.................. 3p

b) Notam cu S intersectia dreptelor M@ si BF' gi cu P proiectia punctului S pe dreapta
ND. Din BF'1(ADN) deducem ca BF'LSP, asadar SP este perpendiculara comuna a
dreptelor BEF' §1 N D. ...t e e 2p

Pentru a afla lungimea segmentului [SP], calculam in doua moduri aria triunghiului SN D.

Avem: )
Asnp = Aunpg — Aspg — Asun = §SP -ND.
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Cum MN =12, QD =18, ND = 6+/7, MQ = 6+/6, obtinem SP = R 2p

Problema 4. Consideram numarul natural nenul fixat n. Determinati numerele naturale
nenule ;1 < x9 < --- < x, < Tp41 CU proprietatea ca

Tp * Tn41 §2($1—|—$2+--~—|—Z’n)-

Solutie.

Observam ca a1 < 2(x1 + 22+ -+ x,) <2(14+24+ -+ 25) = 2p(xy + 1).(1) De aici
rezUta CA Tyl <y Lo oo e 2p

Cum z, si xp41 sunt numere naturale cu z, < xp4+1, deducem ca rp41 =5 + 1. .. ..... 2p

Atunci toate inegalitatile din (1) se vor transforma in egalitati. Din x1 + zo + -+ + x, =
14244z, §i z, > n, rezultd ca x,, = n si, apoi, xy = k pentru orice k € {1,2,...,n} . 3p

Nota. Pentru observarea faptului ca x, > n (sau in general ca x > k, k = 1,n) se acorda
1 punct.



